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«lubesc Ucraina si matematica» - sunt cuvintele incrustate pe
piatra de granit a monumentului omului de stiinta
Mihail Kravciuk (1892-1942)
Speram ca aceasta exprimare patrioticda a marelui matema-
tician ucrainean sa va fie calauza pe calea spre profesionalism.

Proprietatile inegalitatilor

Dacaa > b si b > ¢, atunci a > c. Daca

a > bsi ¢ — orice numaatuncia + ¢ > b + c.
Daca a > b si ¢ — numar pozitiv,

atunciac > bc. Daca a > b sic —

numar negativ, atunci ac < bc

Daca ab > 0 si a > b, atunci

1

.

Dacd a >bsi ¢c>d, atuncia + ¢ > b + d. Daca
a>b,c>dsia,b,c,

d — numere pozitive, atunci ac > bd.

Dacd a > b si a, b — numere pozitive,
atunci a® > b", unde n — numere pozitive.

Intervale numerice

Y < I —
a a b
(a; +o) (a; b)
L —Q)—»
a a b
[a; +0) [a; b)
T~ D —
a a b
(—o0; a) (a; b]
T~ . B —
a a b
(—o0; a] [a; b]
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- De la autori

DRAGI COPII!

In acest an de invitimant veti continua studierea algebrei. Sperim, ci
ati indrigit deja aceastd stiintd importantd si fermecitoare, deci, cu interes
veti dobandi cunostinte noi. Sperim, ci veti fi ajutati de manualul, pe care-1
tineti in mana.

Vi propunem si faceti cunostinti cu structura manualului.

Manualul e alcituit din trei paragrafe, fiecare din ele e format din puncte.
Punctele contin materiale teoretice. Notiunile importante sunt evidentiate
cu text pronuntat si cursiv.

De reguli, depunerea meterialului teoretic este finalizatd cu exemple
de rezolvare a exercitiilor. Aceste descrieri pot fi considerate ca unul din
variantele de reprezentare al rezolvirii.

La fiecare punct au fost selectate sarcini pentru lucru de sinestititor.
Recomandim si lucrati autonom doar dupi insusirea materialului teoretic.
Printre sarcini sunt probe, atit simlpe si medii, cit si probleme complicate,
in deosebi, cele indexate cu steluti (*). Cunostintele obtinute pot fi estimate,
rezolvind exercitiile in formi de teste din rubrica “Verifici-ti cunostintele”.

Zece puncte din manual se finalizeazi cu rubrica “Insusim actiuni
nestandarte”. In rubrici sunt acumulate probleme, rezolvarea cirora cer
nu atit cunostinte speciale din algebri, cat gindire rationali, inteligenta si
ingeniositate. Aceste probleme sunt folositoare ca vitaminele. Ele vi ajuti si
faceti decizii spontane si nestandarte nu doar in matematici, dar si in viata.

Daci dupi indeplinirea temelor de acasi mai dispuneti de timp, reco-
mandim si vizionati rubrica “Cand temele sunt ficute” si “Pentru cei, ce
doresc si cunoascd mai mult”. Materialul, prezentat in aceste rubrici, este
complicat. Dar va fi cu atit mai interesant s vi estimati puterea!

Fiti curajosi! Vi dorim succes!
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4 De la autori

STIMATI COLEGI $SI COLEGE!

Sperim, cd acest manual va deveni un ajutor sigur in munca voastra ostila
si nobild si vom fi sincer satisficuti, daci manualul vi este pe plac.

In manual a fost acumulat un volum mare si divers de materiale didactice.
Sigur, cd in decursul unui an de studiu nu pot fi rezolvate toate problemele,
dar nici nu existd aceastd necesitate. Totusi, e mult mai usor de lucrat, cind
dispunem de o rezervd de probleme si exercitii. Acest fapt face posibild
diferentiarea pe nivele si aplicarea principiului de studiu individual.

Materialul din rubrica “Cand temele sunt ficute” poate fi utilizat la or-
ganizarea activititii cercului de matematici si a orelor facultative.

Vi dorin inspiratie creativi si ribdare!

. Note conventionale

o

n°  sarcini, ce corespund nivelelor de insusire incepitoare si medii;
n sarcini, ce corespund nivelului satisficitor de insusire;
oo . . . A A .
n sarcini, ce corespund nivelului inalt de insusire;
*
n

sarcini pentru activitatea cercului de matematici si ore facultative;
sfarsitul demonstratiei teoremei sau sfarsitul exercitiului;

|
= sarcind, ce permite folosirea calculatorului;

E rubrica “Cand temele sunt ficute”

Cu culoare verde este evidentiat numirul exercitiilor, recomandate
pentru temele de acasi, cu culoare albastri — numirul exercitiilor, ce iau in
consideratie particularititile individuale ale elevilor si, la decizia invititorului,
pot fi rezolvate oral .
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INEGALITATI

o 1n acest paragraf veti afla in care caz numarul a este considerat mai
mare (mai mic) decat numarul b; veti insusi proprietatile inegalitatilor
numerice; veti afla ce este numit solutie de inegalitate cu o variabil3,
solutie a unui sistem de inegalitati cu o variabila.

e O sa invatati sa estimati valorile expresiilor, sa demonstrati inegalitati,
sa rezolvati inegalitati lineare si sisteme de inegalitati lineare cu o variabila.

-

Inegalitati numerice

In viati deseori ne apare necesitatea de a compara valori. De exemplul,
aria salei de sport este mai mare decit aria incaperii clasei, teritoriul Ucrai-
nei (603,5 mii de km? ) este mai mare decit teritoriul Frantei (551,5 mii
de km?), iniltimea muntelui Roman-Cos (1545 m) este mai mici decit
iniltimea muntelui Hoverla (2061 m), distanta de la Kiev pani la Harkiv
constituie 0,011 din lungimea ecuatorului.

Rezultatele comparatiilor de acest gen pot fi prezentate prin inegalititi
numerice, folosind caracterele >, <.

Daci numirul @ este mai mare decat numirui b, atunci se scrie: a > b;
daci numirul @ este mai mic decat numirul b, se scrie: a < b.

Evident,ci12 > 7,-17 <3, g > %, V2 > 1. Justetea acestor inegalititi
reiese din regulile de comparare ale numerelor reale, studiate deja in clasele
precedente.

Dar numerele pot fi comparate nu numai cu ajutorul regulelor, pe care
deja le cunoasteti. Altd metodd, mai universald, este bazatd pe urmitoarele
afirmatii evidente: dacd diferenta a doud numere este pozitivd, atunci scizu-
tul este mai mare decit scizitorul, dar dacd diferenta este negativi, atunci
scazutul este mai mic decat scizitorul.

Aceste relatiri sugereazd urmitoarea definitie.

Definitie. Numairul a este considerat mai mare decat numarul b, daca
diferenta @ — b este numir pozitiv. Numairul a este considerat mai mic
decat numirul b, daca diferenta a — b este numar negativ.

Aceastd definitie permite substitutia problemei de comparatie a doui
numere cu problema comparatiei diferentei acestor numere cu zero. De
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6 § 1. INEGALITATI

2

2++3
compara diferenta lor: +V3
2 _(2_\@):2—(2—J§)(2+J§)=2—(4—3)_ 1
2+/3

exemplu, pentru a compara valorile expresiilor si 2-+/3, vom

2+\/§ 2+\/§ _2+\/§.

1 . . 2
Deoarece >0, atunci si >2-43.

2++/3 2+/3
Mentinem, ci diferenta numerelor @ si b poate fi
a>b sau pozitivi, sau negativd, sau egald cu zero, de aceea
; zfl pentru doud numere arbitrare a §i b poate fi corectd una
' a ™ i doar una din relatiile:a > b, a < b, a = b.

Daci a > b,atunci punctul, care reprezintd numa-
Fig. 1.1 rul @ pe axa de coordonate, va fi situat mai in dreapta
de punctul, care reprezintd punctul b (fig. 1.1).
Deseori in viata obisnuitd folosim expresiile “nu mai mult”, “nu mai
putin”. De exemplul, conform normelor sanitare, numirul de elevi in clasi
nu poate fi mai mare de 30. Semnul de circulatie de pe figura 1.2
semnalizeazi, cd viteza automobilului poate fi nu mai mici
decat 30 km/ori.
In matematici pentru expresia “nu mai mult” este folosit
semnul < (citit: “mai mic sau egal”), iar pentru expresia “nu mai Fig. 1.2
putin’— semnul > (citit: “mai mare sau egal”).
Daci a < b sau a = b, corecti este inegalitatea a <b.
Daci a > b sau a = b, corecti este inegalitatea a>b.
De exemplu, inegalititile 7<7, 7<15, -3>-5 sunt corecte. Mentinem,
cd, spre exemplu, inegalitatea 7<5 este incorecti.

Semnele < si> sint numite semne de inegalitate strictd, iar semnele < si
> sunt numite semne de inegalitate nestricta.

EXEMPLUL "1 Demonstrati, ci pentru orice valori ale variabilei a este
corectd inegalitatea
(@+1)(@a+2)>a(a+3).

Rezolvare. Pentru rezolvare este suficient de aritat, cd pentru orice
valoare a lui a, diferenta dintre partea stingi si partea dreapti a inegalititii
va fi pozitivd. Obtinem:

a@+@+2)—a(@+3)=a’+2a+a+2-a>-3a=2. 4

In asa cazuri se spune, ci a fost demonstrati inegalitatea

(a+1)(@+2)>a(a+3).
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1. Inegalitati numerice 7

EXEMPLU 2 Demonstrati inegalitatea (@ — 3)*<2a* — 6a + 10, in
care g — orice numar real.

Rezolvare. Calculim diferenta dintre partea stingi si partea dreaptd
a acestei inegalitati:

(a-3)?—-(2a*—-6a+10)=a>-6a+9—2a>+6a—10 =
=—a>-1=-a*>+ (-1).

Pentru orice valori ale lui 4 obtinem: —a® <0. Suma unui numir nepo-
zitiv si al unui numdr negativ este un numir negativ. Deci, —a* + (—1) <O.

Obtinem, ci (a — 3)*<2a? — 6a + 10 pentru orice valoare a. <

a

EXEMPLUL '3 Demonstrati inegalitatea ; b >Jab, daci a>0, b>0.

Rezolvare. Calculim diferenta dintre partea stingi si partea dreapti
a acestei inegalititi. Obtinem:
2
a+b a+b-2+ab a—~b
e avb2da(aB)
2 2 2
2
. a-+b . . . . .
Expresia (\/_T\f) obtine valori nenegative pentru orice valori nene-
gative ale variabilelor a si b. Deci, inegalitatea, ce necesiti demonstrarea,

este corectd. «

Mentinem, ci expresia Jab este numiti medie geometrica a numerelor
asib.

Astfel, am demonstrat, ci media aritmetici a doud numere nenegative nu
poate fi mai micd decit media geometricd a acestor numere.

EXEMPLUL 4 Demonstrati, ci a®—ab+b>>0 pentru orice valori
asib.
Rezolvare. Calculim:

2
@ —ab+b® —a®—2-a- L+ 12 4 2 =(a—lb) 3,
2 4 4 2 4

2
1 . 3 . . . .
Deoarece (a _Eb) >0si sz >0 pentru orice valori ale lui a si 4,

2
.. 1 3 . . . .
atunci si [a _Eb) + sz >0 pentru orice valori ale lui a si b.

Ca urmare, a® —ab+b” >0 pentru orice valori a si b. <
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8 § 1. INEGALITATI

? 1. In care caz numarul a este considerat mai mare decat numérul b?
2. In care caz numdrul a este considerat mai mic decat numarul b?

3. Cum e situat pe axa de coordonate punctul, ce reprezinta numarul g, referitor
la punctul, ce reprezinte numarul b, daca a > b?

4. Ce semn se aplica pentru expresia “nu mai mare” si cum este citit acest semn?
Ce semn se aplica pentru expresia “nu mai mic” si cum este citit acest semn?

5.

6. In care caz este corectd inegalitatea a < b?
7. In care caz este corectd inegalitatea a > b?
8.

Lamuriti, care semne sunt numite semne de inegalitate stricta, si care semne —de
inegalitate nestricta?

I EXERCITII
1.1.° Comparati numerele a si b, daci:
1)a-b=0,4; 2)a—b=-3; 3)a-b=0.
1.2.° Fie m<n. E posibil ca diferenta m — n egald cu numirul:
1) 4,6; 2) —5,2; 3) 0?
1.3.° Care din numere, x sau Y, este mai mare, daci:
1) x—y=-8; 2)y—x=107
1.4.° Cum este situat pe axa de coordonate punctul A(a), referitor la punctul
B(b), daci
1)a—-b=2; 3)a—b=0;
2)a—b=-6; 4) b-a=2?
1.5.° Pot fi concomitent corecte inegalititile:
1) a>bsia<b; 2) a>b si a<b?

1.6.° Comparati valorile expresiilor (@ — 2)* si a (@ — 4) pentru valorile
lui @, egale cu: 1) 6; 2) —3; 3) 2. Se poate oare afirma pe baza acestor
comparatii, cd pentru orice valoare a lui @, valoarea primei expresii este mai
mare decit valoarea respectivi a celei de-a doua expresii? Demonstrati,
ci pentru orice valoare a lui @, valoarea primei expresii este mai mare
decit valoarea respectivi a celei de-a doua expresii.

1.7.° Comparati valorile expresiilor 4 (b + 1) si b — 2 pentru valorile lui b,
egale cu: 1) —1; 2) 0; 3) 3. Se poate oare afirma, cd pentru orice valoare
alui b,valoarea expresii 4 (b + 1) este mai mare decit valoarea respectivi
a expresiei b — 27?
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1. Inegalitati numerice 9

1.8.° Demonstrati, ci pentru orice valoare a variabilei inegalitatea este
corectd:
1) (a+3)(a+1)>a(a+ 4);
2) 3(b—4) +2b<5b—-10;
3) (c—4)(c+4)>c*—20;
4) x(x +6) — x*<2(3x + 1);
5) (y+5)(y—2)>3y-10;
6) 8m® —6m +1<(8m—-1)%
7 a(a-2)>-1;
8) (b + T)*>14b + 40.

1.9.° Demonstrati, cd pentru orice valoare a variabilei inegalitatea este corect:
D@-3)@+4H<pp+1);
2) (x+ 1)?>x(x + 2);
3) (@—5)(a+2)>(a+5)(a—98);
Dyl +8)<ty+4)%
5) (2a —5)* <6a” —20a + 25;
6) a® +4>4a.

1.10.° Este oare corectd afirmatia:

1) daci a>b, atunci % >1; 4) daci % >1, atunci a>b;
. 2 . .
2) daci a>1, atunci = < 2; 5) daci a®>1, atunci a>1?
a

. 2
3) daci a < 1,atunci = > 2;
a

1.11." Demonstrati inegalitatea:

1) 2a% — 8a + 16>0;

2) 4b? + 4b + 3>0;

3) a® +ab+b*>0;

4) Ba+2)(2a—4) - (2a—5)?>>3(4a — 12);

5) a(a — 3)>5 (a — 4);

6) (a—b)(a+5b)<(2a +b)(a+4b) + ab.
1.12." Demonstrati inegalitatea:

1) 28a-32<7a® - 4;

2) 9x® —6xy + 4y >0;

3)3(b-1)<b (b+1);

) (4p-1Dp@P+1)-@-3)(@+3)>3@*+p).
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10 § 1. INEGALITATI

1.13." Demonstrati, ca:
1) a® -6a*+a—-6>0, daca a>6;
2)ab+1>a+b,dacaa>1si b>1;
3) a+3 + 3a-2
3
1.14." Demonstrati, ci:
1) ab(b-a)<a®-b*, daca a>b;
2) a-1 a-2
2
1.15." Comparati suma pitratelor a orice doud numere si produsul lor dublu.

<a, daca a<-6.

1 o
> . daca a>2.

1.16." Sunt date trei numere naturale consecutive. Comparati:
1) patratul numairului intermediar si produsul celorlalte doud numere;
2) patratul dublu al numirului intermediar si suma pitratelor ale celor-
lalte doua numere.
1.17." Comparati suma pitratelor a doud numere pozitive si patratul sumei
acestor numere.

1.18.° Cum se va schimba — se va miri sau se va micsora — o fractie corec-
. a . < < . . .
ta 5 Incare a>0, b>0, daci numiritorul si numitorul va fi mirit cu

acelasi numar?

1.19.” Cum se va schimba — se va miri sau se va micsora — o fractie inco-
La y . . . ‘.
recti —, in care @>0, b>0, dacd numiritorul si numitorul va fi mirit
b

cu acelas numdr?

1.20." Demonstrati, ¢ suma a orice douid numere pozitive, reciproc inverse,
nu poate fi mai mici ca 2.

1.21." Demonstrati, ci suma a orice doud numere negative, reciproc inverse,
nu poate fi mai mare ca —2.

1.22.° Va fi oare corecti inegalitatea pentru orice valori ale numerelor a si b:

2 2 2 2
-b -b
L2 sy 2) L2 512
a” +1 b" +1
1.23." Demonstrati, ci, pentru orice valoare a variabilei, inegalitatea este
corecta:
2 2
1 5a+1
<5 9) CerD >4,
a”+1 2 5
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1. Inegalitati numerice 11

. . < . a+b
1.24.° Demonstrati, cd daci @ < b, atunci a < - < b.

o . » . a+b+c
1.25." Demonstrati, ¢i daci a < b<c, atunci a < <c

a®+4

>+a® +3 pentru orice valoare

1.26.” Este oare corectd inegalitatea
alui a?
1.27.” Demonstrati, ci pentru orice valoare a variabilei inegalitatea

a®+2

Ja? +1

1.28.” Demonstrati inegalitatea:
1) a® +b® +6a—4b+13>0;
2) x2 — 2x + y* + 10y + 28>0;
3) 2m? —6mn +9n®> —6m +9>0;
4) a®> +b* +c* +12>4(a+b+c);
5) a’b® +a® +b* +1>4ab.

> 2, este corecta.

1.29.” Demonstrati inegalitatea:
1) a®+ b?—16a + 14b + 114>0;
2) x* +y®+10>6x - 2y;
3) ¢® +5d* +4cd-4d +4>0.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

1.30. Fie >0, b>0, ¢ <0, d < 0. Comparati cu zero valoarea expresiei:

1) be; 3) 4, 5) . 7) abed;
) be; )b )d ) abced;
2) cd; 4) 2, 6) % g b
)C’ )c )bc )acd

1.31. Ce se poate spune despre semnele numerelor a si b, daci:

1) ab>0; 3) %>0; 5) a?b>0;

2) ab<0; 4) %<0; 6) a?b<0?
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12 § 1. INEGALITATI

1.32. Explicati, de ce pentru orice valori ale variabilei (sau ale variabilelor)
inegalitatea este corecti:

1) a® >0; 5) a® +b*>0;
2) a?+1>0; 6) a?+ b*+2>0;
3) (a+1)*>0; 7) (a-2)" +(b+1)*>0;
4) a® -4a+4>0; 8) va*+3 > 0.
1.33. Comparati cu zero valoarea expresiei, dacd @ — numdr arbitrar:
1) 4 +a% 4) -4 —(a—-4)%
2) (4-a)% 5) (-4)°* + (a - 8)%
3) —4 —a? 6) (4 —a)®>+ (4a — 1000)2.

1.34. Simplificati expresia:
1) 2a (5a —7) — 5a (3 — 2a);
2) (2b - 3)(4b + 9);
3) (2¢ —6)(8c + 5) — (5c + 2) (5c — 2);
4) 16m?— (3 —4m) (3 + 4m);
5) 2x—1)2+ (2x + 1)
6) (x—4)(x+4) — (x—8)%

I INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

1.35. Toate numerele naturale de la 1 pani la 1000 au fost selectate in doud
grupe: numerele pare si numerele impare. In care grup suma cifrelor,
aplicate la scrierea numerelor, va fi mai mare si cu ce valoare?

Proprietatile de baza ale inegalitatilor
numerice

In acest punct vor fi studiate proprietitile inegalitatilor numerice, frecvent
aplicate la rezolvarea exercitiilor. Aceste proprietiti sunt numite proprietati
de baza ale inegalitatilor numerice.

Teorema 2.1. Dacd a>b > b>c, atunci a>c.

Demonstratie: Deoarece, conform conditiei, a>b si b>c, atuncia — b
si b — ¢ vor fi numere pozitive. Suma acestor diferente (@ — b) + (b — c)de
asemenea este pozitivd. Obtinem (a — b) + (b — ¢) = a — c. Adici, diferenta
a — ¢ este pozitiva. De aici rezultd, ci a>c. <

Analogic poate fi demonstratid proprietatea: dacd @ < b si b <c, atunci
a<c.
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2. Proprietatile de baza ale inegalitatilor numerice 13

Teorema 2.1 poate fi reprezentati geometric C A
(fig. 2.1): dacid pe axa de coordonate punctul A(a) e cl' I; iz >
situat in dreapta de punctul B(b), iar punctul B(b) -

Fig. 2.1

in dreapta de punctul C(c), atunci punctul A(a) este
situat in dreapta de punctul C(c).

Teorema 2.2. Dacd a > b sic—numadr arbitrar,atuncia + b >b + c.

Demonstratie: calculim diferenta (a + ¢) — (b + ¢). Obtinem:
(@+c)—(b+c)=a—0>b. Deoarece a>b, diferenta @ — b este pozitiva.
De aici rezulti,cia + ¢>b + ¢c. €

Astfel poate fi demonstrati proprietatea: dacd @ < b si ¢ —numdr arbi-
trar,atuncia + ¢ < b + c.

Deaorece diferenta poate fi inlocuitd cu suma (@ — ¢ = a + (—c)), teore-
ma 2.2 poate fi formultd in modul urmitor:

dacd la ambele parti ale unei inegalititi corecte este adunat acelas numar
sau de la ambele parti ale unei egalititi corecte este scazut acelas numadr, se
obtine o inegalitate corectd.

Consecintia. Dacd orice termen este transferat dintr-o parte a
inegalitdtii corecte in altd parte, schimbind semnul termenului in semn invers,
se obtine o inegalitate corectd.

Demonstratie. Fie a> b + c inegalitate corectd. Scidem de la ambele pirti
numirul ¢. Obtinem: @ —c¢>b +c—c, adicia—c>b. 4

Teorema 2.3. Daci a>b si ¢ — numdr pozitiv, atunci ac>bc. Dacd
a>b si ¢ —numdr negativ, atunci ac < bc.

Demonstratie. Calculim diferenta ac — be. Obtinem:

ac—bc=c(a-b).

Conform conditiei, a> b, reiese, ci diferenta @ — b este numir pozitiv.

Daci ¢>0, atunci si produsul c(a — b) este numir pozitiv, reiese cid
diferenta ac — bc este pozitivi, adici ac>bc.

Daci ¢ < 0, atunci si produsul ¢ (a — b) este numir negativ, reiese cid
diferenta ac — bc este negativi, adici ac < be. <

Analogic poate fi demonstrati proprietatea: dacd a@ < b si ¢ — numdr
pozitiv, atunci ac < be. Dacd a < b si ¢ — numdr negativ, atunci ac>be.
a 1
Deoarece catul poate fi inlocuit cu produsul (;—a-; > teorema 2.3
poate fi formulati in modul urmitor:
dacd ambele parti ale unei inegalititi corecte vor fi inmulfite cu acelas numar
poxitivsau impartite la acelasi numdr pozitiv, se va obtine o inegalitate corectd;
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14 § 1. INEGALITATI

dacd ambele parti ale unei inegalititi corecte vor fi inmultite cu acelas
numdr negativ sau impdrtite la acelasi numadr negativ, iar semnul inegalitatii
va fi schimbat in semn opus, se va obtine o inegalitate corectd.

. . . .1 1
Consecintd. Dacd ab>0 si a>b, atunci —<Z.
a

Demonstratie. Impirtim ambele pirti ale inegalititii @>b la numirul

.. . . . . a b < . oo 11
pozitivab. Obtinem inegalitatea corectd P dupi simplificiri 5>
a a a

Sau l<% |

a

Mentinem, ci daci in formularea consecintei este exclusi conditia ab>0,
adicd cerinta, ca ambele numere a si b si fie cu semne identice, atunci din

. . P . . 1 1 = .
inegalitatea @> b este posibil si nu rezulte inegalitatea — < b Intra-devir,
a

. . - . . 1 1 . -
inegalitatea 5>—3 este corectd, dar inegalitatea = < 3 este incorecti.

In teoremele din acest punct au fost prezentate proprietiti pentru
inegalititi stricte. De proprietiti analogice dispun si inegalititile nestricte.
De exemplu, daci a>b si ¢ — numir arbitrar, atunci a+c>b+ec.

6)
1 1. Care din numere - a sau c - este mai mare, dacda >bsib > c?
2. Formulati teorema despre adunarea laambele parti ale unei inegalitati a aceluias
numar.
3. Formulati consecinta din teorema despre adunarea la ambele parti ale unei
inegalitati a aceluiasi numar.
4. Formulati teorema despre inmultirea ambelor parti ale unei inegalitati cu acelasi
numar.
5. Formulati consecinta din teorema despre inmultirea ambelor parti ale unei
inegalitati cu acelasi numar.
I EXERCITII
2.1.° Fie a>6. Este oare corectd inegalitatea:
1) a>4; 2) a>5,9; 3) a>7?
2.2.° Fie a < b i b < c. Care din afirmatii este corecti:
1) a>c; 2)a=c; 3) ¢>a?
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2. Proprietatile de baza ale inegalitatilor numerice 15

2.3.° Prezentati inegalitatea, ce se obtine, daci:
1) laambele pirti ale inegalititii —3 < 4 se aduni numirul 5; numirul —2;
2) din ambele pirti ale inegalititii —10 < —6 se scade numirul 3; nu-
mirul —4;
3) ambele pirti ale inegalititii 7>—2 sunt inmultite cu numdrul 5;
numirul —1;
4) ambele pirti ale inegalititii 12 < 18 sunt impirtite la numirul 6;
numirul —2.
2.4.° Fie a>b. Prezentati inegalitatea, ce se obtine, daci:
1) la ambele pirti ale inegalititii se adaugd numdrul 8;
2) de la ambele parti ale inegalititii se scade numirul —6;
3) ambele parti ale inegalititii sunt inmultite cu numarul 12; 12;

. - . e N . < 1
4) ambele pirti ale inegalitatii sunt inmultite cu numirul —=;
3
. - . e N < 2
5) ambele parti ale inegalititii sunt impdrtite la numarul -

6) ambele pirti ale inegalititii sunt impdrtite la numarul —4.

2.5." Fie b>aq, ¢ < asi d>b. Comparati numerele:

1) asid; 2) bsic.
2.6." Aranjati in ordine crescitoare numerele @, b, ¢ si 0, daca a>b, 0< b
si 0>c.
2.7." Fie a>4. Comparati cu zero valoarea expresiei:
1) a-3; 3) (@ —3)(a—2); 5 (1-a)?(4-a).
2)2—q gy le-D@-2),
3-a
2.8." Fie —=2<b<1. Comparati cu zero valoarea expresiei:
1) b+2; 3)b—2; 5) (b+2)(b—4)%
2) 1-b; 4) (b-1)(b-3); 6)(b—3)(b+3)(b—2)~
2.9." Fie a>b. Comparati:
Da+9sib+09; 5) —40b si —40q;
2)b-6sia—6; 6) L5 2,
20 20
3) 1,8a si 1,80; 7) 2a — 3 si 2b — 3;
4) —a si —b; 8) 5 —8asi b — 8b.
2.10." Fie 1<m < 2. Care din inegalititi sunt corecte:
1) -1<-m<-2 3) -1>-m>-2;
2) 2<-m<-1; 4) -2>-m>-1?

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



16 § 1. INEGALITATI

2.11." Fie —3a>-3b. Comparati:

1) asi b; 4) S si —éa;
9 9 9 9

2) 7% si ;b; 5) 3a + 2si 3b + 2;

3 b-—4sia—4; 6) —ba + 10 si —5b + 10.
2.12.° Fie a>b. Aranjati in ordine descrescitoare numerele a + 7, b — 3,

a+4,b-2,0b.
2.13." Fie a < b. Comparati:

1) a—5sib; 2) asi b+ 6; 3a+3sib-2.
2.14." Comparati numerele a si b, daci:

1)a>csic>b+ 3; 2)a>csic—1>b+d?

iar ¢ si d — numere arbitrare.

2.15." Comparati numerele a si 0, daca:

1) 7a<8aq; 3) —6a>—-8a;

2) % < g; 4) —0,02a>-0,2a.
2.16." Fie a>—2. Demonstrati, ci:

1) 7a + 10>—4; 2) —6a — 3<10.
2.17." Fie b<10. Demonstrati, ci:

1) 5b-9<41; 2)1-2b>-21.

2.18.° Este oare corectd afirmatia:
1) daci a>b, atunci a>-b;
2) daci a>b, atunci 2a > b;
3) daci a>b, atunci 2a + 1>2b;
4) daci a>b + 2 si b — 3>4, atunci a>9;
5) daci a>b, atunci ab> b?,
6) deoarece 5> 3, atunci si ba*>3a?%;
7) deoarece 5> 3, atunci si 5(a*+ 1)>3(a® + 1)?
2.19.” Prezentati inegalitatea, ce se va obtine, daci:
1) ambele pirti ale inegalititii corecte @>2 vor fi inmultite cu a;
2) ambele pirti ale inegalititii corecte b<—1 vor fi inmultite cu b;
3) ambele pirti ale inegalititii corecte m <—3 vor fi inmultite cu —m;
4) ambele pirti ale inegalititii corecte ¢>—4 vor fi inmultite cu c.
2.20." Prezentati inegalitatea, ce se va obtine, daci:
1) ambele pirti ale inegalititii corecte a <—a? vor fi impirtite la a;
2) ambele pirti ale inegalititii corecte @>2a? vor fi impirtite la a;
3) ambele pirti ale inegalitatii corecte @*>a? vor fi impirtite la —a.
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3. Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice. Estimatia valorii expresiei 17

I EXERCITII PENTRU REPETARE.

2.21. Fie a® + b = 185i (a + b)* = 20. Cu ce va fi egali valoarea expresiei
ab?

2.22. Dumitru are de doud ori mai multe timbre decit Nadea. Nadea are de
doui ori mai multe timbre decat Mihai. Care din numere poate fi egal
cu numirul de timbre, pe care le are Dumitru??

1) 18; 2) 22; 3) 24; 4) 30.
2.23. Simplificati expresia:
2, 2 2
2) a*+9 a 1) m2+2mn+n2:(m+n).

b
a®-9 a+3 m? - n®

2.24. O barcid cu motor in acelas interval de timp poate parcurge 48 km
in directia cursului apei sau 36 km contra cursului apei. Care este viteza
proprie a barcii, daci viteza apiei este egald cu 2 km/ord?

Adunarea si inmultirea inegalitatilor
numerice. Estimatia valorii expresiei

Analizim axemple.

1) Daci de pe primul lan au fost strinse nu mai putin de 40 t de secari,
iar de pe al doilea lan — nu mai putin de 45 t, este evident, ci de pe ambele
lanuri in total au fost strinse nu mai putin de 85 t de secara.

2) Daci lungimea dreptunghiului nu depiseste 70 cm, iar litimea — nu
depiseste 40 cm, e clar, cd aria dreptunghiului nu depiseste 2800 cm? .

Concluziile ficute din aceste exemple sunt intuitiv evidente. Justetea lor
este confirmatid de urmitoarele teoreme.

Teorema 3.1. (despre adunarea pe parti a inegalitatilor).
Daci a>b si c>d, atuncia +c>b +d.

Demonstratie. Calculim diferenta (@ + ¢) — (b + d). Obtinem:
(a@+te)-(b+dy=a+c-b-d=(a->b)+(c-d).
Deoarece a>b si ¢>d, atunci diferentele @ — b si ¢ — d sunt numere
pozitive. Deci, si diferenta analizatd va fi pozitivi, adici a + ¢>b + d. 4
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18 § 1. INEGALITATI

In mod analogic poate fi demonstrati si proprictatea: dacd a < b
sic<d, atuncia+c<b+d.

Inegalititile a>b si c>d (sau a < b si ¢ < d) sunt numite inegalitati de
acelas semn, iar inegalititile a>b si ¢ < d (sau a < b si ¢>d) — inegalitati
de semn opus.

Se spune, ci inegalitatea a + ¢>b + d este obtinutd din inegalititile
a>b si c>d prin metoda adunirii pe pirti.

Sensul teoremei 3.1 este acela, cd in urma adundrii pe parti a inegalititilor
de acelas semn se obtine o inegalitate corectd de acelas semn.

Mentinem, ci teorema 3.1 este corectd si in cazul adundrii pe pérti a trei
si mai multe inegalititi. De exemplu, dacd a,>b,, a,>b,si a3> b, atunci
a, + ay+ ay> b, + by, + b

Teorema3.1.(despreinmultirea pe partiainegalitatilor).
Daci a>b, c>d si a, b, ¢, d — numere pozitive, atunci ac >bd.

Demonstratie. Calculim diferenta ac — bd. Obtinem:
ac—-bd=ac-bc+bc-bd=c(a—->b)+b(c-d).
Conform conditiei @ — b>0, ¢ —d>0, ¢>0, b>0. Deci, diferenta
analizatd este un numir pozitiv. Reiese, ¢i ac>bd. <

In mod analogic poate fi demonstrati si proprietatea: dacd @ < b, ¢ <d
si a, b, ¢, d — numere pozitive, atunci ac < bd.

Se spune, ci inegalitatea ac>bd este obtinutd din inegalititile a>b
si ¢>d prin metoda inmultirii pe parti.

Sensul teoremei 3.1 este acela, ca in urma inmultirii pe parti a inegalititilor
de acelas semn, in care partile stingi si partile drepte sant numere pozitive, se
obtine o inegalitate corectd de acelas semn.

Atragem atentia: dacd din formularea teoremei 3.2 este exclusi conditia,
cia, b, ¢, d sunt numere pozitive, din inegalititile > b si ¢>d este po-
sibil si nu se obtini inegalitatea corecti ac>bd. Intr-adevir, fie date dou
inegalititi corecte —2>—3 si 4> 1. Inmultind inegalititile pe pirti, obtinem
o inegalitate incorectd —8>—3.

Mentinem, ci teorema 3.2 este justd si in cazul inmultirii pe parti a trei
sau mai multe inegalititi. De exemplu, daci a,, a,, as, by, by, by — sunt
numere pozitive, si a,>b,, a,>b,, a;> b, atunci a,a,a;>b,b,b;.

Consecinti. Dacd a>bsi a, b — numere pozitive, atunci a">b",
unde n — numdr natural.
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3. Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice. Estimatia valorii expresiei 19

Demonstratie. Notim n inegalititi corecte a> b:
a>b
a>b| e
n inegalitati

e

a>b

Deoarece a si b — sant numere pozitive, putem inmulti pe pirti toate
inegalititile. Obtinem: a">b". <

Mentinem, ci aceste proprietiti vor fi corecte si in cazul inegalititilor
nestricte:

daci a>b si c>d, atunci a+c>b+d;

2b
dacdi a>b, c>d si a, b, ¢, d — numere pozitive, atunci ac > bd;
>

dacd a>b si a, b — numere pozitive, atunci a” > b", n — numdr na-
tural.

Probabil cunoasteti, ci valorile marimilor, obtinute in urma masuririlor,
nu sunt exacte. Echipamentele de luat misuri dau posibilitatea doar de a
stabili, intre care numere poate fi valoare exactd misuratd. Aceste numere
sunt numite limite ale valorii marimii.
De exemplu, in urma misuririlor litimii x si a lungimii yy s-a stabilit, cd
2,56 em<x<2,7 cmsi 4,1 cm<y<4,3 cm. Obtinem:
2,6 cm<x<2,7 cm
4,1 cm<y<4,3 cm
10,25 cm?<xy<11,61 cm?.

In general, daci sunt cunoscute valorile limitelor mirimilor, folosind
proprietitile inegalititilor, pot fi calculate limitele valorii expresiei, ce contine
aceste mirimi, adicd poate fi estimata valoarea expresiei.

X

EXEMPLUL |1 Fie 6<a<8si 10<b<12. Estimati valoare expresiei:

Da+b; 2 a—b: 3)ab; 4) %; 5) 3a—%b.

Rezolvare. 1) Aplicim teorema despre adunarea pe parti si obtinem:

6<a<8
+ 10<b<12

16<a + b<20.
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20 § 1. INEGALITATI

2) Inmultim fiecare parte a inegalititii 10<b<12 cu —1, si obtinem:
—-10>-b>-12, adici—12<-b < -10. Luand in vedere,cia — b = a + (-b),
obtinem:

6<a<8
T 12<-b<-10

—6<a—b<-2.

3) Deoarece a>6 si b>10, atunci a si b vor avea valori pozitive. Apli-
cand teorema despre inmultirea pe pirti a inegalitatilor, obtinem:
6<a<8
10<b<12
60<ab<96.

.1 1 1 . 1 1 1 N
4) Deoarece 10<b<12, atunci — > = > —, adici — < =~ < —. Avand
10 b 12 12 b 10

a
in vedere, ci I a: . obtinem:

5) inmul’gim fiecare parte a inegalititii 6<a <8 cu 3, iar fiecare parte
a inegalitatii 10<b<12 cu —%.
Obtinem douid inegalititi corecte:
18<3a<24si -5 > —%b > —6.
Adunim inegalititile obtinute:
18<3a<24

+ —6<—lb<—5
2

12<3a—%b<1&

Raspuns 1) 16 <a+b < 20; 2) 6 <a—b <-2; 3) 60 < ab < 96;
4) l<£<é;5) 12<3a—lb<19.4
2 b b5 2
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3. Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice. Estimatia valorii expresiei 21

EXEMPLUL |2 Demonstrati, ci /24 ++/47 <12.

Rezolvare. Deoarece +/24 <5 si V47 <7, putem constata, cd
V24 /4T <5+7=12. «

-~

1. Formulati teorema despre adunarea pe parti a inegalitatilor.

2. Explicati, care inegalitati sunt numite inegalitati de acelas semn si care —
inegalitati de semn opus.

3. Formulati teorema despre inmultirea pe parti a inegalitatilor.
4. Formulati consecinta din teorema despre inmultirea pe parti a inegalitatilor.

I EXERCITII

3.1.° Aritati inegalitatea, ce se obtine, daci:
1) vor fi adunate pe pirti inegalititile 10>—6 si 8>5;
2) vor fi inmultite pe parti inegalititile 2<7 si 3<4;

3) vor fi inmultite pe pirti inegalititile 1,2>0,9 si 5> %

3.2.° Aritati inegalitatea, ce se obtine, daci:

1) vor fi adunate pe pirti inegalititile -9 <—4 si -6<4;
2) vor fi inmultite pe parti inegalititile % < % si 24<27.

3.3.° Fie —3<a<4. Estimati valoarea expresiei:

1) 2a; 3) a+2; 5) 3a + 1; 7) —4a;

2) %; 4) a—1; 6) —a; 8) —5a + 3.
3.4.° Fie 2<b<6. Estimati valoarea expresiei:

1) %b; 2) b — 6:; 3) 2b + 5: 4)4—b.

3.5.° Fie 2,6 <7 <2,7. Estimati valoarea expresiei:
1) 347; 2) —24/7; 3) J7+1,3; 4) 0,17 +0,3.

3.6.° Fie 5<a<6si 4<b<7. Aflati valoarea expresiei:
1) a + b; 2) ab; 3)a-—b.
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22 § 1. INEGALITATI

3.7.° Sestie, cd 2,2 < J5<2,3 si1,7< J3<1,8. Estimati valoarea expresiei:

1) 5 +3; 2) 5 -+/3; 3) V15.

. . ..o 1
3.8.° Fie 2<x<4. Aflati valoarea expresiei —.
x

3.9.° Estimati media aritmeticd a valorilor a si b, daci 2,5<a<2,6

s13,1<b<3,2.

3.10.° Estimati perimetrul triungiului isoscel cu baza @ cm si latura laterald
b cm, dacd 10<a<14si 12<b<18.

3.11.° Estimati perimetrul paralelogramului cu laturile @ cm si b cm, daca
15<a<19 si 6<b<1l.

3.12.° Este oare corectd afirmatia:

1) daci @>2si b>7, atunci a + b>9;
2) daci a>2 i b>7, atunci a + b>8;
3) daci a>2si b>17, atunci a + b>9,2;
4) daci a>2 si b>17, atunci @ — b>-5;
5) daci a>2 si b>7, atunci b — a>5;
6) daci a>2si b>7, atunci ab>13;
7) daci a>2 si b>7, atunci 3a + 20> 20;
8) daci a>2si b <-7, atunci a — b>9;
9) daci a<2si b<7, atunci ab<14;

10) daci a>2, atunci a®>4;

11) daci a<2, atunci a®<4;

.1 1
12) daci a>2, atunci — < =;
a

.11
13) daci a<2, atunci — > 5;

a
14) daci —3<a <3, atunci PR é?
a
3.13." Fie a>2,4 si b>1,6. Comparati:
1) a +%b i 3,6; 3) (a— 0,4) (b + 1,4) si 6.

2) (a + b)* si 16;
3.14." Fie a>3 si b>—2. Demonstrati, ci ba + 4b>17.
3.15." Fie a>5 si b<2. Demonstrati, ci 6a — 70> 16.
3.16." Fie 5<a<8si 3<b<6. Afati valoarea expresiei:

1) 4a+3b;: 2)3a—6b:  3) % 1) 2,
b 3a
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3. Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice. Estimatia valorii expresiei 23

e 1 1 .1 1 . . . .
3.17." Fie 3 <x<gs o<y<y Estimati valoarea expresiei:

2) 28y —12x; 3) L.

X

1) 6x + 14y;

3.18.° Comparati valorile expresiilor:
1) 22* 51 9% 2) 0,3 si 0,1'% 3) 0,0015 si 0,24,
3.19.° Demonctrati, ci perimetrul patrulaterului este mai mare decit suma
diagonalelor lui.

3.20.° Demonstrati, ca fiecare diagonald a unui patrulater convex este mai
mici decit jumitate de perimetru.

3.21." Demonstrati, cd suma a doud laturi opuse ale unui patrulater convex

este mai mici decat suma diagonalelor patrulaterului.

3.22.° Demonstrati afirmatia:
1) daci a<b<0, atunci a®>b?;

2) daci a>0, b>0 si a*>b?, atunci a>b.
3.23." Demonstrati, ci, dacd a<b<0, atunci — > =.

a

3.24." Fie b>0si a>b. Vafi oare corecti inegalitatea pentru toate valorile

posibile ale variabilelor a si b:
1) a?+a>b*+b;
2) a>—a>b>-b;
3.25." Demonstrati, ci:
1) J27 + 65 > 13;
2) V14 +4/15 < 8;
3.26." Demonstrati, ci:
1) /55 ++/35 > 120;

3.27." Comparati:

1) V10 +/6 si J11 ++/5;

2) 2++/11 si V5 +4/10;
3.28.” Comparati:

1) V6 +3 si VT ++/2;

I EXERCITII PENTRU REPETARE

3.29. Simplificati expresia:

x—-3 [ x® j
1) |+ ;
x+3 3—x

3) 2 —a*<2-b%
1 1

4) a+—>b+-?
a b

3) V65 —/35 > 2;
4) V99 -/82 <1.

2) V119 -/67 < 3.

3) V15 -5 si V/2;
4) /21 ++/20 i 9.

2) 26 -2 si V14.

2) (a+b_a—b). ab

a-b a+b) a®-bv>

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



24 § 1. INEGALITATI

3.30. Simplificati expresia:
1) 6/3 +/27 -3/75; 3) (2-43).
2) (V50 -3+2)/2;

3.31. Pentru ce valori ale variabilei expresia are sens
2 2
x x—4 x° -4 4 1
1) ;25— 3) 55— 4) —+=2
x+4 x" -4 x" +4 x-4 x
3.32. In livadi cresc meri si visini. Visinii constitue 20 % din numirul total de
pomi. Cate procente constitue numirul de meri fati de numirul de visini?

l NE PREGATIM DE STUDIEREA UNEI TEME NOI

3.33. Sunt oare echivalente ecuatiile:
1)4x+6=2x—35¢i 4x+3=2x—6;
2)8x—4=0si 2x—1=0;
3)x*+2x—3=0s1 ¥*+x=3—x;

x -1

4) =0si x¥*—1=0;
x+1
x? -1 .

5) =0si x—1=0;
x+1

6) x*+1=0si Ox=>5?

l INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

3.34. Demonstrati, ci pentru numerele impare @, b, ¢, d, e si f nu poate fi
< . 1 1 1 1 1 1
corectd egalitatea —+=+—-+—+=+==1.
a b ¢ d e f

Despre unele metode de rezolvare
a inegalitatilor %

In p. 1 au fost demonstrate citeva inegalititi. Am aplicat urmitoa-
rele actiuni: am calculat diferenta dintre partea stingid si partea dreapti
a inegalititii si am comparat-o cu zero.

Dar existi si alte metode de rezolvare ale inegalititilor. Vom insusi cateva
din ele.
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Despre unele metode de rezolvare a inegalitatilor 25

Gandirea“de la contrar”

Denumirea metodei determini si sensul ei.

EXEMPLUL "1 Pentru orice numere a,, @y, b;, b, demonstrati inega-
litatea
(ab, +a,b,)* <(a? +a?)(b? +b2). *)

Rezolvare. Presupunem, cd inegalitatea, pe care o demonstrim, nu este
corectd. Atunci existd asa numere @,, @y, by, by, pentru care este corecti
inegalitatea

(a,b, +a,b,)* > (a? +a?) (b +b).
De aici
a’v? +2a,b,a,b, +aib > a’b} +a’bl +ab +albl;
2a,b,a,b, > a’bl +a’b’;
a’b? —2a,b,a,b, +ab < 0;
(ab; — ayb,)*<0.

Ultima inegalitate este incorectd. Din contradictia obtinuti reiese, cid

inegalitatea (*) este corectd. <«

Inegalitatea (¥) este un caz particular al unei inegalititi generale
(@b, +ab, +...+ab,) <(a?+a?+...+a?)(b? +b +...+b7). (*%)

Inegalitatea (**) are denumirea de inegalitate a lui Cauchy-Buniakovsky.
Demonstratia acestei inegalititi o puteti studia la cercul de matematici.

Metoda aplicarii inegalitatilor evidente

EXEMPLUL "2 Pentru orice numere @, b si ¢ demonstrati inegalitatea

a’® +b%+c?>ab+be+ac.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)

Matematecian francez remarcabil,
autor a peste 800 lucrari stiintifice.
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26 § 1. INEGALITATI

Rezolvare. Evident, ci pentru orice valori a variabilelor a, b si ¢ este
corectd urmitoarea inegalitate:
(a-b)’ +(b-c)’*+(c—a)*>0.
De aici obtinem: a® —2ab +b* +b* —2bc + ¢ + ¢* —2ac +a® > 0;
2a? + 2b% + 2¢% > 2ab + 2bc + 2ac;

a?+b®>+c?>ab+be+ac. 4

Metoda aplicarii inegalitatii demonstrate recent

In p. 1 am demonstrat, ci pentru orice numere a>0 si >0 este co-

rectd inegalitatea

“;%JE.

Aceasti inegalitate este numita inegalitatea lui Cauchy pentru doud numere.
Vom vedea, cum poate fi aplicatd inegalitatea lui Cauchy la rezolvarea
altor inegalititi.

EXEMPLUL 3 Demonstrati, ci pentru numerele pozitive a si b este

corectd inegalitatea
1 1
[a+—j(b+—j>4.
b a

Rezolvare. Aplicim inegalitatea lui Cauchy pentru numerele pozitive

.1 .
as Obtinem:
a+
1
b> la-=
2 b
. . 1 a
De aici a+=>2 >
. . 1 b
Analogic se poate demonstra, c¢i b+=>2,|—.
a a

Victor lacovici
Buniakovsky
(1804-1889)

Matematician remarcabil din secolul XIX.
Nascut la Vinnita. Timp indelungat
a fost vice-presedinte al academiei
de stiinte din Petersburg
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Despre unele metode de rezolvare a inegalitatilor 27

Aplicand teorema despre inmultirea pe pirti a inegalititilor, obtinem:

T

De aici (a+%)(b+lj>4. D |

a
Metoda interpretarii geometrice
EXEMPLUL "4 Demonstrati inegalitatea:
J99:101 +/98-102 +...+/2-198 +/1-199 <

100%n

Rezolvare. Construim un sfert de cerc cu raza 1 si centrul O. Inscriem
in sfertul de cerc o figuri cu trepte, formati din 99 dreptungiuri, asa cum e
ardtat pe figura 3.1. Obtinem:

1
OA = AA, =...= Ay Ay, :ﬁ'

Aria primului dreptunghi

1 1 4/99-101
S, =0A, - AA :OA-,/l—OAZ:—\/l— =N
! ! ! ! ' 100 1002 1002

Pentru al doilea dreptunghi vom avea: A

1 1{1)2@ ™

100 1007 i ete >>
1 99 ¥ /1-199
Spy = —— 1| — | =YX——".

100 100 100

2100

Aria figurii cu trepte este mai mici decit
aria sfertului de cerc, adici

\/99-101+\/98-102+m+./1-199 .t O A4, Ay, Ay,
1002 1002 1002 4
.. . . Fig. 3.1
De aici rezulti inegalitatea ce o demon-
strim. <«
I EXERCITII

1. Demonstrati inegalitatea:

1) (a+b)(l+%)>4, daca a>0si b>0;
a
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28 § 1. INEGALITATI

2) (a+b)(b+c)(a+c)>8abc, daca a>0, b>0 si ¢>0;
3) (a® +b)(a+b")>4a%?, dacd a>0 si b>0;

4) (ab+1)(a+b)>4ab, daca a>0 si b>0;

5) (a+2)(b+5)(c+10)>80abe, dacd a>0, b>0 si c>0;

6) a+b+l+%>4, daca a>0 si b>0;
a

7 (1+a)(1+ay)...(1+a,)>2", dacia,, q,, ..., @, — numere pozitive,

produsul cirora este egal cu 1.

Inegalitati cu o variabila

Vom rezolva o problema. Una din laturile paralelogramului este egald cu
7 cm. Cu ce trebuie sd fie egali latura vecini, ca perimetrul paralelogramului
sd fie mai mare ca 44 cm?

Fie ci latura ciutatd si fie egald cu x cm. Atunci perimetrul paralelogra-
mului va fi egal cu (14 + 2x) cm. Inegalitatea 14 + 2x>44 este modelul
matematic al problemei despre perimetrul paralelogramului.

Daci in aceastd inegalitate variabila x va fi inlocuitd, de exemplu, cu
numirul 16, vom obtine o inegalitate corectd 14 + 32>44. In acest caz se
spune, ci numirul 16 este solutie a inegalitatii 14 + 2x>44.

Definitie. Solutie a inegalitatii cu o variabila se
numeste valoarea variabilei, ce transforma inegalitatea in inegalitate
numerica corecta.

In asa fel, fiecare din numerele 15,1; 20; 10/3 este solutie a inegalitatii
14 + 2x>44, iar numirul 10 nu este solutia ei.

Observatie. Definitia solutiei inegalititii este analogici cu definitia
ridicinii ecuatiei. Dar nu se practici termenul “ridicina inegalititii”.

Definitie. A rezolva inegalitatea inseamna de a calcula toate
solutiile sau de a demonstra, ci nu existi solutii.

Toate solutiile inegalititii formeazi multimea de solutii a inegalitatii.
Daci inegalitatea nu are solutii, se spune, ci multimea de solutii este
o multime vida. Amintim, ci multimea vidi se noteazi cu simbolul .
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4. Inegalitti cu o variabila 29

In asa fel, se poate spune, ci rezolvarea inegalititii inseamnd calcularea
maultimii de solutii.

De Exemplul, in problema “rezolvati inegalitatea x*> 0" rispunsul va fi
urmitorul: “toate numerele reale, in afari de 0”.

Evitent, ci inegalitatea | x | <0 nu are solutii, adici multimea de solutii
este o multime vida.

Definitie. Inegalitatile sint numiteechivalente,dacd multimile
lor de solutii coincid.

Ilustrim cateva exemple.

Inegalititile x2<0 si | x|<0 sint echivalente. Intradevir, fiecare din
inegalititi are cate o singurd soluti x = 0.

Inegalititile x*>—1 si | x | >—2 sint echivalente, deoarece multime de
solutii pentru fiecare din ele este multimea numerelor reale.

Deoarece nici una din inegalitatil Vx < -1 si Ox < —3 nu are solutii,
aceste inegalititi deasemeni sant echivalente.

"

-

. Ce se numeste solutia inegalitatii?

N

. Ceinseamna sa rezolvi inegalitatea?

w

. Ce formeaza toate solutiile unei inegalitati?

S

. In ce caz multime de solutii a unei inegalitti este multimea vida?

wu

. Care inegalitati sint numite inegalitati echivalente.

I EXERCITII

. 1 . .. . Ceee
4.1.° Care din numerele —4; —0,5; 0; 5; 2 sant solutii ale inegalitatii:

1) x>%; 3) 3x>x—1; 5 vx-1>1;
2) x<5; 4) x* -9<0; 6) 110
X

4.2.° Care din numerele propuse sant solutii ale inegalititii (x — 2)* (x — 5)>
> 0:

1) 3; 2) 2; 3) 6; 4) -1?
4.3.° Este oare solutie a inegalititii 6x+1<2+7x numarul:
1) -0,1; 2) —2; 3) 0; 4) -1; 5) 27
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30 § 1. INEGALITATI

4.4.° Numiti doui solutii arbitrare ale inegalitatii x + 5> 2x + 3.

= 4.5.° Este oare numirul 1,99 solutie a inegalititii x<2? Exisi oare solutii
ale acestei inegalititi, care sd fie mai mari decat 1,99? In caz afirmativ,
dati Exemplul de astfel de solutii.

= 4.6.° Este oare numirul 4,001 solutie a inegalititii x>4? Exisi oare
solutii ale acestei inegalititi, care si fie mai mici decit 4,001 In caz
afirmativ, dati Exemplul de astfel de solutii.

4.7.° Multimea de solutii a cireia din inegalititi este multimea vida:

1) (x—3)2>0; 3) (x—3)*<0;
2) (x-3)? >0; 4) (x-3)? <0?
4.8.° Care din inegalititile propuse nu are solutii:
1) Ox>-2; 2) 0x<2; 3) 0x<-2; 4) 0x>2?

4.9.° Pentru care din inegalititile propuse multime de solutii este mulltimea
numerelor reale:

1) 0x>1; 2) 0x>0; 3) Ox>-1; 4) x+1>0?
4.10.° Pentru care din inegalititile propuse solutie sete orice numar real:
1) x2>0; 2) x>—x; 3) —x*<0; 4) Jx >0?

4.11." Dintre inegalitatile prezentate aritati inegalitatea, solutia cireia este
orice numdr real, si inegalitatea, ce n-are nici o solutie:

2 2
x+1 x” -1
1 >0 3) >1;
) x° -1
2 2
x°+1 x
2 <1 >0
)x2+1 x? +1

4.12." Rezolvati inegalitatea:

2
1) 21250 7 (“2) >0;
x x -2
1 1
2) (x + 2)2>0; 8) x+—<—+2
X X
3) (x+2)*<0; 9 |x|>-x%
4) x+2>0; 10) | x | >—x%
x+2
5) 1125 2 1) | x | >x;
x+2 3
x+2 ?
6) > 0; 12) |x|>-x.
x-2
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5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabila. Intervale numerice 31

= 4.13." Aflati multimea de solutii a inegalititii:

1) | x|>0; 4) |x|<-1
2) |x|<0; 5 | x| >-3;
3) | x| <0; 6) i >-3.
4.14.° Sant oare echivalente inegalititile:
1)i<1§ix>1; 3) (x+5)°<0si | x—4 | <O0;
2) x*>x si x>1; 4) Jx <0 si x* <02

I EXERCITII PENTRU REPETARE

4.15. Rezolvati ecuatia:
1)9—-7(x+3)=5—6x;
) x+8 x—-4 _

2 7
3) (x+ 7)?—(x—2)*=15;
4)bx—2=3Bx—1)—4x—4;
5) 6x+ (x—2)(x+2) =(x + 3)?—13;
6) (x+6)(x—1)— (x+ 3)(x —4) = 5x.
4.16. Un ciclist a parcurs distanta de la sat pani la lac si in directie inversa
in timp de 1 ord. De la sat pani la lac ciclistul s-a deplasat cu viteza de
15 km/ord, iar calea de retur a ficut-o cu viteza de 10 km/ori. Calculati
distanta de la sat pani la lac.

1

Rezolvarea inegalitatilor lineare
cu o variabila. Intervale numerice

Proprietitile egalititilor numerice ne ajuti si rezolvim ecuatii. In
mod analogic, proprietitile inegalititilor numerice ne permit si rezolvim
inegalitati.

Rezolvind ecuatia,am inlocuit-o cu o altd ecuatie echivalentd, mai simpla.
Cu 0 metodi similari se rezolvi si inegalititile.

La inlocuirea ecuatiei cu o ecuatie echivalenti sunt folosite teoremele
despre transferarea termenilor de pe o parte a ecuatiei in cealaltd parte si
despre inmultirea ambelor pirti ale ecuatiei cu acelasi numar diferit de zero.
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32 § 1. INEGALITATI

Reguli analogice sunt aplicate si in timpul rezolvirii inegalititilor.

Dacd un oarecare termen este transferat dintr-o parte a inegalitdtii in
cealaltd parte, schimbind semnul termenului in semn opus, se va obtine o
inegalitate, echivalentd cu inegalitatea datd.

Daci ambele parti ale inegalititii vor fi inmultite cu (impdrtite la)
acelas numar pozitiv, se va obtine o inegalitate, echivalentd cu inegalitatea
data.

Dacd ambele pirti ale inegalititii vor fi inmultite cu(impartite la) acelas
numdr negativ, iar semnul inegalititii va fi scimbat in semn opus, se va
obtine o inegalitate, echivalentd cu inegalitatea datd.

Aceste reguli ne permit si rezolvim inegalitatea, obtinuti in problema

despre perimetrul paralelogramului (priviti p. 4),
Se di: 14 + 2x>44.
Transferdm termenul 14 in partea dreapti a inegalititii:

2x>44 -14.
De aici 2x>30.
Impirtind ambele pirti ale inegalititii la 2, obtinem rezultatul:
x>15.

Mentinem, ci inegalitatea obtinutd este echivalentd cu inegalitatea
initiald. Multimea de solutii este constituitd din toate numerele mai mari
ca 15. Aceastd multime este numiti interval numeric si se noteazi astfel:
(15; +) (se citeste: “intervalul de la 15 pana la plus infinit”).

In aceastd problemi rispunsul poate fi dat in ambele forme: (15; +o0)
sau x>15.

Punctele de pe axa de coordonate, care reprezinti solutiile inegalititii
x>15, sunt situate in dreapta de punctul, care reprezinti numirul 15, si
formeazi o razi cu originea "perforatd” (fig 5.1).

L gusiisiiiisy —0C>
15

15

a b
Fig. 5.1

Mentinem, ¢ pentru reprezentarea pe axa de coordonate a intervalului
numeric pot fi folosite doud metode: prin marcaj (fig. 5.1, @) sau prin arcuri

(fig. 5.1, b). Vom folosi a doua metoda..
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5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabild. Intervale numerice 33

EXEMPLUL |1 Rezolvati inegalitatea 3+ g <T+x.

Rezolvare. Transferim termenul x din partea dreaptid a inegalititii in
partea stangd, iar termenul 3 — din partea stingi in partea dreapti si reducem
membrii asemenea:

X+ <7 -3
2

<4,
2
Inmultind ambele pirti ale ultimei inegalititi cu —2, obtinem:
x=>-8.
Multime de solutii ale acestei inegalititi este in-
tervalul numeric, notat ca [—8; +o0) (citit: “intervalul /_:
de la —8 pini la plus infinit, inclusiv —8”). -8
Punctele axei numerice, care reprezinti solutiile Fig. 5.2

inegalititii x >-8, formeazi o razi (fig. 5.2).
Rdspunsul poate fi scris prin una din metode:
[-8; +0) sau x>-8. <«

EXEMPLUL |2 Rezolvati inegalitatea 2 (2 — 3x) >3 (x + 6) — 5.

Rezolvare. Vom scrie un rind de inegalititi, echivalente cu inegalita-
tea initiala:
4—6x>3x+ 18 - 5;
4 —6x>3x+ 13;
—3x—6x>—-4+ 13;
—9x>9;
x<-1.

Multime de solutii ale ultimei inegalititi este
: intervalul numeric, notat ca (—oo; —1) (citit: “in-
) tervalul de la minus infinit pind la —17). Punctele
axel numerice, care reprezinti solutiile inegalititii
Fig. 5.3 x < —1, sunt situate in stinga de punctul, ce repre-
zintd numirul —1 (fig. 5.3) si formeazi o razi cu
originea “perforatd”.

Rdspunsul poate fi scris prin una din metode: (—o0; —1) sau x <—1. <
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.. . -1 1
EXEMPLUL '3 Rezolvati inegalitatea xT + g < e
Rezolvare. Vom scrie un rand de inegalititi, echivalente cu inegalitatea
initiali:

G.x__1+6.f<6.l;
2 3 6

3x—-3+2x<1;
Sx<4;
X < é
5
Multime de solutii ale ultimei inegalititi este intervalul numeric, notat

4 e« . . . . 4 .4
ca (—00; g} (citit: “intervalul de la minus infinit pini la o inclusiv g”).

Punctele axei numerice, care reprezinti solutiile

™ inegalititii x < %, formeazd o razi (fig. 5.4).

—g Rdaspunsul poate fi scris prin una din metode:
4 4
oo 2 <z
Fig. 5.4 ( = 5} au sy

EXEMPLUL "4 Rezolvati inegalitatea 3(2x—-1)+7>2(3x +1).

Rezolvare. Obtinem: 6x—-3+7>6x +2;

6x—-6x>2-4;
0x>-2.

Ultima inegalitate pentru orice valori ale variabilei x se transform intr-o
inegalitate numerici corectd 0 >—2. Deci, multimea de solutii ale inegalitatii
initiale coincide cu multimea numerelor reale.

Raspuns: x— orice numir. <

Acest rispuns poate fi scris in alt mod: (—oo; +00) (citit: “intervalul de la
minus infinit pini la plus infinit”). Acest interval numeric se numeste axa
numerica.

EXEMPLUL |5 Rezolvati inegalitatea 4 (x — 2) — 1<2 (2x — 9).

Rezolvare. Obtinem:
4x — 8 — 1<4x—18;
4x — 4x<9 - 18;
0x<-9.
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5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabild. Intervale numerice 35

Inegalitatea obtinutd, pentru orice valori ale variabilei ,x se transform
intr-o inegalitate numerici incorectd 0 < -9.

In acest exepcitiu rispunsul poate fi dat in una din metode: nu existi
solutii sau &J. 4

Fiecare din inegalititile, studiate in exemplele 1-5, au fost transforma-
te intr-o inegalitate echivalentd, ce se referd la una din patru forme: ax>b,
ax<b, ax>b, ax<b, in care x — variabila, @ si b — numere. Astfel de
inegalititi sunt numite inegalitati lineare cu o variabila.

Vom arita tabela de notare si reprezentare grafici a intervalelor numerice:

Inegalitatea Intervalul Imaginea
x>a (a; +o0) _g
a
x<a (—OO, a) l»
a
x=a [a; +o0) —c
a
X < a <_oo’ a] l»
a
i

1. Formulati regulile, cu ajutorul carora pot fi obtinute inegalitdti echivalente.

2. Ce fel de inegalitati sunt numite inegalitdti lineare cu o variabila?

3. In ce mod sunt scrise, citite si ilustrate intervalele, care sunt multimi de solutii
ale inegalitatilor x>a? x<a?x >a? x <a?

4. Solutie a inegalitdtii poate fi orice numar. Cum va fi notat, citit si numit interva-
lul, care este multime de solutii pentru inegalitate?

I EXERCITII

= 5.1.° Reprezentati pe axa de coordonate intervalul:
1) [-5; +0);  2) (=5; +00); 3) (—; —5); 4) (—o0; =5].
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36 § 1. INEGALITATI

= 5.2.° Reprezentati pe axa de coordonate si notati intervalul, determinat
de inegalitate:
1) x<8; 2) x<—4; 3) x>-1; 4) x>0.

5.3.° Reprezentati pe axa de coordonate si notati intervalul, determinat
de inegalitate:
1

1) x<0; 2) x>§; 3) x>-1,4; 4) x<16.
5.4.° Determinati cel mai mic numir intreg, care apartine intervalului:

1) (6; +); 2) [6; +o0); 3) (—3,4; +);  4) [-0,9; +o0).
5.5.° Determinati cel mai mare numir intreg, care apartine intervalului:

D (05 —4);  2) (=05 =6,2]; 3) (05 1]; 4) (—0; —1,8).
5.6.° Cirora din intervalele prezentate ii apartine numarul —7:

D (o0;=7);  2) [FT5400);  3) (—0; 0] 4) (—o0; —6)?

5.7.° Ciruia din intervalele prezentate nu-i apartine numdrul 9:
1) (8,99; +0);  2) (—o0; 10);  3) (=05 8,99];  4) [9; +0)?

5.8.° Rezolvati inegalitatea:

1) 6x>18; 6) —10x<0; 11) 4 — x<5;

9) —2x>10; 7 2ix<—1§; 12) 5-8x>6;

3) éx<9; 8) —7x>%; 13) 12+4x>6x;

4) 0,1x>0; 9) Tx—2>19; 14) 36 — 2x<4x;

5) %x>24; 10) 5x+16<6; 15) x;2<2.
5.9.° Rezolvati inegalitatea:

1) 5x<30; 5) —3x < g; 9) 13- 6x>-23;

9) —4x<-16; 6) _%x > 13; 10) 5 — 9x> 16;

3) §x<6; 7) 4x + 5>—T: 11) 8x+2<—Tx;

4) -12x>0; 8) 9—x>2x; 12) x;3 >-1.
5.10.° Rezolvati inegalitatea:

1) 0x>10; 3) 0x>-8; 5) 0x>1; 7) 0x<0;

2) 0x<15; 4) 0x<-3; 6) 0x<2; 8) 0x>0.
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5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabild. Intervale numerice 37

5.11.° Calculati cea mai mici solutie intreagi a inegalititii:

1) 5x>40; 2) 5x>40; 3) —2x<-3; 4) —7x<15.
5.12.° Calculati cea mai mare solutie intregi a inegalititii:
1) 8x<-16; 2) 8x<-16; 3) 3x<10; 4) —6x>-25.

5.13.° Pentru care valori ale variabilei @ expresia 6a + 1 va primi valori negative?

5.14.° Pentru care valori ale variabilei b expresia 7 — 2b va primi valori pozitive?

5.15.° Pentru care valori ale variabilei m valorile expresiei 2 — 4m nu vor
fi mai mici decat —22?

5.16.° Pentru care valori ale variabilei n valorile expresiei 12n — 5 nu vor
fi mai mari decat —53?

5.17.° Pentru care valori a variabilei x va avea sens expresia:

10
1) V4x+20; 2) V5-14x; 3) ——?
V4x +10

5.18.° Aflati domeniul de definitie al functiei:

1) f(x) =13 -2x; 2) f(x):\/x_l.
o

5.19.° Rezolvati inegalitatea:

1) 8x + 2<9x — 3; 4) 3-11y>-3y +6;

2) 6 — 6x>10 — 4x; 5) —8p —2<3 — 10p;

3) 6y +8<10y-8; 6) 3m-1<1,5m +5.
5.20.° Rezolvati inegalitatea:

1) 4+ 11x>7 + 12x; 3) 3x — 10<6x + 2;

2) 85x-28<32x+2; 4) 6x—-3>2x-25.

5.21.° Pentru care valori ale variabilei ¢ valorile binomului 9¢ — 2 nu vor fi
mai mari decit valorile respective a binomului 4¢ + 47

5.22.° Pentru care valori ale variabilei & valorile binomului 11% — 3 nu vor
fi mai mici decit valorile respective ale binomului 158 — 137

5.23.° Rezolvati inegalitatea:

1) 4—x+£<11; 3) 5—x—x>—4;
3 2 7
2) 2_x_3_x>l; 4) f—l<x.
3 4 6 8 4
5.24.° Rezolvati inegalitatea:
1) g—5—y<1; 2) Z_Xs 9
6 4 10 5
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5.25." Rezolvati inegalitatea:
1) 3-5(2x +4)>7 - 2x;
2) 6x—-3(x-1)<2+5x;
3) x—2(x-1)>10+3 (x +4);
4)2(2x—-3,5)—3(2—-3x)<6(1 —x);
5) (x+1)(x—2)<(x—3)(x +3);
6) (4x —3)* +(3x +2)* > (bx +1)*;
7) 281,835,
4 5

-2
8) 3x+7_5x
4 2

9) (x-5)(x+1)<3+(x-2)%

’

<x

10) X1 x-3
2
11) (6x-1)’ —4x (9x-3)<1;
) x-3 x+4 S x-8
9 4 6
5.26." Aflati multimea de solutii a inegalititii:
1)3(4x+9) +5>7(8—x);
2) - B+y)<@+y)(6-y);
3 +3)(y—-5)—(y—1)*>-16;

4) 3x—7_1>2x—6;

X
>2+—;

12

5.27.° Calculati cea mai mare solutie intreagd a inegalititii:
)7 @x+2)—3(x—-8)<10;
2) (x—4)(x+4)—bx>(x—1)2-17.
5.28." Calculati cea mai mici solutie intreagi a inegalitatii:
4x+13 5+2x _6-Tx
1) - > -2
10 4 20
2) (x-1)(x+1)—(x—4)(x+2)>0.
5.29.° Cite solutii intregi negative are inegalitatea?
x+7 11x+30 x-5
- < ?
4 12 3
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5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabild. Intervale numerice 39

5.30." Cite solutii naturale are inegalitatea
2-3x 1 5x+6

L ?
4 5 8
5.31." Pentru care valori ale variabilei x este corectd egalitatea:
1) |x-5]=x-5; 2) | 2x+ 14 | =—2x— 14?
5.32." Pentru care valori ale variabilei y este corectd egalitatea:
1)|y+7|=1; 2)|6—y|=1?
y+7 y—-6

5.33.° Pentru care valori ale variabilei @ ecuatia:
1) x* + 3x — a = 0 nu are solutii;
2) 2x* — 8x + 5a = 0 are micar o solutie?

5.34." Pentru care valori a variabilei b ecuatia:
1) 3x* — 6x + b = 0 are doui solutii diferite:
2) x* — x — 2b = 0 nu are solutii?

5.35." O barci a parcurs o oarecare distanti, plutind in directia cursului apei,
iar apoi s-a intors, parcurgind toatd distanta in nu mai mult de cinci ore.
Viteza proprie a bircii este egald cu 5 km/or4, iar viteza — 1 km/ori. Ce
distanta maximi a putut parcurge barca, plutind in directia cursului apei?

5.36." Au fost luate patru numere intregi consecutive si calculati diferenta
dintre produsele numerelor extreme si a numerelor intermediare. Existi
oare asa patru numere intregi consecutive, pentru care aceastd diferentd
si fle mai mare ca zero?

5.37." Intr-o cutie sunt bile albastre si bile galbene. Numirul de bile albastre
se raportd la numirul de bile galbene ca 3:4. Ce numir maxim de bile al-
bastre poate fiin cutie, daci numirul total de bile este nu mai mare ca 44?

5.38." In livadd cresc meri, visini si pruni, numirul cirora se raportd ca
5:4:2. Care poate fi numirul minim de visini, daci in livadi sunt nu mai
putin de 120 pomi?

5.39." Laturile triunghiului sunt egale cu 8 cm, 14 cm si 2 cm, unde a —
numir natural. Ce valoare maxima poate avea dimensiunea a?

5.40.° Suma a trei numere naturale consecutive este nu mai micid ca 85.
Aflati cele mai mici trei numere, care satisfac aceastd conditie?

5.41.° Suma a trei numere naturale consecutive, divizibile la 5, este nu
mai mare ca 100. Aflati cele mai mari trei numere, care satisfac aceast
conditie?
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5.42.° Pentru care valori ale variabilei x este determinati functia:

— 1 1 8
1) f(x)_ x+4+;9 3) f(x)_m_lxl—Z,

2) f(x)=+24-8x + 26 6; 4) f(x)=+x+1+ 24 1?
X — X —

5.43." Pentru care valori ale variabilei are sens expresia:

10 6 9
1) V9—-x+ ; 2 + ?
) x+3 ) J3x-21 x*-64

5.44.” Rezolvati ecuatia:

)| x-3]| +x=15; 3) | 3x—-12 | —2x=1;

2) | x+1 | —4x=14; 4) | x+2 | —x=1.
5.45.” Rezolvati ecuatia:

D] x+5]+2x=7; 2) | 3—2x | —x=09.
5.46.” Construiti graficul functiei:

Dy=1lx-21; Hy=lx-1]+x.

Qy=1lx+31-1;

5.47.” Consttruiti graficul functiei:
Dy=|x+4]1; y=1|2x—6| —x.
2)y=1x-51|+2;

5.48." Pentru care valori ale parametrului @ ecuatia:
1) 4x + a = 2 are solutie pozitivi;
2) (a + 6) x = 3 are solutie negativi;
3) (@ —1) x = a*— 1 are o solutie unici pozitivi?

5.49.” Pentru care valori ale parametrului m ecuatia:
1) 2 + 4x = m — 6 are solutie mai mare sau egald cu zero;
2) mx = m? — Tm are o solutie unicd negativi?

5.50." Aflati toate valorile parametrului @, pentru care va avea doui solutii
diferite ecuatia:
1) ax?+2x—1=0;
Da@+1)x*—2a—-3)x+a=0;
H@-3)x*-2@-5x+a—-2=0.

5.51." Aflati toate valorile parametrului @, pentru care nu are solutii ecuatia
@-2)x*+R2a+1)x+a=0.

5.52." Existi oare o asa valoare ale parametrului a, pentu care nu va avea

solutii inegalitatea (in caz afirmativ, numiti aceastd valoare):
1) ax>3x + 4; 2) (@*-a-2)x<a-2?
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5.53." Existd oare o asa valoare a parametrului @, pentu care orice numir
este solutie a inegalititii (in caz afirmativ, numiti aceastd valoare):

1) ax>-1 - Tx; 2) (a* -16)x<a+4?
5.54." Pentru fiecare valoare a rezolvati inegalitatea:
1) ax>0; 3) ax>a; 5) (a —2) x>a%—4;
2) ax<1; 4) 2 (x —a)<ax — 4; 6) (a+3)x<a®-9.
5.55." Pentru fiecare valoare a rezolvati inegalitatea:
1) a®x<0; 2) a+x<2—ax; 3) (a+ 4) x>1.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

5.56. Rezolvati ecuatia:

1) 6x — 5x%=0; 4) 3x2+8x—3=0;
2) 25x? = 81; 5) x?+x—-12=0;
3)4x?—Tx—2=0; 6) 2x2 +6x+7=0.

5.57. Fie m si n numere intregi consecutive. Care din afirmatiile propuse
este corecta:
1) produsul mn este mai mare ca m;
2) produsul mn este mai mare ca n;
3) produsul mn este numir par;
4) produsul mn este numir impar.

5.58. Comparati valorile expresiilor:

1) 3408 si 4472; 3) %\/108 si GE.
2) %\/@ si 215,

3

5.59. Pentru ca un bazin si fie umplut cu api prima teavi, e necesar de 1,5
ori mai mult timp, dect pentru ca bazinul si fie umplut prin a doua
teavi. Daci vor fi descrise ambele tevi, bazinul se va umplea in 6 ore. In
cate ore poate fi umplut bazinul prin fiecare teavi aparte?

I iNSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

5.60. Un numir cu trei cifre n are proprietatea, ¢ numerele n — 6, n — 7
si n — 8 se impart respectiv 7, 8 si 9. Aflati numirul n.
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Sisteme de inegalitati lineare cu o variabila

Analizim expresia v2x —1 ++/5—x. Aflim multimea valorilor admisi-
bile pentru variabila x, adici toate valorile variabilei x, pentru care expresia
are sens. Aceastd multime se numeste domeniu de definitie al expresiei.

Deoarece expresia de sub radical poate primi doar valori nenegative,
concomitent e necesard indeplinirea a doud inegalititi: 2x —1>0si 5—x>0.
Adici, valorile ciutate a variabilei x — sunt solutiile comune ale acestor doud
inegalitati.

Daci trebuiesc aflate toate solutiile comune pentru doud sau mai multe
inegalititi, se spune ci este rezolvat un sistem de inegalitati.

Ca si la sistemul de ecuatii, la notarea sistemul de inegalitati se aplica
paranteza specifici. In asa fel, pentru determinarea domeniului de definitie
al expresiei v2x —1++/5—x e necesar de rezolvat sistemul de inegalititi

{ 2x-1>0, (*)
5-x2>0.

Definitie. Solutie a unui sistem de inegalititi cu o vari-
abila este numita valoarea variabilei, care transforma fiecare inegalitate
in inegalitate numerica corecta.

De exemplu, numerele 2, 3, 4, 5 sunt solutii ale sisiemului (*¥), dar
numirul 7 nu este solutia sistemului.

Definitie. A rezolva un sistem de inegalitatiinseamnidea
afla toate solutiile sistemului sau de a demonstra, ca sistemul nu are solutii.

Toate solutiile unui sistem de inegalititi formeazi multimea de solutiia
sistemului de inegalitati. Daci sistemul nu are solutii, se spune ci multimea
de solutii este o multime vida.

In asa fel, se poate spune, ci a rezolva un sistem de inegalitati inseamni
de a determina multimea de solutii a sistemului.

0x>-1
De exemplu, in exercitiul “Rezolvati sistemul de inegalititi” 2 [>0 ’
X |Z
rispunsul va fi: “multimea numerelor reale”.
. . I Ca s JXSO,
Evident, multimea de solutii a sistemului de inegalititi s este al-
X Z

cituitd dintr-un singur numar 5.
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. . e |X >0 e . .
Sistemul de inegalitati { ” nu are solutii, adicd multimea de solutii
x <

este multimea vida.
Rezolvim sistemul (¥). Transformand fiecare inegalitate a sistemului in

1
2x>1, x=-—,

2
5 x<5.

Multimea de solutii a ultimului sistem este alcdtuitd din numerele,

. . o N =
egalitate echivalenti, obtinem:
—x =
- . 1 . . . C s 1
ce sint nu mai mici ca — si nu mai mari ca 5, adici din toate numerele,

. . . 1 < . .
ce satisfac inegalitatea 3 <x<5. Aceastd multime este un interval nu-

. it eier Gs . 1 . . .
meric, ce se noteazi: [E, 5} (citit: “intervalui de la 3 pénila 5, inclusiv

1 ..,
— si5”).
2’ )
Rispunsul la problema despre determinarea domeniului de definitie al
.. N o 1 1
expresiei v2x —1 ++/5—x poate fi dat in doud forme: [5, 5} sau — <x<5.
Punctele, ce reprezinti solutiile sistemului (*), sunt situate intre punc-

tele A(%j si B (5), inclusiv punctele A si B (fig. 6.1). Ele formeazi un

segment.
ArT~B .
1 5 1 5
2 2
Fig. 6.1 Fig. 6.2

Mentinem, ci toate punctele comune ale intervalelor [%, +00) si (—o0; 5]
formeazi intervalul [%, 5} (fig. 6.2). Se spune, ci intervalul [%, 5}

. . 1 . «
este sectiunea intervalelor PR B (—o; 5]. Se noteazi

1 1
|:5, +oojﬂ(—00, 5] = |:E’ 5:'.
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44 § 1. INEGALITATI

Intervalele [E’ +00) si (—o0; 5] sunt multimile de solutii ale inegalititilor

| =

x>— si x<5. respectiv. Se poate spune, cd multimea de solutii ale sistemului

1

2’ este sectiunea multimilor de solutii ale frecdrei inegalitati, din care este
x<5H

alcatuit sistemul.

In final, pentru a rezolva un sistem de inegalititi e necesar de calculat
sectiunea multimilor de solutii ale inegalitatilor, ce formeaza sistemul.

Vo

X

3x—-1>-17,

EXEMPLUL "1 Rezolvati sistemul de inegalitati
’ T (8-4x>-9.

3x > —06, > -2,
Rezolvare. Obtinem: { * {x

—4x >-12; |x<3.
Pe axa de coordonate aflim sectiunea multimilor
K de solutii, adicd sectiunea intervalelor (—oo; 3)
—9 3 si (—2; +o0) (fig. 6.3). Sectiunea ciutati este formati
de numerele, ce satisfac inegalitatea —2 < x < 3.
Aceastd multime este un interval numeric, ce se no-
teazd (—2; 3) (citit: “intervalul de la —2 pani la 37).
Raspunsul poate fi dat in una din formele: (—2; 3) sau -2 <x < 3. 4

Fig. 6.3

4x -3 <1,

EXEMPLUL |2 Rezolvati sistemul de inegalititi
’ ©[8-x<5.

4x < 4, 1,
Rezolvare. Obtinem: { *e {x<

-x<2; |x=>-2.
Pe axa de coordonate aflim sectiunea multimilor
de solutii, adicd sectiunea intervalelor (—oo; 1) K
si [-2; +0), ce sunt multimile de solutii ale -9 1
inegalititilor sistemei (fig. 6.4). Sectiunea ciutatd
este formatd de numerele, ce satisfac inegalitatea
—2 < x<1. Aceastd multime este un interval nume-
ric, ce se noteasd [—2; 1) (citit: “intervalul de la —2 pani la 1, inclusiv —27).
Raspunsul poate fi dat in una din formele: [-2; 1) sau—2<x<1. €

Fig. 6.4
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6. Sisteme de inegalitati lineare cu o variabila 45

.. . oL lx<1
EXEMPLUL |3 Rezolvati sistemul de inegalititi { h ’2
x> -2,
Multime de solutii a acestui sistem este sectiunea intervalelor (—oo; 1]

si (—2; +0) (fig. 6.5). Aceastd sectiune este un interval numeric, ce se noteas

5

(—2; 1] (citit: “intervalul de la —2 panid la 1, inclusiv 17).
Raspunsul: (-2;1]. <

Fig. 6.5 Fig. 6.6
EXEMPLUL "4 Aflati domeniul de definitie al functiei
1
y= ++x+5.
Vvx -1

Rezolvare. Domeniul de definitie ciutat — este multimea de solutii

x-1>0, . x>1,
a sistemului de inegalititi Obtinem:
T lx+520. ’ x=-b.

Ilustrim pe axa de coordonate sectiunea intervalelor (1; +o0) si [—5; +o0)
(fig. 6.6). Aceasti sectiune este intervalul (1; +c0).
Raspunsul: (1; +0). 4

Vom prezenta tabela de notatii si imagini a intervalelor numerice, studiate
in acest punct:

Inegalitatea Intervalul Imaginea
a<x<b [a; 0] _97_’
a<x<b (a; b) Q—’
. N
a<x<b (a; ] a b
. S
as<x<b [a; b) a b
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46 § 1. INEGALITATI

. Ce se numeste domeniu de definitie al expresiei?

. In ce cazuri se spune, cd e necesara rezolvarea unui sistem de inegalitati?
. Cu ce fel de simbol se noteaza sistemul de inegalitati?

. Ce se numeste solutie a sistemului de inegalitdti cu o variabila?

. Ceinseamna de rezolvat un sistem de inegalitati?

N 1 A W N =

. Cum se noteazd, se citeste si se reprezinta pe imagine intervalul, care este
multime de solutii pentru inegalitatide tipul a < x <b? a<x<b?a < x <b?
a<x <b?

I EXERCITII

6.1.° Care din numerele —6; —5; 0; 2; 4 sunt solutii ale sistemului de
inegalitati:
x—-2<0,
{—Zx <107

6.2.° Solutia cdrui sistem de inegalititi este numarul —3:

>_ _ _ _
1 {x 3, 9 {x< 4, 3) {i> 4, 5 {x+1> 1,

x>6; x<8; <8; x-2<0?
= 6.3.° Reprezentati pe axa de coordonate intervalul:
D (35 4); 2) [-3; 4]; 3) [-3; 4); 4) (=3; 4].

=) 6.4.° Reprezentati pe axa de coordonate si notati intervalul, determinat
de inegalutatea:

1) 0<x<5; 3) 0,2<x <102
2) %<x<2%; 4) —2,4<x<-1.
6.5.° Scrieti toate numerele intregi, care apartin intervalului:
1) [3; 71; 2) (2,9; 6]; 3 [-5,2;1); 4 (=2 2).
6.6.° Aritati cel mai mic si cel mai mare numir intreg, ce apartin intervalului:
1) [-12; -6]; 3) (-10,8; 1,6];
6.7.° Reprezentati pe axa de coordonate si notati sectiunea intervalelor:
D [-1; 7] si [45 9] 4) (-5 2,6) si (2,8; +o0);
2) [3; 6] i (3; 8); 5) [9; +00) si [11,5; +0);
3) (=0; 3,4) si (2,5; +0); 6) (—0; —4,2] si (—o0; —1,3).
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6. Sisteme de inegalitdti lineare cu o variabila 47

x>-1,

6.8.° Aritati pe figura 6.7 imaginea multimii de solutii a sistemului { <6
X 50.

-1 6 -1 6
a C
-1 6 -1 6
b d
Fig. 6.7

6.9.° Aritati pe figura 6.8 imaginea multimii de solutii ale inegalititii duble

—4<x<2.
4 2 —4 2
a C
4 2 —4 2
b d
Fig. 6.8

6.10.° Care din intervalele propuse este multime de solutii ale sistemuluui
x>-1,

x>2:

1) (05 -1);  2) (-1; 2); 3) (2; +o0); 4) (=1; +0)?

de inegalititi {

6.11.° Fie a<b<c<d. Care din intervalele prezentate este sectiunea in-
tervalelor (a; c) si (b; d):
1) (a; d); 2) (b; 0); 3) (¢; d); 4) (a; b)?

6.12.° Fie m<n<k<p. Care din intervalele prezentate este sectiunea
intervalelor (m; p) si (n; k):
1) (m; n); 2) (&; p); 3) (n; k); 4) (m; p)?
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48 § 1. INEGALITATI

6.13.° Reprezentati pe axa de coordonate si notati multimea de solutii
ale sisitemului de inegalititi:

<2, <2, > 2, >2,
1 4* 3) 1* 5) 1" 7 "
-1; x=-1; x=2-1; X< 2
x<2, 4) x<2, x> 2, 8) x=2,
x<-1; x<-1; x<2.
6.14.° Rezolvati sistemul de inegalititi:

1) x—-4<0, 6) x—-2<1+3x,
2x > —6; Sx—-T<x+09;

2) x—2>3, 7 3x-6<x-1,

-3x <-12; 11x+13<x+3;
x+6>2, 5x+14>18 - x,

3) 1x 8)

Z<2; Lox+1<3x-2;

1) 6x+3=20, 9) 4x+19<bx -1,
T—-4x <7, 10x < 3x + 21.
10x-1>3,

By I
7-3x>2x-3;

6.15.° Rezolvati sistemul de inegalititi:

1) —4x<-12, 1) 2-3x<4x-12,
x+2>6; 7T+3x>2x+10;
8—x>5, 5 x+328,

<2 1 g,

) 3x -3 < bx, 6 bx—-222x+1,
Tx—-10 < 5x; 2x+3<33-3x.

6.16.° Aflati multimea de solutii ale inegalititii:

1) —3<x—4<T; 3) 0,8<6-2x <1,4;

2) ~2,4<3x+0,6<3; 4)4<§—2<5.
6.17.° Rezolvati inegalitatea:

1) 2<x+10<14; 3) -1,8<1-7x<36;

2) 10<4x — 2<18; 4)1<’CT+1<15
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6. Sisteme de inegalitdti lineare cu o variabila 49

-2x>-15,
3x >-10?
6.19.° Calculati suma solutiilor intregi ale sistemului de inegalititi
x+82>4,
{§x+1<9
6.20.° Cite solutii intregi are inegalitatea -3<7x—5<16?

6.18.° Cate solutii intregi are sistemul de inegalitati {

6.21.° Aflati cea mai mici solutie intreagi a sistemului de inegalititi
x+8=217,

2545
2
6.22.° Aflati cea mai mare solutie intreagi a sistemului de inegalititi
2x+1< 4,
{3x—6<—12
6.23." Rezolvati sistemul de inegalititi:
8(2-x)-2x>3,
{ -3(6x-1)—x < 2x;

x+1 2x +3

>1,

6(2x 1)<5(x 4)-T;
2(x- 3)<3x+4(x+1),
(x—-3)(x+3)<(x—4) -
2(x+11)>3(6—x),
(x—3)(x+6)>(x+5)(x—4);

3)

N

)

5)

Sx+4<2x-8,
(x+2)(x-1)=2(x+3)(x—2);

x+2 x+1

2

)

7)
(x 6)(x+2)+4x<(x N (x+7);
6x+1 5x -1

8) > -1,

x+1 x+1
(x+5)(x 3)+41>(x 6)?;

2(x+8) 3(x+2)<5 x.
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50 § 1. INEGALITATI

6.24." Aflati multimea de solutii ale sistemului de inegalitati:
2x-3 4x-9

DY 5 6
5(x-1)+7(x+2)>3;
x+1 x+2 x+12

242 3 6
0,3x-19<1,7x - 5;

3) {(x—6)2 <(x-2)-8,
3(2x-1)-8<34-3(5x-9);
3x-2 4x+1

H1 3 4
(x-1)(x-2)>(x+4)(x-7).

>1,

<1,

6.25.° Aflati solutiile intregi ale sistemului de inegalitati:

x_x<1

D 2x-1<1,7-x, % 3 4
3x-2>x-8; 2 —%>10
5 }

6.26." Cite solutii intregi are sistemul de inegalitati:
x+1 x-2

) 4x+3>6x -7, 2 3 6
3(x+8)=24(8-x); 2x75>_3?
. 7

6.27.° Determinati domeniul de definitie al expresiei:

1) V6x -9 ++/2x-5; 3) V2x -4 +1-x;
1 5

2) V8x+5 ——r—; 4) J12-8x ———.

) 15 -5x ) x-4

6.28." Pentru care valori ale variabilei expresia are sens:

<2,

1) \/8—x+L; 2) J7x -85+ 21 ?
2\/; x° —bx
6.29." Rezolvati inegalitatea:
1) -3< 223y 9) -4<1-*"2<_3,
6.30." Rezolvati inegalitatea:
1) —2<®F 1y 9) 1,2< 13 <14,

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



6. Sisteme de inegalitdti lineare cu o variabila 51

6.31." Rezolvati sistemul de inagalitati:

x <4, 0,4 - 8x > 3,6,

1) <x>2, 3) {1,5x -2 <4,
x < 3,6; 4,1x+10<1,6x +5.
2x-6<8,

2) 14-4x <10,
8x-9>3;

6.32." Rezolvati sistemul de inegalititi:

-x <2, 3x-1<2x+2,

1) {2x>7, 2) {2x +1>8-5x,
x < —4; 5x —-25<0.

6.33." Prima laturi a triunghiului este egala cu 4 cm, iar suma celorlalte
doud — 8 cm. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului, daci lungimea
fiecaOreia este de un numir intreg de centimetri.

6.34.” Rezolvati inegalitatea:

1) (x-8)(x+4)<0;
2) (x+1) (2x—T7)>0;
3) *-8, 0;
x-1
6.35." Rezolvati inegalitatea:
1) (14 — 7x) (x + 3)>0;

2) x-8
3x—12

> 0;

6.36.” Rezolvati inegalitatea:
1) | x-2|<3,6;
2) | 2x+ 3 | <5;
)l x+31>9;

637.” Rezolvati inegalitatea:
1) |x-6[>2,4;
2) |5x+8|<2;

3x+6
x-9
2x -1
x+2
5x+4
x—6

4) <0;

5) <0;

6) >0.

3)

x+9
4x +1

x—10

4) <0

4) |7-8x|>1;
5) |x+3|+2x>6;
6) | x—4 | —6x<15.

3) | x+5 | —3x>4;
4) [x-1]+x<3.
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6.38." Pentru ce valori a lui a sistemul de inegalititi are micar o solutie:

>3, <3,
) F 2)
x<a; x>a?
6.39." Pentru ce valori a lui a sistemul de inegalititi nu are solutii:
> 4, x<1,
R 2)
x<a; x=za?

6.40." Pentru ce valori ale lui @ multimea de valori ale sistemului de
. “ o . X > _17 .
inegalititi este intervalul:
x=a

1) (-1; 4+00);  2) [1; +0)?

6.41." Pentru fiecare valoare a lui a rezolvati sistemul de inegalititi
x <2,
x<a.
6.42." Pentru fiecare valoare a lui @ rezolvati sistemul de inegalititi
x < -3,
x> a.
6.43." Pentru ce valori ale lui @ multimea de solutii ale sistemului de

x=27

. R b . oo A .

inegalitati contine exact patru solutii intregi?
x<a

6.44." Pentru ce valori ale lui b multimea de solutii ale sistemului de

=

. e |X<5, . ) . .
1nega11tat1 contine exact trei SOlutll 1ntreg1?
b x > b ) )

6.45." Pentru ce valori ale lui @ cea mai mici solutie intreagi a sistemului

: .. |x>6 .
de inegalitati 4~ este numdrul 9?
x>a
6.46." Pentru ce valori ale lui b cea mai mare solutie intreagi a sistemului
: . JXSD .
de inegalititi {~ _ este numirul —6?
x<-2
6.47." Pentru ce valori ale lui @ ridicinile ecuatiei x> — 2ax + a*— 4 =0
sunt mai mici decit numirul 5?
6.48." Pentru ce valori a lui a ridicinile ecuatiei
x*-(4a-2)x+3a*-4a+1=0

apartin intervalului [-2; 8]?
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6. Sisteme de inegalitdti lineare cu o variabila 53

6.49." Pentru ce valori ale lui @ una din ridicinile ecuatiei
3x2-Q2a+dx+2+a-a*=0

este mai mici decat —2, iar a doua — mai mare ca 3?

I EXERCITII PENTRU REPETARE

6.50. Rezolvati ecuatia:

2
1) x _ 3x+4 8

5
_ : 9) 2 _8_3
x*-16 x*-16 ) x-3 «x
6.51. Simplificati expresia::

1) 0,5+/24 — 4 /40 — 150 + /54 ++/1000;
2) /8b +0,3 /506 —3/2b;
3) 1,572 /216 — 0,6 /450 + 0,5 /96.

6.52. Exprimati din egalitate variabila x prin alte variabile:
1 1 1
) 2x-" -2 g1 1.1
n m x n
6.53. Se stie, ci @ — numir par, b — numir impar, @>b. Valoarea ciruia
din expresii poate fi numir intreg:

1) 242 9) -2, 3) 4 4) %9
a b a b a

b
6.54. Cate kilograme de sare se contin in 40 kg de solutie de 9 procente?

IE |E

6.55. Minereul contine 8 % de cositor. Cate kilograme de minereu sunt
necesare pentru obtinerea a 72 kg de cositor?

(1]

6.56. Care este continutul in procente al sirii in solutie, daca 350 g de
solutie contin 21 g de sare?
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INSARCINAREA N21“VERIFICATI-VA CUNOSTINTELE” IN FORMA DE TESTE

1. Comparati numerele a si b, daca a — b =-3,6.
A) a>b;
B) a < b;
C)a=b;
D) comparatia e imposibild
2. Fie, m>n. Care din afirmatiile date este incorecta?
A m-2>n-2;
B) 2m>2n;
Cym+2>n+2;
D) -2m>-2n.
3. Aflati perimetrul P al unui triunghi echilateral cu latura @ cm, daci
0,8<a<1,2.
A) 1,6 cm<P<2,4 cm;
B) 2,4 cm<P<3,6 cm;
C) 3,2 cm<P<4,8 cm;
D) 1,2 cm<P<1,8 cm.

4. Sestie,ci 2 <x<3si 1<y <4. Estimati valoarea expresiei xy.
A) 4<xy<8;
B) 3<xy<7;
C) 2<xy<12;
D) 6<xy<14.

5. Se stie, cd —18 <y < 12. Estimati valoarea expresiei ly +2.
6
A) —3<%y+2<4;
1
B) —1<gy+2<4;
1
C) —1<Ey+2<2;

D) —3<%y+2<2.

6. Fie a>0, b <0. Care din inegalititile date poate fi corecti?
A) a’<b? C)a-b<0;

B) % >1; D) a2b*>0.
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7. Multime de solutii a cireia din inegalititile date este multimea numerelor

reale?
A) 2x>-2; C) 0x>-2;
B) 2x>0; D) 0x>0.

8. Multime de solutii a cireia din inegalititile date este intervalul (3; +0)?
A) x>38; C) x>3;

B) x<3; D) x<3.
9. Aflati solutiile inegalititii z< %
A) x> é; C) x< é;
5 5
B) x> L; D) x< L
20 20
10. Rezolvati inegalitatea —3x +8>5.
A) x<1; C) x<-1;
B) x>1; D) x>-1.
. . N .. .. BXx— 8—x
11. Aflati cea mai micid solutie intreagi a inegalititii > 5
A) 2; C) 4;
B) 3; D) nu are solutii.

12. Cu ce este egal produsul numerelor naturale, ce apartin domeniului de

definitie al expresiei V14 —3x?
A) 4; C) 18;
B) 10; D) 24.

13. Care din sistemele date de inegalititi nu are solutii?

x=-3,
A) {x<—2; ©) {

B) {x > —3, D) {.’)C/—
x> -2 x <-3.

14. Aflati multimea de solutii a sistemului de inegalititi

x—-1>2x-3,
4x+5>x+17.
A) @; C) (—0; 4);

B) Z;+); D) (2;4).
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56 § 1. INEGALITATI

15. Care din intervalele numerice prezentate corespunde multimii de solutii
8—Tx>3x-2,

ale sistemului de inegalitati
7 -2(8x-2,6)<-2(~2,6)?

A) 0))
0 1 1
B) D)
0 0 1

16. Cate solutii intregi are sistemul de inegalititi
x_x—2>x—3_x—1
3 4 2
1-0,5x>x-4?
A) 3; C) 5;
B) 4; D) 6.

’

1-2x o3,

17. Rezolvati inegalitatea —3 <

A) 31 0T -3);
B)7:3);  D)&D).
18. Pentru ce valori a lui @ ecuatia 2x* + 6x + @ = 0 nu are ridécini?
A) a<4,5; C) a>-4,5;
B) a>4,5; D) a<-4,5.
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I PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 1 i

Compararea numerelor

Numirul @ este considerat mai mare decat numirul b, daci diferenta a — b
este numar pozitiv.

Numirul a este considerat mai mic decit numirul b, daci diferenta
a — b este numir negativ.

Proprietatile de baza ale inegalitatilor numerice
Daci a>b si b>c, atunci a>c.
Daci a>b si ¢ — orice numir, atunci @ + ¢>b + c.
Daci a>b si ¢ — numir pozitiv, atunci ac> bc.
Daci a>b si ¢ — numir negativ, atunci ac < bc.
< . .11
Daci a>b si ab>0, atunci — < ~.
a
Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice

Dacia>b si c>d, atuncia + c>b + d.
Daci a>b, c>d sia, b, ¢, d — numere pozitive, atunci ac> bd.

Solutia inegalitatii cu o variabila

Solutia inegalititii cu o variabild se numeste valoarea variabilei, ce trans-
formi inegalitatea in inegalitate numerici corecta.

Inegalitati echivalente
Inegalititile se numesc echivalente, daci ele au miltimi de solutii identice.

Reguli de rezolvare ale inegalitatilor cu o variabila

e Daci un oarecare termen este transferat dintr-o parte a inegalititii in
cealaltd parte, schimband semnul termenului in semn opus, se va obtite
o inegalitate echivalenti cu inegalitatea initiala.

e Daci ambele pirti ale inegalititii vor fi inmultite cu (impirtite la)
acelas numdr pozitiv, se va obtine o inegalitate echivalentd cu inega-
litatea initiala.

e Daci ambele pirti ale inegalititii vor fi inmultite cu (impirtite la)
acelasi numdr negativ, schimband semnul inegalititii in semn opus, se
va obtine o inegalitate echivalenti cu inegalitatea initiala.
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58 § 1. INEGALITATI

Rezolvarea sistemelor de inegalitati cu o variabila

Solutia a unui sistem de inegalititi cu o variabild se numeste valoarea
variabilei, care transformi fiecare inegalitate a sistemului intr-o inegalitate
numericd corectd.

A rezolva un sistem de inegalititi inseamni a afla toate solutiile siste-
mului sau a demonstra, ¢i sistemul nu are solutii, adicd a afla multimea
de solutii a sistemului.

Intervale numerice

Inegalitatea Intervalul Imaginea
a
x<a (—oo; a) :3_»
a
x>a [a; +o0) —:a

&

N

S
IS

a<x<b a b
a<x<b (a; b) %—'
. LN .
a<x<b (a; 0] a b
. S
asx<b [a; b) a b
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FUNCTIA PATRATA

o in acest paragraf veti repeta si veti acumula cunostinte noi despre functie si
proprietatile ei.

e Veti invata a construi graficele functiilor y = f (x), folosind graficul functiei
y=kf(x),y=f(x)+b,y=f(x+a)

e  Osa aflati, care fin functii este numita functie patratd, cum arata graficul acestei
functii, veti studia proprietatile functiei patrate.

e Vetiinvata sd aplicati proprietatile functiei patrate.

e Veti acumula cunostinte noi despre sistemele cu doua variabile, metodele de

rezolvare ale acestor sisteme, veti dobandi experientd de rezolvare a sistemelor
de ecuatii.

Repetarea si aprofundarea cunostintelor
despre functie

In viata zi de zi avem posibilitatea si observim procese, in care scimbarea
unei mirimi (a variabilei independente) provoacd schimbarea altei mirimi (a
variabilei dependnte). Studierea acestor procese necesiti crearea de modele
matematice a proceselor. Una din cele mai importante modele este functia.

Cu aceastd notiune ati ficut cunostintd in clasa 7. Amintim si detalizim
cunostintele de bazi.

Fie X — multimea de valori a variabilei independente, Y — multimea de
valori a variabilei dependente. Functia — este regula, conform cireia, pentru
fiecare valoare a variabilei independente din multimea X poate fi aflata
valoarea unici a variabilei dependente din multimea Y..

De obicei variabila independenti este notatd cu litera x, variabila de-
pendentd — cu litera y, functia (regula) — cu litera f. Se spune ci variabila y
este functional dependenti de variabila x. Acest fapt este notat: y = f (x).

Variabila dependenti este numiti si argument al functiei.

Multimea totald a valorilor, ce le poate primi argumentul, este numiti
domeniu de definitie al functiei si este notati D (f) sau D (y).

In asa fel, domeniu de definitie al functiei y = % este intervalul (0; +00),

x

adici D (y) = (0; +00).
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60 § 2. FUNCTIA PATRATA

De dependenta functionali fiecirei valori a argumentului x ii corespun-
de o oarecare valoare a variabilei . Valoarea variabilei y este numiti si va-
loare a functiei si este notati f (x). Multimea tuturor valorilor, primite de
variabila dependenti, este numiti domeniu de valori a functiei si este no-
tati E (f) sau E (y). In asa fel, multime de valori a functiei y = Jx este
intervalul [0; +00), sau E (y) = [0; +00).

Functia este considerati ca definita, dacd sint determinate domeniul de
definitie si regula, conform cireia pentru fiecare valoare a variabilei inde-
pendente poate fi aflatd valoarea variabilei dependente.

e Functia poate fi reprezentati prin una din metodele
prin descriere;
prin formul;
prin tabeld;
in mod grafic.

Cea mai rispinditi este metoda de definire prin formuli. Aceasti meto-
di de definire a functiei este numiti metoda analitica. Daci la descrierea
functiei nu este numit domeniul de definitie, se considerd, ci domeniul de
definitie al functiei coincide cu domeniul de definitie al expresiei, continute
in formuld. De exemplu, dacd functia este determinatd prin formula

f(x)=\/1—1
—

definitie al exprexiei

, domeniul de definitie al functiei coincide cu domeniul de

, adici intervalul (1; +00).

x-1
In tabeld sunt reprezentate functiile, studiate in clasele a 7-a si a 8-a.
Functia Domen'u%l Domeniul de valori Graficul
’ de definitie
Daci k # 0, atunci
(—o0; +00); daca k =0,
y=kx+b (—o0; +00) atunci domeniul de O dreapti
valori contine un singur
numir b
E Multimea, forma- Multimea, formati
- ti din intervalele din intervalele Hiperbola
E+0 (=005 0) 5i (0; +o0) (—00; 0) si (0; +o0)
y=x? (—o0; +00) [0; +o0) Parabola
O ramuri
y= Vx [0; +e0) [0; +e0) a parabolei
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7. Repetarea si aprofundarea cunostintelor despre functie 61

-~

. Ce se numeste functie?
. Cum este notat faptul, cd variabila y este functional dependenta de variabila x?
. Ce se numeste argument al functiei?

. Ce se numeste domeniu de definitie al functiei?

1

2

3

4

5. Ce se numeste valoare a functiei?

6. Ce se numeste domeniu de valori al functiei?

7. Ce trebuie determinat, ca functia sa fie definita?
8. Prin ce metode poate fi reprezentata functia?

9

. Ce este considerat domeniu de definitie al functiei, daca functia este reprezen-
tata prin formulg, iar domeniul de definitie nu e determinat?

I EXERCITII

7.1.° Functia este reprezentati prin formula f (x) = —2x* + 5x.
1) Caleulac £ (1) £ O £ 2 )s 75,

2) Aflati valoarea argumentului, pentru care valoarea functiei este egald
cu: 0; 2; —3.
3) Este oare corecti egalitatea: f (—1) = 7; f (4) =—12?

7.2.° Functia este reprezentatd prin formula f (x) = 3x — 2.

1) caleulati: f (3); f (0); f (=0,2); f (1,6).
2) Aflati valoarea lui x, pentru care: f (x) = 10; f (x) = —6; f (x) = 0.

7.3.° Fiecdrui numir natural, mai mare ca 10 si mai mic ca 20, puneti in
corespundere restul divizirii acestui numr la 5.
1) Prin ce metodi este reprezentati aceastd functie?
2) Care este domeniul de definitie al acestei functii?
3) Reprezentati aceasti functie prin tabel.

7.4.° Functia este reprezentati prin formula y = 0,4x — 2. Completati tabela
cu valorile corespunzitoare x si y:

X 2 -2,5

y -2 0,8
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oAy
2
N\
IHEA
/ \
4 /312 10 2 1| 5 |x
1
N
2
™~
Fig. 7.1

. < . 16 = . . <
7.5.° Fie datd functia y = ——. In pliniti tabela valorilor corespunzitoare
X

xsiy:
X 2 -0,4
y 0,8 -32
7.6.° Pe figura 7.1 este reprezentat graficul functiei y = f (x), determinate
pe intervalul [-4; 5]. Folosind graficul, aflati:
D f(=3,5); f (=2,5); f (=1); [ (2);
2) valorile lui x, pentru care f (x) = —2,5; f (x) = —2; f (x) = 0; f (x) = 2;
3) domeniul de definitie al functiei.

7.7.° Pe figura 7.2 este reprezentat graficul functiei y = f (x), determinate
pe intervalul [—4; 4]. Folosind graficul , aflati:

DfED; fE1); fQ); f(2,5);
2) valorile lui x, pentru care f (x) = —1; f (x) = 0; f (x) = 2;

3) domeniul de valori al functiei..

3Ay

/9 N

™~
U
|~

Ui

Fig. 7.2
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7. Repetarea si aprofundarea cunostintelor despre functie 63

7.8.° Aflati domeniul de definitie al functiei:

2) 1(x)=—— 6) 1(x)=—
8) £ x) ="~ 19, D )—6’”11,
—-2x

4) f(x)=vx-9; 8) f(x)=vx+6+4—x.

7.9.° Aflati domeniul de definitie al functiei:

1) fx )—“3 4) £ () =Vx—1+x—3;
2) f(x)— 16 5) f(x)=vx-5++b-x;
3) f(x) = 25"—”; 6) F(x) = Vo’ 1.
x° —6x+8
7.10.° Construiti graficul functiei:
1) f(x) =—2x+3; 3)f(x)=3
2) f(x)=——x; 4) fxy=-8.
4 x
7.11.° Construiti graficul functiei:
1) f(x)=4-1x; 2) f(x)=2
3 x

7.12.° Aflati punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de co-
ordonate, fird a produce constructia graficului:

1)f(x)=1x—7; 3) g (x)=9—x%

9) f(x )_20+4;c

7.13.° Aflati punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de co-
ordinate, fird a produce constructia graficului:

4) ¢ (x) =x%+ 2x — 3.

Dh@=9-10x; 2)p @) =4+x—3; 3>s(x>="2’2.
x° +

3x—1, daca x<-1,
7.14.° Fie datd functia f (x) ={x” -5, daca -1 <x <4,
11, daca x>4.

Aflati: 1) (=3); 2) f (=1); 3) £ (2); 4) [ (6,4).
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64 § 2. FUNCTIA PATRATA

6, daca x<-3,
7.15.° Construiti graficul functiei f (x) = x?, dacd -3<x<1,
x, daca x>1.

—, daca x < -2,
X

7.16." Construiti graficul functiei f (x) =4 —x, dacd -2<x <0,
\/;, daca x> 0.

7.17.° Aflati domeniul de definitie al functiei:
1) f(x):\/x—2+x+§; 3) f(x)=+vx+3+ 21 9;
x- x% =
Vx—4 4 4x -3
Jrr2 xP-Tx+6

2) f(x)= 4) f(x)=

[x]-7 |—
7.18." Aflati domeniul de definitie al functiei:
1) f(x)=\/x+4+i1; 2) f(x)=8- x4~
x +
7.19.° Aflati domeniul de valori al functiei:
Df@=va-1  3f@=-T 5) f (x) =’
2)f(x)=5-x% Dfx)=1x|+2;6) f(x)=vx—-2+~2-x.
7.20." Aflati domeniul de valori al functiei:
Df@=2"+3; 2 f)=6-Vx;  3)f(x)=Vx-x.

7.21.° Reprezentati prin formuli o oarecare functie, domeniu de definitie
al cireia este:

2 _8x

1) multimea numerelor reale, in afard de 1 si 2;
2) multimea numerelor reale, nu mai mici ca 5;
3) multimea tuturor numerelor, nu mai mari ca 10, in afari —1;
4) multimea, alcituitd din unicul numar —4.
7.22.” Aflati domeniul de definitie si construiti graficul functiei:

1) f(x)= j, 2) f(x )—12’“ 67x2, 3) fo)=2"2.

7.23." Aflati domeniul de definitie si construiti graficul functiei:

1) f(x)=%; 2) 7)==
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I EXERCITII PENTRU REPETARE

7.24. Descompuneti in factori expresia polinomului pitrat:

1) x2—x—12; 3) 62+ 11x - 2;
9) —x% + 2 + 35: 4) §x2+3x—6.
7.25. Calculati valoarea expresiei:
312 -8 81_2 ) 35
257 -5 0,125° - 32°
9=~ gy H1a9 oa
) 5,5 ) 0’5—2

7.26. Preturile pentru doui dulapuri au fost identice. Pretul primului dulap
la inceput a fost marit cu 20 %, iar apoi a fost micsorat cu 10 %. Pretul
celui de-al doilea dulap, intai a fost micsorat cu 10 %, iar apoi mirit cu
20 %. Pretul cirui dulap a devenit mai mare?

7.27. Distanta dintre orasele A si B este egald cu 120 km. Peste 2 ore dupi
ce a pornit din orasul A camionul s-a retinut la trecerea de cale ferati
timp de 6 min. Pentru a ajunge la orasul B in timpul programat, cami-
onul a sporit viteza cu 12 km/ord. Cu ce vitezd s-a deplasat camionul
dupi retinere?

I iNSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

7.28. Numirul natural 7 are exact 100 de divizori naturali diferiti (inclu-
siv 1 si n). Aflati produsul acestor divizori.

Din retrospectiva notiunii de functie %

Definitia functiei, folosite in etapa moderni de studiu matematic,a aparut
relativ nu demult — in prima jumitate a secolului XIX. Procesul de formare a
durat peste 200 ani sub influenta unor dezbateri aprige a matematicienilor
remarcabili din cateva generatii.

Studierea dependentei functionale dintre marimi a fost initializata de
savantii antici. Aceste studii si-au gisit oglindirea in descoperirea formulelor
pentru calcularea ariilor si a volumelor unor figuri. Ca exemple de reprezen-
tare tabulard a functiilor pot servi tabelele astronomice ale babilonienilor,
ale grecilor antici, ale arabilor.
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66 § 2. FUNCTIA PATRATA

Pierre de Fermat René Descartes
(1601-1665) (1596-1650)

Dar numai in prima jumitate a secolului XVII, prin descoperirea meto-
dei coordonatelor, ilustrii matematicieni francezi Pierre de Fermat si René
Descartes au pus bazele aparitiei notiunii de functie. In lucrrile lor sunt
studiate schimbirea ordanatei punctului in dependenti de schimbarea abscisei.

O atributie esentiald in formarea notiunii de functie au avut lucrarile ma-
relui savant englez Isaac Newton. Functia
este interpretatd de el ca o mirime, ce-si
schimbi valoarea in dependenti de timp.

Termenul de “functie” (din latind finc-
tion — infiptuire, indeplinire) a fost propus
de matematecianul german Gottfried
Wilhelm Freiherr von Leibniz. El si elevul
sdu, matematecianul elvetian Jakob Iohann
Bernoulli, au tractat functia ca o formuli, ce
stabileste relatia dintre doud variabile, deci
ei au echivalat functia cu una din metodele
ei de reprezentare.

Progresarea notiunii de functie a fost
tavorizati de stabilirea adevirului in dis-
puta indelungati dintre ilustrii matema-
tecieni Leonhard Euler si Jean Le Rond Isaac Newton
d’Alembert, una dintre temele cireia a fost (1643-1727)
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Gottfried von Leibniz lohann Bernoulli
(1646-1716) (1667—1748)

consacratd sensului notiunii de functie. Ca urmare, a fost creatd o opinie
complexi despre notiunea de functie ca dependenta unei valori variabile de
alta valoare variabild, in care nu era determinati strict forma de reprezentare
a functiei.

Leonhard Euler Jean Le Rond d’Alembert
(1707-1783) (1717-1783)
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In anii 30 a secolului XIX ideile lui Euler au fost desfisurate in lucririle
remarcabililor invitati: matematecianul rus Nicolai Lobacevski si mate-
matecianul german Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Anume in
aceastd perioadd a apdrut definitia: mirimea variabild y este numita functie
a mirimii variabile x, dacid fiecirei valori a mirimii x ii corespunde o valoare
unicd a marimii y.

Nikolai Ivanovici Lobacevski Peter Dirichlet
(1792-1856) (1805-1859)

Aceasti definitie a functiei poate fi si azi intalnitd in manualele scolare.
Dar punctul de vedere mai modern —este tractarea functiei ca reguld, conform
cireia pentru orice valoare a variabilei independente poate fi aflatd valoarea
unicd a variabilei dependente.

Intre secolele XIX si XX, cand a apirut teoria multimilor si a devenit
clar, cd elemente ale domeniului de definitie pot fi nu numai numere, atunci
afost difinita functia care frecirui element al multimii X ii pune in corespundere
un element unic a multimii Y.

Proprietatile functiei

Deseori despre proprietitile obiectului se pot face concluzii, analizant
imaginea lui: fotografia, imaginea Roentgen, desenul etc.

Ca “imagine” a functiei poate servi graficul ei. Vom arita, cum graficul
functiei permite si determinim unele proprietiti.
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YA

RY

Fig. 8.1

Pe figura 8.1 este reprezentat graficul unei oarecare functii y = f (x).

Domeniul ei de definitie este intervalul [—4; 7], iar domeniul de valori —
intervalul [—4; 4].

Pentru x = -3, x = 1, x = 5 valoarea functiei este egali cu zero.

Definitie. Valoareaargumentului, pentru care valoarea functiei este
egali cu zero, se numeste zerou al functiei.

In aga fel, numerele —3, 1, 5 sunt zerouri ale functiei date.

Mentinem, ci pe intervalale [-4; —3) si (1; 5) graficul e situat mai sus de
axa absciselor, iar pe intervalele (—3; 1) si (5; 7] — mai jos de axa absciselor.
Deci pe intervalele [-4; —3) si (1; 5) functia va avea valori pozitive, iar pe
intervalele (—3; 1) si (5; 7] — valori negative.

Fiecare din intervalele indicate se numeste interval de semn constant
al functiei f.

Definitie. Intervalul, pe care valorile functiei sunt de acelas semn,
se numeste interval de semn constant al functiei.

Mentinem, ci, de exemplu, intervalul (0; 5) nu e interval de semn con-
stant al functiei date.

Observatie. La determinarea intervalelor de semn constant se deter-
mini intervalele de dimensiune maximi. De exemplu, inervalul (—2; —1)
este interval de semn constant al functiei f (fig. 8.1), dar rispunsul corect
este intervalul (—3; 1), care include intervalul (—2; —1).

Deplasindu-ne pe axa absciselor de la —4 pina la —1, putem observa, cd
graficul functiei “coboari in jos”, adicd valorile functiei se micsoreazi. Se
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70 § 2. FUNCTIA PATRATA

spune, ci pe intervalul [-4; —1] functia descreste. Cu mirirea lui x de la
—1 pini la 3 graficul functiei “urcd in sus”, adica valorile functiei se miresc.
Se spune, ci pe intervalul [-1; 3] functia creste.

Definitie. Functia f se numeste crescitoare pe un oarecare
interval,daca pentru orice doua valori ale argumentului din acest inter-
val x, si x, deasafel, ci x,>x,, se vaindeplini inegalitatea f (x,) > f (x,).

Definitie. Functia f se numeste descrescitoare pe un oa-
recare interval, dacd pentru orice doui valori ale argumentului din
acest interval x; si X, de asa fel, ca x,>x,, se va indeplini inegalitatea
f (x) <f (x,).

Pot fi intilnite si astfel de definitii.

Definitie. Functia fse numeste crescitoare pe un oarecare
interval, daca pentru orice doui valori ale argumentului din acest in-
terval valorii mai mari a argumentului ii corespunde valoarea mai mare
a functiei.

Definitie. Functia f se numeste descrescitoare pe un oa-
recare interval, dacd pentru orice doui valori ale argumentului din
acestinterval valorii mai mari a argumentului ii corespunde valoarea mai
mici a functiei.

Daci functia creste pe tot domeniul de definitie, asa functie se numeste
functie crescatoare. Daci functia descreste pe tot domeniul de definitie, asa
functie se numeste functie descrescitoare.

De exemplu, pe figura 8.2 este reprezentat graficul functiei y = x.

Aceastd functie este crescitoare. Pe figura 8.3 este reprezentat graficul
functiei descreccitoare y = —x. Pe figura 8.1 este reprezentat graficul unei
functii, ce nu e nici crescitoare, nici descrescitoare.

yA 17y \

y=x

Ry

Fig. 8.2 Fig. 8.3
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EXEMPLUL "1 Demonstrati, ci functia y = x* descreste pe intervalu
(=005 0].

Rezolvare. Fie x; si x, — orice valori ale argumentului din intervalul
(—o0; 0], si x,>x,. Vom arita, ¢i x; < x7, adicd, ci valorii mai mari a ar-
gumentului ii corespunde valoarea mai mici a functiei.

Obtinem: x,>x,; de aici —x, <—x,. Ambele pirti ale ultimei inegalititi
sunt numere pozitive. Conform proprietitii inegalititilor numerice, putem
scrie (—,)?<(—x;)?, adicd x} <x?. <

Mentinem, ci in sa cazuri se spune: intervalul (—oo; 0] este intervalul
de descrestere al functiei y = x*. In mod analogic poate fi demonstrat, ci
intevalul [0; +00) este intervalul de descrestere al functiei y = ¥

In exercitiile de aflare a intervalelor de crestere si descrestere ale functiei
sunt aritate intervalele cu dimensiune maxima.

EXEMPLUL ' 2 Demonstrati, ci functia f(x)= 1 descreste pe fiecare
X

din intervalele (—oo; 0) si (0; +00).
Rezolvare. Fie x; si x, — orice valori ale argumentului din intervalul
. e CeL . 1 1
(0; +00), si x,>x,. Conform proprietitii inegalititilor numerice — < —.
Xo X
Deci, functia dati este descrescitoare pe intervalul (0; +00).
Analogic se demonstreazi ci functia f (x) este descrescitoare pe inter-

valul (—oo; 0). <«

< . 1 N .
Dar nu se poate spune, ci functia f (x) = = descreste pe intreg domeniul
X

de definitie, adicd ca este descrescitoare. Intra-devir, daci, de exemplu
.. . . 1 1

X, =—2, x, = 3, din inegalitatea x,>x; reiese, — <—.
Xy X

EXEMPLUL '3 Demonstrati, ci functia lineard f (x) = kx + b este cres-
citoare pentru £>0 si descrescitoare pentru £<0.

Rezolvare. Fiex, six,— orice valori ale argumentului si anume x,>x;.
Obtinem:

f @) — f () = (Rxy + b) — (kxy + b) = kxy — kx; = k (x5 = xy).
Deoarece x,>x,, atunci x, — x,>0.
Dacid k>0, atunci si k (x, — x,)>0, adicd f (x,)>f (x;). Deci, pentru
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72 § 2. FUNCTIA PATRATA

k>0, functia dati este crescitoare.

Daci k<0, atunci & (x, — x,) <0, adici f (x,) <f (x,). Deci, pentru £ <0
functia dati este descrescitoare. €

‘)

. Care valoare a argumentului este numita zerou al functiei?

. Explicati, ce se numeste interval de semn constant al functiei.

. Care functie este numita crescdtoare pe un oarecare interval?

. Care functie este numita descrescatoare pe un oarecare interval?
. Care functie este numita crescatoare?

O 1 A W N =

. Care functie este numita descrescdtoare?

I EXERCITII

8.1.° Pe figura 8.4 este reprezentat graficul functiei y = f (x), de-
finite pe multimea numerelor reale. Folosind graficul, aflati:
1) zerourile functiei;
2) pentru care valori ale argumentului valorile functei sint pozitive
3) intervalele de crestere si intervalele de descrestere ale functiei.

YA YA

2 / 1

\\

N
/
N
|
fa—ry
[uy
]Y

DO

Ao

RY
™~
[Hi

[

Fig. 8.4 Fig. 8.5

8.2.° Pe figura 8.5 este reprezentat graficul functiei y = f (x), de-
finite pe multimea numerelor reale. Folosind graficul, aflati:
1) zerourile functiei;
2) pentru care valori ale argumentului valorile functiei sunt negative;
3) intervalele de crestere si intervalele de descrestere ale functiei.
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8. Proprietatile functiei 73

8.3.° Pe figura 8.6 este reprezentat graficul functiei, definite pe intervalul
[-1; 4]. Folosind graficul, aflati:
1) zerourile functiei;
2) pentru care valori ale argumentului valorile functiei sunt negative;

3) intervalele de crestere si intervalele de descrestere ale functiei.

YA

|
\
\

-

|
|
|
1

[\
RY

AV}

[uiy
~
T
—
T ——

|
[ury
Y=

A / \ /

Do

o
J

Fig. 8.6 Fig. 8.7

8.4.° Pe figura 8.7 este reprezentat graficul functiei y = f (x), definite pe
multimea numerelor reale. Care din afirmatiile date sunt corecte:
1) functia descreste pe intervalul (—co; —9];
2) f (x)<0 pentru -5<x<1;
3) functia creste pe intervalul [-2; +00);
4) f (x) = 0 pentru x = —5 si pentru x = 1;
5) functia pe domeniul de definitie primeste cea mai mici valoare pentru
x=-2?

YA

8.5.° Pe figura 8.8 este reprezentat graficul functiei
y = f(x), definite pe multimea numerelor reale.
Folosind graficul, aflati:

1) zerourile functiei; /1 \

2) valorile lui x, pentru care y<0; ol
3) intervalele de descrestere ale functiei; | \

]Y

4) domeniul de valori al functiei. Fig. 8.8

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs nigpyvyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



74

§ 2. FUNCTIA PATRATA

8.6.° Func’gia este crecitoare sau descrescitoare:

1) y=9x—4; 3)y =12 — 3x; 5)y:%x;

2) y =—4x + 10; 4) y =—x; 6) y=1-0,3x?
8.7.° Calculati zerourile functiei:

1) f (%) = 0,2x + 3; 4) h(x)= 28,

x+3

2) g (x) =35 —2x —x% 5) f(x)=x°—

3) @(x)=x+3; 6) f () = x> + 1.
8.8.° Calculati zerourile functiei:

D f(x)=x+12 4) f () = =5;

2) f (x) = 6x% + Bx + 1; 5) f(x) == (ﬁx,

8) f(x)=Vx" -4 6) f () = & — x.

8.9.° Aflati intervalele de semn constant ale functiei:

1) y=5x—15;
2) y=—Tx—28;

3)y=x*-2x+1;

9
4) y=
)y=5—2

8.10.° Aflati intervalele de semn constant ale functie:

1) y=—4x+ 8; 2)y=—x?—

1; 3) y=+x+2.

8.11.° Construiti graficul unei oarecare functii, definite pe multimea nu-
merelor reale, zerourile cireia sunt numerele:

1) -2 i 5; 2) -4,

-1, 051 4.

8.12." Construiti graficul unei oarecare functii, definite pe intervalul [-5; 5],

zerourile cireia sint numerele

3,05 3.

8.13." Construiti graficul unei oarecare functii, definite pe intervalul [-4; 3],

astfel, incat:

1) functia creste pe intervalul [-4; —1] si descreste pe intervalul [-1; 3];
2) functia descreste pe intervalele [-4; —2] si [0; 3] si creste pe intervalul

[-2; 0].

8.14." Construiti graficul unei oarecare functii, definite pe multimea nu-
merelor reale, care creste pe intervalele (—oo; 1] si [4; +00) si descreste

pe intervalul [1; 4].
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8. Proprietatile functiei 75

2x+8, daca x<-2,

8.15." Construiti graficul functiei f (x) = x%, dacd -2<x<2,
—-2x+ 8, daca x>2.

Folosind graficul construit, aflati zerourile functiei, intervalele de semn
constant, intervalele de crestere si intervalele de descrestere.

, daca x < -1,
8.16." Construiti graficul functiei f (x) =4=, dacd —1<x<1,

, daca x >1.

R xR Rk

Folosind graficul construit, aflati zerourile functiei, intervalele de semn
constant, intervalele de crestere si intervalele de descrestere.

8.17.° Pentru ce valori ale lui @ functia y =%+ (2a — 1) x + @* + a are
doui zerouri?

8.18." Pentru ce valori ale lui @ functia y = x* + 6x + @ nu are zerouri?

8.19." Pentru ce valoare maximi intreagi n lui n functiay =(8 — 3n) x — 7
este crescitoare?

8.20." Pentru ce valori a lui m functia y = mx — m — 3 + 2x este descres-
citoare?

8.21." Functia y = f (x) este descrescitoare. Va fi crescitoare sau descresci-
toare functia (argumentati rdspunsul):

Dy=8f@:  2y-;f@  Hy=—?

8.22." Functia y = f (x) este crescitoare pe un oarecare interval. Cres-
citoare sau descrescitoare pe acest interval va fi functia (argumentati
rispunsul).

1
Dy-tr@ 9y=-2
8.23.” Demonstrati, cd functia:
1) y= 3i creste pe intervalul (3; +00);
- X

2) y = x* — 4x + 3 descreste pe intervalul (—oo; 2].
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8.24." Demonstrati, cd functia:
7 .
1) y= s descreste pe intervalul (—5; +00);
x+

2) y = 6x — x* creste pe intervalul (—oo; 3].

o . . k ..
8.25.” Demonstrati, ci functia y =— descreste pe fiecare din intervalele
x
(—o0; 0) si (0; +00) dacd k>0 si creste pe aceste intervale, daci £<O.

8.26." Pentru care valori ale lui @ functia f (x) = (@ — 1) #* + 2ax + 6 —ar
e un singur zerou?

8.27." Construiti graficul functiei f (x) = x?, definit pe intervalul [a; 2],
dacd @<2. Pentru fiecare valoare a lui @ aflati cea mai mare si cea mai
mici valoare a functiei.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

8.28. Simplificati fractia:

+x-6 3) m® —16m +63
Tx+21 m?-81
2y—16 3a® +a-2
= 4) =222
8+Ty—y 4-9a

8.29. infﬁptui',ci inmultirea:

1) (Vi1 +6) (V11 -6); 3) (V5+3);
2) (V32 -5)(v/32 + 5); 4) (Vio+8).

8.30. Doui excavatoare de diferite modele au sipat o cotlovini in 8 ore.
Primul escavator, lucrand singur, poate sipa o asa cotlovind de 4 ori mai
repede decit al doilea excavator. In céte ore poate sipa o astfel de cotlovini
fiecare escavator, lucrand singur?

= 8.31. La o solutie cu masa de 200 g, ce continea 12 % de sare, s-au adi-
ugat 20 g de sare. Ce continut de sare in procente este in solutia noud?
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Cum se construieste graficul
functiei y = kf (x), daca e cunoscut
graficul functieiy = f (x)

In clasa 8-a ati ficut cunostinti cu functia v
y =x% si ati aflat, ci graficul ei este o figuri,
numitd parabold (fig. 9.1).

Vom arita, cum cu ajutorul graficului
functiei y = x? poate fi construit graficul
functiei y = ax?, daci a # 0.

Construim, de exemplu graficul functiei 0 i
y = 2x2.

Alcituim tabela de valori ale functiilor
y=x%si y =2x* pentru aceleasi valori ale Fig. 9.1
argumentului:

x -31-25|-2|-15|-1|-0,5/0|05 1|15 |2 25 |3

y=x*19 /6254 1225|1|025/0/0,25|1/2,25|4|6,25|9

y=2x2|18 1258 | 45|2| 05 |0/ 05|2|45]|8|125/[18

Aceasti tabeld aratd, ci fiecirui punct (x,; y,) al graficului y = x? cores-
punde un punct unic (xy; 2y,) pe graficul functiei y = 2x*. Si ci fiecire punct

(215 ) al graficului y = 2x* corespunde unicului punct (xl; %j al grafi-
cului functiei y = x?. De aceea toate punctele graficului functiei y = 2x? pot
fi obtinute, inlocuind fiecare punct al graficului functiei y = x* cu un punct,

ce are aceeasi abscisi si o ordonatd, inmultitd cu 2 2 (fig. 9.2).
Cu ajutorul graficului functiei y = x*, vom construi graficul functiei

1 >
y=—x"
2
. < . . . 1 .
Evident, cid toate punctele graficului functiei y = Exz pot fi obtinute,
inlocuind fiecare punct al graficului functiei y = % cu un punct, ce are aceeasi

C . < oA e 1
abscisd si o coordonatd, inmultitd cu 3 (fig. 9.3).
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y“y::z_xz y:xg

1
E S

1
I E3

Y

RrY

0 1 0 1 X

Fig. 9.2 Fig. 9.3

Exemplele studiate ne sugereazi, ci pe baza graficului functiei y = f (x),
poate fi construit graficul functiei y = kf (x), daci £>0.

Graficul functieiy = Rf (x), daca k> 0,poate fi obtinut, inlocuind fieca-
re punct al graficului functiei y = f (X) cu un punct, ce are aceeasi abscisd si
o coordonatd, inmulfiti cu k> 0.

e

Pe figurile 9.4 si 9.5 este aritat, cum “functioneazd” aceastd reguld pen-

. . .. 1 . 3
tru construirea graficului functiilor y = g\/; siy=—.
X

Y
yA
0] 1 4=Ll|x
X
/—\'[; — — N\
T —Th I \
. |~ Y=gNx \
0| 1 x |
Fig. 9.4 Fig. 9.5
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Se spune, ci graficul functiei y = kf (x) este obtinut din graficul functiei
y = f (x) in urma extinderii de % ori de la axa absciselor, daci £>1, sau in

S 1 . . «
rezultatul comprimarii de , orispreaxa absciselor, daci 0 < k<1.

3 . . 3 . N . ..
In asa fel, graficul functiei y == peste obtinut in rezultatul extinderii
x

. 1 . . . 1
graficului y == de 3 ori de la axa absciselor, iar graficul y= g\/; este
x

obtinut in urma comprimirii graficului functiei y=+/x de 3 ori spre axa
absciselor.

Vom studia functiile y = x* si y =—x®  Iar fiecare punct (x; y,) al
graficului y = —x? corespunde unicului punct (x;; —y,) al graficului functiei
y = x% De aceea toate punctele graficului functiei y = —x? pot fi obtinute,
inlocuind fiecare punct al graficului functiei y = x* cu un punct, ce are aceeasi
abscisd si o coordonatd, inmultita cu —1 (fig. 9.6).

YA YA

|

/ /

[y = »? \ [y = »?
/ \ /
[ [

1 1
0| N1 x ol x

/ \ e

Fig. 9.6 Fig. 9.7

Acum devine clar, cd regula de construire a graficului functiei
y = kf (x), unde k <0, este aceeasi, ca si pentru cazul, cind k> 0.
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De exemplu, pe figura 9.7 este aritat, cum pe baza graficului functiei

. . . 1
y = x? este construit graficul functiei y = —Exz.

Figura 9.8 ilustreazi, cum pe baza graficului functiei y = vx sunt con-

. .. 1 .
struite graficele functiilor y = —Vx siy= —2x.

78\
[ | —
y=vx_—
L~
1
o ~
=
| TR
N
s
YF 124 x ~~
Fig. 9.8

Mentinem, ci pentru k£ # 0 functiile y = f (x) si y = kf (x) vor avea
zerouri identice. Deci, graficele acestor functii vor intersecta axa absciselor
in unele si aceleasi puncte. Acest fapt este ilustrat pe figura 9.9.

ya y="1()

=
]y

Fig. 9.9
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T [ e =¥ 1
\ \\L L/ YT
\ \ \\ \\ I’ /l // /
\, VWL = 0,1x*
\ \ / /
NN NN YL A
\\ \ f, //
N A _
L~ ~ x
//, /| \ ‘\\
yAVA//ER\\RNAN
/ Imm\ \ 2
[ y|=—0,1x
O N
NN,
/ []1] IR W iaire
[ Uy =t
y=-3x2 y=—-1,5x2

Pe figura 9.10 sunt reprezentate graficele functiilor y = ax® pentru unele
valori ale lui a. Fiecare din aceste grafice, la fel ca si graficul functiei y = x?,
este numit parabola. Punctul (0; 0) este vérful fiecirei din aceste parabole.

Dacid a>0, ramurile parabolei sunt indreptate in sus, daci a<O0, ramurile
parabolei sant indreptate in jos.

In multe cazuri, in loc de expresia “E dati functia y = ax?”.

In tabeli sunt prezentate proprietitile functiei y = ax?, a # 0.

Proprietatea a>0 a<0
Domeniul de definitie (—o0; +00) (—00; +00)
Domeniul de valori [0; +00) (~o0; 0]
Zerourile functiei x=0 x=0
Intervalele de semn constant| y>0 pe fiecare din ¥ <0 pe fiecare din
intervalele intervalele
(=003 0) 5i (05 +00) | (=00; 0) i (05 +0)
Intervalul de crestere [0; +00) (—o0; 0]
Intervalul de descrestere (—o0; 0] [0; +00)
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82 § 2. FUNCTIA PATRATA

? 1.cum poate fi construit graficul functiei y = kf (x), pentru k # 0, folosind graficul
functiei y = f(x)?

2. Ce fel de figurd este graficul functiei y = ax? unde a = 0?
3. Care punct este varful parabolei y = ax??

4. in ce directie sunt indreptate ramurile parabolei y = ax? pentru a >0? Pentru
a<0?

5. Care este domeniul de definitie al functiei y = ax? daca a # 0?
6. Care este domeniul de valori al functiei y = ax? pentru a@>0?Pentru a <0?

7. Pe ceinterval creste si pe ce interval descreste functia y = ax?daca a > 0? sidaca
a<0?

I EXERCITII

9.1.° Apartine oare graficului functiei y = —25x% punctul:
)A@2;-100;  3) c(—%; —1}
2) B (-2; 100); 4) D (-1; 25)?

9.2.° In care cadrane ai sistemului de coordonate este situat graficul functiei
y = ax? daci a>0? si daci a<0?

9.3.° Fird a construi graficul functiei, aflati coordonatele punctelor de
intersectie ale parabolei y = 3x* cu dreapta:
1) y =300; 3) y =—150x;
2) y = 42x; 4) y =6 — 3x.

9.4.° Fird a construi graficul functiei, aflati coordonatele punctelor de
intersectie ale graficelor functiilor:

1)y=§x2 siy=3; 2)y=%x2 siy=x+4.

9.5.° Pentru ce valori ale lui @ punctul A (a; 16) apartine graficului functiei
y = 4x%?

9.6.° Pentru ce valori ale lui b punctul B (—2; b) apartine graficului functiei
y =-0,2x2?

9.7.° Se stie, ci punctul M (3; —6) apartine graficului functiei y = ax®
Aflati valoarea lui a.

9.8.° Se stie, cd punctul K (—5; 10) apartine graficului functiei y = ax®.
Aflati valoarea lui a.
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9. Cum se construeste graficul functiei y = kf (x) 83

9.9.° Pe figura 9.11 este reprezentat graficul functiei y = ax?. Aflati valoarea
lui a.

yA

\ / [
\ /
\ / 4 11 1
9 o x
Z il
\dT _ 7 \
-4 -2 [0 1 2] 4 |x
a b

Fig. 9.11

9.10.° Pe figura 9.12 este reprezentat graficul functiei y = ax®. Aflati va-
loarea lui a.

7
\ [ )
\ / BT 3
\ 1/ ZChNE RN
ol / / \
of 1
a b

Fig. 9.12

9.11.° Pe figura 9.13 este reprezentat graficul functiei y = f (x). Construiti
graficul functiei:

Dy=3fGx  Dy=— @) 8) =2 (.

9.12." Pe figura 9.14 este reprezentat graficul functiei y = g (x). Construiti
graficul functiei

1) y=§g(x); 2) y=—%g(x)-
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Fig. 9.13 Fig. 9.14

9.13.° Construiti graficul functiei y = x*. Folosind acest grafic, construiti
graficul functiei:
1) y = 342 9) y= —ixz.

9.14." Construiti graficul functiei y = vx. Folosind acest grafic, construiti
graficul functiei:

1) y=4+x; 2) y=—x.

9.15.° Demonstrati, ci functia y = ax® pentru @>0 descreste pe interva-
lul (—oo; 0] si creste pe intervalul [0; +00).

9.16." Demonstrati, ci functia y = ax® pentru @ <0 creste pe intervalul (—oo;
0] si descreste pe intervalul [0; +00).
9.17.° Construiti graficul functiei:
x?, dacd x<-2,
y=<—-2x, dacd —2<x<2,
—x?, daca x>2.

Folosind graficul construit, aflati intervalele de crestere si intervalele de
descrestere ale functiei.

9.18." Construiti graficul functiei:
-2, daca x < -1,
y=1{-2x%, dacd -1<x<0,
2x%, daca x> 0.

Folosind graficul construit, aflati intervalele de crestere si intervalele de
descrestere ale functiei.
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10. Cum se construesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x+ a) 85

I EXERCITII PENTRU REPETARE

9.19. Demonstrati identitatea:

2
m-n m n 1 n—-m
2 - 7| 3 z T = .
m°+mn mn+n m° —mn m+n n

9.20. Simplificati expresia:

[ 4

1) J(a-b)?, daci b>a; 3) 2(m—_5);

m” —10m + 25
2) Ve® +6¢+9, daci ¢>-3; 4) M, daci x<1.

V-1

9.21. Pentru transportarea a 45 t de incidrciturd a fost destinat un camion

cu iun oarecare tonaj. Din cauza defectirii, camionul a fost inlocuit cu alt
camion, capacitatea ciruia este cu 2 t mai mici decit a primului camion.
Din aceasti cauzi au fost necesar de fidcut cu 6 rute mai mult, decat au
fost initial programate. Care este capacitatea de transport a camionului,
ce a transportat incdrcdtura.

9.22. Care este cea mai mici valoare, posibild pentru expresie si la ce valoare
a variabilei se obtine acest numdr:
1) (x—6)2+ 3; 3) x + 2x — 6;
2) (x + 4)> - b; 4) x> — 10x + 18?

l INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

9.23. Pentru a vopsi o fati a cubului sunt necesere 10 sec. In ce timp minim
pot vopsi 6 persoane 101 cuburi? (doud persoane nu pot vopsi conco-
mitent acelasi cub).

Cum se construiesc graficele functiilor
y=f(x)+bsi y=f (x+ a), daca
e cunoscut graficul functiei y = f (x)

Vom arita, cum pe baza graficului functiei y = x?, poate fi construit
graficul functiei y = x* + 2.

Alcituim tabela valorilor a acestor functii pentru aceleasi valori ale
argumentului.
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x -3|-2,5|-2(-1,5|-1|-0,5(0|0,5|1| 1,6 | 2| 2,56 |3
y = 91625141225, 1/0,25/0|0,25|1|2,25|4|6,25|9
y=x+2|11(825| 6 |4,25| 3 |2,25|2|2,25|3|4,25|6|8,25(11

Aceastd tabeld aratd, cd fiecirui punct (x,; y,) al graficului y = x? ii
corespunde un punct unic (xy; Y, + 2) pe graficul functiei y = x* + 2. Si
ci fiecire punct (x;; y,) al graficului y = x* + 2 corespunde unicului punct
(%13 y; — 2) al graficului functiei y = x%. De aceea toate punctele graficului
functiei y = x* + 2 pot fi obtinute, inlocuind fiecare punct al graficului
functiei y = x? cu un punct, ce are aceeasi abscisi si o coordonatd, mariti
cu 2 (fig. 10.1).

Se spune, ci graficul functiei y = x* + 2 se obtine in urma translatiei
graficului y = x* cu doui unititi in sus de-a lungul axei ordonatelor.

|| Il \ yA |
Wyl=wlr2 ] ] \ y =l

\ \ /

e
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\
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=y
RY
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\ /
Y

1
I

]Y

o] 1
Fig. 10.1 Fig. 10.2

Analogic, graficul functiei y = x*— 4 poate fi obtinut prin translatia
graficului functiei y = x? u 4 unititi in jos de-a lungul axei coordonatelor
(fig. 10.2).

Aceste exemple ne sugereazi, cum pe baza graficului functiei y = f (x),
poate fi construit graficul functiei y = f (x) + b.

Graficul functieiy = f (x) + b poate fi obtinut prin translatia graficului
Sunctieiy = f (xX) de-a lungul axei ordonatelor cu b unitdti in sus, dacd b> 0,
si cu — b unitati in jos, daci b < 0.

! In viitor la lectiile de geometrie veti studia mai profund translatia.
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10. Cum se construiesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x + a) 87

Pe figurile 10.3 si 10.4 este aritat, cum “functioneazi” aceasta reguli la

. .. . 1
construirea graficelor functiilor y =+x +3 si y=—-1.

X
yi
\ 1
yh - - M YT x
y=Alxt+3_— I
1 0| 1 X
— 1
//? \ !Zi—l
. — yrEVXx
of 1 x
Fig. 10.3 Fig. 10.4

Evident, ¢d in urma translatiei se va obtine o figurd, identici cu figura,
ce este grafic al functiei initiale. De exemplu, fiecare din graficele functiilor
y =x*+2siy =x"— 4 sunt identice cu parabola y = x*. De aceea graficele
functiilor y = x* + 2 si y = x*— 4 de asemenea sunt parabole.

Vom arita, cum pe baza graficului functiei y = x* poate fi construit
graficul functiei y = (x + 2)*.

Fie ci punctul (xy; y,) apartine graficului functiei y = x?, adici x,? = .
Vom demonstra, ci punctul (x, — 2; y,) apartine graficului functiei
y = (x + 2)% Calculim valoarea acestei functii in punctul cu abscisa x, — 2.
Obtinem: ((x, — 2) + 2)*= x> = . In asa fel, fiecirui punct (xp; ) al
graficului iy = x? 1i corespunde un punct unic (x, — 2; ) pe graficul functiei
y = (x + 2)%. Analogic se poate arita, ci fiecare punct (x;; y;) al graficului
y = (x + 2)? corespunde unicului punct (x, + 2; ) al graficului functiei y = x*.

De aceea toate punctele graficului functiei y = (x + 2)? pot fi obtinute,
inlocuind fiecare punct al graficului functiei y = x* cu un punct, ce are aceeasi
ordonati si o abscisi, micsorati cu 2 (fig. 10.5).

Se spune, ci graficul functiei y = (x + 2)? se obtine in urma translatiei
graficului y = x* de-a lungul axei absciselor cu 2 unititi spre stinga.

Vom arita, cum pe baza graficului functiei y = x* poate fi construit gra-
ficul functiei y = (x — 2)%. E usor de stabilit (incercati s-o faceti de sinesti-
titor), ci fiecirui punct (xy; y,) al graficului y = x? ii corespunde un punct
unic (x, + 2; y,) pe graficul functiei y = (x — 2)? si ci fiecare punct (xy; y;)
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yh |

\ yh ]

[y
I
—
T——
|t
|t
T—
T

I

S A
—
L —
\\\
\\\

]
]
-
T—
[

NINANViY NN/
o] 1 of 1
Fig. 10.5 Fig. 10.6

rY
RY

al graficului functiei y = (x — 2)® corespunde unicului punct (x;, — 2; y,)
al graficului functiei y = x%. Deacea graficul functiei y = (x — 2)® poate fi
obtinut prin translatia graficului functiei y = x* de-a lungul axei absciselor
cu 2 unititi spre dreapta (fig. 10.6).

Aceste exemple ne sugereazi, cum pe baza graficului functiei y = f (x),
poate f construit graficul functiei y = f (x + a).

Graficul functieiy = [ (x + a) poate fi obtinut prin translatia graficului
Sfunctiei y = f (x) de-a lungul axei absciselor cu a unitdti spre stinga, dacd
a>0, si cu — a unitdti spre dreapta, daci a < 0.

In imaginile 10.7 si 10.8 este aritat, cum “functioneazi” aceasti reguli

la construirea graficelor functiilor y =vx+3 si y =

x-1
7
yh RS
ERVEZ .k 1
—T | _— 1 X
— L~ SVK
0] 1 % yL 1
< X
Fig. 10.7 Fig. 10.8
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10. Cum se construiesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x + a) 89

Mentinem, ci graficele functiilor y = (x + 2)* si y = (x — 2)* sunt para-
bole, identice cu parabola y = x7.

EXEMPLUL "1 Conctruiti graficul functiei y = (x — 1)* + 3.

Rezolvare. 1) Construim graficul functiei y = x2.

2) Efectudm translatia graficului functiei y = x* de-a lungul axei absci-
selor cu o unitate spre dreapta. Obtinem graficul functieiy = (x — 1)*
(priviti fig. 10.9).

3) Efectudm translatia graficului functiei y = (x — 1)* de-a lungul
axei ordonatelor cu 3 unititi in sus. Obtinem graficul functiei y =
=(x—1)*+ 3 (fig. 10.9).

Algoritmul descris poate fi reprezentat prin schita:

spre dreapta in sus
cu 1 unitate cu 3 unitati
—_— y=(x-1? — y=(x-12+3 |«

[ \ \ vh 1]l
[ I/ \ \ /!
\ /

2

y=x

YA

|

\
\
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ol (1 x
—
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fi
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T~~~

\
\
\

\
\
\[=
\
\
\
\

e SR R/AKD
N N A /
\\ [T ANER YA
L2 B N 1 / -
Yy = 1y T 7 of 1
o] 1 x = %(x +[3y2 1
Fig. 10.9 Fig. 10.10

EXEMPLUL [27 Conctruiti graficul functiei y = é(x £3)7 1.
Rezolvare. 1) Construim graficul functiei y = %xz (fig. 10.10).

2) Efectuidm translatia graficului functieiy = %xz de-a lungul axei abs-
ciselor cu 3 unititi spre stinga. Obtinem graficul functiei y = % (x+3)°
(priviti fig. 10.10). )

3) Efectudm translatia graficului functiei y = 3 (x +3)* de-a lungul axei

ordonatelor cu 1 unitate in jos. Obtinem graficul dorit (priviti fig. 10.10).
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90 § 2. FUNCTIA PATRATA

Algoritmul construirii este reprezentat prin schita:

spre stinga in jos
1 5 cu 3 unititi 1 2 cu 1 unitate 1
=—x ” =—(x+3 == -
y=7 y=7 ( ) y=3 (x+3)*-1
. <. . . .. 1
Din aceste transformari rezultd, ca graficul functieiy = = 5 (x+3)7°-1

< - . 1 AN . .
este o paraboli, identici cu parabola y = Exz si varful cireia este punctul

(-3;-1). «
Din acest exemplu devine clar algoritmul construirii al graficului functiei
y =kf (x+ a) + b, in caz particular si al functiei y = k& (x + @)? + b.
Graficul functiei y = k (x + a)® + b, k # 0, este parabola identici cu
parabola 'y = kx* si varful cdreia estein punctul (-a; b).

EXEMPLUL '3 Construiti graficul functiei y = —2x* — 20x — 47.

Rezolvare. Obtinem: y = —2x% — 20x — 47 = —2x* — 20x —
—-50+3=-2(x+5)?%+3.

Am reprezentat formula, ce determind functia datd, in forma
y=kf(x+a)+b,unde f(x) =x*>, k=-2,a=5, b=3.

Algoritmul construirii este reprezentat prin schita:

spre stinga in sus
cu 5 unititi cu 3 unititi
y=-24? —» y=-2®+5)? —>» y=-2(x+5+3

Graficul construit este o parabold, identici cu parabola y = —2x? si varful

cireia este punctul (-5; 3) (fig. 10.11). <
7y \

y=r2/ (4 H5)74 3

1 0 -

[ \ 1 x
/ \

y\= —2x?

—
foT
|1

—— e —
—~——— T

|
/
/
/

e
|

| \
| |
y=-2(x + 5)?

Fig. 10.11
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10. Cum se construiesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x + a) 91

? 1. cum poate fi obtinut graficul functieiy = f (x) + b, folosind graficul functieiy = f (x)?
2. Ce figura este graficul functiei y = x? + b?
3. Care sunt coordonatele varfului parabolei y = x2 + b?
4. Cum poate fi obtinut graficul functiei y =f (x + a), folosind graficul functiei
y=f?
5. Ce figura este graficul functiei y = (x + @)?
6. Care sunt coordlonatele varfului parabolei y = (x + a)??
7. Ce figura este graficul functiei y = k (x + @)*+ b, unde k # 0?
8. Care sunt coordonatele varfului parabolei y = k (x + a)*+ b?
I EXERCITII

10.1.° Graficul cirei functii se va obtine, daci asupra graficul functiei y = x*

va fi infdptuitd translatia:

1) cu 6 unititi in sus de-a lungul axei ordonatelor;

2) cu 9 unititi spre dreapta de-alungul axei absciselor;

3) cu 12 unititi in jos de-a lungul axei ordonatelor;

4) cu 7 unititi spre stanga de-a lungul axei absciselor;

5) cu 2 unititi spre dreapta de-a lungul axei absciselor si cu 3 unititi in
jos de-a lungul axei ordonatelor;

6) cu 1 unitate spre stinga de-a lungul axei absciselor si cu 1 unitate in
sus de-a lungul axei ordonatelor?

10.2.° Graficul cireia din functiile date se va obtine, daci asupra graficul
functiei y = x* va fi infiptuitd translatia cu 4 unititi spre dreapta de-a
lungul axei absciselor:
Dy=x*+4; 2)y=x"-4; 3y=x+4)?% 4)y=@x-4*?
10.3.° Graficul cireia din functiile date se va obtine, daci asupra graficul
functiei y = x* a fi infiptuitd translatia cu 5 unititi in sus de-a lungul
axei ordonatelor:
Dy=x*+5; 2)y=x>-5; 3)y=(@@+5?*% 4)y=(@&-57=

10.4.° Care sunt coordonatele varfului parabolei:

Dy=x>+8; 5)y=x—-4)>+3;
2)y=x*-8; 6) y=(x+4)*+3;
3)y=(x+8)% Ny=@x—-4)7°-3;
4) y = (x— 8)% 8) y=(x+4)?*-37

10.5.° In care cadran al sistemului de coordonate e situat varful parabolei
1) y = (x+ 10)? — 16; 3)y=(x+15)% + 4;
2) y=(x—11)% + 15; 4)y=(x—11)2-9?

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



92 § 2. FUNCTIA PATRATA

3 .. . s . . .. 5
10.6.° In ce mod trebuie infiptuita translatia graficului functiei y =—, ca
X

< . s . . 5
sd se obtind graficul functiei y = e
x—

1) cu 8 unititi in sus de-a lungul axei ordonatelor;
2) cu 8 unititi in jos de-a lungul axei ordonatelor;
3) cu 8 unititi spre dreapta de-alungul axei absciselor;
4) cu 8 unititi spre stinga de-alungul axei absciselor?

10.7.° In ce mod trebue infiptuita translatia graficului functiei y = v, ca

sd se obtind graficul functiei y = vx +3:

1) cu 3 unititi in sus de-a lungul axei ordonatelor;
2) cu 3 unititi in jos de-a lungul axei ordonatelor;
3) cu 3 unititi spre dreapta de-a lungul axei absciselor;
4) cu 3 unititi spre stinga de-a lungul axei absciselor?

10.8." Pe fig. 10.12 este reprezentat graficul functiei y = f (x). Construiti
graficul functiei:
Dy=f@)—-2; 3)y=f(x-3) 5) y=—f (x);
2)y=f)+4 4 y=fx+1); 6)y=3—1@).

vk yh | 7%
4 |
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RY
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Fig. 10.12

10.9." Pe fig. 10.13 este reprezentat graficul
functiei y = f (x). Construiti graficul - Ya
functiei: E—— N :
Dy=f®+5  4y=f(x-2) N
2y=f@-3  By=-f(); O] 1x
Ny=f(x+1); 6)y=—f(x)— 1. Fig. 10.13
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10. Cum se construiesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x + a) 93

10.10." Construiti graficul functiei y = x*. Folosind acest grafic, construiti
graficul functiei:

D)y =x"=3; 3)y=x-57% 5)y=(x—-1)"+2;
2)y=x"+4; 4) y=(x+2)% 6) y = (x+3)*— 2.
10.11." Construiti graficul functiei y = —x*. Folosind acest grafic, construiti

graficul functiei:

Dy=—x*+1; 3y =—(x—2)% 5 y=—(x+1y-1;
2) y=—x>—2; 4) y =—(x + 4)% 6) y=—(x—3)*+4.
10.12.* Construiti graficul functiei y = —9. Folosind acest grafic, construiti

X

graficul functiei:

) y=-2+5 2) y=-—— g 3) y=—-——-2.

x x-2 x+4
10.13." Construiti graficul functiei y = 2 Folosind acest grafic, construiti

x

graficul functiei:

1)y=3—1; 2)y=i; 3)y=i+6.

x x+1 x-3

10.14." Construiti graficul functiei y = vx. Folosind acest grafic, construiti
graficul functiei:
1) y=Jx-4; 2) y=+Jx-4; 3) y=vx-1+38.
10.15." Construiti graficul functieiy = (x + 5)* — 9. Folosind acest grafic, aflati:
1) zerourile functiei;
2) pentru ce valori ale argumentului valorile functiei sunt pozitive;
3) intervalul de crestere si intervalul de descrestere al functiei;
4) domeniul de valori al functiei.
10.16." Construiti graficul functiei y = (x — 4)* + 4. Folosind acest grafic,
aflati:
1) zerourile functiei;
2) pentru ce valori ale argumentului valorile functiei sunt negative;
3) intervalul de crestere si intervalul de descrestere al functiei;
4) domeniul de valori al functiei.
10.17." Reprezentati prin formula de forma y = ax® + n functia, graficul
cireia este ilustrat pe figura 10.14.
10.18." Reprezentati prin formula de forma y = ax® + n functia, graficul
cireia este ilustrat pe figura 10.15.
10.19.° Reprezentati prin formula de forma y = a (x + m)? functia, graficul
cireia este ilustrat pe figura 10.16.
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Fig. 10.14
YA UA
1
L
\ o] 1/ |x
\
\

]Y

T~

—
T
—]

b
Fig. 10.15
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Fig. 10.16
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10. Cum se construiesc graficele functiilor y=f (x)+biy=f (x + a) 95

10.20." Reprezentati prin formula y = a (x + m)?* functia, graficul cireia
este ilustrat in figura 10.17.

o

yi

\ /

Qo

of <

]Y

-

—
—
——l
-~
I
[

L
=
=
rY

Fig. 10.17

10.21.° Reprezentati prin formula de forma y = a (x + m)* + n functia,
graficul cireia este ilustrat in figura 10.18.

vi 7 vi

\ / : \

\ 1 I / \ 4

A\ -2 [ Jol % ! - X /

\ / otz | |\ [x LN
/ \ .

L4 / \ 01 | 3 x
a b c

Fig. 10.18

10.22." Reprezentati prin formula y=a (x + m)? + n functia, graficul
careia este ilustrat in figura 10.19.

10.23." Rezolvati ecuatia prin metoda grafica:

1) (x—1)2=§; 2) 1- %% =Jx - 1.

10.24." Rezolvati ecuatia 3_Jx+2 prin metoda grafici.
x
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YA YA

 E—
-~

Uiy

fo
L—
—

Uiy

Fig. 10.19

10.25." Dreptele m si n, reprezentatein figura 10.20, sunt paralele. Dreapta
n este graficul functiei y = f (x). Care din afirmatii este corecti:
1) dreapta m este graficul functiei y = f (x) + b;
2) dreapta m este graficul functieiy = f (x — @)?

Fig. 10.20

10.26.” Reprezentati prin formula 0 y = @ (x — m)? + n si construiti
graficul functiei date, folosind graficul functiei y = ax*:
1) y=x2>—4x + 6;

2) y =—x? + 6x — 6;
3)y=2x*—4x + b;
4) y=0,24% — 2x — 4.

10.27.” Reprezentati prin formula de forma y = @ (x — m)* + n si construiti
graficul functiei date, folosind graficul functiei y = ax*:
Dy=x2-2x-28;

2) y =—2x% + 8x — 3.
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10.28.” Reprezentati prin formula y= +b si construiti graficul

xX+a

. . . .. k
tunctiei date, folosind graficul functiei y = —
X

3x+8 2x +14 —2x
; _— 3) y=—"-.

x+3 x—1

1) y= 2) y=

+b si construiti graficul

10.29.” Reprezentati prin formula y=
xX+a

tunctiei date, folosind graficul functiei y = k

x
4x +14 7T-x
1) y= ; 2)y=
x+1 x-2
I EXERCITII PENTRU REPETARE
10.30. Simplificati expresia:
2 —
1) 5a -3 a+9; 3) 8a+25b_ a27b;
8a 4a 5ab 2a°b
2 2
Z)M %+% &; 4)mi%<jm:?
ab bc 8m'n 6m°n

10.31. Reduceti fractia:
1) 9+ \F 3) Jsm ++Tn

m—81" 5m +2+/35mn +Tn
\/_7+\/_ " 25m +10n +/3m + 3n?

\/_8+\/— 5:/m +n3

10.32. Numaritorul unei fractii normale este cu 1 mai mic decit numito-
rul fractiei. Dacd numiritorul si numitorul fractiei vor fi micsorate cu 1,

.. . 1 . < .
valoarea fractiei se va micsora cu o Aflati aceastd fractie.

10.33. Demonstrati, ci pentru valorile pozitive @ si b este corectd inegali-
tatea a® +b° >a b+ab2
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98 § 2. FUNCTIA PATRATA

Functia patrata, graficul
si proprietatile ei

Definitie. Functia, ce poate fi reprezentati prin formula

2 R PRI <
y=a "“+bh +c,in care x — variabila independenta, a, 4, c — oarecare
numere, dintre care a # 0, se numeste functie patrata.

Functia pitratd nu vi este necunoscutd. In clasa 8-a ati studiat un caz
particular, si anume y = x% Dependenta functionali a ariei S a cercului de
razar determind functia pitrati S (r) = nr?, care este functie de tipul y = ax®.

Cu aceasti functie ati facit cunostintd in punctul 9.
2

.. C s t .
La lectiile de fizicd ati invitat formula h = vt —%, care determini

dependenta iniltimii A, la care este situat corpul, aruncat vertical in sus cu
viteza initiald v, de timpul deplasirii ¢. Aceastd formuld determini functia

2
patratd A (t) = vyt — %
Vom arita cum poate fi obtinut graficul functiei pitrate y = ax® + bx + ¢
din graficul functiei y = ax®.
Ati construit deja graficul functiei de tipul y = ax® + bx + ¢, calculand
pitratul binomului (priviti exemplul 3 p. 10). Aplicim aceasti metodi
pentru cazul general.

b bbb
axz+bx+c=a(x2+—x+£j=a(x2+2x-—+—2——2+£j
a a 2a 4a° 44" a

(( bjz 4ac—b2J ( bT dac b’
=a|l|x+— | +——|=a|x+— | +——.
2a 4a 2a 4a

: b dac-b°
Atunci formula x, = ——, y, = ——",
R 2a 4a
Introducem notatiile y = ax® + bx + ¢ poate fi adusi la forma
y=a(x-Xo)* + Y.
In asa fel schema de construire a graficului dorit este:

in dreapta in sus sau
sau In stanga in jos
cu | x, | cu |y |
unitati unitati
y=ax? —— y=a@x—x)? —>» y=a(x—x)%+Yy,
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YA YA

&
(=
RY

Fig. 11.1 Fig. 11.2

In figura 11.1 este reprezentat procesul de construire al graficului functiei
in cazul, cand @>0, x,>0, y, < 0. In figura 11.2 in figura a<0, x,<0,
¥0>0.

Ca urmare, poate fi ficutd concluzia: graficul functiei pitrate
y = ax® + bx + c este o paraboli, identici cu parabola y = ax?®, varful cire-
: o b dac b
ia este situat in punctul (x;; ), unde xy = ——, y, =—.

2a 4a

Ramurile parabolei y = ax* + bx + ¢ sunt indreptate in aceiasi directiile
ca si ramurile parabolei y = ax* dacid @>0, ramurile parabolei vor fi indrep-
tate in sus, dacd @ < 0, ramurile parabolei vor f indreptate in jos.

Imaginea generald despre graficul functiei pitrate este formati de coor-
donatele virfului parabolei si directia ramurilor. Aceasti imagine, va fi cu atat
mai completd, cu cit mai multe puncte, ce apartin graficului vom cunoaste.
De acea graficul functiei pitrate poate fi construit, firi aplicarea translatiilor,
dupd urmitoarea schemai:

1) calcularea abscisei varfului parabolei dupd formula x, = —zi;
a

2) calcularea ordonatei varfului parabolei dupd formula*

_4ac -’ D

e W

in care D — discriminantul polinomului patrat ax? + bx + ¢, si marcarea pe

planul de coordonate al virfului parabolei;

Yo

D
1 Memorizarea formulei y, = “ia nu este obligatorie. Este suficienti calcularea
a

valorii functiei y = ax2 + bx + ¢ in punctul cu abscisa x, = ——

2a
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100 § 2. FUNCTIA PATRATA

3) determinarea directiei ramurilor parabolei;

4) calcularea coordonatelor la incd citeva puncte, ce apartin graficului ciutat,
in special punctele de intersectie a graficului cu axa absciselor (dacd functia data
are zerouri), coordonatele punctului de intersectie al parabolei cu axa ordonatelor;
marcarea acestor puncte pe planul de coordonate;

5) desenarea unei linii neintrerupte lente, ce trece prin punctele marcate.

EXEMPLUL = Construiti graficul functiei f (x) = x* + 4x — 5. Folosind
graficul functiei, aflati domeniul de valori, intervalele de crestere si descrestere,
intervalele de semn constant, cea mai mici si cea mai mare valoare a functiei.

Rezolvare. Functia dati este o functie patratd. Graficul functiei este o
paraboli, ramurile cireia sunt indreptate in sus.

< . < . . . 4
Calculidm abscisa si ordonata virfului parabolei. Obtinem: x, = ol -2,

ordonata varfului y, = f (x,) = f (-2) = -9.

In aga fel, punctul (—2; —9) — este varful parabolei.

Aflim coordonatele punctelor de intersectie alo parabolei cu cu axa
absciselor. Cu acest scop rezolvim ecuatia:

¥ +4x-5=0.

Obtinem x, = -5, x, = 1.

Reiese, ci parabola intersecteazi axa absciselor in punctele (—5; 0) si (1; 0).

Aflim punctul de intersectie al parebolei
cu axa ordonatelor. Obtinem: f (0) = —5.

Y] Parabola intersecteazd axa coordonatelor in
15 ot punctul (0; —5).
o 1% Marcim patru puncte gisite ale parabolei
pe planul de coordonate (fig. 11.3).
Observam, cd este ratiorald calcularea
valorilor functiei pentru abscisele -1, —3, —4
5 si marcarea punctelor respective pe planul de
coordonate.
Obtinem: f (-8) = f (1) = —8; f (-4) =
N S ) A Y N = f (0) =-5.
Unim punctele marcate cu o linie lenta
Fig. 11.3 neintreruptd.
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Fig. 1.4

Graficul dorit este reprezentat in figura 11.4.

Multimea de valori ale functiei este multimea £ (f) = [-9; +00).

Functia creste pe intervalul [-2; +00) si descreste pe intervalul
(—00; -2].

Obtinem: f (x) >0 pe fiecare din intervalele (—oo; —5) si (1; +00); f (x) <O
intervalul (-5; 1).

Cea mai mici valoarea a functiei este egald cu -9, valoare cea mai mare
este inexistibild. <«

‘?

. Care functie este numita functie patratd?
. Ce fel de figura este graficul functiei patrate?
. Dupa ce formula poate fi calculata abscisa varfului parabolei y = ax? + bx + ¢?

. In ce directie suntindreptate ramurile paraboleiy = ax? + bx + ¢ in dependenta
de valoarea lui a?

H W N =

5. Descrieti schema de construire a graficului functiei patrate.

I EXERCITII

11.1.° Care din functiile date este functie patrata:
1 .
2x* ~3x+2

2)y=4x + 3; 4) y = 6x% — 5x?

1) y=4x2+ 3x + 6; 3) y=

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs nigpyvyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



102 § 2. FUNCTIA PATRATA

11.2.° Calculati valorile functiei f (x) = 5x* — 7x + 2, pentru valorile ar-
gumentului x egale cu 1; —2; 4.

11.3.° Este dati functia f (x) = x* — 2x — 15. Aflati valoarea argumentului
X, pentru care:
D f(x) =0; 2) f @) =-T; 3) f (x) = 33.

11.4.° Graficul functiei y = —6x* + x + ¢ intersecteazi axa ordonatelor in
punctul M (0; —8). Calculati valoarea lui c.

11.5.° Aflati directia ramurilor si coordinatele varfului parabolei:

Dy=x?—12x+ 3; 3) y=0,3x% + 2,4x — 5;

2) y =—x% + 4x — 6; 4) y =-bx*+ 10x + 2.
11.6.° Construiti graficul functiei:

1) y=x2>—4x-5; 5)y:x21—2x+4;

2)y=—x>+2x+3; 6)y=—5x2+3x—4;

3) y = 6x — % TN y=x>—6x+5;

4)y=2x>—-8x + 8; 8) y=2x*—5x + 2.
11.7.° Construiti graficul functiei:

)y=x>+2x-8; 3) y =—x%+ 4x - b5;

2) y = x? — 2x; 4)y =2x* - 2x — 4.

11.8.° Construiti graficul functiei f (x) = x* — 6x + 8. Folosind graficul
functiei, aflati:
D f(6); f(1);
2) valoarea x, pentru care f (x) = 8; f (x) =—1; f (x) = —2;
3) cea mai mare si cea mai mici valoare a functiei;
4) domeniul de valori al functiilor;
5) intervalul de crestere si intervalul de descrestere al functiei;
6) pentru care valori ale argumentului valoarea functiei va fi pozitivi, iar
pentru care — negativi.
11.9." Construiti graficul functiei f (x) = —x* — 6x — 5. Folosind graficul
functiei, aflati:
1) domeniul de valori al functiilor;
2) intervalul de crestere al functiei;
3) multimea de solutii ale inegalitatii f (x)>0.
11.10.° Construiti graficul functiei f (x) = x — 0,5x%. Folosind graficul
functiei, aflati:
1) domeniul de valori al functiilor;
2) intervalul de crestere al functiei;
3) pentru ce valori ale lui x va fi corectd inegalitatea f (x)<O0.
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11. Functia patratd, graficul si proprietétile ei 103

11.11.° Construiti graficul functiei f (x) = 3x* — 6x. Folosind graficul
functiei, aflati:
1) domeniul de valori al functiilor;
2) intervalul de descrestere al functiei;
3) pentru ce valori ale lui x va fi corectd inegalitatea f(x)>0.

11.12.° Rezolvati x* -8x-1= 3 prin metoda grafica.
X

11.13." Rezolvati —ixz +x +2 = /x prin metoda grafici.

11.14." Construiti in acelasi sistem de coordonate graficele functiilor
y=f(x) si y=g (%) si determinati numirul de ridicini ale egalititii
f @) =g @):
1D f@)=—x2+6x—17, g(x)=—Vx;

2)f (x) = dx 222, g(x)=—.
x
11.15." Construind in acelas sistem de coordonate graficele functiilor

. 6 . < < Ix e e
y=x"+4x+ 1si y=—, determinati numirul de ridicini ale egalititii
X

6
X +4x+1=—.
X

11.16.° Aflati coordonatele punctului parabolei y = —x* + 9x + 9, in care:
1) abscisa si ordinata sant egale;
2) suma abscisei si a ordonatei este egali cu 25.

11.17." Aflati coordonatele punctului parabolei y = 2x* — 3x + 6,in care
ordonata este cu 12 mai mare decat abscisa.

11.18.° Aflati domeniul de valori si intervalele de crestere si descrestere al

functiei:
1) f (x) = 4x? — 8x + 3; 3)f(x)=4-12x - 0,3x%
9) f(x) = —%xz 2% -6 4) f () = To? + 21x.

11.19." Aflati domeniul de valori si intervalele de crestere si descrestere al functiei:
1) f(x)=2x>—12x + 8; 2) f(x) =9 + 8x — 0,2x2.
11.20." Construiti graficul functiei, aritati domeniul de valori si intervalele
de crestere si descrestere:
3—x, daca x<-2,
y=1x"-2x-3, dacd -2<x<2,
-3, daca x=>2.
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104 § 2. FUNCTIA PATRATA

11.21." Construiti graficul functiei, aratati domeniul de valori si intervalele
de crestere si descrestere:
X, daca x <0,
y=14x—-x* dacd 0<x <5,
x—10, daca x=>5.
11.22.° Reprezentati prin formuli o oarecare functie pitrati, care:

1) descreste pe intervalul (—oo; 1] si creste pe intervalul [1; +00);
2) creste pe intervalul (—oo; —2] si descreste pe intervalul [-2; +00).

11.23." Calculati cea mai micd valoarea a functiei y = 3x* — 18x + 2 pe

intervalul:
D) [-1; 4]; 2) [-4; 11; 3) [4; 5].
11.24.° Calculati cea mai mare valoarea a functiei y = —x? — 8x + 10 pe
intervalul:
1) [-5; =3]; 2) [-1; 0L; 3) [-11; -10].

11.25.° Pentru care valori ale lui p si g graficul functiei y =x* + px + ¢
trece prin punctele M (—1; 4) si K (2; 10)?

11.26." Pentru care valori ale lui a si b zerourile functiei y = ax* + bx + 7
sunt numerele —2 si 3?

11.27.° Pentru care valori ale lui a si b parabola y = ax® + bx — 4 trece prin
punctele C (—3; 8) si D (1; 4)?

11.28." Fie D — discriminantul polinomului pitrat ax® + + bx + c.
Reprezentati schita graficului functiei pitrate y = ax® + bx + ¢, daci:

1) a>0, D>0, ¢>0, -2 >0
2a
92)a>0,D=0, -2 <o
2a
3) a<0, D<0, -2 >0
2a

4) a<0,c=0, —i<0.
2a

11.29." Fie D — discriminantul polinomului pitrat ax® + + bx + c.
Reprezentati schita graficului functiei pitrate y = ax® + bx + ¢, daca:

1) a>0, D<0, -2 <o 3)a<0, D=0, -2 <0,
2a 2a

9) a<0, D>0, ¢<0, —2i>o;
a
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11. Functia patratd, graficul si proprietétile ei 105

11.30.° Pentru care valoare a lui b intervalul (—oo; 2] este intervalul de
crestere al functiei y = —4x® — bx + 57

11.31.° Pentru care valoare a lui b intervalul (—oo; —3] este intervalul de
descrestere al functiei y = 3x* + bx — 8?

. . . 1 o
11.32.° Pentru care valoare a lui @ functia y = ax® +(a-2) x + " este pa-
tratd si graficul ei are cu axa absciselor un singur punct comun?

11.33." Pentru care valoare a lui @ functia y = 0,5x% — 3x + @ are valori
nenegative pentru toate valorile reale ale lui x?

11.34." Pentru care valoare a lui a functia y = —4x* — 16x + a are valori
negative pentru toate valorile reale ale lui x?

11.35.” Pentru care valoare a lui ¢ cea mai mare valoare a functiei y =
= —5x% + 10x + ¢ este egald cu —3?

11.36.” Pentru care valoare a lui ¢ cea mai mici valoare a functiei y =
= 0,6x? — 6x + ¢ este egald cu —17

11.837." In figura 11.5 este reprezentat graficul functiei pitrate
y = ax? + bx + c. Determinati semnele coeficientilor @, b si c.

y Y y Y
x 0 x
0 X
a b a b
Fig. 11.5 Fig. 11.6

11.38. In figura 11.6 este reprezentat graficul functiei pitrate
y = ax? + bx + c. Determinati semnele coeficientilor @, b si c.

11.39.” Pentru care valori ale lui p si g virful parabolei y = x* + px + q
este punctul A (2; 5)?

11.40.” Parabola y = ax® + bx + ¢ isi are varful in punctul C (4; —10) si
trece prin punctul D (1; —1). Aflati valorile coeficientilor a, b si c.

11.41.” Aflati oronata vérfului parabolei, fragmentul cireia este reprezentat
pe figura 11.7.
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Fig. 1.7

11.42. Aflati ordonata varfului parabolei, fragmentul cireia este repre-
zentat in figura 11.8.

YA

\ /
\ /
\ /

D
™~~~
—

\

Uy

_ 90°
—10] 1| % -~ W
A 13 km B
Fig. 1.8 Fig. 11.9

11.43.” Suma a doud numere este egald cu 10. Aflati:
1) cea mai mare valoare posibild a produsului acestor numere;

2) cea mai mici valoare posibild a sumei pitratelor acestor numere.

11.44.” Din punctul B spre punctul A, distanta dintre care este egald cu 13
km, a pornit un turist cu viteza de 6 km/ora. Concomitent, din punctul
A in directie perpendiculari (fig. 11.9) a pornit alt turist cu viteza de 4
km/ori. Peste cat timp de la inceputul deplasirii distanta dintre turisti
va fi minimala?

11.45.” Un lot cu formi dreptunghiulari trebuie ingradit cu un gard cu
lungimea de 160 m. Ce arie maximali poate avea acest lot?
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11.46.” Construiti graficul functiei:

8x +2x% - x* x*-16
) y=—""""- 3 y="—75—13
x x" -4
3 4 2
x° -8 x +4x" -5
2) y= -3; 4) Yy=——>—
x—2 x" -1

11.47.” Construiti graficul functiei:

(x+3)° -1
1) y=—"——; 3) y= .
)y x+3 )y 1-x°
2) y:x3—6x2+8x;
X
11.48.” Construiti graficul functiei:
Dy=x|xl; Ny=x"—41]x|+3;
x-3
2) y=—"(x*—x-6); 4)y=x2+3x-g—4.
|x| x—-3

11.49.” Construiti graficul functiei:

3
X

1)y:ﬁ+4x; 2)y=6 | x| —a2

X

11.50. Construiti graficul functiei y = x* + 2x — 3. Folosind graficul
construit, determinati, pentru ce valori ale lui a ecuatia x* + 2x — 3 = a:
1) are doui ridicini;
2) are o singuri radicini;
3) nu are ridicini.

11.51.” Construiti graficul functiei y = —x* — 4x + 5. Folosind graficul
construit, determinati, cate rddicini are ecuatia —x* —4x+ 5 =a in
dependenti de valoarea lui a.

11.52." Fie x, si x, — zerourile functiei y = —3x? — (3a — 2) x + 2a + 3.
Pentru ce valori ale lui @ este corectd inegalitatea x; <—2<ux,?

11.53." Se stie, ¢i x, si x, — zerourile functiei y = 2x* — (3a — 1) x + @ — 4,
%, < %x,. Pentru ce valori ale lui @ numirul 1 apartine intervalului
213 %,]?
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I EXERCITII PENTRU REPETARE

11.54. Rezolvati ecuatia:
1) x*—13x? + 36 = 0; 3)x*+9x2+8=0;
2) x* — 5x>—6=0; 4) x* —16x%2=0.

11.55. Aflati suma si produsul ridicinilor ecuatiilor:
1) x2—5x—10=0;
2) 2x2+ 6x—T7=0;

3) —%xz +8x—-1=0.

11.56. Infiptuiti operatiile:
1) b+ 3 b-2 3) x x+1 )
b-3 b 2’ 2x+3 2x-3
2) p+4 4 _p-20 20

p-1 p+5
11.57. Simplificati expresia:
1) (2a +3b)(4a -6ab +9b) - 9/9b*;
2) (32 -2+28 +463) -7 —/126;
)(2—\/§+\/€)(2+\/§—\/6).

11.58. O barci cu motor a pornit pe riu de la un debarcader spre altul si s-a
intors inapoi peste 2,5 ore ficind o oprire de 25 min. Calculati viteza
apei, dacd viteza proprie a bircii este egald cu 20 km/ord, iar distanta

dintre debarcadere — 20 km.

11.59. Prin una din doui tevi butoiul poate fi umplut cu 10 min mai repe-
de, decit prin cealaltd teavi. Dacid ambele tevi vor fi deschise, in 8 min

2 P —
vor fi umplute 3 de butoi. In cat timp poate fi umplut acest butoi prin

fiecare din tevi?

I iNSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

11.60. Pe tabli este scris numiarul 1001. Doi jucitori participd la urmitoarea
joacd. Intr-o actiune jucitorul sterge numirul de pe tabli, inlocuindu-1 cu
diferenta dintre acest numdr si oricare din divizorii sii. Jucitorii actioneazi

El b
pe rand. Joaca este pierduti de jucitorul, in urma actiunii ciruia pe tabli
va fi scris numarul 0. Care din jucitori isi poate asigura invingerea?
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Despre unele transformari ale graficelor func;iilor-@

Cum poate fi construit graficul functiei y = f (-x),
daca este cunoscut graficul functiei y = f (x)

Mentinem, ci daci punctul (x; ) apartine graficului functiei y = f (x),
punctul (—xy; ¥,) va apartine graficului functiei y = f (—x). Intr-adevir,
1 (=) = [ (x0) = ¥o-

De aceea toate punctele graficului functiei y = f (—x) pot fi obtinute,
inlocuind fiecare punct al graficului functiei y = f (x) cu un punct, ce are
aceeasi valoare a ordonatei si valoarea opusi a abscisei.!

In figura 11.10 este aritat, cum poate fi construit graficul functiei y = vx

folosind graficul functiei y = v-x.

yh
- y+ —X| y = ‘\/x |-
\\\ ///
~_ . L~
o] 1 x
Fig. 11.10

I EXERCITII

1. Folosind graficul functiei y = f (x), reprezentat in figura 11.11, construiti
graficul functiei y = f (—x).

U A 17 \ YA
3
) / [1\L]]
-2 |~ N -
of 1/2 x| -2 [o\l 2 x +3/-2 (o] 1 [x
N / 1 /
+2
a 6 8

Fig. 11.11

! La lectiile de geometrie ati aflat deja, ¢ transformarea descrisd a graficului functiei
y =f(x) se numeste simetrie axiali.
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110
2. Construiti graficul functiei y=+x-2. Folosind graficul obtinut,
construiti graficul functiei y = v-x—2.

Cum poate fi construit graficul functiei y=f (| x|),
daca este cunoscut graficul functieiy = f (x)

Aplicand definitia modulului, notim:
_Jf(x), daca x>0,

y:f(l x|)— f (-x), dacd x<0.
Facem concluzia: graficul functieiy = f (| x |) pentru x = 0 coincide cu

graficul functiei y = f (x), iar pentru x < 0 — cu graficul functiei y = f (—x).
Construirea graficului functiei y =f (| x |) poate decurge conform

schemei:
1) construim partea de grafic al functiei y = f (x), toate punctele ciruia
au abscise nenegative;
2) construim partea de grafic al functiei y = f (—x), toate punctele ciruia
au abscise negative.
Reuniunea acestor doud pirti va constitui graficul functieiy = f (| x |).
Pe figura 11.12 este reprezentat, cum poate fi construit graficul functiei
y = (x — 2)? folosind graficul functiei y = (| x | — 2)%
\ly“ ’I
\ | |
\ Vo /
\ /
i)

_—

]y

/
ANENARE
0

] 42

Fig. 11.12

I EXERCITII
1. Folosind graficul functiei y = f (x), reprezentat pe figura 11.11, construiti

graficul functieiy = f (| x |).
2. Folosind graficul functiei y = x + 2, construiti graficul functiei

y=1lx|+2.
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3. Construiti graficul functiei:

4
Dy=1lx]|-3; 5 y=—:
| x|
4
Dy=x2—41x]|; 6) y=—--2;
| x|
4
Ny=x"+2 x| -3; 7 y= ;
|x]-2

4h)y=2 x| —x% 8) y=y|x|

Cum poate fi construit graficul functieiy=| f(x) |,
daca este cunoscut graficul functiei y = (x)

Pentru functia y = | f (x) | poate fi ficutd notatia:
@)= f(x), daca f(x)=>0,
v= “1-f (x), dacs f(x)<0.

Reiese, ci graficul functiei y = | f (x) | pentru toate valorile lui x, in
care f (x) > 0, coincide cu graficul functiei y = f (x), iar pentru toate valorile
lui x, in care f (x) < 0, — cu graficul functiei y = —f (x).

In asa fel, construirea graficului functiei y = | f (x) | poate decurge
conform schemei:

1) toate punctele graficului functiei y = f (x) cu ordonate nenegative
raman intacte;

2) punctele cu ordonate negative sunt inlocuite cu puncte, ce au aceeasi
abscisd, dar ordonate opuse.

In figura 11.13 este reprezentati construirea graficului functiei’y = x%—x—2
fiind folosit graficul functieiy = | x* —x —2 |.

77

\ /
\ /

\\

[m

Fig. 11.13
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EXEMPLUL |1 Construiti graficul functiei y = ‘ Jx|[+1-2 ‘

Rezolvare. Construirea graficului dorit poate fi infaptuitd dupd schema:

y=vxiloy=z[+1oy=[x|+1-25y=|[x[+1-2|

(fig. 11.14). «
ya
y=«/x +1 -
T
1 —
0] 1 X
a
yﬂ
\ gy
\\\ ///
~ —
>
o] 1 x
b
yA ,
I~ Y= 4 le +1 —
\\\ ///
—~ ™~ —Ty=ld 112 14
| 0 | — N
-3 T 1 3 x
+1
c
yﬂ
y =|\Jlx[[+ 1 - 2]
~ 1 —
R — _— T _
-3 1°-L0[_J--773 x
d
Fig. 11.14
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EXEMPLUL 2 Construiti graficul functiei y =

,/|x+1|—1‘.

Rezolvare. Construirea graficului dorit poate fi infiptuitd dupd schema:

y=yx|>y- |x+1|—)y:,/\x+1\71—>y=|1l|x+1 71|

(fig. 11.15). <

y A i
— ENET —
\\ //
~1 —
0| 1 x
a
yﬂ
— y =+ —
e
~—l_| 1| == ZESRV B
-10[ 1 x
b
y“y=/|)c+1 —
\\\ NT /// ”
T~ ~~ _} T //’I
~ 77— Y =[x +I]-1
-2 1 x
c
yA | lg N |
y—=|J|JC+1|—| -
\\\ . -
~ 1 o
-2>"lon x
d
Fig. 11.15
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I EXERCITII

1. Folosind graficul functiei y = f (x), reprezentat in figura 11.11, construiti
graficul functiei:

Dy=1f®I; 2y=1fU0x)I.
2. Folosind graficul functiei y = x + 2, construiti graficul functiei
y=1|x+2|.
3. Construiti graficul functiei:
Dy=lx-31; hy=12x—x"|;
2)y=1x*—4x |; 5) y=|2-2};
x
4
y=1|x2+2x-3 |[; 6) y= ‘
x-2
4. Construiti graficul functiei:
Dy=I11lx1-=31; Hhy=121x[-x1;
4
2y=l2"-4]xll; 5) y= =1 2f
4
Jy=1x+21x]-31; 6) y=r——|
|x|-2

5. Construiti graficul functiei:

1) y=Ja-|x; 4) y=4-x|;
2) y=3-J1-|x|; 5 y=3-4-x|;
3) y:‘3—‘/4—|x| ; 6) y:‘S—,l|4—x|‘.
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INSARCINAREA N2 2“VERIFICATI-VA CUNOSTINTELE”IN FORMA DETESTE

1. Cu ce este egald valoarea functiei f (x) = 2x* — 1 in punctul x, = —3?

A) -19; C)11;
B) -13; D) 17.

2. Dintre functiile date aridtati functia patrata:
A)y=2x-5; C)y=2x*>-5;

B) y=2Jx-5 D) y=—-5.
X

3. Domeniul de definitie al cirei functii este intervalul (—oo; 6)?

A) y=+6+x; C)y=\/61+—x;

D) y=v6-x.

1

\/6—x,

A . . . . . 7 o
4. Cum trebue infiptuitd translatia graficului functiei y=—, ca si se
x

B)y=

s _ 7
obtinigraficul functiei y = —5?
x —
A) Cu 5 unititi in sus de-a lungul axei ordonatelor;
B) cu 5 unititi spre stinga de-a lungul axei absciselor;
C) cu 5 unititi spre dreapte de-a lungul axei absciselor;
D) cu 5 unititi in jos de-a lungul axei ordonatelor.

5. Asupra graficului functiei y = Vx a fost efectuati translatia cu 2 unitati
spre stanga si cu 7 unititi in jos. Graficul cirei functii a fost obtinut?
A y=vx+2-T; C) y=vx-2+7;
B) y=vJx-2-T; D) y=vx+2+7.

6. In care din figuri este reprezentat graficul functiei y = —x* + 27?

\ 9y [ ] y

Ay Y
\ / 11 _ 1
1 0 x
N/ 12 JTo[ 1\ | x
0 x " 2
12 o 1 |x / \ | \
A) B) 0)) D)
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7. Graficul cirei functii este reprezentat pe figura? 7]
A)y=x—1; \[ L/
B)y=x+1: b
O)y=@-1% fox
D)y=(x+1)>~

8. Aritati coordonatele varfului parabolei y = 3 (x — 4)* — 5.

A) (4;5); C) (4 -5);
B) (-4; 5); D) (=4; -5).

9. In figuri este reprezentat graficul functiei 7
y = f (x), definite pe multimea numere- |
lor reale. Folosind figura, aritati interva- N\ /
lul de descrestere al functiei. IR -
A) [4; 1]; 0) [-2: 3] oL\ 23 5
B) [-3; 3]; D) [-3; 1]. / NS

2]

10. Aflati abscisa varfului parabolei

y=2x>—12x + 3.
A) 6; C) 3;
B) —6; D) -3.

11. Varful cirei parabole apartine axei absciselor?
A)y=x"—6; C)y=-6)%

B) y = x? — 6x; D)y=(x—6)*+2. ya

12. Pe figurd este reprezentat graficul functiei i
y =—x*+ 2x + 4. Folosind figura, determinati / \
domeniul de valori al functiei.

A) (_007 +OO), _ >
B) (~oo; 1; PH-E
C) [1; +00); | \
D) (—o0; 5].

13. Pe figurd este reprezentat graficul functiei \ vh|
y=x?+ 4x + 1. Folosind figura, determinati \ /
; - ’ \ /
intervalul de crestere al functiei. )
A) (—o0; -2J; 2 )1,
B) [-2; +oo); T
C) [-3; +00); )
D) determinarea intervalului este imposibila. ]
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14. Determinati zerourile functiei y = 2x% + x — 6.
A) —-1,5; -2; C)-1,5; 2;
B) 1,5; 2; D) 1,5; -2.

15. Pentru care valori b si ¢ varful parabolei y = x* + bx + ¢ este situat in

punctul M (3; 8)?

A)b=6,c=-19;
B)b=-6,c=17;
C)b=-3,c=8; y
D) determinarea valorilor este imposibila.
16. Pe figuri este reprezentat graficul functiei pitrate
y =ax® + bx + c. Aritati afirmatia corectd, daci D —
discriminantul polinomului pitrat ax® + bx + c. 0 *
A) b>0, D>0; C) b<0, D<0;
B) >0, D<0; D) 56>0, D =0.

17. Pentru care valoare a lui @ cea mai micid valoarea a functiei
y = 3x* — 6x + a este egali cu 47
A) -5; B) 4; O)7; D) 8.
18. Se stie, ci m — n = 8. Aflati multimea de valori ale expresiei mn.
A) [-16; +00);
B) [8; +o0);
C) (—o0; +00);

D) determinarea multimii este imposibila.
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Rezolvarea inegalitatilor patrate

Pe figura 12.1 este reprezentat graficul unei oarecare functii y = f (x),
domeniu de definitie al cireia este multimea numerelor reale.

Cu ajutorul graficului sunt usor deter-

y minate intervalele de semn constant ale

/\ functiei f, si anume: y>0 pe fiecare din

» intervalele (—5; —2) si (1; +o0); y<O pe

/-5 _zw 1 *  fiecare din intervalele (—oo; —5) si (=25 1).

Afland intervalele de semn constant

Fig. 12.1 ale functiei f, in acest fel am rezolvat

inegalititile f (x)>0 si f (x) <O.

Intervalele (—5; —2) si (1; +oo) impreuni formeazd multimea de solutii

ale inegalititii £ (x)>0. In asa cazuri se spune, ci multimea de solutii a

inegalititii f(x)>0 este reuniunea intervalelor mentinute. Reuniunea in-

tervalelor este notatd cu un semn special U.
In asa fel, multimea de solutii a inegalititii f (x)>0 poate fi notati in

urmitorul fel: (=55 -2) U (13 +09).

Multimea de solutii a inegalititii f (x) <O poate fi notatd in urmitorul fel:
(=003 =5) U (=2 1).
Aceastd metodi de rezolvare a inegalititilor f (x)>0 si f (x) <O prin
intermediul graficului functiei y = f (x) este numiti metodi grafica.
Vom arita, cum poate fi aplicatd aceasti metodi la rezolvarea inegalititilor
patrate.

Definitie. Inegalititile de forma ax® + bx + ¢>0, ax® + bx + ¢<0,
ax®+bx+c>0, ax®+bx+c<O0, in care x — variabila, a, b si ¢ — oare-
care numere, din care a # 0, se numesc inegalititipatrate.

Clarificim, cum poate fi determinati pozitia graficului functiei patrate
y = ax®+ bx + ¢ in referintid cu axa absciselor.

Existenta si numirul de zerouri ale functiei pitrate y = ax® + bx + ¢
pot fi determinate cu ajutorul discriminantului D al polinomului pitrat
ax® + bx + c: daci D> 0, functia are doui zerouri; daci D = 0, functia are
un singur zerou; dacd <0, functia nu are zerouri.

Semnul primului coeficient al polinomului pitrat ax® + bx + ¢ determini
directia ramurilor parabolei y = ax? + bx + c¢. Dacid a> 0 ramurile parabolei
sunt orientate in sus, daci @ <0 — in jos.
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12. Rezolvarea inegalitatilor patrate 119

Plasarea schematici a parabolei y = ax® + bx + ¢ in referintd cu axa
absciselor depinde de semnele numerelor a si D este reprezentati in tabela
(¢, si x, — zerourile functiei, x, — abscisa vérfului parabolei).

D=0 D<0
@ ®
a>0
® ©
X >
a<0 x *

Vom explica, cum poate fi folosita tabela pentru rezolvarea inegalitatilor

patrate.
Fie, de exemplu, necesari rezolvarea inegalititii ax® + bx + ¢>0, in care
a < 0 si D>0. Acestor conditii le corespunde celula a tabelei. E clar,

ca rispunsul va fi intervalul (x;; x,), pe care graficul functiei pitrate respec-
tive este situat mai sus de axa abciselor.

EXEMPLUL "1 Rezolvati inegalitatea 2x* — x — 1>0.
Rezolvare. Pentru polinomul pitrat 2x* — x — 1 obtinem: a = 2>0,
D =9>0. Acestor conditii le corespunde celula @ a tabelei. Rezolvim

. . 1 .
ecuatia 2x* — x — 1 =0. Obtinem x, = 5 %= 1. Schematic, graficul

functiei y = 2x* — x — 1 poate fi reprezentat ca in figura 12.2.
Pe figura 12.2 se poate observa, ci functia pitrati respectivi are valori

... .. 1 .
pozitive pe fiecare din intervalele (—00; - 5] si (1; +o0).

Raispuns: (—OO; —%jU(l; +00), <
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120 § 2. FUNCTIA PATRATA

EXEMPLUL |2 Rezolvati inegalitatea —9x + 6x — 1<0.

Rezolvare. Obtinem: @ =—9, D = 0. Acestor conditii le corespunde
. .. o 1 . .
celula @ a tabelei. Determindm, ci x, = 3 Deci, schematic, graficul

functiei y = —9x* + 6x — 1 poate fi reprezentat ca pe figura 12.3.
Pe figura 12.3 se poate observa, solutii ale

. e R < 1
inegalititii pot fi toate numerele, in afard de 3

=

Observim, ci aceastd inegalitate poate fi rezol-
vatd si in alt mod. Rescriem inegalitatea in felul
Fig. 12.3 urmitor: 9x? — 6x + 1>0.

Atunci (3x — 1)2>0.

De aici obtinem acelas rezultat.
. 1 1
Raspuns: % 3 U 3+ <

EXEMPLUL '3 Rezolvati inegalitatea 3x* — x + 1<0.
Rezolvare. Obtinem: a =3>0, D=-11<0. Acestor conditii le
corespunde celula@a tabelei. In acest caz graficul functiei y = 3x% — x + 1

nu are puncte cu coordonate negative.

Rdaspuns: inegalitatea nu are solutii. <

EXEMPLUL [ 4 Rezolva'gi inegalitatea 0,2x% +2x +5<0.
Rezolvare. Deoarece a = 0,2, D = 0, acestor conditii le corespunde
celula @ a tabelet, iar x, = —5. Dar in acest caz functia pitratd are doar

valori nenegative. Asa dar, inegalitatea are o singurd solutie x = —5.

Raspuns: —5. 4

1. Cu ce fel de simbol se noteaza reuniunea multimilor?
2. Care inegalitati se numesc inegalitati patrate?

3. Ce cazuri de plasare exista pentru parabola y = ax? + bx + ¢ in referintd cu axa
absciselor dependent de semnele numerelor a si D, daca D - este discriminan-
tul polinomului patrat ax? + bx + ¢? Reprezentati schematic aceste cazuri.
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12. Rezolvarea inegalitatilor patrate 121

I EXERCITII

12.1.° Care din numerele —2; 0; 1 sunt solutii ale inegalitatii:

1) x? —x —2<0; 2) x* +x>0; 3) —3x? —x + 2>0?
12.2.° Pe figura 12.4 este reprezentat graficul I 7y
functieiy = x* + 4x — 5. Aflati multimea de solutii | 1]
a inegalitatii: 5| -2 0[ 1 i
1) x2+4x—5<0; 3)x*+4x—-5>0; \
2) x* +4x-5<0; 4) x*+4x-5>0. \ [}
12.3.° Pe figura 12.5 este reprezentat graficul \\// 5
functiei y = —3x* — 6x. Aflati multimea de solutii -
a inegalitatii: Fig. 12.4
1) —3x% — 6x<0; 3) —3x% — 6x>0;
2) —8x* —6x<0; 4) —8x* —6x>0.
7\ y\b / yh,
3 I
[ 1) 0| 1 X

! \ /
T2 Jof 1

|
| | 0] 1

Fig. 12.5 Fig. 12.6 Fig. 12.7

RY

Uiy
™~~~
LT

el |

12.4.° Pe figura 12.6 este reprezentat graficul functiei y = x* — 4x + 4.
Aflati multimea de solutii a inegalitatii:
1) 2 — 4x + 4<0; 3) x2 — 4x + 4>0;
2) x* —4x+4<0; 4) x* —4x+4>0.

12.5.° Pe figura 12.7 este reprezentat graficul functiei y = —x* + 2x — 2.
Aflati multimea de solutii a inegalititii:

1) —x2 + 2x — 2<0; 3) —x?+2x—2>0;

2) —x® +2x-2<0; 4) —x* +2x-2>0.
12.6.° Rezolvati inegalitatea:

1) x* + 6x — 7<0; 5) 8x* —Tx+4<0;

2) x* —2x-48>0; 6) 2x? + 3x + 1>0;

3) —x% — 6x — 5>0; 7) 4x® -12x<0;

4) —x? + 4x — 3<0; 8) 4x*> — 9>0;
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122 § 2. FUNCTIA PATRATA

9) x? - 12x + 36>0; 13) 2x* —x + 3>0;
10) 4x* —-12x+9>0; 14) 3x® -4x+5<0;
11) % + 4x + 4<0; 15) —4x? + 5x — 7>0;
12) 49x® —14x +1<0; 16) —2x* +38x-2<0.

12.7.° Rezolvati inegalitatea:
1) x> + 4x + 3>0; 7) 5x* —3x+1>0;
2) x* —3x+2<0; 8) —3x% + 6x — 4>0;
3) —a + 12x + 45<0; 9) §x2—2x+3<0;
4) —8x* —5x—2>0; 10) -2 + 22— L 5 0;
3 36
5) x% — bx>0; 11) 2x% — 2x + 0,5<0.

6) —25x% +16<0;
12.8.° Aflati multimea de solutii a inegalititii:

1) x*<49; 2) x?>5; 3) Tx® <4x; 4) 0,9x2<-27x.
12.9.° Aflati multimea de solutii a inegalitatii:

1) x?>1; 2) x?<3; 3) -3x*>-12x; 4) —2x?><-128.
12.10." Rezolvati inegalitatea:

1) x (x+ 5) — 2<4x;

2) 11-(x+1)* <x;

3) 2x+1)* —(x+1)(x-T)<5;

4)5x (x +4) — (2x—3)(2x + 3)>30;

5) Bx—T)(x+2)— (x—4)(x+ 5)>30;

6) 2x* -1 3-4x  8x-5_19
4 6 8 24
12.11." Rezolvati inegalitatea:

1) 2(x* +2)>x (x +5);

2) x — (x + 4) (x + 5)>-5;

3) 6x—1)(6x+1)—(12x—5)(x + 2)<7 — 3x;
x-1 2x-3 x%+3x

- < .
4 2 8

12.12.° Pentru care valori ale lui x:

4)

. . . . 4
1) valoarea polinomului —3x? + 6x + 1 este mai mare decit Y

. . . . 2
2) valoarea polinomului —5x* + 11x + 2 nu e mai mare decit —g?
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12. Rezolvarea inegalitatilor patrate 123

12.13.° Pentru care valori ale lui x:

. . Lo A 1
1) valoarea polinomului x* — 2x — 11 este mai mici decit "

. . . A 2
2) valoarea polinomului —3x? + 8x + 6 nu e mai mici decat _5?
12.14.° Pentru care valori ale argumentului valorile functiei
1 3
y=——x"+-x+9
2 2
sunt mai mari decat valorile respective ale functiei y = 2x — 17
12.15.° Pentru care valori ale argumentului valorile functiei

y=%x2—7x+1

. A . . . . 1
sunt mai mici decit valorile respective ale functiei y = —Exz -4?

12.16." Aflati solutiile intregi ale inegalititilor

1) x* +5x<0; 3) 6x® +x-2<0;

2) x> —10<0; 4) —ix2+x+3>0.
12.17.7 Cate solutii intregi are inegalitatea:

1) 20 — 8x — x2>0; 2) 4x% — 15x — 4<0?
12.18.° Aflati cea mai micid solutie intreagd a inegalitatii:

1) 42 — x? — x>0; 2) 2x? — 3x — 20<0.
12.19." Aflati cea mai mare solutie intreagd a inegalititii:

1) 1,5x% — 2x — 2<0; 2) —2x* —15x-25>0.

12.20.° Alcituiti o oarecare inegalitate pitratd, multimea de solutii a cireia:
1) este reuniunea intervalelor (—oo; —4) si (8; +00);
2) este intervalul [-2; 9];
3) este formati din unicul numir 7.

12.21.° Aflati domeniul de definitie al functiei:

1) y=+v-x*+3x+4; 3) yz%;
Vx© +4x-12

2
2) y=+2x+5x-38; 4) y=—212
V6x - 2x°
12.22.° Aflati domeniul de definitie al expresiei:

Jox% —9x_18: __r
1) V2x* -9x-18; 2) Ny
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124 § 2. FUNCTIA PATRATA

12.23." Sunt oare echivalente inegalititile:
1) x*—2x—15>05i * -2x-15>0;
1 1
2) ——<0 si ——<0;
) x* —x-20 R x* —x-20
3) x> — 6x+ 10>0si —x* +x-1<0;
4) x* + 2x + 3<0 si —2x% — 4>07?
12.24." Pentru ce valori ale lui a ecuatia nu are rddicini:
1) x®—ax+4=0; 3) 4,5x? — (4da + 3) x + 3a=0?
2)x*+(a—-2)x+25=0;

12.25.° Pentru ce valori ale lui b ecuatia are doud ridicini diferite:

1) x> — 8bx + 150 + 1 =0; 2)2x*+20b-6)x+b-2=0?
12.26.” Rezolvati sistemul de inegalititi:
2, < 2_9x-10<0,
1) x°—x-6<0, 3) x x
x> 0; 6x —x° < 0;
2_11x-6> 2_x-12>0,
9 2x° -11x-6 >0, 1) x°—x
x+4>0; x?+3x-10<0.
12.27.” Rezolvati sistemul de inegalitati:
—6x2 _5< Z_7x-18<0,
1) 6x° +13x-5<0, 2 x x <
6—2x > 0; 5x — x? <0.
12.28." Aflati solutiile intregi ale sistemului de inegalititi:
D ~2x° ~5x+18>0, ) x* —(v5-3)x-35<0,
x® +4x -5<0; x* +x>0.

12.29.” Aflati domeniul de definitie al functiei:
1)y:—ﬁ+ x+1; 3)y:\/x2—5x—14—x2?81;
-3 8 1 2
2)y=\/18j3ﬁ+x75; 4)yzx/6—7x—3xz+\/x+1'
12.30.” Aflati domeniul de definitie al functiei:
1) y=+/20+4x — 32 +ﬁ; 2) y= \/ﬁ + ;“:6.

12.31.” Aflati multimea de solutii ale inegalititii:

1)x*—8 | x| —33<0; 2) 8x*+7|x|-1>0.
12.32.” Aflati multimea de solutii ale inegalitatii:
1) 5x* -7| x|+2>0; 2) x* +10] x |-24<0;
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12. Rezolvarea inegalitatilor patrate 125

12.33.” Rezolvati inegalitatea:

1)| x| (x* +8x-10) <0; 4) (x + 5)* (x* — 2x — 15)>0;
2

2) Jx (x? +2x-8)<0; Lx;8> ;
(x—4)
2

3) (x— 27 (> 8x—9)<0; ) T 11
(x+3)

12.34.” Rezolvati inegalitatea:

1) | x| (x* —=5x+6) > 0; 3) (x+ 3)* (x* —x—6)>0;
2

9) Jx (% + 62— 40) > 0; 4) %<
x_

12.35." Rezolvati inegalitatea:

1) (x+4)M>O; 3) (x+4)M<O;

2) (x+4)vJx? —2x-15>0; 4) (x+4)Jx? —2x 15 <0.
12.36." Rezolvati inegalitatea:

1) (x-3)v14+5x — 2% > 0; 3) (x-3)V14 +5x — 2 <0;

2) (x-3)V14 +5x— x> >0; 4) (x-3)14 +5x — x> <O0.

12.37." Pentru care valori ale lui a inegalitatea datd va fi corectd pentru
toate valorile reale ale lui x:
1) 22 — 4x + a>0;
2) x*+(a-1)x+1-a—-a®>0;

3) —ixz +5ax —9a® —8a < 0;

Ha@-Dx*—(@+1)x+a+1>0?

12.38." Pentru care valori ale lui @ inegalitatea nu are solutii:
1) —x% + 6x — a>0;
2)x?—(a+1) x+3a—5<0;
axr*+(a—-1)x+(a—-1)<0?

12.39." Pentru fiecare valoare a lui @ rezolvati sistemul de inegalititi:

2 2_3,_ 1<
D {x 5x+4>0, %) {4x 3x-1<0,
x> a; x<a.
12.40." Pentru fiecare valoare a lui @ rezolvati sistemul de inegalititi:
2 . 2 _
1 {x x-12<0, %) {x 9x+8>0,
x> a; x < a.
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I EXERCITII PENTRU REPETARE

12.41. Simplificati expresia:
1 x* +3xy  x° -9y° % 4a® ~12ab + 9b” 24 —8ab+ 8b”
x+6  2x+12° 2a4° - 8b° 6a-9b

12.42. Aflati valoarea expresiei, folosind proprietitile ridicinei pitrate
aritmetice:

1) \/20-66-330; 3) 2418 -3/30-5+/15;
2) /3% -12%; 4) 610 - /45-50.

12.43. Prima brigadd poate culege roada in 12 zile. Pentru infiptuirea
acestui lucru, a doua brigadi are nevoie de 75 % din acest timp. Dupi
ce prima brigadi a muncit 5 zile, i s-a aldturat a doua brigadi si brigizile
au terminat lucrul impreuni. Cite zile brigizile au muncit impreuni?

12.44. In timpul unei calitorii automobilul a consumat 10 % din benzina
din rezervor, iar in timpul celei de- a doua cialitorii — 25 % din benzina
ramasd. Dupi cilatorii in rezervor au rimas cu 13 1de benzina mai putin,
decit au fost pani la calitorii. Cati litri de benzini au fost in rezervor
inainte de prima calitorie?

l NE PREGATIM DE INSUSIREA TEMEI NOI

12.45. Este oare perechea de numere (2; —3) solutie a ecuatiei:

1) 4x — 3y =17; 2) x? + 5 =y% 3) xy = 6?
12.46. Graficul ecuatiei 5x — y = 2 trece prin punctul A (4; b). Cu ce este
egal b?
12.47. Construiti graficul functiei:
1) 4dx+y=3; 6) x% + y? = 4;
2) 2x — 3y = 6; 7 x%*+ 2x+ y*— 6y + 10 = 0;
3) xy =—8; 8) (x—3)(y—x)=0;
4) (x—2)2+y*=0; 9) yz"‘l:o.
v’

5 x—22%+@y+1)2=9;
12.48. Care din perechile (—2; 1), (2; —1), (6; 4) este solutie a sistemului

.. |83x-8y=-14,
de ecuatii
T |4x+y =287
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12.49. Rezolvati prin metoda grafici sistemul de inegalitati:

2y =1, = -5,

1 x-2y= 2) x+y

y—x= 4x -y =-5.

12.50. Rezolvau swtemul de inegalitati:

2x+y 10, g [2x-9y =11,

4x 2; Tx +9y = 25;

4y —x = 11, 3x-2y =1,
2T g) 7T

bx—2y =17; 12x + Ty = ~26.

H Sisteme de ecuatii cu doua variabile

In clasa 7-a ati ficut cunostintd deja cu metoda grafica de rezolvare a
sistemelor de ecuatii. Amintim, ci sensul metodei consti in ciutarea punc-
telor comune ale graficelor ecuatiilor, ce formeazi sistemul. La lectiile de
geometrie ati aflat, ci graficul ecuatiei (x — @)* +(y — b)? = R?, in care R>0,
este o circumferintd cu raza R si centrul (a; b). De asemenea ati invitat
s construiti graficul functiei pitrate. Toate acestea sporesc posibilititile de
aplicare a metodei grafice la rezolvarea sistemelor de ecuatii.

EXEMPLUL "1 Rezolvati prin metoda grafici sistemul de ecuatii
x*-4x-y+3=0,
y—-x+1=0.

Rezolvare. Prima ecuatie a sistemului

este echivalentd cu ecuatia: y = x* — 4x + 3. Ay

Graficul ecuatiei este parabola, reprezentatd \ /

pe figura 13.1. \\ /
Graficul celei de-a doua ecuatii este dreap- \

ta, care intersecteazd parabola construitd in
doui puncte: (1; 0) si (4; 3) (priviti fig. 13.1).
Evident, metoda graficd nu garanteaz, cd
rezultatul obtinut este exact. De aceea solutiile 0 /IN/B 4 |x
obtinute necesitd verificare. Verificarea con-
firmi, ci perechile de numere (1; 0) si (4; 3)
intr-adevir sunt solutiile sistemului dat.

Raspuns: (1;0), (4; 3). < Fig. 13.1
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128 § 2. FUNCTIA PATRATA

Atragem atentia, cd sistemul dat de ecuatii a fost “comod” pentru metoda
grafici: coordonatele punctelor de intersectie ale graficelor s-au dovedit a
fi numere intregi. E clar, ci asa o situatie nu este permanentd. De aceea,
metoda grafici este eficientd, daci se calculd numirul de solutii sau valorile
aproximative ale solutiilor.

Sistemul de ecuatii studiat poate fi rezolvat si fird aplicarea graficelor
ecuatiilor. Pregitindu-vd de insusirea acestei teme, ati repetat metoda
substitutiei de rezolvare a sistemelor de ecuatii. Aceastd metoda este eficientd
si la rezolvarea ecuatiilor mai complicate, in care doar o ecuatie este lineard
si pentru sistemele, in care ecuatiile lineare in genere lipsesc.

x*-4x-y+3=0,

Rezolvim sistemul de ecuatii { prin metoda

y-x+1=0
substitutiei.

Din a doua ecuatie a sistemului exprimdm y prin x:

y=x-1.
Substituim in prima ecuatie variabila y cu expresia x — 1:
x*—4x—-(x-1)+3=0.

Am obtinut o ecuatie cu o singuri variabild. Simplificind-o, obtinem o
ecuatie patratd x> — bx + 4 = 0.

Rezulti x, =1, x, = 4.

Valorile lui y, care corespund valorilor obtinute ale lui x;, le calculim din
ecuatia y = x — 1. Obtinem:

y,=1-1=0,y,=4—-1=3.

In asa fel, ne-am convins, ci perechile de numere (1; 0) si (4; 3) intr-

adevir sunt solutiile sistemului dat.

EXEMPLUL ' 2 Determinati numarul de solutii a sistemului de ecuatii

X +y*=9,
ol
Y 9

Rezolvare. Graficul primei ecuatii este o circumferintd cu raza 3 si
centrul (0; 0).

. . < . 3,5 .
A doua ecuatie este echivalentd cu ecuatia: y =—-. Graficul acestei
X
ecuatii este o hiperbola.
Reprezentim circumferinta si hiperbola pe acelas plan de coordonate
(fig. 13.2). Vedem, ci graficele se intersecteazi in patru puncte. Deci, sis-

temul dat are patru solutii. «
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Figura 13.2 de asmenea permite cal- yh |
cularea aproximativa a valorilor solutiilor
sistemului dat. -

Valorile solutiilor sistemului pot fi
calculate fird a se adresa la metoda grafica.

NEEZs
NL | A

T

Pregitindu-vd de insusirea temei of 1 8 x
actuale, ati repetat metoda adunirii de >
rezolvare a sistemelor de ecuatii lineare. \

Vom arita, cum “functioneazd” aceastid |
metodi la rezolvarea sistememlor mai Fig. 13.2
complicate.

2 2

Inmultim a doua ecuatie a sistemului studiat cu 2. Obtinem: {;C Ty 7: %

xy="T.

Adunim aparte partile stingi si pirtile drepte ale ambelor ecuatii.
Obtinem: x* + y* + 2xy = 16. De aici (x + y)?=16; x +y = 4 sau
x+y=—4.

Evident, pentru rezolvarea sistemului initial este suficient si fie rezolvate
doui sisteme simple.

1) {x+y=4, De aici {y:4—x, {y=4—x,

2xy ="1. 2x(4-x)="T; |2x* -8x+7=0.

Rezolvand a doua ecuatie a acestui sistem, obtinem:

4-2 4442

1Ty T T
. 4 2 4-+/2
Atunci y, = +\/7, Y = f
2 2
+y=-4, =-4-x, =-4-x,
2) xry De aici {7 o y ,
2xy ="1. 2x(-4—-x)=17; |2x° +8x+7=0.

Rezolvand a doua ecuatie a acestui sistem, obtinem:

a2 442

3 4

2 2
Atunci y3=#, y4=#.
) (4—\/5 4+\/§] (4+\/§ 4—\/§j (—4—\/5 —4+\/§J
Raspuns: ; R ; , ; ,
2 2 2 2 2 2
[4+\/§;4\/§j' <
2 2
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130 § 2. FUNCTIA PATRATA

Evident, ci calcularea prin metoda grafici a solutiilor de acest tip este
imposibil.

In clasa 8-a ati ficut cunostinti cu metoda de inlocuire a variabilei de
rezolvare a ecuatiilor. Aceastd metodi este aplicatd la rezolvarea unei serii
de sisteme de ecuatii.

x+y + x-y 5
EXEMPLUL "3 Rezolvati sistemul de ecuatii {x-y x+y 2
x*+y® =10.
. x+y .x-y 1
Rezolvare. Fie =t. Atunci ==
xX-y x+y ¢t
Prima ecuatie a sistemului poate fi notati in urmitorul fel:
1 5
t+-=2,
t 2
1

De aici 262 -5t +2=0; t, = 2, t2=5.

Pentru rezolvarea sistemului initial este suficient si fie rezolvate doud
sisteme simple.

Ty _,
Ddx-y De aici {

x+y=2x-2y, {x=3y,
x*+y® =10.

X +y’ =10; 10y” =10.

Din a doua ecuatie obtinem: y, = 1, y, =—1.
Atunci x, = 3, x, = —3.

1
x+y=_, L. |2x+2y=x-y, |x=-3y,
2) {x-y 2 De aici § , s
2yt =10 x+y° =10; 10y =10.

Din a doua ecuatie obtinem: y; =1, y, = —1.

Atunci x; = —3, x, = 3.

Raspuns: (3; 1), (=3; 1), (=3; 1), (3; -1). <

2x+2y+xy =8,

x> +y* +3x+3y=14.

EXEMPLUL /4 Rezolvati sistemul de ecuatii {
Rezolvare. Mentinem, ci sistemul dat va fi identic, dacid variabila x va
fi inlocuitd cu y, iar y cu x. In asa cazuri este eficientd exprimarea x +y = u,
Xy =v.
Reprezentim sistemul in forma:
{2(x+y)+xy=8,

(x+y)* —2xy +3(x +y) = 14.
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13. Sisteme de ecuatii cu doua variabile 131

Indeplinim inlocuirea mentinuti. Obtinem sistemul:
2u+v =38,
u®—20+3u=14.

Sistemul poate fi rezolvat prin metoda substitutiei (indepliniti de sine-
stititor). Obtinem:
u=3, u=-10,
sau
v=2 v =28.

Ne rimane si rezolvim doui sisteme:
x+y=3, . |x+y=-10,
{xy -2 7 {xy - 28.
Fiecare din sisteme poate fi rezolvati prin metoda substitutiei. Dar aici
este rational de folosit teorema, inversi teoremei lui Viete. Asa, pentru sis-

xy =2
pitrate t* — 3t + 2 = 0. De aici ¢, = 1, ¢, = 2. In asa fel, perechile de nu-
mere (1; 2) si (2; 1) sunt solutiile acestui sistem.
Folosind teorema, inversd teoremei lui Viete, ne convingem usor
x+y=-10
xy =28

x+y=3, . . . R e e . ..
temul se poate considera, ci x si y — sint ridicinile ecuatiei

(infiptuiti de sinestititor), ci sistemul { ” nu are solutii.

Raspuns: (1;2), (2;1). 4

2. Explicati sensul metodei grafice de rezolvare a sistemelor de ecuatii.

L . .. .
1. Ce metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii cunoasteti?
| 3. Tn ce cazuri metoda grafica este cea mai eficienta?

I EXERCITII
13.1.° Rezolvati prin metoda grafici sistemul de ecuatii:
— 5’ 2 2 _
xy = 6; x+y=2;
2 _ 2 2 _
2) y+x° =3, 4) x“+y =25,
y=x-1; xy =-12.
13.2.° Rezolvati prin metoda grafici sistemul de ecuatii:
=x+2, =x% -4, x+y=3,
DRSO R R A
xy =38; 2x+y=-1; x“+y°=9.
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13.3.° Rezolvati prin metoda substitutiei sistemul de ecuatii:

=x+3, -x=2, =15,
{7 3) 4’ 5) 179
x°-2y=29; x°—2xy =3; 2x—y =T,
-5, —4y =2, x-y=4,
2) x+y 5) x—4y 6) y
xy =4; xy+2y =8; x> +y® =8.
13.4.° Rezolvati prin metoda substitutiei sistemul de ecuatii:
—y=38, _0.2 _
xy = 28; 3x+y=1
2 _ . 2 _o9,2 _
2) Yy —x =14, 1) x°-2y° =8,
x—y=-2 x+y=6.

13.5.° Determinati prin metoda grafici numirul de solutii ale sistemul de ecuatii:

1 {xz Lyt =3, 3) {y =Jx, 5 {xy = -6,

Yy =2x; x_y:2; 2x—y=3;
2,0y Y 2 _ -
2 x“+y 4) y=x 6) x*—4x+y=-1,
y=2-x% y=6-x% xy =4.
13.6." Determinati prin metoda grafici numarul de solutii ale sistemul de ecuatii:
= — 2 —x? = 1,
1Y (x=5)", 3) 1V =%
xy = 5; x* +y=4x;
2 2 _ 2 2 _
2) x+y =1, 4) x“+y° =6,
y-x=3; xy=1
13.7.° Rezolvati sistemul de ecuatii:
1) 3x +4y =24, 1) x+y=>5,
xy =12; (x-3)(y+5)=6;
y+2x=0, 4y —-3x =4,
2 2 2 5) 2
x“+y —-6y=0; 5x° +16y = 60;
2 _ 4,2 — 1 X 2 _ _2 =3,
3) x“—xy—-y 9 6) x“+3xy+y" —x—-2y=3
x—y="17 x+y=3
13.8." Rezolvati sistemul de ecuatii:
2_ 2 _ “D(y-2)=2,
1 x* - xy+y® =63, 3) (x-1D(y-2)
y—-x=3; x+y=6;
x+2y:1, 5x_2y—3,
2) 2 2 4) 2
x“+xy+2y° =1; 3x" -8y =-5
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13.9.° Firi a construi graficele, aflati coordonatele punctelor de intersectie:
1) ale dreptei 3x — y = 1 si ale parabolei y = 3x* + 8x — 3;

2) ale dreptei 2x —y = 2 si ale hiperbolei y = é;
X

3) ale dreptei x + y = 1 si ale circumferintei (x — 1)* + (y + 4)? = 16;
4) ale perabolelor y = x* —4x + 7 siy = 3 + 4x — 2x%
13.10." Demonstrati, cd dreapta y — x = 3 este tangentd la circumferinta
(x+5)* + + y* = 2, si aflati coordonatele punctului de tangenta.
13.11." Demonstrati, ci:
1) dreptay = —2x — 4 si parabola y = 6x* — 7x — 2 nu se intersecteazi;
2) parabola y = 4x* — 3x + 6 si dreapta y = x + 5 au un punct comun,
aflati coordonatele acestui punct;
3) parabolele y = 4x? — 3x — 24 siy = 2x* — 5x au doud puncte comune,
aflati coordonatele acestor puncte.
13.12.° Rezolvati sistemul de ecuatii:

1 1.1 1,34

Dix y 12 Dx y

2x -y =2; x+5y=3.
13.13." Rezolvati sistemul de ecuatii:

1,1.3 1 1.4

Dix y 2 ix y 5

x-y=1

13.14.° Rezolvati sistemul de ecuatii:

){x+y—xy=1, 5) F”ylo’

xy (x+y)=20; —y—2xy=13
x b
y_x_21 22
2) ix y 10 6) ;y +x%_&
x+y=3; TTY=S
x 6y
_+_=5’ 2 2 _2 2:
1y = 7 zW+?-+(x ﬁ) 5,
x* +4xy - 3y° =18; (x=2y)—x—y=1.
1 1 5
_+_:g,
4 Y
11_1
x y 6
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13.15." Rezolvati sistemul de ecuatii:
f + Z 2 5 f + E = E,
y x 4)ly x 3
2x -3y =38; X' -y’ =12

x—_Zy_x_-Fy:E 4(x-y)P+7(x-y) =15
) , 5){ y y) =15,

x+y x-2y 4

dx+5y = 3; 2x+5y=1;
l + é = 4, 5
Xy 6) (x—y) +2x=35+2y,
1.2 4o (x+y)? +2y = 3—2x.
y x
13.16.” Rezolvati sistemul de ecuatii:
4y’ = 3) -y’ =T,
x+y=1 xy =125
% -y = 1) 3x* -2y* =19,
Crxy+y’ =T, xy =—6
13.17.” Rezolva',a sistemul de ecuatii:
-y’ =56, %) 5x% —y® =4,
x-y=2; xy=3
13.18.” Rezolvati sistemul de ecuatii:
1 3y —2xy =2, 3) +yt+x+y=18
x+2xy = 5; -y +x-y=6;
) {xy +y =30, 2 2x® —5xy +3x -2y =10,
xy+x =28; 5xy—2x* +T7x -8y =10
13.19.” Rezolvati sistemul de ecuatii:
x+y—-xy=1, 3) xy—x =24,
X+y+xy=9; xy—y =25;
) {Sxy +2x=— 2 2x° +y* =66,
3xy+y—— 2x° -y® =34
13.20.” Rezolvati sistemul de ecuatii:
x* —12xy + 36y* = 36, 3) x* +y® =25,
x+6y=8; xy =12
2 _2 — 32, 2 2 —
2 y xy 1) 9x° +y° =10,
x* +6xy + 9y® =100; xy=-1
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13. Sisteme de ecuatii cu doua variabile 135

13.21.” Rezolvati sistemul de ecuatii:
1) x* +10xy + 25y° = 49, 3) x* +y* =10,
x -5y =-3; xy =3;
x* +4xy +4y® = 4x + 2y, x* +25y° =104,
2 4)
x+2y=4; xy = —4.
¥+y*=9
13.22.” Pentru ce valori ale lui @ sistemul de ecuatii { ’
x-y=a
1) are o singuri solutie; 3) nu are solutii?
2) are doui solutii;
y-x' =4
13.23.” Pentru ce valori ale lui & sistemul de ecuatii ’
y=kx+3
1) are o singuri solutie; 3) nu are solutii?
2) are doui solutii;
13.24." Cate solutii are sistemul de ecuatii in dependentd de valoarea
lui @.

_ 2 2 _ 2 e 2 2 _
N {y—|x|, 2 {x +y° =a’, 3){1/ x=1, 5 {x +y’ =4,

> +y=a; | x|=4; xy =a; y=x>+a?
13.25." Cate solutii are sistemul de ecuatii in dependenti de valoarea lui a:
2 2 2 2 2 2 2
x“+y° =a, x“+y =9, x“+y°=a°,
1) y y 3 y
ly|=1 y=a-|x|; xy =4?

13.26." Sunt date doud ecuatii ax® + x + 1 = 0 si x* + ax + 1 = 0. Afloati
toate valorile lui a, pentru care aceste ecuatii au cel putin o radicini
comund.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

13.27. Demonstrati, ci valoarea expresiei 25'° — 5'7 se divide la 31.

13.28. Simplificati expresia 5;”5 :( a2+3 - 21 )
a“-a \a" -1 a +a
13.29. Rezolvati sistemul de inegalititi:
2(x-8)>-3(x+2),

™y X,

3 2
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13.30. Se stie ci x; si x, — sunt ridicinile ecuatiei x* + 6x — 2 = 0. Aflati
valoarea expresiei x7 +x;.
13.31. Reduceti fractia:
2142 7321 xJx—yy
1 ; 2) ——F— 3) ————.
V2 1443 x—y

l NE PREGATIM DE INSUSIREA TEMEI NOI

13.32. (Din tractatul antic chinez “Noud departamente ale artei calculului’)
5 tauri si 2 berbeci au un pret de 11 taeley, iar 2 tauri si 8 berbeci — 8
taeley. Cit costd aparte fiecare taur si berbec?

13.33. (Problema lui Leonardo de Pizza (Fibonacci)) Un om ii spune altuia:
“Di-mi 7 dinari si eu voi deveni de 5 ori mai bogat decit tine”. Al doilea
raspunde : “Dd-mi 5 dinari si eu voi deveni de 7 ori mai bogat decit
tine”. Cati bani are fiecare?

13.34. Din satul A spre satul B, intre care este distanta de 140 km, s-a
pornit un motociclist. Cu 20 min mai devreme in intimpinare din satul
B spre satul A a pornit o ciclistd, care s-a intalnit cu motociclistul peste
2 ore dupi propriul start. Aflati viteza fieciruia din ei, daci se stie, cd
motociclistul in 2 ore parcurge o distantd, cu 104 km mai mare, decat
ciclista in 4 ore.

l INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

13.35. Existi oare 100 numere naturale, ci orice sumi a citorva din ele
nu este patratul unui numar natural?

Prima olimpiada a tinerilor matematicieni @
din Ucraina

Sperim, ci problema 13.26 v-a fost pe plac, si ci ati simtit bucuria suc-
cesului, rezolvind-o. Aceastd problemi meriti atentie, deoarece in anul 1961
ea a fost propusi participantilor primei olimpiade a tinerilor matematicieni
din Ucraina.

In genere, olimpiadele de matamatici in Ucraina au o traditie indelungati.
Prima olimpiadi ordseneascd a avut loc in anul 1935 la Kiev. De atunci s-au
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Prima olimpiada a tinerilor matematicieni din Ucraina 137

scurs 80 ani, si in acest timp olimpiadele de matematicd au devenit pentru
multi scolari talentati primul pas pe calea creatiei stiintifice. Astdzi asa nume,
ca O. V. Pogorelov, C. G. Krein, M. O. Krasniseliskiy, B. G. Grinfeld, sunt
cunoscute in toatd lumea stiintifici. Ei toti in ani diferiti au fost invingitori
ai olimpiadelor de matematici din Ucraina.

Dorim si mentinem cu satisfactie, ci si in prezent olimpiadele de ma-
tematicd in Ucraina sunt foarte populare. Zeci de mii de scolari din tard
participi la diferite etape ale acestei competitii. La organizarea si petrecerea
olimpiadei sunt angajati cei mai buni invitati, metodisti, profesori. Anume
datoriti entusiasmului si profesionalismului lor echipa Ucrainei reprezinti
cu demnitate tara noastri la olimpiadele internationale de matematica.

Vi sfituim si pe voi, dragi copii, sd participati la olimpiadele de mate-
maticd. Mai jos vor fi prezentate citeva probleme de la prima olimpiadi a
tinerilor matematicieni din Ucraina. Incercati-vi puterile.

1. Ecuatiile x> + ax + b =0 si x* + px + ¢ = 0 au o ridicini comuni.
Alcituiti ecuatia pitratd, ridicinile cireia sunt celelalte ridicini ale
ecuatiilor date.

2. Rezolvati ecuatia \/x—Z\/x—l +\/x+3—4\/x— =1.

3. Distanta dintre A si B — 999 km. De-a lungul traseului sunt montati
stalpi de kilometraj, pe care distanta pani la A si pina la B sunt notate
in urmitorul fel:

o [999] | 1 [9e98| | 2 [997] .. [999] 0 |

Pe cati din acesti stalpi inscriptiile contin doar doui cifre diferite?

Alexei Vasilievici  Selim Grigorovici  Mark Alexandrovici Gh\clelrascc’:rr::;ici
Pogorelov Kreim Krsnoselskii D N field
(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (n’"; Q'g 2)
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Sistemul de doua ecuatii
cu doua variabile ca model matematic
al problemei de aplicatie

Probabil, astdzi nu existd un asa domeniu al stiintei, in care si nu fie
aplicate realizdrile matematicii. Fizicienii si chimistii, astronomii si biologii,
geografii si economistii, ba chiar lingvistii si istoricii se folosesc de aparatul
matematic.

In ce consti universalizmul “instrumentului matematic”.

“Cheia rezolvirii pentru multe probleme stiintifice — este traducerea lor
reusitd in lumba matematicii”. Asa rispuns la intrebare a dat unul din fonda-
torii si primul director al Institutului de matematica
al Academiei de stiinte al Ucrainei academicianul
D. O. Grave.

Intr-adevir, formulirile problemelor din diferite
domenii de cunostinte contin notiuni nematema-
tice. Dacd un matematician participi la rezolvarea
problemet, el in primul rind se va stdrui si traduca
problema in limba “natald” de matematic, adicd in
limba expresiilor, formulelor, graficelor etc. Rezulta-
tul acestei traduceri este numit model mathematic,

Dmitro
Olexandrovici iar insdsi problema — problema de aplicatie.
Grave Termenul “model” (din latind 7modulus - exemplu)
(1863—1939) este intrebuintat destul de des: modelul de avion,

modelul nucleului atomic, modelul sistemului Solar,
modelul unui oarecare proces sau fenomen. Studiind proprietitile modelului
unui obiect, in acelasi timp studiem proprietitile obiectului.
Domeniul matematicii, ce se ocupd cu crearea si studierea modelelor
matematice, se numeste modelare matematica.
Vom studia citeva probleme, in care sistemele de ecuatii de gradul doi
sunt aplicate ca modele matematice de situatii reale.

EXEMPLUL "1 Din doui puncte, distanta dintre care este egald cu 18 km,
concomitent una in intimpinarea alteia, au pornit doui turiste si s-au intalnit
peste 2 ore. Cu ce vitezi s-a deplasat fiecare turistd, daci toatd distanta poate
fi parcursi de prima turistd intr-un timp cu 54 min mai mare, decit a doua?
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Rezolvare. Fie ci viteza primei turiste este egald cu x km/ori, iar
viteza celeilalte — y km/ord, x<(y. Pani la intilnire prima turistd a par-
curs 2x km, a doua — 2y km. Impreuni turistele au parcurs 18 km. Deci

2x + 2y = 18.

< 1 . . s . 18
Toati distanta dintre puncte prima turisti o poate parcurge in — ore,
x

.18 . . N ..
a doua — in — ore. Deoarece prima turistd pentru parcurgerea intregii
Yy
. . . . 54 9 . A
distante are nevoia de un timp cu 54 min= Eore ot ore mai mult, decit a

doua turistd, atunci 18 _18 _ 3
x y 10

Obtinem un sistem de ecuatii:
2x+2y =18,
18 18 9
x oy 10

x+y=9, x=9-y,
Atunci <2 2 1 2 2 1

x y 10 |9-y y 10
Rezolvand a doua ecuatie a ultimului sistem, obtinem: y, = 5, y, = —36.
Ridicina —36 este exclusi in conditia problemei. Rezultd, ciy = 5, x = 4.

Rdaspuns: 4 km/ori, 5 km/ord. <

EXEMPLUL ' 2 Doi lucritori pot indeplini impreund un oarecare lucru
in 10 zile. Peste 6 zile de lucru colectiv un lucritor a fost transferat la alti
activitate, iar al doilea a continuat lucrul recent. Peste 2 zile de lucru de si-

< ox < N L2 F A
nestititor s-a constatat, ci sunt indeplinite 3 din lucrul programat. In cite
zile poate indeplini tot lucrul fiecare din lucritori?

Rezolvare. Fie, cd primul lucritor poate infiptui tot lucrul in x zile,

. . R a3 . A . 1 .
iar al doilea — in y zile. Intr-o zi primul lucritor indeplineste — parte din
X
A . 0 . .. . < N .
lucru, iar in 10 zile — — pirti din lucru. Al doilea lucritor intr-o zi
x
R . 1 . A . 10 _ ...
indeplineste — parte din lucruy, iar in 10 zile — — parti din lucru. Deoa-
Y

rece in 10 zile de muncid comuni lucritorii infiptuiesc tot lucrul, atunci
10 10

—+—=1.

x Y
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. < . RN ... 6 .
Primul lucritor a muncit 6 zile si a indeplinit — parti din lucru, iar al
X

. . s ... 8 . .., 2
doilea a muncit 8 zile si a indeplinit — . Ca rezultat, au fost indeplinite 3

Yy
. . .6 8 2
din lucru, reiese ci —+—=—.
x y 3
Obtinem un sistem de ecuatii
10 10
—+—=1,
x Yy
6 8 2
—t—=—,
x y 3

solutia ciruia este x = 15, y = 30. In asa fel, primul lucritor poate indeplini
tot lucrul in timp de 15 zile, al doilea — in timp de 30 de zile.

Raspuns: 15 zile, 30 de zile. <

EXEMPLUL |3 Intimpul impartirii unui numir cu dou cifre la produ-
sul cifrelor sale se obtine citul nedeplin 5 si restul 2. Diferenta dintre acest
numr si un numdr, obtinut din el prin permutarea cifrelor, este egali cu 36.
Aflati acest numir.

Rezolvare. Presupunem, ci numirul ciutat contine x zeci si y unititi.
Atunci numirul va egala cu 10x + y. Deoarece la impirtirea numirului la
numirul xy se obtine catul nedeplin 5 si restul 2, reiese ca 10x + y = dxy + 2.

Numirul, obtinut prin permutarea cifrelor este egal cu 10y + x. Conform
conditiei (10x + y) — (10y + x) = 36.

Obtinem sistemul de ecuatii

10x +y =5xy + 2,
{(le +y)—(10y + x) = 36,
solutii ale ciruia sunt doud perechi de numere: x =6, y = 2 sau x = 0,2,
y =-3,8. Inci a doua pereche nu satisface continutului problemei.
In asa fel, numarul ciutat este 62.

Raspuns: 62. 4
?

1. Ce se numeste model matematic al problemei?
2. Care problema este numita problema de aplicatie?
3. Ce se numeste modelare matematica?
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I EXERCITII

14.1.° Diferenta a doud numere naturale este egald cu 3, iar produsul lor
este cu 87 mai mare decit suma. Aflati aceste numere.

14.2.° Diferenta pitratelor a doud numere naturale este egald cu 20, iar
suma numdrului mai mare si dublul celuilalt este egali cu 14. Aflati
aceste numere.

14.3.° Un lot de pamant cu aria 2400 m* a fost ingradit cu un gard cu
lungimea de 220 m. Aflati lungimea si litimea lotului.

14.4.° Perimetrul dreptunghiului este egal cu 32 cm, iar suma ariilor pitra-
telor, construite pe laturile vecine ale dreptunghiului, - 130 cm? . Aflati
laturile dreptunghiului.

14.5.° Care numir cu doui cifre este de 4 ori mai mare decit suma cifrelor
sale si de 2 ori mai mare decét produsul lor?

14.6." Daci un oarecare numdr cu doui cifre este impdrtit la suma cifrelor
sale, se obtine catul nedeplin 7 si restul 6, iar dacd acest numir este
impirtit la produsul cifrelor, se obtine citul nedeplin 5 si restul 2. Aflati
acest numdr.

14.7.° Numirul cu doui cifre este de 7 ori mai mare decit suma cifrelor sale
si cu 52 mai mare decit produsul cifrelor. Aflati acest numir.

14.8." Diferenta a douid numere naturale este egald cu 12, iar suma nume-
relor, inverse cu ele, este egali cu % Aflati aceste numere.

14.9.” Suma a doud numere naturale este egald cu 15, iar diferenta nume-
relor, inverse cu ele, este egali cu % Aflati aceste numere.

14.10." Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egald cu 13 cm, iar aria
lui — 30 cm? . Aflati catetele acestui triunghi.

14.11." Perimetrul triunghiului dreptunghic este egal cu 40 cm, iar una din
catete — cu 8 cm. Aflati a doud catetd si ipotenuza triunghiului.

14.12.° Aria dreptunghiului este egald cu 180 cm? . Daci una din laturi va
fi micsoratd cu 3 cm, iar a doua — cu 2 cm, aria dreptunghiului va fi egala
cu 120 cm? . Aflati dimensiunile initiale ale dretunghiului.
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14.13." Daci lungimea dreptunghiului va fi micsorati cu 3 cm, iar litimea
va fi miritd cu 2 cm, aria dreptunghiului se va miri cu 6 cm? . Daci
lungimea dreptunghiului va fi micsorati cu 5 cm, iar litimea va fi miritd
cu 3 cm, aria dreptunghiului nu se va schimba. Aflati laturile acestui

dreptunghi.

14.14." Dintr-o foaie de metal cu formi dreptunghiulari a fost confectionati
o cutie deschisi. Pentru aceasta, in colturile foii au fost tdiate pitrate cu
latura de 4 cm. Aflati lungimea si litimea foii, dacd perimetrul ei este
egal cu 60 cm, iar volumul cutiei — cu 160 cm?.

14.15." Doi motociclisti au pornit concomitent din orasele A si B unul in
intdmpinarea altuia. Peste o ori ei s-au intalnit si fird s se opreascd, au
continuat miscarea cu aceeasi vitezd. Unul a ajuns in orasul A cu 35 min
mai devreme, decit al doilea — in orasul B. Aflati viteza fiecirui moto-
ciclist, dacd distanta dintre orase este egald cu 140 km.

14.16." De la statiunea M spre statiunea IV, distanta dintre care este ega-
I3 cu 300 km, a pornit un tren de marfi. Cu 40 min mai tarziu de la
statiunea IV spre statiunea M a pornit un tren rapid, care peste doud ore
s-a intdlnit cu trenul de marfd. Trenul de marfi parcurge distanta dintre
statiunile M si N cu 3 ore 20 min mai incet, decit trenul rapid. Aflati
viteza fiecdrui tren.

14.17." Dintr-un oras spre alt oras, distanta dintre care este egald cu 240
km, concomitent au pornit un autobus si un automobil. Autobusul a
ajuns la destinatie cu o ord mai tirziu decat automobilul. Aflati viteza
automobilului si viteza autobusului, daci in 2 ore autobusul parcurge o
distantd cu 40 km mai mare, decit automobilul timp de o ord, iar vitezele
lor nu depisesc viteza de 90 km/ora.

14.18." Pe o pisti circulard cu lungimea de 800 m intr-o directie se depla-
seazd doi patinori. Un patinor parcurge ciclul cu 24 sec mai repede ca al
doilea. Aflati viteza fiecirui patinor.

14.19." Douai brigizi, lucrant impreund, pot indeplini sarcina de productie
N . < - . N . o N ..o 1
in 8 zile. Daci prima brigadi, lucrand de sinestititor, va indeplini 3 din

sarcind, iar apoi va fi inlocuitd cu a doua brigadi, sarcina va fi indeplini-
ta in 20 zile. In cate zile poate indeplini sarcina de producere fiecare
brigadi, muncind de sinestititor?
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14.20." Doui brigizi, lucrind impreund, pot descirca un tren de marfa in
. S VRN ... 3 . . N .
6 ore. Prima brigada a indeplinit 5 din tot lucrul, apoi a fost inlocuitd

de a doua brigadi, care a-si terminat descircarea. Tot lucrul a fost efec-
tuat in 12 ore. De cit timp are nevoie fiecare brigadi pentru a descirca
autonom trenul?

14.21." Daci vor fi deschise concomitent doui tevi, bazinul va fi complet
umplut cu api in timp de 12 ore. Daci bazinul se va umplea doar prin
prima teavd timp de 5 ore, apoi doar prin a doua teavd timp de 9 ore,
bazinul se va umplea cu api pani la jumitate. In cite ore poate fi umplut
cu apd bazinul prin fiecare teavi?

14.22." Doi tractoristi, lucrind impreuni, pot ara un lan in 6 ore. Daci
primul tractorist va lucra singur 4 ore, iar apoi va fi inlocuit de al doilea
tractorist, al doilea va termina aritura peste 9 ore. In cat timp, lucrind
autonom, poate ara lanul fiecare tractorist

14.23." La conectarea consecutivi a doi conductori rezistenta din circuitul
electric este egald cu 150 Ohm, iar la conectarea paraleld — 36 Ohm.
Aflati rezistenta fiecirui conductor.

14.24." La conectarea consecutivi a trei conductori de acelas tip si a unui
conductor de alt tip rezistenta din circuitul electric este egal cu 10 Ohm.
Daci vor fi conectate paralel un conductor de primul tip si un conductor
de al doilea tip, la tensiunea de 24 V intensitatea curentului din circuit
va fi egald cu 10 A. Aflati rezistenta fiecirui tip de conductor.

14.25.” O barci a parcurs pe rau distanta de la debarcaderul A pani la
debarcaderul B si inapoi in 6 ore. Aflati viteza apei, dacd 2 km in directia
cursului apei barca ii parcurge in acelas timp ca si 1 km contra curentului
apel, iar distanta dintre debarcaderele A si B este egald cu 16 km.

14.26.” O pontoniera parcurge 48 km contra curentului apei raului si 30
km in directia cursului apei in 3 ore, iar 15 km in directia cursului — cu
1 ord mai repede, decat 36 km contra curentului apei. Aflati viteza proprie
a pontonierei i viteza apei.

14.27.” Din orasile A si B, distanta dintre care este egald cu 40 km, conco-
mitent una in intimpinarea alteia, au pornit Galina si Katerina. Galina
a ajuns in orasil B peste 40 min, iar Katerina - in orasul A peste 1,5 ore
dupi ce s-au intélnit. Aflati viteza de deplasare a fiecirei fetite.
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14.28.” Din acelasi sat in aceiasi directie pe jos au pornit Petro si Vasile.
Viteza lui Petro este egald cu 3 km/ori, iar a lui Vasile — 4 km/ori. Peste o
ord si jumitate din acelas sat s-a pornit pe bicicletd Irina, care 1-a intrecut
pe Vasile peste 15 min dupi ce 1-a intrecut pe Petro. Aflati viteza Irinei.

14.29.” Distanta dintre debarcaderele A si B este egald cu 28 km. Pornind
de la debarcaderul A spre debarcaderul B, peste 2 ore dupi start pontoni-
era a intalnit o plutd, indreptatd de la debarcaderul B in directia cursului
apei cu douid ore mai devreme de startul pontonierei. Aflati viteza apei
si viteza proprie a pontonierei, daci pontoniera parcurge distanta de la
A péni la B si inapoi in 4 ore 48 min.

14.30.” Masa unui calup de metal este egald cu 336 g, iar masa calupului
de alt metal — 320 g. Volumul primului calup este cu 10 cm® mai mic
decit volumul celui de-al doilea calup, iar densitatea primului — cu 2 g/
cm® mai mare decit decitatea celuilalt. Aflati densitatea fiecirui metal.

14.31." Modulul fortei de echilibru a doui forte, aplicate asupra unui punct
sub un unghi drept, este egald cu 25 N. Dacid modulul uneia din forte
va fi micsorat cu 8 N, iar modulul altei forte va fi marit cu 4 N, modulul
fortei de echilibru nu se va schimba. Aflati modulele acestor forte.

14.32.” Pe ambele laturi ale unui unghi drept in directia varfului unghiului
se miscd doud corpuri. Primul corp se misci cu viteza de 12 m/min, iar
al doilea — cu viteza de 16 m/min. Intr-un oarecare moment de timp
distanta dintre corpuri a fost egald cu 100 m. Cu 2 min mai tirziu distanta
dintre corpuri a devenit de 60 m. La ce distanti de varful unghiului erau
situate corpurile in primul moment fixat de timp?

I EXERCITII PENTRU REPETARE

14.33. Simplificati expresia:

1 2 1 a+l

) 2 T ) ’
a”"-3a a"+3a a”" -9

2) 3 3b-2 b% +16b +12
b-2 b2+2b+4 -8

14.34. Inliturati irationalitatea din numitorul fractiei:

4a' 3 . 5 . 2
Vi 277 %0 Yiraa
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14.35. Rezolvati inegalitatea:
1) 1,1(5x - 4)<0,2 (10x +13);
gy 06-5y 055y
4 6

14.36. Aflati cea mai mare solutie intreagi a inegalititii
(2x+1)(x+4)-3x(x+2)>0.
14.37. Pentru care valori ale variabilei expresia arer sens
V12-5x +\2x+12?

14.38. Aflati intervalul de descrestere al functiei:
1) y=2x>+10x - 9; 2) y = bx — 3«2

14.39. Pe data de 14 decembrie 1840 la Paris o comisie de academicieni
matematicieni s-a intrunit pentru a studia inzestrarea matematici a
copilului Henri Mondieux, ce producea fenomenal calcule. Rezolvati
una din problemele propuse lui Mondieux, pe care copilul a rezolvat-o

oral: “Care doud numere naturale trebuiesc luate, ca diferenta pitratelor
lor si fie egald cu 133?”
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INSARCINAREA N23 “VERIFICATI-VA CUNOSTINTELE” IN FORMA DE TESTE

1. Pentru ce valori ale lui x este corectd inegalitatea x*>4?

A) x>2; C) x<-2 sau x>2;
B) x>2 sau x>-2; D) -2<x<2.
2. Care este multimea de solutii ale inegalititii x* +8x-9>0?
A) (=003 =9) U (1; +o0); C) (=005 1) U (95 +o0);
B) (=5 -91 U [L; +0); D) (=003 ~1]U [9; +00).
3. Cite solutii intregi ale inegalitate 3x* + 5x — 8<0?
A) 3; B) 4; C) 5; D) 6.
4. Care din inegalititile date este corectd pentru toate valorile reale ale
variabilei?
A) x? — 14x + 49>0; C)x?—3x+4>0;
B) -8x* +x+2<0; D) —x?+ 7x — 10<0.
5
5. Care este domeniul de definitie al functiei f (x) = ——=7?
V8ix — 4x”
A) (=00 0] U [2; +0); C) [0; 2];
B) (=095 0) U (25 +0); D) (0; 2).
6. Aritati inegalitatea, ce nu are solutii.
A) x? — 6x + 10<0; C) —3x? + 8x + 3<0;
B) —5x2+ 3x + 2>0; D) —x% — 10x>0.

7. Perechile de numere (x,; ;) si (x,; ) sunt solutii ale sistemului de ecuatii
y —X= 27 > . .
{ Cu ce este egali valoarea expresiei x,y; + X557
xy -y =10.
A) 23; B) 7; C) 35; D) -26.
2 2
8. Care figuri sunt graficele sistemului de ecuatii {x Ty =5
xy =-3?
A) O dreapti si o paraboli; C) O circumferinti si o hiperboli;
B) O circumferinti si o parabold; D) O paraboli si o hiperbola.

2
A .. . .. |x"-y=4
9. Cite solutii are sistemul de ecuatii ==
x+y=1?
A) Nici o solutie; C) Doui solutii;
B) O singuri solutie; D) Patru solutii.
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10. Care este cea mai mare valoare a expresiei x +y, dacd perechea de

—y=5,
numere (x; y) este solutia sistemului de ecuatii x2 y .
x“+2xy—y° =-77
A) 1; B) 6; C) 0; D) 5.
g + l — 4’
11. Perechea de numere (a; b) este solutia sistemului de ecuatii Y
T 2.9,
x oy
Aflati valoarea expresiei @ — b.
A) 5; B) 1; C) é; D) 2
12. Perechile de numere (xy; y,) si (x,; 5) sunt solutiile sistemului de ecuatii
2x —xy =95, ) ..
{ T Aflati valoarea expresiei | x,y; — x5, |.
y+xy=6.
A) 1; B) 11; C) 70; D) 10.

13. Perimetrul dreptunghiului este egal cu 34 cm, iar diagonala Iui —cu 13 cm.
Fie, cilaturile dreptunghiului sunt egale cu x cm si y cm. Care din sisteme-
le date de ecuatii este modelul matematic al situatiei, descrise in conditie?

x+y =34, x+y =34,
A) 2 2 C) 2 2
x“+y° =13; x"+y° =169;
2(x+y)=234, 2(x+y)=34,
B) 2 2 D) 2 2
x“+y° =18; x“+y° =169.

14. Distanta dintre doui orase, care este egald cu 120 km, este parcursa de
automobil cu 30 min mai repede decit de camion. Se stie , ci camionul
in 2 ore parcurge o distantd cu 40 km mai mare, decit distanta, parcursa
de automobil intr-o ori.

Fie, ci viteza camionului este egald cu x km/or4, iar a automobilului —
cu y km/ori. Care din sistemele date de ecuatii este modelul matematic al
situatiei, descrise in conditie?

120 120 120 120 1
— - == =30, ===,
A) 4 x y 03 = y 2
2x —y =40; 2x —y =40;
120 120 120 120 1
= == =30, —-==,
B) y x D) y x 2
2x —y =40; 2x -y =40.
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15. Douai lucritoare pot culegerea la calculator a textului manualului de
< . o < 2 .. . .
algebri in 8 zile. Daci prima lucritoare va culegea 3 din text, iar apoi a

doua lucritoare va termina culegerea, intregul text al manualului va fi
cules in 16 zile.

Fie, ca prima lucritoare poate culege textul in x zile, a doua — in y zile.
Care din sistemele date de ecuatii este modelul matematic al situatiei,
descrise in conditie??

x+y=8, x+y=8,
A C
) Ex+ly:16; ) lx+zy:16;
3 3 3 3
1 1 1 1 1 1
Sty —t+=-=-,
B)|* ¥ pyi* v 8
2 1 1 2 1
—t—=— —x+—y=16.
3x 3y 16 3 3

16. Pentru ce valori ale lui b ecuatia 3x* — bx + 3 = 0 nu are ridicini?

A) —6<b<6; C) b>6;
B) b<e6; D) 6<—6 sau b>6.
o . x* +y* =25, :
17. Pentru ce valoare a lui a sistemul de ecuatii {x y-a are o singu-
rd solutie?
A) a=5; C)a=-b5saua=>5;
B) a=5+2; D) a=-5+2 sau a=5+2.
18. Pentru ce valori ale lui @ inegalitatea ax® — 2x + <0 nu are solutii?
A) a<-1saua>1; C)-1<a<l;
B) a>1; D) nu are solutii.
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l PRINCIPALUL IN PARAGRAFUL 2 |
[ ]
Functia

Fie X — multimea de valori a unei variabile independente, Y — multimea
de valori a variabilei dependente. Functia - este regula, prin intermediul
cireia pentru fiecare valoare a variabilei independente din multimea X
poate fi aflatd valoarea unici a variabilei dependente din multimea Y.

Zeroul functiei
Valoarea argumentului, in care valoarea functiei este egali cu zero, este
numiti zerou al functiei.

Intercalul de semn constant al functiei
Intervalul, pe care functia are valori de acelasi semn, se numeste interval
de semn constant al functiei.

Cresterea si descresterea functiei

Functia este numitd crescitoare pe un oarecare interval, daci pentru
orice doui valori ale argumentului de pe acest interval, valori mai mari
a argumentului ii corespunde valoarea mai mare a functiei.
Functia este numita descrescitoare pe un oarecare interval, daci pentru
orice doud valori ale argumentului de pe acest interval, valorii mai mari
a argumentului ii corespunde valoarea mai mici a functiei.

Construirea graficului functiei y = kf (x)
Graficul functiei y = kf (x) poate fi obtinut din graficul functieiy = f (x)

in urma extinderii de % ori de la axa absciselor, daci k> 1, sau in rezul-

e 1 . . <
tatul comprimairii de 5 Ori spre axa absciselor, daci 0<k<1.

Construirea graficului functiei y = f (x) + b

Graficul functiei y = f (x) + b poate fi obtinut in urma translatiei graficul
functiei y = f (x) de-a lungul axei ordonatelor cu b unititi in sus, daci
b>0, sau cu —b unititi in jos, dacd b<0.
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150 § 2. FUNCTIA PATRATA

Construirea graficului functiei y = f (x + a)

Graficul functieiy = f (x + @) poate fi obtinut in urma translatiei graficul
functieiy = f (x) de-a lungul axei absciselor cu @ unititi spre stinga, daci
a>0, sau cu —a unititi spre dreapta, daci a<0.

Functia patrata

Functia, ce poate fi reprezentati prin formula y = ax* + bx + ¢, in care
x — variabila independentd, a, b si ¢ — oarecare numere, dintre care
a # 0, se numeste functie patrata.

Inegalitati patrate
Inegalititile de forma ax? + bx + ¢>0, ax® + bx + ¢<0, ax® +bx +¢ >0,

ax® +bx +¢<0, in care x — variabila, @, b si ¢ — oarecare numere, din

care @ # 0, se numesc inegalititi patrate.

Plasarea schematica a parabolei y = ax® + bx + ¢ in referinta cu axa
absciselor

D>0 D=0 D<0

a>0

Xo

<§<
o
<Y
K

=Y

X0

a<0 x

]RY

\
Ry
/l\§<
]Y
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SIRURI NUMERICE

e Veti cunoaste asa notiuni noi, cum ar fi sirul numeric, termenul de rangul n al
sirului, progresiile aritmetice si geometrice, siruri finite si infinite; veti afla, prin
ce metode pot fi definite sirurile.

e \Veti invata a calcula termenii progresiei, a calcula suma primilor n
termeni ai progresiei.

Siruri numerice

Deseori in viata de zi cu zi intilnim obiecte, cu care e mai usor a avea
de-a face, daci aceste obiecte sint apriori numerotate. De exemplu numere
de ordine au lunile si cvartalele anului, zilele siptimanii, intririle si locuintele
blocului locativ, vagoanele trenului, si chiar fiecare elev din clasa voastri are
numir de ordine in catalog.

Obiectele, numerotate consecutiv cu numere naturale 1, 2, 3, ..., n, ...,
formeazi siruri.

Astfel, poate fi vorba despre sirul de pagini din carte, de litere din cuvint,
de etaje la cladire etc.

Obiectele, ce formeazi sirul, se numesc termeni ai sirului. Fiecare termen
are propriul numir. De exemplu, ianuarie - este primul termen al sirului de
luni ale anului, numirul 3 — al doilea termen in sirul de numere prime. In
genere, dacd termenul sirului are numairul 7, termenul este numit termen
de rangul n al sirului.

Daci termenii sirului sunt numere, un astfel de sir este numit sir numeric.

Vom da exemple de siruri numerice.

1,2, 3, 4, 5, ... —sirul de numere naturale;

2, 4, 6, 8, 10, ... — sirul de numere pare;

0,3; 0,33; 0,333; ... — sirul de aproximatii ale fractiei %;
19, 38, 57, 76, 95 — sirul de numere cu numere de doui cifre divi-
dente la 19;

-1, -2, -3, —4, -5, ... — sirul de numere intregi negative.
Mai departe vor fi studiate doar siruri numerice.
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152 § 3. SIRURI NUMERICE

Sirurile pot fi finite si infinite. De exemplu, sirul de numere naturale
pare — este sir infinit, iar sirul de numere cu doui cifre, divizibile la 19, —
este sir finit.

Pentru notarea termenilor sirului sunt folosite litere cu rang:

Qs Qgy Ugy eeey Oy ee «

Rangul determind numirul de ordine al termenului sirului. Pentru
notarea a insisi sirului este folositi notatia (a,). De exemplu, daci
(p,) — este sirul numerelor simple, atuncip, = 2, p, =3, p3=5,p, =17,
ps =11 etc.

Sirul este considerat definit, dacd orice termen poate fi determinat de
rangul sau.

Vom cunoaste principalele metode de definitie ale sirurilor.

Vom studia un sir, in care primul termen este egal cu 1, iar fiecare urmitor
termen este cu 3 mai mare decat precedentul. Aceasti metodi de definitie
a sirului este numitd definitie prin descriere. Metoda poate fi ilustratd cu
ajutorul notatiei cu trei puncte, fiind scrise primii citiva termeni in ordine
de crestere a rangurilor:

1,4,7, 10,13, 16, 19, ....

Aceastd notatie poate fi aplicatd, daci este clar, ce fel de numere trebuiesc
scrise in loc de trei puncte.

De exemplu, in sirul dat e clar, cd dupd numirul 19 va fi scris nu-
mirul 22.

Daci sirul e finit, el poate fi definit prin tabeld. De exemplu, in tabela
dati e reprezentat sirul de cuburi al numerelor naturale cu o singuri cifri:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 8 27 64 125 | 216 | 343 | 512 | 729

a

n

Sirurile pot fi definite prin intermediul formulelor. De exemplu, egalitatea
X, = 2", in care variabila n primeste toate valorile naturale, defineste sirul
(x,) de puteri naturale ale numirului 2:
2,4,8,16,32, ....

In asemenea cazuri se spune, ci sirul e definit prin formula termenului
de rangul 7 al sirului.
)
Analizim citeva exemple.
Formula a, = 2n — 1 defineste sirul de numere naturale impare:

1,3,5,7,9, ...

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



15. Siruri numerice 153

Formula y, = (—1)" defineste sirul (y,), in care toti termenii cu ranguri

impare sunt egali cu —1, iar termenii cu ranguri pare sunt egali cu 1:
1,1,-1,1,-1, ...

Formula ¢, = 7 defineste sirul (c,), in care toti termenii sunt egali cu

numirul 7:
007,

Metodele prezentate de definire ale sirurilor ne permit s observim relatia
dintre notiunea de “functie” si “sir”.

Studiem functia y = f (x), domeniu de definitie al cireia este multimea
numerelor naturale sau multimea primelor n numere naturale. Atunci

functia f defineste un sir infinit £ (1), £ (2), ..., f (), ... sau un sir finit f (1),
[ @), ... f ().

De exemplu, daci functia £, domeniul de definitie al cireia este multimea
numerelor naturale, este definitd prin formula f (x) = x%, aceastd functie va
defini sirul de pétrate ale numerelor naturale:

1,4,9,16, 25, ... .

Deseori sirul este definit printr-o reguld, care permite calcularea urma-
torului termen, daci este cunoscut precedentul.

Analizim sirul (a,), in care primul termen este egal cu 1, iar fieca-
re termen urmitor este de 3 ori mai mare, decit termenul precedent.
Obtinem:

1,3,9,27, 81, ...

Acest sir poate fi de asemenea definit prin conditiile:

a,=1,a,,,=3a,.

Aceste egalititi aratd primul termen al sirului si regula, aplicarea cireia
permite calcularea termenului urmitor pe baza termenului curent:

a; =1,
a, = 3a, = 3,
as;=3a,=9,
a, = 3a; =27,
etc.

Formula, care exprimi termenul succesiv al sirului prin unul sau cativa
termeni precedenti, este numiti formula recurenta (din latind, recurro —a
se intoarce). In exemplul demonstrat aceasta este formula @, ; = 3a,.
Conditiile, care determind primul sau primii cativa termeni, sint numite
conditii initiale. In exemplul analizat conditia initiald — este egalitatea
a, = 1.

Metoda de definire a sirului cu ajutorul conditiilor initiale si a formulei
recurente este numiti metoda recurenta de definire a sirului.
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154 § 3. SIRURI NUMERICE

In metoda recurenti de definire a sirului primul sau primii cativa termeni
sunt determinati, iar ceilalti termeni sunt calculati consecutiv. Din acest punct
de vedere metoda de definire a sirului prin formula termenului de rangul
n pare mai comodi: cu ajutorul ei poate fi direct calculat orice termen al
sirului, fiind cunoscut doar rangul lui.

EXEMPLUL = Exemplu. Sirul (c,) este definit prin formula termenului
de rangul n: ¢, = 37 — 3n. Este oare termen al acestui sir numirul: 1) 19;
2) —7? In caz de rispuns afirmativ, aflati rangul termenului respectiv.

Rezolvare. 1) Daci numirul 19 este termen al sirului dat, atunci existd
un asa numdr natural n, pentru care este corecti egalitatea 37 — 3n = 19.
De aici 3n = 18; n = 6. In asa fel, numirul 19 este al saselea termen al
sirului (c,).

2) Obtinem: 37 —3n=-7;3n=44; n = 142. Deoarece numirul 14;

nu este numdr natural, numarul —7 nu este termen al acestui sir.

Rdéspuns: 1) Da, n = 6; 2) nu. <

‘)
1 1. Ceformeaza obiectele, numerotate consecutiv cu numere naturale?
2. Cum se numesc obiectele, care formeaza sirul?

3. Cum este numit termenul sirului, ce are numarul de ordine n?

4. Care sir este numit sir numeric?

5. In ce cazuri sirul este considerat ca definit?

6. Ce metode de definire ale sirurilor cunoasteti?

7. Explicati, ce este formula termenului de rangul n al sirului.

8. Care este relatia dintre notiunea “functia”si “sirul”?

9. Explicati ce este formula recurenta.

I EXERCITII

15.1.° Scrieti in ordine ascendentd primii cinci termeni ai sirului:
1) numerelor cu doui cifre, divizibile la 4;
2) fractiilor improprii cu numdritorul 11;
3) numerelor naturale, ce formeazi la impirtire restul 5.
Aritati, finite sau infinite sunt aceste siruri.
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15. Siruri numerice 155

15.2.° Sirul (a,) este sirul numerelor cu trei cifre, dividente la 5, aranjate
in ordine ascendentd. Completati tabela:

n 1 2 3 4 5 6

a

n

15.3.° Aflati primele patru termeni ai sirului (@,), definit prin formula
termenului de rangul n:

1)a,=n+4; 2) a,=4n — 3; 3) a, =

n 2"
; 4 =—.
n’® +1 ) 4 n
15.4.° Aflati al doilea, al saptelea termen si termenul de rangul 100 ai sirului
(b,), definit prin formula termenului de rangul n:

Do =20 9p,=5-2n; 3)b,=n2+2n; 4)b,=(1)"
n

15.5.° Sirul (c,) este definit prin formula termenului de rangul n: ¢, = (-1)
. 5. Aflati:
D cy; 2) ey 3) Cops 4) Copi1; D) Cppo

15.6.° Sirul (x,) este definit prin formula termenului de rangul n:
x, = 3n + 1. Aflati:
1) xi; 2) x7; 3) Xgp; 4) %300, 5) x4, 1.

15.7.° Aflati primii cinci termeni ai sirului (a,,), daci:
1) a1:4? an+1:an+ 3’
2) a, = _2> a, = 6’ Q, 9= 3an + -
15.8.° Aflati primii cinci termeni ai sirului (b,), daci:
1) b, =18, b,,, = -%ﬂ;
2) bl = _]-a bz = 2’ bn+2 = br% + 2bn+1'
15.9.° Sirul (a,) este definit prin formula termenului de rangul n:

a, =Tn + 2. Este oare termen al acestui sir numirul: 1) 23; 2) 149;
3) 47? In caz de rispuns afirmativ, calculati rangul termenului respectiv.

15.10.° Sirul (b,) este definit prin formula termenului de rangul n:
f)n = n? — 4. Este oare termen al acestui sir numirul: 1) 5; 2) 16; 3) 777
In caz de raspuns afirmativ, calculati rangul termenului respectiv.

15.11.° Cati termeni negativi contine sirul (x,), definit prin formula ter-
menului de rangul n.: x,, = 6n — 50?
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156 § 3. SIRURI NUMERICE

15.12." Aflati rangul primului termen negativ al sirului (y,), definit prin
formula termenului de rangul n: y, = 38 — 3n.

15.13.” Sirul (a,) este definit prin formula termenului de rangul n:
a, =n*— 3n — 8. Aflati rangurile termenilor acestui sir, valoarea cirora
este mai mici decat 10.

15.14.” Sirul (b,) este definit prin formula termenului de rangul n: b, = —n” +
+ 15n — 20. Cati termeni ai acestui sir sunt mai mari decat 16?

15.15.” Alegeti una din formulele posibile ale termenului de rangul n al
sirului, primii termeni ai ciruia sint numerele:

1,4,9,25,..; 3)0, L 2 3 4 .
2 3 4 b
2)5,8, 11, 14, 17, .. 40,2,0,2,0, ...

15.16.” Alegeti una din formulele posibile ale termenului de rangul 7 al
sirului, primii termeni ai ciruia sunt numerele:
1 1 1 1 1

1) 2,9, 28, 65, 126, ...; 2=, = = =, =, ...
26 12 20 30

I EXERCITII PENTRU REPETARE

15.17. Reduceti fractia:
2

1) 3x —7x+2; 2) 5xy—25x—2y+2.
2-6x 10x” —9x + 2
15.18. Aflati domeniul de definitie al functiei:

V2 —-x V6 —5x — x?

Dy-= ; 2) y=——7-—".
x+2 x—1
15.19. Graficul functiei pitrate este parabola cu varful in originea sistemu-

. . 1 .. .
lui de coordonate, ce trece prin punctul A (—1; —Zj Definiti aceasti

functie prin formuli.

15.20. Un lucritor a programat si confectioneze intr-un oarecare timp
160 de piese. Dar a terminat lucrul cu 2 ore mai devreme de timpul
programat, deoarece a confectionat cu 12 piese pe ord mai mult decit
au fost programate. Cite piese a confectionat lucritorul in fiecare ord?

15.21. Apa de mare contine 5 % de sare. Ce cantitate de api potabild tre-
bue adiugati la 40 kg de api de mare, ca concentratia de sare si devini
egald cu 2 %?
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Destpre iepuri, floarea soarelui, conuri de pin si sectiunea de aur 157

15.22. In prima zi un biiat a citit 25 % din toatd cartea, in a doua zi —
75 % din paginile rimase, iar in a treia zi — restul de 84 de pagini. Cate
pagini are cartear

l INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

15.23. Fie datd functia pitratd y = x> + px + ¢, in care p + ¢ = 5.
Demonstrati, cd parabolele, ce sint grafice ale acestor functii, se inter-
secteazd in acelas punct.

Destpre iepuri, floarea soarelui, @
conuri de pin si sectiunea de aur ,

Vom studia sirul (%,), definit recurent prin relatiile:
Uy = U= 1, Uiy T Uiy T U

Scriem cativa din primii termeni ai acestui sir:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ....

Termenii acestui sir sunt numite numerele lui Fibonacci. Denumirea
aceasta este provocati de faptul, ci matematecianul italian Leonardo de Pizza
(Fibonacci), rezolvind problema populari in secolul XII despre numirul de
urmasi ai unui cuplu de iepuri, a atras atentia asupra proprietitilor excelente
ale acestui sir. In aceastd problemi numirul de urmasi se mirea in urmitorul
tel: fiecare pereche maturi de epuri in fiecare luni naste o pereche de iepurasi,
care peste o luni si ei incep a da urmasi. Pe figura 15.1 numairul de iepurasi
corespunde numerelor lui Fibonacci.

Numerele lui Fibonacci pot fi intélnite in diferite situatii. Imaginati-vi,
ca vi deplasati pe o pistd, acoperitd cu un rand de plite pitrate, pisind de
fiecare dati pe plita urmitoare sau peste o pliti. Atunci numirul de metode

Leonardo de Pizza (Fibonacci)
(secolul 12-13)

Matematecian italian. Calatorind prin tarile din Orient, a
studiat realizarile matematecienilor arabi si a popularizat
aceste cunostinte in Europa. Lucrdrile lui de baza: “Liber
Abaci”(1202) - un tractat despre aritmetica si algebra,
“Practica Geometriae” (1220) au initializat aplicarea meto-
delor algebrice in geometrie.
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158 § 3. SIRURI NUMERICE

Fig. 15.1

de trecere a pistei de n plite este egald cu termenul de rangul 7 in sirul lui
Fibonacci ( verificati de sinestititor, de exemplu pentru cazul n = 8).

Chiar si multe fenomene naturale sunt legate de numerele lui Fibonacci.

Daci veti privi semintele din piliria de floarea soarelui sau romaniti,
puteti observa, ci semintele sunt plasate in formi de douid familii de
spirale, ce se incovoaie in directii opuse. Numirul de spirale in aceste
familii sunt termeni vecini in sirul lui Fibonacci. De obicei, in floarea
soarelui aceste numere sunt 34 si 55, dar pot fi intalnite si gigante cu 89
si 144 de spirale. O structuri similari poate fi observati si la conurile de
pin. Acelas fenomen' este observat la ananasi, unde numirul de spirale,
de reguli, este de 8si 13.

Daci in sirul lui Fibonacci pentru fiecare numir natural 7 va fi calculat

raportul u"—”, se va obtine sirul 1; 2; 1,5; 1,(6); 1,6; 1,625; 1,(615384);

1,61(904761); ... .

! In botanici asa o compozitie de familii de spirale este numiti filotaxis.
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tot mai putin se deosebesc de numirul = 1,618.

Inci in anticitate acest numir se referea la conceptia de frumusete si
armonie. Sculptorii greci cunosteau bine corespunderea proportiilor corecte
ale corpului omenesc acestui numir magic. Si nu in zadar mesterii antici
il foloseau la crearea operelor nemuritoare. Asa, raportul dintre lungimea
Partenonului si iniltimea lui aproximativ este egald cu 1,618. Geniul epocii
Renesansului Leonardo da Vinci considera, ci dintre multe proportii, folosite
de Creator, existd una, unici si nerepetati. Aceastd proportie a fost numiti
de el “sectiunea de aur”.

Invitatul francez Jacques Binet (1786—1856) a exprimat formula terme-
nului de rangul 7 a sirului lui Fibonacci:

55
2 2
u, N .

Este greu de imaginat, ci aceastd formuld determind numere naturale.

Dar aceasta este intr-adevir aga.

Progresia aritmetica

Vom studia urmitoarele siruri:
2,7,12, 17, 22, 27, ..;
1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; ...;
3,1,-1,-3,-5, 17, ...

! Partenon — templu in Athena, construit in sec. V pani la Cristos.
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160 § 3. SIRURI NUMERICE

Aceste siruri posedd urmitoarea particularitate: fiecare termen succesiv este
obtinut ca rezultat al adundrii la termenul precedent al unuia si aceluias numar.
Pentru primul sir acest numir este egal cu 5, pentru a doua acest numdr este
egal cu 0,5, pentru a treia acest numir este egal cu —2.

Cu astfel de siruri oamenii au avut de-a face inci din vremurile antice,
cand au avut nevoie si numere obiectele prin perechi, cite cinci, cite zece,
cu duzinele... Astfel de siruri sunt numite progresii aritmetice (din latini
progressio — miscare Inainte).

Definitie. Progresie aritmetica se numeste sirul, fiecare ter-
men al cireia, incepand cu al doilea, este egal cu termenul precedent, la
care este adunat unul si acelasi numar.

Numirul, care este egal cu diferenta dintre termenul succesiv si termenul
precedent, este numit ratie a progresiei aritmetice si este notat cu litera d
(prima literd a cuvantului latin differentia — diferenta).

In aga fel, daci (a,) — este progresie aritmetici cu ratia d, atunci

d=ay,—a,=a3— Ay = ay— a3 = ...,
adicd pentru orice numir natural 7 este corectd egalitatea a,,, — a, = d.
De aici
Q,41=a, +d.

Cu alte cuvinte, progresia aritmetici poate fi definitd recurent:

a,=a,a,.,=a,+d

In asa fel, pentru a defini o progresie aritmeticd, trebuiesc determinate primul
termen §i ratia.

Demonstrim citeva exemple.

Daci a, =2 si d =5, vom obtine progresia aritmeticd, prezentatd la
inceputul punctului:

2,7,12,17, 22, 27, ....

Daci a, = 1sid = 2, vom obtine progresia aritmeticd — sirul de numere

impare:
1,3,5,7,9,11, ...

Am dat exemple de progresii aritmetice, in care ratia este numar pozitiv.
Dar ratia progresiei aritmetice poate fi numir negativ sau chiar zero. Asa,
sirul 5, 5, 5, 5, ..., toti termenii cdruia sunt egali intre ei, este o progresie
aritmeticd ,in care @, = 5, d = 0.

Vom arita, cum poate fi definitd progresia aritmetici prin formula ter-
menului de rangul n.
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Din definitia progresiei aritmetice (a,) reiese:
=2, +d;
ay=a,+d=(a,+d) +d=a +de2;
a,=a;+d=(a, +de2) +d=a, +de3;
as=a,+d = (a, + dee3) + d = a, + dze4.

Aceste exemple ne permit si observim urmitoarea reguld pentru a obtine
un oarecare termen al progresiei aritmetice, la primul termen poate fi adunat
produsul ratiei d cu un numdr, ce este cu 1 mai mic decit rangul termenului
cautat. De aici, de exemplu ag=a, + d - 5, a; = a, + d - 6, si in genere

a,=a,+d((n-1)

Formula evidentiatd este numitid formula termenului de rangul n al
progresiei aritmetice.

Vom determina o proprietate importanti a termenilor progresiei arit-
metice (a,,).

Obtinem:
. a, +a
ay— Q= a3 — a,, de aici 2a, = a, + ag; a, = %
s a, +a
as — Ay = a, — a, de aici 2a; = a, + ag a, = %.

In genere, pentru orice numir natural n, mai mare ca 1, poate fi scris:
a,—a, ;=a,,, —a,, din care reiese

_ a4, 1 + @1
a, = —2

Orice termen al progresiei aritmetice, in afard de primul (;i ultimul, daca
progresia este finitd), este egal cu media aritmeticd a doi termeni vecini.

EXEMPLUL Demonstrati, cid sirul (a,,), definit prin formula termenului
de rangul n: a, = 9n — 2, este o progresie aritmetici.

Rezolvare. Calculim diferenta dintre doi termeni arbitrari succesivi
ai sirului.

2,,,-2,=9(n+1)-2-Un-2)=9n+9-2-9n+2=9.

In asa fel, pentru orice numir natural n este corecti egalitatea
a,.1=a,+9, adicd fiecare termen al sirului dat, incepand cu al doilea,
este egal cu termenul precedent, la care este adunat unul si acelasi numir 9.
Astfel, sirul dat este o progresie aritmetici. <«
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162 § 3. SIRURI NUMERICE

. Care sir este numit progresie aritmetica?

. Care numar este numit ratie al progresiei aritmetice? Cum este notat acest
numar?

N =

. Ce trebuie determinat, pentru ca progresia aritmetica sa fie definita?
. Cum poate fi definitd recurent progresia aritmetica?
. Ce forma are formula termenului de rangul n al progresiei aritmetice?

. Care este relatia dintre oricare termen al progresiei aritmetice si termenii
vecini?

O Ul AW

I EXERCITII

16.1.° Dintre sirurile date aritati progresiile aritmetice:
1) 3,-6, 12, -24; 3) 5, 10, 5, 10; 5) -5, -3, -1, 1;
2) 4, 8, 12, 16; 4) 42, 39, 36, 33;  6) 1,2; 1,3; 1,5; 1,6.
16.2.° Este oare sirul progresie aritmeticd (in caz de rispuns afirmativ,
calculati ratia):

1) 24,22, 20,18, 2)16,17,19,23; 3)-3,2, 7, 12?

16.3.° Aflati primii patru termeni ai progresiei aritmetice, in care primul
termen este egal cu 1,2, iar ratia este egald cu —0,3.

16.4.° Primul termen al progresiei aritmetice este egal cu —7,4, iar ratia
este egald cu 1,8. Aflati primii cinci termeni ai progresiei.

16.5.° Primul termen al progresiei aritmetice (a,) este egal cu 4, iar ratia
este egald cu 0,4. Aflati: 1) ay; 2) a,; 3) @g,.

16.6.° Primul termen al progresiei aritmetice (a,) este egal cu 17, iar ratia
este egald cu —2. Aflati: 1) a,; 2) @455 3) Ay,

16.7.° Aflati ratia si termenul de rangul 201 ai progresiei aritmetice 2,6;
2,9; 3,2; ...

16.8.° Cu ce este egalid ratia progresiei aritmetice (a,), daci az=—2,
a,=6?

16.9.° Aflati ratia progresiei aritmetice (a,), daci ag = 3, ay = —12.
16.10.° Aflati ratia progresiei aritmetice (x,), dacd x, = 2, xg = —47.

16.11.° Aflati primul termen al progresiei aritmetice (y,), daci y,; = 22,
iar ratia progresiei este d = 0,5.
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16.12.° Aflati formula termenului de rangul n al progresiei aritmetice:

1) -5,-7,-9, -11, ..; 3) a?, 2a?, 3a?, 4a?, ...;
2) 2, 21, 21, 21, el 4HYa+3,a+1,a-1,a-3, ...
6 3 2

16.13." Este oare termen al progresiei aritmetice (c,):
1) numirul 20,4, daci ¢, = 11,4, iar ratia progresiei este d = 0,6;
2) numirul 38, daci ¢, = 8, iar ratia progresiei este d = 1,47
In caz de rispuns afirmativ, calculati rangul acestui termen.

16.14." Aflati rangul termenului progresiei aritmetice 8,1; 8,5; 8,9; 9,3;
..., care este egal cu 13,7.

16.15." Aflati al doilea termen al progresiei aritmetice, daci primul si al
treilea termeni sunt egali respectiv cu —6 si 12.

16.16." Termenii de rangul opt si de rangul zece ai progresiei aritmetice
sint respectiv egali cu 3,5 si 2,7. Cu ce este egal termenul de rangul
noud al progresiei?

16.17." Aflati primul termen al progresiei aritmetice (b,), dacd b; = 11,
b, =-17.

16.18." Cu ce este egald ratia progresiei aritmetice (x,), daca x; =58,
X5 = 167

16.19.° Cum se va schimba ratia unei prigresii aritmetice finite, dac termenii
y )
progresiei vor fi permutati in ordine inversa?

16.20.° Citi termeni pozitivi contine progresia aritmetici 5,2; 4,9; 4,6; ...7

16.21." Care este rangul primului termen pozitiv al progresiei aritmetice
-10,2; -9,5; -8,8; ...?

16.22." Aflati primul termen negativ al progresiei aritmetice 7,2; 6,6; 6; ... .

16.23." Intre numerele —6 si 3 introduceti cinci numere in asa fel, ca ele,
impreund cu numerele date, si formeze o progresie aritmetici.

16.24." Care patru numere trebuiesc introduse intre numerele 4 si —5, ca
ele, impreund cu numerele date, si formeze o progresie aritmetica?

16.25.° Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,), daca:
1) a3+ a; =30 si ag + a,4 = 60;
2) a,+ a,, = 36si a - a,, = 340.
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16.26." Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,,), daci:
1) a5+ a,, =41sia,p+ ayy = 62;
2) a; + a;5 =—104 i a, - a; = —240.

16.27." In ce cazuri pentru termenii progresiei aritmetice este corecti ega-
litatea a,a, =a’?

16.28." Demonstrati, ci valorile expresiilor (a + b)?,

a® + b?% (a — b)? sunt termeni consecutivi ai progresiei b
aritmetice. a c
16.29.° Este oare corectd afirmatia: dacid lungimile unui -~

patrulater convex (fig. 16.1), luate in ordinea a, b, d
sic, formeazi o progresie aritmeticd, in acest patrulater Fig. 16.1
poate fi inscrisd o circumferinti?

16.30." Mirimile unghiurilor unui triunghi formeazi o progresie arit-
metici. Care este mirimea unghiulard a unghiului cu mirime medie
a triunghiului?

16.31." Este oare sirul (a,) progresie aritmeticd, daci sirul este definit prin
formula termenului de rangul n:
n
)a,=-6n+3; 2)a,=2n*-n; 3)a,=-2,8n; 4)a,= —1?
n+
In caz de raspuns afirmativ, calculati primul termen si ratia progresiei.

16.32.° Este oare sirul (a,) progresie aritmetici, daci sirul este definit prin
formula termenului de rangul n:
2n-1 1
1)a,=6+Tn; 2) a, = . ; 3) a, =—+2?
n
In caz de raspuns afirmativ, calculati primul termen si ratia progresiei.

16.33." Din progresia aritmetici au fost exclusi termenii cu ranguri impare.
Formeazi oare termenii rimasi o progresie aritmetica?

16.34." Sant date doui progresii aritmetice infinite. Dacd de la termenii
unei progresii vor fi scizuti termenii respectivi ai celei de-a doua progresii,
va f1 oare sirul obtinut progresie aritmetica?

16.35." Daci dintr-o progresie aritmeticd cu ratia diferitd de zero vor fi
exclusi termenii cu rangurile, divizibile la 3, va fi oare sirul obtinut pro-
gresie aritmetica?

16.36." Fiecare termen al progresiei aritmetice a fost inmultit cu 4. Va fi
oare sirul obtinut progresie aritmeticd?
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16.37." Demonstrati, cd numerele, ce sunt egale respectiv cu sumele unghiu-
rilor in triunghi, patrulater, pentagon etc., formeazi o progresie aritmetici.

16.38." Pentru care valoare a lui x valorile expresiilor x* — 4, 5x + 3 si 3x + 2
vor f1 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice? Aflati termenii
acestei progresii.

16.39.° Pentru care valoare a lui y valorile expresiilor y* + 1, y* +y
si 8y — 10 vor fi termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice? Aflati
termenii acestei progresii.

16.40.” Pentru care valoare a lui y valorile expresiilor y* — 2y, 3y + 5,
4y + 13 si 2y* —y + 25 vor fi termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice? Aflati termenii acestei progresii.

16.41.” Pentru care valoare a lui x valorile expresiilor 3x + 4, 2x + 3, x?
si 2x% + x vor fi termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice? Aflati
termenii acestei progresii.

16.42." Demonstrati, ci daci numerele @, b si ¢ — sunt trei termeni con-
secutivi ai unei progresii aritmetice, atunci:

1) a®> + 8bc = (2b + )%
2) %(a+b+c)3 =a’(b+c)+b*(a+c)+c’ (a+b).

16.43." Demonstrati, ci daci numerele pozitive @, b si ¢ — sant trei termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice, atunci:

1 1 2
+ = .
Va+b b+e a+e
% . . . .. 1 1 .1
16.44." Demonstrati, ca dacd valorile expresiilor . si sunt

b+c a+c’ a+b
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice, atunci si a®, b* si ¢ de
asemenea vor fi termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

16.45. Rezolvati sistemul de ecuatii:
1 x* —3y® = 46, x* -2y = -4,
x+y=6; x* +2y° =12.
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16.46. Care din inegalititile date este echivalenti cu inegalitatea —5x<10:
1) 5x<-10; 2) 10x>-20;  3) 10x<-20; 4) 5x>10?

16.47. Cu ce este egal cea mai mici solutie intreagd a inegalititii
3 (x—1)%2—3x (x — 5)>—-40?

16.48. Simplificati expresia:
1) (26 -254+696)-243; 2) (520 -6/10 +2+/40)-3 5.

16.49. Demonstrati, cd dacd un numir cu trei cifre este compus din cifre
identice, acest numir se divide la 37.

16.50. Un lucritor a avut de confectionat 216 piese intr-un oarecare timp.
Primele trei zile lucritorul si-a indeplinit norma zilnici, iar apoi a ineput a
confectiona zilnic cu 8 piese peste normi. Cu o zi inainte de termen deja
erau confectionate 232 de piese. Cite piese pe zi trebuia si confectioneze
lucritorul conform normei zilnice?

16.51. (Problema lui Bézour'.) Cineva a cumpirat un cal si peste cateva zile
l-a vandut cu 24 de pistoli. La vinzare a pierdem attea procente, cit a
si plitit, cumpirind calul. Intrebare: cu ce pret a cumpirat calul?

16.52. Aplicarea de noi tehnologii a permis reducerea timpului de
confectionare a unei piese de la 12 min pani la 10 min. Cu céte procente
va fi supraimplinit planul, daci norma de timp va riméine neschimbata?

Suma primilor n termeni
ai progresiei aritmetice

Fie datid progresia aritmeticd finitd a,, a,, s, ..., @, _s, @, _1, Q.
Notim suma termenilor acestei progresii prin S,,.
Obtinem:

S,=a,taytay+..ta, ,ta,  ta, (*)

Vom determina formula pentru calcularea acestei sume.
Vom analiza intéi o problemd, rezolvarea cireia ne va sugera, cum poate
fi obtinuta formula dorita.

! Etienne Bézout (1730-1783) — matematecian francez, principalele lucriri ale ciruia
se referd la algebri superioard. A fost profesor de matematici la scoala de marini, Corpul

%

Regal de artilerie. Autorul lucririi de sase volume “Curs de matematicd”.
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Vom analiza progesia aritmetica
1,2,3,..,98, 99, 100
si vom calcula suma termenilor acestei progresii.
Notim suma cdutatd prin doui expresii si adunim egalititile obtinute:

Sw= 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100
Sp= 100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
28,,= 101 + 101 + 101 + .. + 101 + 101 + 101

100 termeni

Obtinem: 28,,, =101-100; S, = 5050.

Se spune, cia remarcabilul matematician
german Carl Friedrich Gauf8 a inventat aceastd
rezolvare la varste de 5 ani.

Ne fom folosi de aceias metoda pentru calcu-
larea sumei (¥).

Vom scrie suma S, prin doud expresii. Intéi
scriem suma, primul termen al cireia este egal
cu @y, iar flecare termen succesiv se obtine din
termenul precedent prin adunarea ratiei d. Apoi
scriem suma, primul termen al cidreia este egal
cu @, iar fiecare termen succesiv se obtine din
termenul precedent prin sciderea ratiei d.

Obtinem:

S =a,+(@,+d)+ (@, +2d)+..+(a,+(n—-2)d) + (a, + (n—1) d),

S,=a,*(@,-d)+(@,-2d)+..+(,-n-2)d)+(@,~-Mn-1)d.

Adunand aceste egalititi, obtinem:

28,=(a,+a,) +(a,+a)+..+(a +a,)+(a+a,).

Expresia, scrisd in partea dreaptd a ultimei egalititi, este o sumi cu n
termeni, fiecare din ei fiind egal cu a, + a,,.

Atunci 2S, = (a, + a,) n, adicd

S

n

Carl Friedrich GauB
(1777-1855)

_a+a,

2

Egalitatea obtinuti este numiti formula sumei primilor n termeni ai
progresiei aritmetice.
Substituind in aceastd formuld expresia @, cu expresia @, + d (n — 1),

obtinem:
’ _a,t+a +d(n-1) "

2

S

n
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De aici
S,, _ 2a, +¢12(n—1) ‘n

Ultima formuli este foarte utild, daci sunt dati primul termen si ratia
progresiei.

EXEMPLUL "1 Aflati suma numerelor cu trei cifre, divizibile la 6.

Rezolvare. Aceste numere formiazi o progresie aritmeticd, primul te-
men al cireia este @, = 102, jarratiad = 6. Atuncia, =102 + 6 (n — 1) =
= 6n + 96. Aflim numirul de termeni ai acestei progresii. Deoarece
a, < 1000,numirul de termeni — este cea mai mare solutie naturald a
inegalititii 6n + 96<1000. Obtinem:

6n<904;

n <1502
R 3
In asa fel, n = 150. Acum calculim suma ciutati:

2102 (150 -1
S, = 2 102+6:(150-1) 1 54_ g5350.

82 350. «

EXEMPLUL "2 Suma primilor saptezeci si cinci de termeni ai progresiei
aritmetice este egald cu 450. Aflati termenul progresiei cu rangul treizeci
si opt.

Rezolvare. Fie, ci primul termen si ratia progresiei aritmetice sunt

respectiv egale cu @, si d. Atunci poate fi scris:

2a, +74d
S, - %.75 —T5(a, +37d )= 450.

Deoarece ay5 = @, + 37d, termenul ciutat este egal cu
ass =450: 75 =6.

Raspuns: 6. 4

‘)
7 1. Cum poate fi calculata suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice, daca
sunt cunoscuti primul si ultimul termen ai progresiei?
2. Cum poate fi calculata suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice, daca
sunt cunoscuti primul termen si ratia progresiei?
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I EXERCITII

17.1.° Cu ce este egald suma primilor sapte termeni ai progresiei aritmetice
(a,), daci a, =9 sia; =157

17.2.° Cu ce este egald suma primilor sase termeni ai progresiei aritmetice
(b,), dacd b, =19 si by = 14?

17.3.° Aflati suma primilor doisprezece termeni ai progresiei aritmetice,
incarea, =—6sid=4.

17.4.° Aflati suma primilor douizeci de termeni ai progresiei aritmetice
-8,—6,—4, ...

17.5.° Locurile in sectorul circului sunt distribuite in asa fel, c¢d in primul
rand sunt 6 locuri, iar in fiecare rand urmitor sunt cu 3 locuri mai mult
decit in cel precedent. Cite locuri sunt in sector, daci el are 16 rinduri?

17.6.° Dumitru a luat la biblioteci o carte. In prima zi el a citit 40 de pa-
gini, iar in fiecare urmitoare zi a citit cu 10 pagini mai mult, ca in ziua
precedentd. Cate pagini sunt in carte, dacd Dumitru a citit-o in 7 zile?

17.7.° Progresia aritmeticid (a,) este definitd prin formula termenului de
rangul n: @, = —4n + 1. Aflati suma primilor treizeci si doi de termeni
ai acestei progresii.

17.8.° Progresia aritmeticd (c,) este definitd prin formula termenului de
rangul n: ¢, = 5bn — 2. Aflati suma primilor douidzeci si sase de termeni
ai acestei progresii.

17.9." Aflati suma primilor doisprezece termeni ai progresiei aritmetice
(a,), daci:
1) a, =6, a, = 22; 2) ag =49, a,y="1.

17.10." Cu ce este egald suma primilor patruzeci de termeni ai progresiei
aritmetice (x,), daca xg =—14, x5, = —3?

17.11." Cite lovituri va efectua un ceasornic timp de o zi, dacd ceacornicul
efectueazi bitii la fiecare ceas intreg de la 1 pani la 12?

17.12.° Aflati suma primilor doudizeci si cinci de termeni ai progresiei
aritmetice (a,), daci a,, = 44, iar ratia d = 4.

17.13.° Aflati suma primilor douizeci de termeni ai progresiei aritmetice
(a,), daca ag+ ag—a;, =—17 si a; + @,y = 101.

17.14. Aflati suma primilor treizeci si trei de termeni ai progresiei arit-
metice (@,), dacd a5 + a5 + a5 = 33 i 45 — g — @y =—1.
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17.15." Pentru orice » suma primilor # termeni ai progresiei aritmetice
poate fi calculatd cu ajutorul formulei S, = 3n?* + 5n. Aflati primii trei
termeni ai acestei progresii.

17.16." Pentru orice 7 suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice
poate fi calculatd cu ajutorul formulei S, = 9n — 2n?. Aflati al saptelea
termen al acestei progresii.

17.17.° (Problema antici egipteand) O suti de misuri de pane trebuiesc
impdrtite intre cinci oameni in asa fel, ca al doilea sd obtini cu atéitea
misuri mai mult decit primul, cum al treilea — mai mult decat al doilea,
al patrulea — mai mult decat al treilea si al cicncilea — mai mult decit al
patrulea. In afari de aceasta, primii doi trebuie si obtini de 7 ori mai
putin, decat ultimii trei. Cate misuri de pane trebuie si obtini fiecare?

17.18." Cu ce este egald suma primelor n:
1) numere naturale; 2) numere impare?

17.19.° Cu ce este egald suma primelor n numere pare?

17.20.” Care numir natural este egal cu suma tuturor numerelor naturale
precedente?

17.21.” Aflati suma tuturor termenilor negativi ai progresiei aritmetice

-6,2; —5,9; —5,6; ... .

17.22.” Aflati suma tuturor termenilor pozitivi ai progresiei aritmetice

8,4;7,8;,7,2; ...

17.23.* Aflati suma tuturor numerelor naturale, care sunt divizibile la 5 si
nu depisesc valoarea de 240.

17.24.” Aflati suma tuturor numerelor naturale, care sunt divizibile la 4 si
sant mai mici decat 130.

17.25.” Aflati suma tuturor numerelor naturale, care sunt divizibile la 12
si sint mai mici decit 200.

17.26.* Aflati suma tuturor numerelor cu trei cifre, divizibile la 8.
17.27.” Aflati suma tuturor numerelor cu trei cifre, divizibile la 7.

17.28." Aflati ratia progresiei aritmetice, primul termen al cireia este egal
cu 8,5, iar suma primilor saisprezece termeni este egald cu 172?

17.29.” Aflati primul termen al progresiei aritmetice, ratia cireia este egald
cu —4, iar suma primilor noui termeni este egald cu —54.
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17.30.” Primul termen al progresiei aritmetice este egal cu —9, iar ratia este
egald cu 6. Cati din primii termeni ai progresiei sunt necesari, ca suma

lor si fie egald cu 960°?

17.31.” Care este cel mai mic numir de numere impare succesive, incepand
cu numirul 7, necesare pentru obtinerea unei sume mai mari ca 315?

17.32.” Poate fi suma a oarecare cinci termeni succesivi ai progresiei arit-
metice 3,7,11, ... egald cu 135? In caz de rispuns afirmativ, aflati acesti
termeni.

17.33.” Poate fi suma a oarecare patru termeni succesivi ai progresiei aritmeti-
ce 2,8,14,...egald cu 1767 In caz de rispuns afirmativ, aflati acesti termeni.

17.34." In timpul ciderii libere corpul in prima secundi parcurge distanta
de 4,9 m, iar in fiecare urmitoare secundi — cu 9,8 m mai mult decit in
secunda precedentd, ignorind rezistenta aerului. Aflati timpul ciderii
corpului de la iniltimea de 490 m (rezistenta aerului poate fi ignorati).

17.35.” Suma numerelor impare ale paginilor unei cirti este un numar
impar, mai mare ca 400 si mai mic ca 500. Cite pagini are cartea?

17.36.” Aflati suma termenilor progresiei aritmetice de la rangul opt pani
la rangul douidzeci si sase inclusiv, daci primul termen al progresiei este
egal cu 24, iar ratia progresiei este egald cu —8.

17.37.” Aflati suma termenilor progresiei aritmetice (x,) e la rangul zece
pani la rangul doudzeci si cinci inclusiv, dacd x; = =3 si xy; = 12.

17.38.* Suma primilor sase termeni ai progresiei aritmetice este egald cu 39,
iar suma primilor paisprezece termeni este egald cu —77. Aflati primul
termen si ratia progresiei.

17.39.” Primul termen al progresiei aritmetice este egal cu 100, iar suma

primilor sase termeni este de 5 ori mai mare decat suma urmitorilor sase
termeni. Cu ce este egald ratia progresiei?

17.40.” Ratia progresiei aritmetice este egald cu 28, iar suma primilor cinci
termeni este de 4 ori mai micd decat suma urmitorilor sase termeni. Cu
ce este egal primul termen al progresiei?

17.41.* Al doisprezecelea termen al progresiei aritmetice este egal cu 30.
Aflati suma primilor douidzeci si trei de termeni ai acestei progresii.

17.42.” Aflati suma primilor douidzeci de termeni ai progresiei aritmetice
(a,), dacd a; + a,y + a;y + a5 = 50.
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17.43.” Rezolvati ecuatia:
1)7+13+19+ ... +(6n+ 1) = 480, in care n — numir natural;
2) 5+ 8+ 11 +...+x =124, in care x — numir natural.

17.44.” Rezolvati ecuatia:
1)11+19+27+ ...+ (8n + 3) =470, in care n — numir natural;
2) 1 +5+9+...+x=0630, in care x — numir natural.

17.45.* Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice, in care media
aritmeticd a primilor n termeni pentru orice n este egald cu numirul
de termeni.

17.46." (Problema lui Hypsicles din Alexandria) Demonstrati, ¢ in progre-
sia aritmeticd cu un numir par de termeni, ce este alcituitd din numere
intregi, suma termenilor din a doua jumitate de progresie este mai mare
decit suma termenilor din prima jumitate de progresie cu un numdr, ce
este divizibil la patratul jumititii numarului de termeni.

17.47.” Demonstrati, ci dacd suma primilor 7 termeni ai sirului poate fi
calculatd prin formula S, = n? — 3n, acest sir este o progresie aritmetici.
Aflati primul termen si ratia acestei progresii.

17.48.” Aflati suma tuturor numerelor cu doui cifre, ce nu sunt divizibile
nici la 3 si nici la 5.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

17.49. Construiti graficul functiei:

Dy=x>—4x+4; 2) y=2x% + 8x + 8.

Folosind graficul construit, aflati domeniul valorilor, intervalele de crestere
si descrestere ale functiei.

17.50. Calculati:
3% 4° 5117 12°
1) =—; 2) —; 3 ; 4) —.
) 9% ) 8! ) 55° ) 18°
17.51. Pentru ce valoare a lui & graficele functiilor y = kx — 3 si y = x% se

intersecteazd intr-un punct cu abscisa egald cu —2?

17.52. Simplificati expresia:
0 Va Vo  a—e gy d-49 4+d +24
Jab  be d+12d +36 3d +21

! Hypsicles diAn Alexandria (secolul II de pani la Cristos) — inviitat antic grec,
autorul cirtii XIV a “Inceputului” lui Euclide.
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17.53. Un ciclist in fiecare minut parcurge o distantd cu 600 m mai mici
decit un motociclist, de acewa pentru un drum de 120 km ciclistul are
nevoie de 3 ori mai mult timp, decat motociclistul. Aflati viteza ciclistului.

17.54. O lucritoare poate broda un complect de servetele in 6 ore, iar a
doua —1in 4 ore. Dar daci ele vor lucra impreund, productivitatea muncii
a fiecirei lucritoare va spori cu 20 %. In cit timp pot broda ele complectul
de servetele, lucrand impreuni?

17.55. A fost amestecatd o solutie de 30 de procente de acid cu o solutie
de 10 procente si s-au obtinut 800 g de solutie de 15 procente. Cite
grame de fiecare solutie au fost folosite?

I iNSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

17.56. Aflati toate perechile de numere (x; y), care satisfac ecuatia

vl +1+4y* +1 =x% +y* + 2.

Progresia geometrica

Fie date sirurile:
1, 3,9, 27, 81, 243, ...,
2.1 11 1 1

"2 47 8 16
5;-0,5; 0,05; —0,005; 0,0005; ... .
Ele posedi urmitoarea particularitate: fiecare termen succesiv al sirului este
obtinut ca rezultat al inmultirii termenului precedent cu unul si acelas numar.
Pentru primul sir acest numar este egal cu 3, pentru a doua acest numar este

ceey

1 . <
egal cu 2 pentru a treia acest numir este egal cu —0,1.

Astfel de siruri putem intalni, de exemplu, in timpul studierii cresterii
coloniilor de bacterii, la estimarea lunari a sumei de bani pe contul bancar,
pus pe procente. Astfel de siruri sunt numite progresii geometrice.

Definitie. Progresie geometrica se numeste sirul cu primul
termen diferit de zero, fiecare termen al cireia, incepand cu al doilea, este
egal cu termenul precedent, inmultit cu unul si acelasi numir, diferit de zero.

Numirul, care este egal cu raportul dintre termenul succesiv si termenul
precedent, este numit ratie a progresiei geometrice si este notat cu litera q
(prima literd de la cuvéntul francez quotient - catul).
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In aga fel, daci (b,) — progresie geometrici cu ratia g, atunci

_b b b,

b b, b

ey

b
adicd pentru orice numir natural 7 este corecti egalitatea Z—” =q. De aici

n
se obtine formula recurenti b, , ; = b,q.
In asa fel, progresia geometricd poate fi definita recurent:

bl = b’ bn+1 = bnq

Cu alte cuvinte, pentru a defini o progresie geometrica trebuiesc deter-
minate primul termen si ratia.

Demonstrim cateva exemple.

Daci b, =1 si g = 3, se obtine progresia geometrici, prezentati la
inceputul punctului:

1,3, 9,27, 81,243, ... .

Daci b, = 2 si ¢ = 2, se obtine progresia geometrici, care este sirul de
puteri naturale ale numarului 2:

2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .

Atragem atentia, ci progresia geometrici cu ratia egald cu 1, este un sir,
in care toti termenii sunt identici. Asa, sirul 5, 5, 5, 5, ... este o progresie
geometricd , in care b, =5 si g = 1. Paralel, acest sir poate fi considerat
progresie aritmeticd, in care a; = 5 si d = 0 progresie aritmetici.

In genere, orice sir, toti termenii ciruia sant adentici si diferiti de zero,
este concomitent si progresie geometrici si progresie aritmeticd. Sirul 0, 0,
0, 0O, ..., cu toti termenii egali cu zero, e doar progresie aritmetica.

Vom arita, cum poate fi definiti progresia geometricd prin formula
termenului de rangul 7.

Din definitia progresiei geometrice reiese:

b,=b,q;
by =b,-q=(bq) q=bg%
b, =bs-q=(b,9°) q=bq’
b, =b,-q=(bq")q=bq".
Aceste exemple permit si observim urmitoare regularitate: pentru a

afla un oarecare termen al progresiei geometrice, poate fi inmultit primul
termen cu o putere, ce are baza g si o exponentd cu 1 mai micd decit
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rangul termenului ciutat. De aceea, de exemplu, by = b,9°, b; = b,q5,
si in genere

bn = blqn_ !

Egalitatea evidentiati este numiti formuli a termenului de rangul 7 al

progresiei geometrice.
Demonstrim o proprietate importantd a termenilor progresiei geome-

trice (b,).
Vom avea:
b, b.
2 =23 deundeb? =b, -by
bl b2
b. b
3 -1 deundeb? =b,-b,.
b2 b3

In genere, pentru orice numir natural n, mai mare ca 1, poate fi scris:
b b, ..
n_ =" De aici
b b

n-1 n

br? = bn—l - bn+1

Pitratul oricarui termen al progresiei geometrice, in afard de primul (gi
ultimul, dacd progresia este ﬁnitd), este egal cu produsul a doi termeni vecini.

; Daci toti termenii progresiei geometrice (b,) sunt pozitivi, egalitatea
b, =b, ,-b,., poate fi scrisd in urmitorul fel:

n
b,=\b, b,

In asa fel, fiecare termen al progresiei geometrice, in afari de primul
(si ultumul, dacil progresia este finitd), este egal cu media geometrici a doi
vecini ai sdi.

Fie date douai siruri.

Progresia aritmetici (a,), incare a, = 1, d = 2:

1,3,5,7,9,11, 13, 15,17, 19, 21, ....

Progresia geometrici (b,), in care b, =1, ¢ = 2:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .

In aceste progresii primii termeni sunt egali. La constructia ambelor
siruri participd acelas numir 2 (d = g = 2). In acelasi timp, comparand
termenii respectivi ai acestor siruri, observim, ci progresia geometrici “creste”
mult mai rapid, decit progresia aritmetici. De exemplu, in progresia arit-
meticd a,, =1+2-19 = 39, in cea geometrici b,, = 1-2'* =524 288.
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Vi este cunoscut, cd bacteriile se inmultesc prin divizare: o bacterie se
imparte in doud. Acum este clar, de ce numirul de bacterii creste atat de
rapid, daci bacteriile nimeresc intr-un mediu favorabil.

Posibil, la acest exemplu se referd fraza, pronuntati des, cind doresc si
accentuieze cresterea rapidi a unei oarecare mirimi, ci “creste in progresie
geometricd’.

EXEMPLUL [T In progresia geometrici (b,) cu ratia g :% aflati b,
daci b, = 3
81
Rezolvare. Deoarece by = b,q°, atunci

5
5 1 5
b =b,: 5=—:(—) = .3 =5-3=15.
1 =% "4 3) 3t
Raspuns: 15. 4

EXEMPLUL |2 Aflati al patrulea termen al progresiei geometrice (b,),
daci b, = 36, b, = 49.
Rezolvare. Din proprietatea progresiei geometrice b; = b,b,, de unde
b, = \Jb,b, =[36-49 =67 =42 sau b, = —b,b, = -42.
42 7

Daci b, = 42, ratia progresiecivafi ¢ =b, : b, = 366 daci b, = —42,
. 7
atunci ¢ = ——.
' X 7 7
Raspuns: b, =42, q = ra b,=-42, q= o <

EXEMPLUL '3 Aflati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,,),
dacd by + by =504 si b, — b; + by = 378.
Rezolvare. Fie q — ratia acestei progresii. Obtinem un sistem de doud
ecuatii cu doud variabile b, si q:
bg® +b,q° =504,
{blq3 -bq* +b,q° =38178.
Impirtim aparte pirtile stingi si partile drepte ale ecuatiilor sistemului:
b’ A+q®) 504
ba® A-q+q°) 378
Apoi obtinem:
b’ A+q)(-g+q*) 4,
ba'l-g+q") 3
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1+q 4,

q 3
4q = 3 + 3¢;
qg=3.
Substituind valoare g in prima ecuatie a sistemului, obtinem:
9b, + 243b, = 504, de aici 252b, = 504; b, = 2.
Raspuns: b,=2,q=3. 4

EXEMPLUL 4 Pentru care valoare a lui x valoarea expresiilor 3x, 7 — x
si b+ 7 vor fi termeni consecutivi ai unei progresii geometrice? Aflati
aceste numere.

Rezolvare. Daci valirile expresiilor 3x, 7 — x si bx + 7 sant termeni
consecutivi ai progresiei geometrice, pentru ele este corectd egalitatea
(7T—x)?2=3x(Bx+17).

De unde obtinem:

49 — 14x + x% = 1542 + 21x;
14x? + 35x — 49 = 0;
2x*+ bx—7=0;

7
x=1sau x =—.
2

Daci x = 1, vom obtine progresia geometrica: 3, 6, 12.
21 21 21

< 7 . . .
Daci x = —y vom obtine progresia geometrici: 5 3 g

7
Riaispuns: pentru x =1 avem: 3, 6, 12; pentru x :—5 avem: 5

21 21

, .
2 2
Analizim o problemi de aplicatie, care este des rezolvatd de lucritorii
bancari, si de cei, ce-si tin banii in banci sub procente.

<

EXEMPLUL "5 Fie, cd un client a depus in banci o sumi de 100 000
grn cu 10 % anuale. Ce sumi de bani va fi pe contul clientului peste
7 ani cu conditia, ci clientul acesti 7 ani nu va scoate bani de pe cont?

Rezolvare. Fie a,, — capitalul initial al clientului, adica

a, =100 000 grn.

Notim prin @y, @y, ..., @; uma de bani de pe contul clientului la finalul
primului, al doilea, ..., al saptelea an. Evident, ci sirul a,, @y, s, ..., a; este
o progresie geometricd, ratia cireia este 110 %, adici 1,1.
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Atunci
a, =a,-1,1" =100000-1,1" =194 871,71 (grn).
Raspuns: 194 871,71 grn. 4
In mod analogic este rzolvati aceasti problemi in caz general, daci
capitalul initial, egal cu @, este depus in baci cu dividente de p % anuale.
La finalul anului n vom avea:

a, :ao(1+ﬁ)

Formila obtinuti este numiti formula de procente compuse.

?

1. Care sir este numit progresie geometrica?

2. Care numadr este numit ratia progresiei geometrice?

3. Ce forma are formula termenului de rangul n al progresiei geometrice?
4. Ce relatie este intre trei termeni succesivi ai progresiei geometrice?

5. Ce forma are formula procentelor compuse? Explicati formula.

I EXERCITII

18.1.° Dintre sirurile date determinati progresiile geometrice, primul termen
si ratia acestor progresii:
1) 2, 6, 18, 36; 4) 81, 27,9, 3; 7) -9, -9, -9, -9;
92)4,8,16,32;  5)2 -2, 2 -2; 81,2 3,5

3) 10, 20, 30, 40;  6) —i, % “1,2. 942, 2, 242, 4.

18.2.° Al saselea termen al progresiei geometrice (b,) este egal cu 8, Iar
ratia este egald cu —4. Aflati al saptelea termen al progresiei.
18.3.° Aflati al saptelea termen al progresiei geometrice (b,), daci bg = 16,
iar ratia progresiei g = z
18.4.° Aflati ratia progresiei geometrice (b,), daci:
1)b,=6,b,=-3; 2)b;=-9,by=15; 3) b, =33, b,;=9?
18.5.° Aflati ratia progresiei geometrice (b,,), daci:
2 4
].) b12 = 24, b13 = 4, 2) b4 = —5, b5 = E.
18.6.° Cu ce este egal primul termen al progresiei geometrice (b,), dacid

. . . . 1
b, = 12, iar ratia progresiei ¢ = g?
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.. . 1. .
18.7.° Al saptelea termen al progresiei geometrice este egal cu 2 ar ratia

progresiei este egal cu 4. Aflati al saselea termen al progresiei.

18.8.° Aflati primii patru termeni ai progresiei geometrice (x,), daci
x, = 0,2, iar ratia progresiei q¢ = —5.

18.9.° Primul termen al progresiei geometrice este egal cu —%, iar ratia
este egald cu 3. Aflati primii cinci termeni ai progresiei.

18.10.°In progresia geometrici (y,) primul termen y, = 64, iar ratiag = —%.
Aflati: 1) y5; 2) ¥6; 3) V1o

18.11.° In progresia geometricd (c,) primul termen ¢, = 9, iar ratia
q =—1. Aflati: 1) cyy; 2) Cs.

. . . . 1 . .
18.12.° Primul termen al progresiei geometrice este b, = o5 & ratia

g =5. Aflati: 1) by; 2) b,.

T . .. . 1 1
18.13.° Aflati ratia si al cincilea termen al progresiei geometrice —, 36
1
PR

18.14.° Aflati ratia si al saselea termen ai progresiei geometrice 18, 12,
8, ...

18.15.° Demonstrati, cd daci sirul (x,) — este progresie geometricd, atunci
X3X13 = X5X11.

18.16.° Demonstrati, ci daci sirul (y,) — este progresie geometricd, atunci
YaYo1 = YVt

18.17.° Un client a depus la bancid 5000 grn cu 8 % anuale. Ce sumi de

bani va fi pe contul clientului peste trei ani?

18.18.° Cu patru ani in urmi uzina confectiona 10 000 unitati de confectie
pe an. Datoritd modernizatiei producerii si a cresterii productivititii
muncii uzina a reusit cresterea anuald a producerii cu 20 %. Cite unititi
de confectii vor fi produse in anul curent?

18.19.° Dupa doui reduceri consecutive a pretului cu 10 % o masi de birou
costd 2916 grn. Aflati pretul initial al mesei.

18.20.° Dupid doud miriri consecutive a pretului cu 25 % o lustrd costd

937 grn 50 cop. Aflati pretul initial al lustrei
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18.21.° Populatia orasului in ultimii doi ani a crecut de la 40 000 de locuitori
pani la 44 100. Aflati cresterea medie anuali in procente a populatiei
din acest oras.

18.22.° In urma a doui reduceri consecutive cu acelas numir de procente
pretul scaunului a scizut de la 800 grn pani la 578 grn. Cu cite procente
o fost redus pretul de fiecare dati?

18.23." Exprimati termenii bg, b5 si bg, ai progresiei geometrice (b,)
prin b; si ratia q.

18.24." Exprimati termenii ¢q, Cg $i €5 al progresiei geometrice (c,) prin
Cyy $iratia q.

18.25." Aflati ratia progresiei geometrice (b,), daci:

1) b, = % by = 64; 9) by = 75, by = 217.
18.26." Aflati primul termen al progresiei geometrice (c,), daci:
Doe = % far ratia g = ?; 9) ¢s = 100, ¢, = 100 000.

18.27." Numirul 486 este termen al progresiei geometrice 2, 6, 18, ... .
Aflati rangul acestui termen.

. < . . . 3
18.28." Numirul 96 este termen al progresiei geometrice .

A~
N | o

Aflati rangul acestui termen.

18.29." Care doud numere trebuiesc introduse intre numerele 6 si 750,
ca ele, impreuni cu numerele date, si formeze o progresie geometrici?

18.30." Care patru numere trebuiesc introduse intre numerele 0,5 si 16,
ca ele , impreuni cu numerele date, si formeze o progresie geometrici?

18.31.° Sirul (b,) este definit prin formula termenului de rangul n:
b, =5-4" % Este oare acest sir o progresie geometrici? In caz de rispuns

afirmativ, aflati primul termen si ratia progresiei.

18.32." Demonstrati, ci sirul (x,), definit prin formula termenului de
rangul n: x, = 7"*1, este o progresie geometrici, aflati primul termen
si ratia progresiei.

18.33.° Sirul (b,) este o progresie geometrici. Aflati:

1) b, daci b, =9, by = 25; 3) by, dacd bs =2, big=10.
2) by, dacd by =—3, by, =—12;
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18.34." Pentru care valoare a variabilei x numerele x, 3x si 18 vor fi termeni
consecutivi ai unei progresii geometrice?

18.35." Pentru care valoare a variabilei y numerele —1, 2y si —8 vor fi ter-
meni consecutivi ai unei progresii geometrice?

18.36." Al doilea termen al progresiei geometrice este egal cu 6. Aflati
produsul primilor trei termeni ale acestei progresii.

18.37." Al treilea termen al progresiei geometrice este egal cu 3. Aflati
produsul primilor cinci termeni ale acestei progresii.

18.38." Demonstrati, cd in progresia geome-
tricd produsul termenilor egal depirtati de
extremele progresiei, este egal cu produsul
termenilor extremi.

18.39." Intr-un triunghi echilateral cu latura
a consecutiv sunt inscrise triunghiuri in asa
tel, ci varfurile triunghiului consecutiv sunt
centre ale laturilor triunghiului precedent
(fig. 18.1). Demonstrati, ci perimetrele Fig. 18.1
acestor triunghiuri formeazi o progresie
geometricd si scrieti formula termenului de rangul n a acestei progresii.

18.40." Este oare progresie geometrici sirul:
1) 2—n, 2—2n’ 2—3n, 2—4n; 3) 2n’ 2n+1’ 2n+2, 2n+3‘)
2)2n, 2%, 27 o',
In caz de raspuns afirmativ, calculati ratia progresiei.
18.41. Sirul (b,) este progresie geometrici cu ratia g. Este oare progresie
geometricd sirul:

1) by, by, ..., by, _3; 3) by +by, by+ by, ..., 0, | +0b,;
1 1 1

2) 2b,, 2b,, ..., 2b 4) —, —, ..., —?
) 1» 2 ’ ) bl b2 b

n

ns

In caz de raspuns afirmativ, calculati ratia progresiei.

18.42.° Sirul (b,) este progresie geometrici cu ratia q. Este oare progresie
geometricd sirul:
}) b27 b47 teey b2n7 2) blb?n b2b4» b3b5» LAd) bn—an?

In caz de raspuns afirmativ, calculati ratia progresiei.

18.43.” Introduceti intre numerele 80 si 5 asa trei numere, ca ele, impreuni
cu numerele date, si formeze o progresie geometrici.
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18.44. Introduceti intre numerele 6 si 486 asa trei numere, ca ele, impreuni
cu numerele date, sd formeze o progresie geometrica.

18.45.” Aflati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,), daci:
56 . 14
2) b, +b, =35 # b, —b, +b, =5

18.46." Aflati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,), daci:
1) b,—b,=305sib,— by=24;
2) by —b;=T8siby+ b, + b;=—117.

18.47." Pentru care valoare a lui x valorile expresiilor 2 + 1, x + 5six + 11
vor f1 termeni consecutivi ai unei progresii geometrice? Aflati termenii
acestei progresii.

18.48.” Pentru care valoare a lui x valorile expresiilor x + 6, x + 2 si 3x — 4
vor f1 termeni consecutivi ai unei progresii geometrice? Aflati termenii
acestei progresii.

18.49.” Demonstrati, ci dacd termenii sirului (b,) sunt diferiti de zero si

pentru orice numir natural 7> 1 este corectd egalitatea b> =b, , b, |,

sirul (b,) este o progresie geometrici.

18.50.” Aflati progresia geometricd, ce contine sase termeni, daci suma
primilor trei termeni ai progresiei este egald cu 168, iar suma ultimilor
trei termeni este egald cu 21.

18.51.” Fie date trei numere pozitive, ce formeazi o progresie aritmetrici.
Suma lor este egald cu 21. Daci la aceste numere se va adiuga respectiv
2, 3 si 9, numerele obtinute vor forma o progresie geometricd. Aflati
aceste numere.

18.52.” Fie date trei numere, ce formeazi o progresie aritmetricd. Suma lor
este egald cu 30. Daci de la primul numir se va scidea 5, de la al doilea
se va sciddea 4, iar al treilea va rimane neschimbat, numerele obtinute
vor forma o progresie geometrici. Aflati aceste numere.

18.53.” Fie date trei numere, ce formeazid o progresie geometrici. Suma
lor este egali cu 65. Daci de la primul numir se va scadea 1, al doilea va
ramine neschimbat, iar de la al treilea se va scidea 19, numerele obtinute
vor forma o progresie aritmetici. Aflati aceste numere.

18.54.” Fie date trei numere, ce formeazi o progresie geometricd. Suma lor
este egald cu 26. Daci la aceste numere se va adduga respectiv 1, 6 si 3,
numerele obtinute vor forma o progresie aritmetici. Aflati aceste numere.
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I EXERCITII PENTRU REPETARE

18.55. Aflati valoarea expresiei:

7° 125° 32° 39°
D =5 2) —; 3) =0 4) 22
7 25 64 3% .13"
18.56. Transformati expresia in fractie:
2 1 -1 - -
1) N 3 : 2) a+ + a : c-7 c-3 .
x+y x-y a-4 a-6 c+1l c¢-5

18.57. Demonstrati identitatea:
( 2 ., 1-b 2 j-b2—2b+1_b—1_1
B4l B2 -b+1 b-1

4 b1 2
18.58. Demonstrati, ci valoarea expresiei este numdr rational:
J10 V10 2-v5 2445
1) - ;0 2) ——+——.
JV10+9-3 JVi0+9+3 245 2-+5

18.59. Trei lucritori au sipat cartofii in 2 zile, lucrand céte 8 ore pe zi. In
cate zile pot sipa aceeasi normi de cartofi 6 lucritori, muncind cite 6
ore pe zi, dacd productivitatea muncii la toti lucritorii este identici?

18.60. La un aliaj de cupru si zinc, ce continea cu 12 kg de cupru mai mult,
decit de zinc, au fost adiugate 6 kg de cupru. In urma acestui proces
continutul in procente de zinc din aliaj a scizut cu 5 %. Cite kilograme
de zinc si cite kilograme de cupru continea aliajul initial?

18.61. La un aliaj de magneziu si aluminiu, ce continea 12 kg de aluminiu,
au fost addugate 5 kg de magneziu, ca urmare continutul in procente
de magneziu din aliaj a crescut cu 20 %. Cite kilograme de magneziu
continea aliajul initial?

18.62. Un client a depus la banci o sumi de 4000 grn. In primul an la cont
au fost addugate oarecare procente anuale, iar in al doilea an procentele
bancare au crescut cu 4 %. La sfarsitul anului doi pe cont erau 4664 grn.
Care era norma de procente bancare in primul an?

18.63. Un client a depus la bancid o sumi de 10 000 grn. In primul an la cont
au fost addugate oarecare procente anuale, iar in al doilea an procentele
bancare au scizut cu 2 %. La sfarsitul anului doi pe cont erau 11 880 grn.
Care era norma de procente bancare in primul an?
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Cum pot fi evitate situatiile nedeterminate -
in problemele cu calcule procentuale

Problemele, in care este vorba de scimbarea normelor de procentare, pot
provoca complicatii. Exemplu tipic este problema 18.62, 18.63, in care este
vorba despre mirirea ( micsorarea) “procentelor bancare”. Cota bancard — este
o misurd, asimilard altor valori variabile — viteza, distanta, pretul si altele.
Unica deosebire consti in aceea, ci insdsi marimea este reprezentatd de ase-
menea in procente. De aceea situatia, in care merge vorba despre schimbarea
cotei bancare, permite concluzii neunanime. Compardm:

Modelul matemetic, ce

Cresterea pretului x Cresterea cotei bancare x ) -
> ) > descrie valoarea noul

Pretul a crescut Cota bancari a crescut
t . x+ 10
cu 10 grn cul0%
Pretul a crescut Cota bancari a crescut 1 1x
cul0% cul0% ’

Vedem, ci in cazul cotei bancare descrierile verbale pentru diferite modele
s-au dovedit a fi identice.

Pentru a evita tractiri neunanime, in economie si in alte domenii, unde
sunt prezente calcule procentuale, este folositd notiunea de “puncte pro-
centuale”.

Vom demonstra un exemplu.

In clasei a 9-a invati 100 de copii, din care 20 % la inceputul anului
au fost eminenti.

Daci vom spune, ci la finalul anului numarul de eminenti a crescut cu
5 %, aceastd frazi inseamnd, ¢i numdrul de eminenti (ce exprimi numirul
de persoane) s-a mirit cu 5 % din aceastd mirime. Numirul de eminenti
din clasd era de 20 de persoane; dupid ce numirul de eminenti s-a marit cu
5 %, numirul de eminenti a devenit de 21 de persoane.

Daci, totusi, dorim si spunem, ci indexul “20 %” s-a mdrit si acum a
devenit “25 %7, trebuie aplicate cuvintele “puncte procentuale” “la sfirsitul
anului numairul de eminenti a crescut cu 5 puncte procentuale”. La o asa
formulare numarul de eminenti la sfarsitul anului va fi de 25 de persoane.
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Acum putem refraza problemele dn ata fel ca si fie exclusi tractarea
necorectd.

18.62. Un client a depus la banci o sumi de 4000 grn. In primul an la cont
au fost addugate oarecare procente anuale, iar in al doilea an procentele
bancare au crescut cu 4 puncte procentuale. La sfarsitul anului doi pe
cont erau 4664 grn. Care era norma de procente bancare in primul an?

Suma primilor n termeni
ai progresiei geometrice

Fie dati o progresie geometricd finiti b,, b,, bs, ..., b,_ 1, b,.
Suma termenilor acestei progresii o notim prin S,
Vom avea:

S,=by,+by+by+...+b, ,+0, *)

Vom afla formula pentru calcularea acestei sume.

incepem cu o problemd, rezolvarea cireia ne va sugera, cum se obtine
formula ciutata.

Vom studia progresia geometricd 1, 2, 2%, ..., 262, 26 i vom calcula
suma termenilor ei Sg,:

Seu=1+2+22+ .. +202 426,
Inmultim ambele pirti ale egalitatii scrise cu ratia progresiei — numirul 2:
984, = 2+ 22 + ... + 262 + 269 4 964,
Calculim diferenta 2S5, — Sq,:
28, = 2+ 2+ P+ L+ 20+ 26
- Sp= 1+ 2 + 2+ 2 + .. + 20
2S,,—Su= -1+ 0 + 0+ 0 + .. + 0 + oo

De aici Sy, = 26 — 1.

Poate s vi apari intrebarea fireasci: de ce am ales ca exemplu anume
aceastd progresie 1, 2, 2%, ..., 262 2637

La aceasti progresie se referi o veche legendi. Inteleptul indian, care a
inventat focul de sah, a cerut pentru inventia sa De ma radja o recompensi,
la prima vedere, modestd: pentru prima celuld a tablei de sah un griunte
de grau, pentru a doua — 2 graunte de grau, pentru a treia — 4 si asa mai
departe — pentru fiecare urmitoare celuld de doud ori mai multe griunte,
decat pentru celula precedenti.

E clar cd numairul total de griunte, cerute de inventator, este egal cu

Se, =264 — 1.
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Bogatul radja a fost socat, cind i s-a sus, cd nu e capabil si satisfacd
dorinta “modesta”a inteleptului. Sensul constd in aceea, ci valoarea expresiei
264 — 1 este egal cu 18 446 744 073 709 551 615.

Ca si intelegem cit de imens este acest numdr, ne imaginim ci graul
este depozitat intr-un ambar cu suprafata de 12 hectare. Atunci iniltimea
ambarului va fi mai mare decit distanta de la Pimant pani la Soare.

Folosim metoda discutatd pentru a afla formula de calculare a sumei (¥).

Scriem egalitatea (*) in urmitoarea formi:

S,=by+b,g+b,g>+b,¢*+ ... +b,g" 2+ bg"

Inmultim ambele pirti ale egalititii cu g:

S,q=b,g+b,g>+ 0, +b,g* +...+b,g" ' + big".
Aflim diferenta S,q — S,

S,q = bg +bg>+ b+ ... +bg" +bq"
S,= b+ bqg+bg>+bg’+ ... +bqg!

Sq-S,=-b,+ 0+ 0 + 0 + ..+ 0 +bg"

De aici,

an - Sn= blqn - bl‘
In asafel S, (q—1)=0,(@"—1).
Pentru g # 1 obtinem:

_b(@" -1
q-1

S

n

Aceasti formuld este numitd formula sumei primilor n termeni ai pro-
gresiei geometrice cu ratia diferitd de 1.
Daci g = 1, toti termenii progresiei sunt egali cu primul termen. Atunci

S, =nb,.

EXEMPLUL | Pentru orice numdr natural n suma primilor n termeni ai
progresiei geometrice poate fi calculati cu formula S, = 10 (2" — 1). Aflati
primul termen si ratia acestei progresii.

Rezolvare. Fie by — primul termen al progresiei, ¢ — ratia progresiei.
Atuncib, =S, =102 -1)=10; b, + b, =S, =10 (22— 1) =30. De

aici by = 30 — b, = 20; q::—2=2.

1

Raspuns: b, =10,q=2. <
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? 1. Cum poate ficalculatd suma primilor n termeni ai progresiei geometrice cu ratia
diferita de unu?
2. Cu ce este egald suma primilor n termeni ai progresiei geometrice, ratia careia
este egala cu unu?

I EXERCITII

19.1.° Aflati suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (b,) cu
ratia g, daci:
1)b,=10,q=3,n=4;
2)b,=-4,q=-1,n=10;
3)b,=0,6,q=2,n=25;

4) b1:4757 q=§, n=87
5)b1=_9’ q:\/gs n:65
6) b, =8, q:—%, n=4.

19.2.° Aflati suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice (b,) cu ratia
q, daci:
1)b,=1,g=2,n=09;

2) b, = 15, q=§, n=3;
3) b, =18, q=—%, n=>5;

4) b, =4, g=—2, n=4.

19.3.° Aflati suma primilor cinci termeni ai progresiei geometrice:

1) 12, 72, 432, ... 9p L, 11
16 8 4
19.4.° Aflati suma primilor patru termeni ai progresiei geometrice:
1) -0,6; 3; —15; ...; 2) 56; 42; 31,5; ... .

19.5." Aflati suma primilor sase termeni ai progresiei geometrice (c,), daci:
1) ¢, = 216, iar ratia progresiei este ¢ = —3;
2) ¢, =5 \/5, c, =125 \/5, iar ratia progresiei este ¢>0.

19.6." Aflati suma primilor sapte termeni ai progresiei geometrice (x,),
daci x,= 24, x5 = 768.
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19.7.° Progresia geometrici (b,) este definitd prin formula termenului de
rangul n: b =10-38""". Aflati suma primilor cinci termeni ai progresiei.

19.8." Progresia geometricd (y,) este definitd prin formula termenului de

(_2)n+1
rangul n: y, = 0 Aflati suma primilor zece termeni ai progresiei.

. . .. . < 2 . ..
19.9.° Ratia progresiei geometrice este egald cu 3 Jarsuma primilor patru
termeni este egald cu 65. Aflati primul termen al progresiei.

19.10." Suma primilor trei termeni ai progresiei geometrice este egald cu
516, iar primul termen este egal cu 12. Aflati ratia progresiei.

19.11.° Suma termenilor unei progresii geometrice finite este egald cu 605.
Aflati numirul de termeni ai progresiei, dacd primul termen b, = 5, iar
ratia progresiei ¢ = 3.

19.12.° Bacteria, nimerind intr-un mediu favorabil, peste douidzeci de
minute se divide in doud bacterii, fiecare din ele peste 20 min se divide
din nou in douid si asa mai departe. Cite bacterii se formeazi dintr-o
bacterie in timp de o zi?

19.13.° Pentru orice 7 suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice
poate fi calculati prin formula S, = 4 (3" — 1). Aflati al treilea termen
al acestei progresii.

19.14.° Pentru orice n suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice

poate fi calculatd prin formula S, = 6[(—%) —1]. Aflati al patrulea

termen al acestei progresii.

19.15.” Aflati suma pitratelor primilor sase termeni ai progresiei geome-
trice, primul termen al ciireia este egal cu 2+/3, iar ratia este egali cu

V.

19.16.” Aflati suma cuburilor primilor patru termeni ai progresiei geome-
trice (b,), dacd b, = 3 si b, = —6.

19.17.” Demonstrati identitatea
ai—-1=(a-1@ '+a"2+..+a+1).

19.18.” Demonstrati identitatea
a*tt+l=(@+1)(@—-a'+..+ta>—a+1).
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19.19." Aflati numirul de termeni ai unei progresii geometrice finite, ratia
cireia ¢ = 3, ultimul termen c, = 162, iar suma tuturor termenilor

S, = 242.

I EXERCITII PENTRU REPETARE

19.20. Rezolvati sistemul de inegalititi:
3 {(x+2)(x—6)<(x+2)(x+1)+4,
2(6x-1)=27(2x —4);
x-1 x-2_x-3
92 5 1 ©
1-x>0,5x-5.
19.21. Aflati intervalul de crestere al functiei:
1) f (x) = 0,5x% — 3x + 4;
2) f (x) = —-3x% - 2x + 4.

19.22. Construiti graficul functiei:

1)y=—§+3; 3) y=- +3.
x x+3
6

2 =— ;

)y x+3

19.23. In prima zi doi lucritori au confectionat 90 de piese. In a doua zi
primul lucritor a confectionat cu 10 % de piese mai mult, iar al doilea
lucritor — cu 15 % de piese mai mult decat in prima zi. In total in a
doua zi au fost confectionate 101 piese. Cite piese a confectionat fiecare
lucritor in prima zi?

19.24. Simplificati expresia:

1) J(a-b)* +V16a”, daca a<0 si b>0;
2) J(x-y)* —y9y*, daca x>0 i y<O0.

19.25. Pretul unui costum a fost de 600 grn. Dupi o dubli reducere pretul
costumului a devenit de 432 grn, reducerea a doua in procente fiind
de doud ori mai mare decat prima reducere. Cu cite procente s-a ficut
reducerea de fiecare data?

19.26. O oarecare marfi costa 200 grn. Intai pretul marfei a fost ridicat
cu citeva procente, iar apoi coborit cu acelasi numar de procente, dupi
ce pretul a devenit de 192 grn. Cu cite procente de fiecare dati a fost
schimbat pretul marfei?
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I INSUSIM ACTIUNI NESTANDARTE

19.27. Pe plan sunt repartizate 100 de puncte. Se stie, ¢ prin fiecare patru
din ele trece graficul unei functii patrate. Demonstrati, cd toate aceste
100 de puncte apartin graficului unei functii patrate.

Sumarea @

Parelel cu fiecare sir a,, a,, as, ..., @,, ... poate fi studiat si urmitorul
sir (S,):

Sy =ay, Sy =a,+ay, S;=a; +ay +ag, ..,
S,=a,+ay,+..+a,, ...

Deducerea formulei pentru termenul de rangul n al sirului (S,) este
numiti sumare a primilor 7 termeni ai sirului (a,).

Deoarece cunoasteti formulele pentru calcularea sumei primilor 7 ter-
meni ai progresiei aritmetice si ai progresiei geometrice, prin aceasta sunteti
capabili sd sumati primii 7 termeni ai acestor siruri.

Cu ajutorul literei grecesti X (sigma) suma @, + @, + ... + @, este nota-

td in urmitorul fel: )’ a,.
k=1

De exemplu, 1* +22 +3* +...+n’ = Z k2
k=1
13+23+33+...+n3:2k3.
k-1

Unul din metodele eficiente de sumare este aplicarea formulelor deja

demonstrate.
3 9 25 2" n+1
EXEMPLUL 1 Aflatisuma —+—+—+...+ ———.
’ 2 4 8 2
2" k+1 1
Rezolvare. Avem: —k=k+?.

®C po

Suma dati poate fi scrisd in forma urmitoare:

(1+ll)+(2+l2)+(3+%)+...+(n+ij.

2 2 2 2"

(1+il)+(2+i2)+(3+i3)+...+(n+i)=
2 2 2 2"
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:(1+2+3+...+n)+(%+2i2+l+...+i):

2° 2"
2 2"
Inasafel Z 2! 2k+1 n(n2+1) +1—2in. |

EXEMPLUL 2 Aflatisuma 7+77+777+77...7.

—

n

Rezolvare. Deoarece 77...7=7-11...1, pentru rezolvarea insirci-
%,—/ \ﬁ,_/

n n

nirii este suficient sa calculim suma S, =1+11+111+...+11...1 sirezul-
—
n

tatil obtinut si-1 inmultim cu 7.
Avem:
10-1 10*°-1 10°-1 10" -1
S, = + + +...+ =
9 9 9 9

:%(10+102+...+10")—%(1+1+...+1):
—_

n

1.1000"-1) n_10(10"-1) n
9 10-1 9 81 9
70(10"-1) 7Tn

. 4

Suma ciutati este egald cu .

Daci pentru sirul dat (a@,) vom reusi si gisim un asa sir (b,), incat

n A
a,=b,.,—b, atuncisuma ) a, poate fi usor calculati. Intr-adevir, a,
k=1

+ady+ ... +a,=(by,—b,) + (by;—>b,) +(b,—by) + ... +
+(bn+1_bn):bn+1_b1'

EXEMPLUL 3 Aflatisuma1-11+2-21+3-3!+...+n-nl.

Rezolvare. Avem:
n-nl=(n+1)!-nl

Acum putem scrie:
3 kekl=(@1-10)+(B!-2) + (418D +...+ (n+ 1! -nl) = (n+1)! - 1. 4

k=1
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192 § 3. SIRURI NUMERICE

EXEMPLUL ' 4 Demonstrati, ci daci (a,) — este progresie aritmeticd
cu termeni diferiti de zero, atunci
1 1 1 n
+ +odt

a0,  Gyag 0,1 &0,

1 1 1 1 . .
_ [_ _ JE, unde d — ratia progresi-

Rezolvare. Avem:
a a

n n+l

ei. Atunci
1 1 1 1 131 1 131 1 1 1
+ ot =l ——— | =4 == =t ——— | ==
a,a a, a,)d \a, a,) d a, a,,) d

a,a, ayag @1

dla, a, a, a4 a, @,
a,.. - 9 +dn—a, n <
da,-a,,, da,-a,., 4a,
5 13 25 . 2n® +2n+1

i — ..
EXEMPLUL [5 Aflatisuma 5+ 5%357; n(nil)

Rezolvare. Avem:
2n® +2n+1 2 1)+1
n“+2n+l_ n(n+1)+ _9. 9 1.
n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l1

Atunci poate fi scris:
n 2
20 v2k+1 2+1—l +(2+l—lj+(2+l—lj+...+(2+l— 1 j=
2 2 3 3 4 n n+l

“ hkr1) 1
—op41-—t _n@r+3) o
n+1 n+1
I EXERCITII

5" k-1
1. Aflati suma Z T

noghrlog? 18k Byl
2. Aflati suma Z 3 .
k=1

3. Aflati suma

1) 9+99+999+...+99...9;
—_—

n

2) 5+55+555+...+55...5.
—

n
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4. Demonstrati, ci daci sirul (a,) — este progresie aritmeticid cu termeni

pozitivi, atunci

1 1 1 n
+ +oet = .
V& ++jay,  \Ja, +4Ja, Ja, +\/a,Hl Ja +\/az,Hl

5. Aflati suma:

1

Dot ottt ————;
15 5-9 9-13 (4n —7)(4n - 3)
3 7
—t—+ ;
1-2 2-3 3-4 n(n+1)

3 n
)— =t —t.t ;
21 31 4! (n+1)!

7 2n+1
)— —+—

..-+ﬁ.
4 36 144 n?(n+1)

6. Aflati suma:
1 1 1 1

Dy tost ot ——m———;
2-7 7-12 12-17 bn-3)(5n+2)
3 13 37 n®+n®+1
+iiit——m.
1-2 2-3 3-4 n(n+1)

13 n®+n+1
_ - T e

2)

7. Aflati suma: Z‘i W

1 1
-+ tooot———————.
8. Aflati suma: 755 3 9-3-4 n(n+1)(n+2)

9. Aflati suma: S, =1+2a+3a*+4a’+...+n-a""', unde a # 1.
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INSARCINAREA N2 4“VERIFICATI-VA CUNOSTINTELE” iN FORMA DE TESTE

1. Dintre sirurule date aritati progresia aritmetica.

A)6,9,12,13; O) 2, 8, 14, 21;
B) 2, 9, 16, 23; D) 2,9, 16, 21.
2. Care dintre sirurile date este progresie geometrici?
A) 3,6,9, 12; 0) 3, 6, 12, 24;
B) 3,5, 7, 14; D) 5, 8,12, 16.

3. Cu ce este egal al saselea termen al progresiei aritmetice, primul termen
al cireia este egal cu 12, iar ratia este egala cu 0,4?

A) 14,4; B) 14; C) 13,6; D) 13.
4. Aflati ratia progresiei aritmetice (a,), daci @, =7, a, = 5.
A) -2; B) 2; C) -12; D) 12.

5. Calculati suma primilor zece termeni ai progresiei aritmetice, primul
termen al cireia este a@; = —16, iar ratia d = 3.

A) -10; B) -15; C) —20; D) -25.
6. Aflati al patrulea termen al progresiei geometrice, primul termen al ci-

. 1 . .
reia este b, = Y iar ratia ¢ = —2.

A) -2; B) -1; 0O 1; D) 2.
7. Cu ce este egali ratia progresiei geometrice (b,), daci b, = 36, b, = 9?
A) i; B) 4; C) 27; D) —27.

8. Calculati suma primilor patru termeni ai progresiei geometrice, primul
termen al ciireia este b, = 2, iar ratia ¢ = 3.

A) 56; B) 80; C) 96; D) 192.

9. Aflati suma primilor cincisprezece termeni ai progresiei aritmetice (a,,),
definite prin formula termenului de rangul n: a, =—4n + 13.
A) -300; B) —285; C) —275; D) —250.

10. Care este rangul termenului progresiei aritmetice (@,), ce este egal cu
6,2, daci a, = 0,2, iar ratia d = 0,4?

A) 14; B) 15; C) 16; D) 17.

11. Cati termeni pozitivi contine progresia aritmetici (a,), dacd a, = 41
si a, = 387
A) 13; B) 14; C) 15; D) 16.
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12. Aflati ratia progresiei aritmetice (a,,), daci a; + a; = 28 si a, + a; = 24.
A) 4; B) 3; C) 2,5; D) 2.

13. Un client a depus la bancid 4000 grn cu 10 % anuale. Ce sumi de bani

va fi pe contul clientului peste 2 ani?

A) 4840 grn;  B) 4800 grn;  B) 4080 grn; D) 4440 grn.

14. Pretul dulapului a fost de 15 000 grn. Dupi doui reduceri consecutive de
pret cu acelas numar de procente pretul dulapului a devenit de 9600 grn.

Cu cite procente a fost redus pretul de fiecare dati?
A) 25 %; B) 10 %; C) 15 %; D) 20 %.

15.Aflati suma tuturor numerelor naturale, divizibile la 9 si mai mici de-
cat 120.
A) 810; B) 702; C) 819; D) 882.

16. Cu ce este egald suma primilor noui termeni ai progresiei aritmetice (a,,),
dacia, +a, + a,, = 187
A) 48; C) 72;
B) 54; D) calcularea este imposibila.

17. Pentru care valoare a lui x valorile expresiilor 7x — 8, 2x +11x+ 6
sunt termeni consecutivi ai progresiei aritmetice?
A) 1; C)-1;
B) 2; D) asa valoare nu exista.

18. Pentru care valoare pozitiva a lui x valorile expresiilor x + 1, 3x — 1
si 2x + 10 sunt termeni consecutivi ai progresiei geometrice?
A) 1,5; ) 3;

B) 4; D) asa valoare nu existi.
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196 § 3. SIRURI NUMERICE

I PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 3 i
[ ]
Sirul

Obiectele, numerotate consecutiv cu numerele naturale 1, 2, 3, ..., n,

..., formeazi un sir.

Progresia aritmetica
Sirul, fiecare termen al ciruia, incepand cu al doilea, este egal cu termenul

precedent, la care se adund unul si acelasi numir, este numit progresie
aritmeticd.

Formula termenului de rangul n al progresiei aritmetice
a,=a,+d(n-1)

Proprietatea termenilor progresiei aritmetice

Orice termen al progresiei aritmetice, in afard de primul ( si ultimul,
dacil progresia este finiti), este egal cu media aritmeticd a doi termeni
vecini cu el:

e B

2

a,

n
Formulele sumei primilor n termeni ai progresiei aritmetice
a, +a
Sn 1 "n, ;
2
2a, +d(n-1
S, =—— 2( ). n

Progresia geometrica

Progresie geometricd se numeste sirul cu primul termen diferit de zero,
in care fiecare termen, incepand cu al doilea, este egal cu termenul precedent,
inmultit cu unul si acelasi numir, diferit de zero.
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Principalul in paragraful 3 197

Formula termenului de rangul n al progresiei geometrice
b,=0b,g"""

Proprietatea termenilor progresiei geometrice

Pitratul oricirui termen al progresiei geometrice, in afard de primul ( si
ultimul, daci progresia este finitd), este egal cu produsul a doi termeni
vecini cu el:

b: = bn—lerl'
Formula sumei primilor n termeni ai progresiei geometrice
_b( " -1)

q-1

S,

n
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Exercitii pentru repetarea cursului
de algebra de clasa 9-a

20.1. Scrieti in formd de inegalitate afirmatia:
1) @ — numir pozitiv;
2) b — numir negativ
3) modulul numirului ¢ — numir nenegativ;
4) modulul sumei a doui numere rationale @ si b nu e mai mare decit
suma modulelor acestor numere.

20.2. Demonstrati inegalitatea:
1) 3a (a + 6)<(3a + 6)(a + 4);
2) (2b-1)(Bb+2)<(3b—1)(2b + 1);
3) 25m® +n® >10mn;
4) 2a® — 4a + 5>0;
5)x?+x+ 1>0;
6) 4y® -12>12y-21;
7) a®> +b* +2>2(a+0);
8) a®*+b* +c*+3>2(a+b+c);
9) 2a® + 5b% + 2ab + 1>0;
10) 2% + ¥ + 15>6x + 4y.
20.3. Demonstrati, ci este corectd inegalitatea:
1) a® -5>5a" —a, daci a>5;
2) b* +b5+2>0, daci b>—1;
3) ¢® +¢<3c?®+3, dacd c¢<3.

20.4. Se stie, ci a>3. Comparati cu zero valoarea expresiei:

1) 2a — 6; 4) (a—-3)(2—-a);
2) 15 — 5a; 5) 272,

a-1

-4

3) 2a — 4; 6) .

3-a

20.5. Se stie, ci b<2. Comparati cu zero valoarea expresiei:

1) 4b - 8; _—

2-b)(b-4)

2) (b—-2)* (b - 3);
20.6. Demonstrati, ci daci a>b>1, atunci
a?b + b% + a>ab* + a® + b.
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20. Exercitii pentru repetarea cursului de algebra de clasa 9-a 199

20.7. Demonstrati, ci daci a<b<2, atunci
a*b + 2b* + 4a<ab® + 2a* + 4b.

20.8. Comparati cu zero numirul a, daci:

1) 6a<b5a; 3) 9a>4a;
2) —2a<2a; 4) -37a>-3a.
20.9. Demonstrati, ci daci a>7 si b> 3, atunci:
1) 4a + b>31; 2) 10a + 3b>175.
20.10. Demonstrati, ci daci a>5 si b<—2, atunci:
1) 3a—-b>17; 2) 5b — 2a<-10.

20.11. Comparati, daci este posibil:
1) 4a + bsi 12, daci a>2 si b>5;
2) b—2asi 0, daci a>4si b<6;
3) b—3asil, daci a<65si b<0;
4) a—5bsi 1, daci a<12si b>2.

20.12. Numerele pozitive a, b, c si d satisfac conditiile a>b, d<bsic>a.

Aranjati in ordine ascendentd numerele l, l, ;1
a b ¢ d
20.13. Se stie, ci 5<a<8. Estimati valoarea expresiei:
1) 0,4a; 3) 2a + 1;
2) a—3; 4) -3a + 2.

20.14. Se stie, ci 3,1 <10 < 3,2. Estimati valoarea expresiei:
1) 24/10; 2) -410; 3) 310 -5.

20.15. Se stie, cd 3<m <4 si —3<n<-2. Estimati valoarea expresiei:

1) 2m + 3n; 3) —bm + 4n;
2) 0,2m — n; 4) m-".
n
20.16. Rezolvati inegalitatea:
’ 4-3x
1) 16-4n>8; 4) . <1
2) 10x>13x + 6; 5) 3x + 4<5x — 4;
3) 6x + 3>5x — 2; 6) 4x — 7>Tx — 6.

20.17. Aflati suma numerelor naturale, ce apartin domeniului de definitie
al functiei y =+/10-3x.

20.18. Fie dati functia f (x) = 3x + 12. Pentru care valori ale argumentului
functia va avea:
1) valori pozitive; 3) valori, ce apartin intervalului [—4; 7]?
2) valori negative;
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20.19. Alcituiti o inegalitate de tipul ax + b>0, in care x — variabila,
a si b — oarecare numere, pentru care multimea de solutii este:
1) intervalul (-8; +c0);
2) intervalul (-o0; —1,6);
3) multimea numerelor reale;
4) multimea vidi.
20.20. Aflati multimea de solutii ale inegalitatii:
1) @x-3<(@dx-1)(x—-2)+T;
2) (x-2)2+x)>2-(x+4)(1-x);

1- 2 1
3) e s ;
2 4

3x—37_9>7—2x+2x;
2 4

5x -3 S 3x+4 29
5 3 15
20.21. Cu ce este egali cea mai mici solutie intreagi a inegalititii
3x+5 1<*= 2
4
20.22. Cu ce este egalid cea mai mare solutie intreagi a inegalititii
3x+5 8-x
<—=7
2 3
20.23. Sunt oare echivalente inegalititile:
1 -1 .
1) x; +xT<1 13+ +2x—-1)<1;
2)(x+3)(@*+4)>01x+3>0;
1

>3+ ——;
x—5 x—5

4)

5)

+x?

Hx—1>31x-1+

4)x+2<11 x+2+l<1+l?
X X

20.24. Rezolvati sistemul de inegalititi:
N {x—3<2x—3, 3) {(x—5)2—15>(x—3)(x—4)—50,
4x+5>10—x; 4(x+7)-162>2—x;
x—1+x+1,7>3x+1

9+2x<3x+7, - ’
x—2>2x-05; x+2_x+8<3x71
4 5 10
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20.25. Aflati suma solutiilor intregi ale sistemului de inegalititi:
1 {336—5 <23-4x,
Tx—-9<9x +1;
2 {2(3x—4) <3(4x-5)+23,
4(x+1)<8x+5.

20.26. Alcituiti un sistem de doud inegalititi lineare cu o variabild, multimea
de solutii a ciruia este:
1) intervalul (-2; +o0);
. 1
2) intervalul {—4; g},
3) intervalul (—oo; —10];
4) multimea vida;
5) multumea, formati din unicul numir 8;
6) multimea numerelor reale.

20.27. Se stie,cd 1<a <4. Cite valori intregi poate avea expresia 0,5a — 37?
20.28. Rezolvati inegalitatea dubla:

1) -3<2x-1<5; 3) 2<7 —4x<11;
9) —1<3x-9<6; 4) —2<1_Tx<1.
20.29. Pentru ce valori ale lui « sistemul de inegalititi are micar o solutie:
x <4, x<-3,
{ e
X > a, x> a;
>1,
4 "
x> a; x<a?
20.30. Pentru ce valori ale lui a sistemul de inegalititi nu are o solutii:
6, x <=8,
{x < 3) {
x> a; 2 a;
2) 1) x>0,
x> a; x<a?

20.31. Pentru ce valori ale lui @ multimea de solutii ale sistemului de

) .. |x=38,
inegalititi sunt:

x>a
1) intervalul [7; +c0); 3) intervalul (-2; +o0);
2) intervalul [3; +o0); 4) multimea vida?
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20.32. Pentru ce valori ale lui @ ecuatia
- R2a+2)x—2a-3=0
are doud radicini negative diferite?
20.33. Pentru ce valori ale lui @ ecuatia
x>~ Qa—-1)x+a> —a—-6=0
are doud radicini diferite, ce apartin intervalului [-3; 2]?

20.34. Pe figura 20.1 este reprezentat graficul functiei y = f (x), definite
pe multimea numerelor reale. Folosind figura, determinati:
1) zerourile functiei;
2) intervalele de crestere si descrestere ale functiei;
3) multimea de solutii ale inegalititii f (x)>0.

7 \

[

o
Ry

Fig. 20.1

20.35. Pe figura 20.2 este reprezentat graficul functiei y = g (x), definite
pe intervalul [-5; 6]. Folosind figura, determinati:
1) multimea valorilor functiei;
2) zerourile functiei;
3) intervalele de crestere si descrestere ale functiei;
4) multimea de solutii ale inegalititii g (x)<0.

1
/
[\
5 | 2\ 0] 1/2| 4 "
N
3
Fig. 20.2
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20.36. Determinati, care din functiile lineare date sunt crescitoare, iar
care — descrescitoare:

1)y =—4x; B y="7
Dy=4x—-T; 4)y=4-—ux.

20.37. Care din functiile date sunt descrescitoare:
Dy =% 3) y = —2x;
2) y=1s 4) y=22?

20.38. Rezolvati ecuatia prin metoda grafici:

1) (x+1)* :—E; 4) 6

=x+3;
x—2

X
2) x?-2=—Jx; 5) (x+2)* =+Jx +4;
3) Jxrl=5-x5 6) 2+3=(x-3).
X

20.39. Cu ce este egali abscisa virfului parabolei:
1) y=4x>—12x+ 1;
2) y =-0,2x% — 2x + 3?

20.40. Determinati, varful cireia din parabolele date este situat pe axa
ordonatelor si care — pe axa abscicelor:
)y=x>—4x+ 3; 3)y=a?-6x+9;
2)y=x?-8; 4) y = x% + 2x.
20.41. Aflati valorile b si ¢, pentru care functia y = x* + bx + c:
1) are un singur zerou in punctul x = —3;
2) are cea mai mici valoare, egali cu 4, in punctul x = 0;
3) are zerouri in punctele x = —2 si x = 5.
20.42. Construiti graficul functiei date, aflati domeniul de valori, intervalele
de crestere si descrestere:

1) y=-2x+1; 5)y=—x?+4x — 3;
2) y=0,5x2 — 2; 6) y=ua?—4x + 5;

3) y =%+ 6x + 5; 7 y=2x*—3x—2;
4)y=4x—x% 8) y =—-3x% + 8x + 3.

20.43. Pentru care valoare ¢ graficul functiei y = x* — 6x + c:
1) trece prin originea sistemului de coordonate;
2) are un singur punct comun cu axa absciselor;
3) intersecteazi axa ordonatelor in punctul A (0; —4);
4) intersecteazi axa absciselor in punctul B (2; 0)?
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20.44. Pentru care valoare b graficul functiei y = x* + bx + 2:
1) are un singur punct comun cu axa absciselor;
2) nu are puncte comune cu axa absciselor;
3) intersecteazd axa absciselor in puncte, distanta dintre care este egald cu 4?
20.45. Graficul functiei y = x* + px + @ trece prin punctele A (1; 1)
si B (2; 2). Trece oare acest grafic prin punctul:
1) C (-1;-1); 2) D (3; 5)?
20.46. Parabola y = ax® + bx + ¢ trece prin punctul (0; 10), iar vérful
parabolei este punctul (6; —2). Aflati coeficientii a, b si c.

20.47. Valoarea functiei patrate y = ax® + bx + ¢ in punctul x = —1 este

< SN 1 . . <
egald cu 0, farin x = " functia are cea mai mici valoare, ce este egali

25 . C e .
cu ——. Aflati coeficientii a, b si c.

20.48. Pentru ce valoare a lui m:
1) cea mai micd valoare a functiei y = x* — 6x + m este egald cu —8;
2) cea mai mare valoare a functiei y = —x? + 4x — m este egald cu 12?

20.49. Construiti graficul functiei:

2% +4x% - bx P |
1) y=——""-—-3 3) y=5—;
x x -1
3 4 2
x" +8 x" —13x" + 36
2) y="""-3 g y=TF 2
x+2 x° -9

20.50. Pentru care valoare a lui @ suma pitratelor ridicinilor ecuatiei
x? + ax + a — 2 = 0 va avea cea mai micd valoare?

20.51. Se stie, ci a + 3b = 10. Care este cea mai mici valoare, posibild
) P
pentru expresia a® + b* si pentru ce valori @ si b se obtine aceastd valoare?

20.52. Rezolvati inegalitatea:

1) x2— 4x + 3>0; 5) —3x2+ 2x + 1>0;
2) x* —6x-40<0; 6) x — x?<0;

3) x*+x+1>0; 7) x* +25>0;

4) x> —x + 1<0; 8) 0,1x* —2<0.

20.53. Aflati solutiile intregi ale inegalititii:
1) %x2+3x+6<0; 2) —4x* +3x+1>0.

20.54. Pentru ce valori ale lui ¢ polinomul 2x* — 2x + 5c¢ are valori pozitive
pentru orice valoare x?
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20.55. Rezolvati sistemul de inegalitati:

2 — —
1) x°-5x-6<0, 5) 6x*+x-2>0,
x>-1,2; x>1;
2 k. 6x>+x—-2>0,
%) {x 5x-6<0, 6){
x > 0; x>——
2 g 2
3) x°-5x-6<0, 7 6x° +x-2>0,
x 2 6; x> -2
6x*+x-2>0,
2 _5x-6<
4) x°—-b5x-6<0, 8)
x > 6; x<_
20.56. Rezolvati inegalitatea:
2 2
x —16<0; ) x —5x—14>0-
| x+1]| | x-8]
20.57. Aflati domeniul de definitie al functiei:
1) y= 4 + 1 ;
x*+3x-10 3x-9
6 2
2) y= ;

\/12+x—x2 x* -4

1
3) y=v49 -2 + ——— .
\/x2+3x—4

20.58. Pentru ce valori ale lui @ ecuatia datd va avea doui radicini diferite:
)2 +ax+a—2=0;
2)2a-1)x*+(a—-3)x+1=0;
3ax*—Ba+1)x+a=0?

20.59. Pentru ce valori ale lui @ multimea de solutii ale ecuatiei date este
multimea numerelor reale:
1) 5x2 —x + a>0;
2) ax? — 10x — 5<0;
3) ax’* -2(a-1)x+4a<0;
Ha-1Dx*—(a+1)x+a+1>0?
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20.60. Rezolvati sistemul de ecuatii prin metoda grafici:

_ 2: — 2_4’
1) Y% 3, 3) y=x
x+y=>5; y=-x"+4x-4;
2 x-y="T1, x*+y? =25,
xy=—12, y= x? -
20.61. Rezolvati sistemul de ecuatii
x -4y = -6, o —xy+yt =1,
D4 g 6
x*+4y° =8; x-y=1
3x+y=-2, -1 1)=-2
2) 2 y 7 (x-D(y-1
3x° —2xy = 28; x+y=1
g [Fr2w=13, g [~ 2)(y+1) 1,
xy =15; X—-y=
1
3x -2y =18, 1.8
4){’“_ oy 9 %
=1 x+y=12
1 1 4
2 2 _ 112
5) {x y 321’ 10) 1% 5 3
x+y=-3; .
20.62. Aflati solutiile sistemului de ecuatii:
2, 2 _ 2 _ 2 _
1) x“+y° =5, 6) 2x° -y =14,
xy=2, xy:_69
1 1 1
11 Z_2==,
2) {xy+x+y 30 T ix y 10
(x+y) xy =50;
+xy+y=>5 x v 16
3) {x i y_l’ 8 Jy x 15
_ +y=1;
Ty x*-y* =16
x-y=2 x,¥_2
4)1x y_5, 9y x 12
y x 6 x* +y? =25
x* +2xy+y® =25, x® +2xy =5,
51, 1004,
x° —3xy =4; Yy —4xy =-4.
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20.63. Aflati coordonatele punctelor de intersectie:
1) a dreptei 3x —y — 5 = 0 si a parabolei 2,
Y= gx —-2x+4;
2) a dreptei 2x — 3y — 3 = 0 si a hiperbolei xy = 3;
3) a circumferintei x* + y* = 13 si a hiperbolei xy = 6.
20.64. Pentru care valoare a lui @ sistemul de ecuatii are o singura solutie:
- 2 2 _
1 {x y=2, 2) {x +y° =86,
xy =a; x+y=a?
20.65. Diagonala dreptunghiului este egald cu 17 cm, iar aria lui este egald
cu 120 cm?®. Aflati laturile dreptunghiului.

20.66. Ipotenuza truinghiului dreptunghic este egald cu 41 cm, iar aria lui
este egald cu — 180 cm?. Aflati catetele triunghiului.

20.67. Din doui orase, distanta dintre care este egald cu 240 km, conco-
mitent au pornit unul in intimpinarea altuia doud automobile. Peste 2
ore dupi inceputul miscirii distanta dintre automobile era de 40 km,
intilnirea automobilelor fiind deja infiptuitd. Aflati viteza fiecirui au-
tomobil, daci distanta dintre orase un automobil a parcurs-o cu o ord
mai devreme decit al doilea.

20.68. Din doui sate, distanta dintre care este egald cu 20 km, concomotent
unul in intAmpinarea altuia au pornit doi pietoni, care s-au intalnit peste doud
ore. Aflati viteza, cu care s-a deplasat fiecare pieton, dacd unul din pietoni
parcurge distanta dintre sate cu 1 ord 40 min mai repede, decit al doilea.

20.69. Din punctele A si B concomitent unul in intdmpinarea al-
tuia au pornit corespunzitor o ciclisti si un pieton, care s-au in-
talnit peste o ord dupid start. Aflati viteza fiecdruia din ei, daci
ciclista a ajuns in punctul B cu 2 ore 40 min mai devreme, decat
pietonul in punctul A4, iar distanta dintre puncte este egald cu 16 km.

20.70. Din orasul A spre orasul B concomitent au pornit un autobus si un
automobil. Peste 1 ord 30 min dupi ce au pornit automobilul s-a departat
de autobus cu 30 km. Cand automobilul a ajuns la orasul B, autobusul se
aflala o distantd de 80 km de acest oras. Aflati viteza autobusului si viteza
automobilului, daci distanta dintre orasele A si B este egald cu 300 km.

20.71. La bazin au fost conectate doui tevi. Daca ambele tevi vor fi deschise,
bazinul va fi umplut cu api in 1,5 ore, iar dacd jumitate de bazin va fi
umplutd prin prima teavi, iar restul — prin a doua, bazinul va fi umplut
in 4 ore. In cét timp poate fi umplut bazinul prin fiecare teavi?
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20.72. Doui lucritoare pot indeplini o oarecare insdrcinare in 9 ore. Daci
prima lucritoare ar lucra 1 ord 12 min, iar apoi a doua — 2 ore , ar fi
indeplinit 20 % din insircinare. In cat timp poate indeplini insircinarea
fiecare lucritoare, muncind autonom?

20.73. Barca parcurge 15 km in directia cursului apei in acelasi timp, ca si
12 km contra curentului. Cu ce este egald viteza curentului apei, dacd
1 km in directia cursului si 1 km contra barca ii parcurge in 27 min?

20.74. Un ciclist a parcurs distanta din sat pani la statiunea de cale ferata
pe soseaua de 10 km si s-a intors pe un drum de tard cu lungimea de 5
km, aflindu-se pe traseu 1 ord 5 min. Aflati viteza ciclistului pe sosea si
viteza ciclistului pe drumul de tard, daci calea de retur ciclistul a ficut-o
cu 15 min mai repede, decit drumul spre statiune.

20.75. Din orasele A si B, distanta dintre care este egald cu 180 km, con-
comitent unul in intimpinarea altuia au pornit un autobus si un camion.
Dupi ce s-au intélnit, autobusul, ce pornise din orasul A, a ajuns in orasul
B peste 1 ord, iar camionul, a ajuns in orasul A peste 2 ore 15 min. Aflati
viteza autobusului si viteza camionului.

20.76. Sirul (a,) este definit prin formula termenului de rangul n:
a,=n*—4n + 4. Aflati primii sase termeni ai acestui sir. Este oare

termen al acestui sir numirul 1) 256; 2) 361; 3) 1000; 4) 10 000? In

caz de rdspuns afirmativ, calculati rangul acestui termen.
20.77. Aflati numirul de termeni ai progresiei aritmetice finite (a,), daci
a, = 4, ratia progresiei d = —5, iar ultimul termen este egal cu —36.

20.78. Ultimul termen al progresiei aritmetice, ce contine 7 termeni, este

1 R . .. . o
egal cu 33. Aflati primul termen al acestei progresii, daci ratia este

o 3
egald cu —.
8
20.79. Care este rangul primului termen negativ al progresiei aritmetice
2:1,9;1,8;1,7;...7
20.80. Ce ranguri au termenii progresiei aritmetice 8, 11, 14, ..., care sunt
mai mari decit 100, dar mai mici decat 2007
20.81. Suma a cati termeni ai progresiei aritmetice 105, 98, 91, ... este
egald cu zero?
20.82. Aflati mirimile unghiurilor unui patrulater convex, daci ele formeazi
o progresie aritmeticd cu ratia de 54°.
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20.83. Lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic formeazi o progresie
aritmeticd. Aflati catetele triunghiului, daci ipotenuza este egald cu 4 cm.

20.84. Se stie, ci sirul infinit a,, @y, as, ... este o progresie aritmetici cu
ratia d # 0. Este oare progresie aritmetici sirul:
1) —a,, —a,, —ag, —ag, ...
2)a,+5,a,+5,a;+5, ..
1-a,1-ay,l—a,..;
4) a3, ai, ai, ...;
) SN
4 4 4
6) a, + Qy, Gy + g, a3+ Qy, ...
7)a,+ay, as + ay, a; + qg, ...7
In caz de rispuns afirmativ, aflati cu ce este egali ratia progresiei.

20.85. Suma a trei numere, ce formeazi o progresie aritmeticd, este egald
cu 12, iar suma patratelor acestor numere este egald cu 80, aflati aceste
numere.

20.86. Demonstrati, ci dacd numerele @, b si ¢ sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice, valorile expresiilor * + ab + b?% a* + ac + ¢?,
b* + bc + ¢* de asemenea vor fi termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice.

20.87. Demonstrati, ci:

1) daci lungimile @, b si ¢ ale laturilor unui triunghi formeazi o pro-
gresie aritmeticd, atunci ac = 6Rr, unde R si r — respectiv razele
circumferintei circumscrise si ale circumferintei inscrise a triunghiului.

2) daci lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic formeazi o progre-
sie aritmeticd, ratia aceste progresii este egald cu raza circumferintei
inscrise a acestui triunghi;

3) daci lungimile laturilor unui triunghi cu un unghi de 120° formeazi
o progresie aritmeticd, aceste lungimi se raportica 3 : 5: 7.

20.88. Aflati suma primilor n termeni ai sirului:
a-1 a-3 a-5
1) , , ) )
a a a
a-b 3a-b ba-b

, , ) eee
a+b a+b a+b

2)
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20.89. Al treilea termen al progresiei aritmetice este egal cu 11, iar al saptelea
termen este egal cu 27. Cati termeni ai acestei progresii trebuiesc adunati,
ca suma lor si fie egald cu 253?27

20.90. Fie S, — suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,,). Aflati
primul termen si ratia progresiei, daci:
Das+a;+ay=18sia, +a,=-2;
2) a;—as =—4 si a,a, =—3;
3) a; + a, + ag = 36 si a,a; = 54;
4)S;—-S;—a;=0,1sia,+5,=0,1;
5) S,=9siS;=22,5.

20.91. Suma primilor trei termeni ai unei progresii aritmetice finite este
egald cu 3, suma primilor patru termeni este egald cu 16, iar suma tu-
turor termenilor este egald cu 220. Aflati numirul de termeni ai acestei
progresii.

20.92. Cu ce este egald suma primilor saptesprezece termeni ai progresiei
aritmetice, daci al nouilea termen este egal cu 15?

20.93. Lungimile laturilor triunghiului dreptunghic formeazi o progresie
aritmeticd, iar cateta mici este egald cu a. Aflati aria triunghiului.

20.94. Aflati suma primelor douidzeci de numere impare, care, fiind impirtite
la 3, au restul egal cu 1.

20.95. Cu ce este egald suma tuturor numerelor cu doui cifre, ce nu se divid
nici la 3, nici la 5?

20.96. Pot oare lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic forma o
progresie geometricd?

20.97. Dupi doui reduceri consecutive cu unul si acelasi numir de pro-
cente pretul unei cratite a scizut de la 300 grn pani la 192 grn. Cu cite
procente a fost redus pretul de fiecare datid?

20.98. Fie dati o progresie geometrici (b,) cu ratia g. Aflati:
16 2
1) b,daci b, =—, qg=—=;
) by, dac b, =22, g =2

2 9
2)q,daci b ==, b, =—;
)4 gttt 32
3) suma primilor sapte termeni ai progresiei, daci b, = 192, q = 2;
4) suma primilor cinci termeni ai progresiei, dacd b, =9 J6, q=13.
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20.99. Suma primilor trei termeni ai progresiei geometrice, ce contine 6
termeni, € de 8 ori mai mare decit suma ultimilor trei termeni. Cu ce
este egald ratia progresiei?

20.100. Aflati 4 numere, care formeazi o progresie geometrici, daci suma

. . < 35 . . ..
termenilor extremi este egald cu 5 larsuma termenilor intermediari

este egald cu 10.

20.101. Se stie, cd sirul infinit by, by, b, ... este o progresie geometrici cu
ratia ¢ # 1. Este oare progresie geometrici sirul:
1) by, by, b, ...;
2)b,+1,0,+1,0;+1, ..
3) b3, b3, b3, ...;
4) —b,, b3, —bs, ...;
5) b+ by, by+ by, by+ by, ..
6) =, -, =, .2
b, b, b,

In caz de raspuns afirmativ, aflati cu ce este egali ratia progresiei.
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Pentru cei care vor sa obtina mai multe cunostinte

Regulile de baza ale combinatoricii

Prin cate metode se pot aranja unul dupi altul la coada de la cantina elevii
clasei voastre? Prin cite metode poate fi ales in clasa voastri seful clasei si
adjunctul sdu? Prin cite metode pot fi repartizate medaliile de aur, argint si
bronz la campionatul mondial de fotbal?

Rispunzand la aceste intrebiri, e necesar de calculat, cite combinatii di-
terite, formate dupi unele reguli, pot fi alcituite din elementele unei multimi
finite. Domeniul matematicii, care se ocupd de rezolvarea problemelor de
acest gen, este numit combinatorica.

La baza rezolvirii majorititii problemelor de combinatorici stau doui
reguli: regula de adunare si regula de inmultire.

Analizim urmitorul exemplu. Pe un turist I-au interesat 5 trasee din
zona Niprului si 7 trasee din Carpati. Clarificim, prin cite metode isi poate
organiza turistul concediul, avind timp pentru un singur traseu.

Deoarece in total sunt 5 + 7 = 12 trasee diferite, unul din ele poate fi
ales prin 12 metode.

Generalizare a acestui exemplu este urmdtoarea reguld.

Regula de adunare. Daca multimea A este alcituita din m
elemente, iar multimea B — din & elemente, in asa fel, ca multimile nu
au elemente comune, alegerea “a sau b”, unde a € A, b € B, poate fi
infaptuita prin m + k metode.

Regula de adunare poate fi generalizatd pentru trei sau mai multe
multimu. De exemplu, daci multimile A, B si C contin respectiv m, k si n
elemente, in asa fel, cd nici una din aceste multimi nu are elemente comune
cu alta, alegerea “a sau b sau ¢’, unde a € A, b € B, ¢ € C, poate fi infip-
tuitd prin m + & + n metode.

Ne adresim din nou la exemplul despre alegerea traseelor. Daci turistul
are timp pentru doud trasee si el doreste sd vizioneze intii zona Niprului, iar
apoi Carpatii, el isi poate organiza odihna prin 35 de metode. Intr-adevir,
daci este ales un traseu din zona Niprului, al doilea traseu poate fi oricare
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din cele 7 trasee carpatice. Deoarece sunt 5 trasee din zona Niprului, nu-
mirul de cupluri (traseu niprean; traseu carpatic) este egal cu 7+ 7 + 7 +
7+7="7-5=35.

Aceste calcule sunt ilustrate in tabela:

Trasee in Carpati
1 2 3 4 5 6 7

1 (1) [ (15;2) ) (1;3) | (1;4) [ (1;5) | (1;6) | (1;7)

Trasee in| 2| (251) | (2;2) | (2;3) [ (2;4) | (2;5) | (2;6) [ (2,7)
zona Nipru- |3 | 3;1) | (3;2) [ (3;3) | 3;4) | (3;5) | (3;6) [ (3;7)
lui 4l E) [ 42 | 43) | %9 | (4:5) | (4:6) | (47
51(G;1) | (5;2) [ (5;3) | (5;4) | (5;5) | (5;6) [ (5;7)

Generalizarea acestui exemplu este urmitoerea regula.

Regula de inmultire. Daci elementul a poate fi ales prin m
metode si dupa fiecare astfel de alegere elementul b poate fi ales prin &
metode’, alegerea “a si b” in ordinea stabilita poate fi facuta prin mk
metode.

Regula de inmultire de asemenea poate fi generalizati. De exemplu,
daci elementul @ poate fi ales prin m metode, dupi fiecare astfel de alegere
elementul b poate fi ales prin £ metode, si dupi ce au fost alese elementele
a si b, elementul ¢ poate fi ales prin n metode, alegerea “a si b si ¢” poate
fi ficutd prin mkn metode.

EXEMPLUL "1 Din clasa, in care invatd 28 de elevi, trebuiesc alesi trei
elevi de serviciu , cite unul pentru fiecare etaj al scolii. Prin cite metode
poate fi ficuta aceasta selectie?

Rezolvare. Existd 28 de metode de alegere ale elevului de serviciu
pentru parter. Dupd ce aceastd alegere este ficutd, riman 27 de elevi, din
care poate fi ficutd alegerea elevului de serviciu pentru primul etaj. Dupa
alegerea elevilor de serviciu pentru parter si primul etaj, elevul de serviciu
pentru etajul doi poate fi ales prin 26 metode.

In asa fel, dupi regula de inmultire numirul de metode de alegere a trei
elevi de serviciu este egal cu: 28-27-26 = 19 656.

Rdspuns: prin 19 656 de metode. €

1 Vom numi aceastd proprietate “principiul de independenti al numirului de alegeri”.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs nigpyvyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



214 PENTRU CEI CARE VOR SA OBTINA MAI MULTE CUNOSTINTA

EXEMPLUL 2 Pe figura 21.1 este reprezentatd schita drumurilor, ce

unesc orasele A si B. Prin cate metode se poate ajunge din orasul A in orasul
M Be

Rezolvare. Folosind regula de inmultire,
A B ajungem la concluzia, ci din orasul A la orasul
B prin orasul M se poate ajunge prin 3-2 = 6

metode, iar prin orasul N — 4.3 = 12 metode.

N Atunci, conform regulei de adunare numrul to-
Fig. 21.1 tal de metode este egal cu: 6 + 12 = 18 metode.
Rdspuns: prin 18 metode. «
?
1. Formulati regula de adunare.
| 2. Formulati regula de inmultire.
I EXERCITII

21.1.° De la poalele muntelui spre varful muntelui duc trei ciriri. Cate
trasee existd de la poalele muntelui pand in varful muntelui si apoi in jos
spre poalele muntelui?

21.2.° Unei echipe i-au fost propuse tricouri de trei culori: rosii, verzi si
albastre, si pantaloni scurti — albi si galbeni. Cate variante de alegere a
echipamentului are echipa?

21.3.° Tatiana are trei rochite si doud perechi de pantofi. Cate variante de
imbricare si inciltiminte are Tatiana?

21.4.° In clasi sant 10 bieti si 7 fetite. Céte variante de complectare a unui
cuplu de dans, alcituite dintr-un bdiat si o fetitd existd?

21.5.° Cite numere de trei cifre pot fi alcituite din cifrele:
1) 112; 2)0i1
(cifrele se pot repeta)?

21.6.° Din orasul A pini la orasul B duc 4 sosele, iar din orasul B
pani la orasul C duc 3 sosele (fig. 21.2). Prin cite metode se poate ajunge
din orasul A péni la orasul C?

A B C
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Fig. 21.2

21.7.° Cafeneaua propune un meniu, alcituit din 3 supe, 6 garnire si 5
deserturi. Cite metode de completare ale pranzului existd (cate un fel
din fiecare categorie)?

21.8.° Vom analiza silabe de doua litere, dintre care prima este consoani,
iar a doua — vocald. Cate silabe pot fi alcituite din literele cuvantului:
1) Poltava; 2) Harkiv?

21.9.°Cate numere de patru cifre, in care toate cifrele sunt diferite, pot fi
alcituite din cifrele 1, 2, 3, 4, daci aceste numere trebuie si se inceapi:
1) cu cifra 4; 2) cu notatia “237?

21.10." Cate numere de trei cifre pot fi scrise cu ajutorul cifrelor 0, 1, 2, 3, 4?7
21.11.° Céte numere cu doui cifre, in care toate cifrele sunt pare, existi?
21.12." Cate numere cu doud cifre, in care toate cifrele sunt impare, exista?

21.13." O moneti este aruncatd de 3 ori. Cate siruri diferite de numar si
pajurd pot fi obtinute?

21.14." Zarul este aruncat de 3 ori. Cate siruri diferite de puncte pot fi
obtinute?

21.15." Fiecare celuld a unui patrat 2 x 2 poate fi vopsiti in culoare albastrd
sau culoare rosie. Cate metode de vopsire ale acestui pitrat existi?

21.16." Prin cite metode pot fi alese pe tabla de sah un patritel alb si un
pitritel negru, ce nu sunt situate pe aceeasi verticali si orizontald

21.17.” Ciite numere pare de cinci cifre existi?
21.18." Cite numere cu cinci cifre, divizibile la 10, existi?

21.19.” Un colectionar are pentru schimb 11 timbre si 8 monete, iar al
doilea — 9 timbre si 7 monete. Prin cate metode colectionarii pot face
schimbul unui timbru cu un timbru sau a unei monete cu o moneti?

21.20.” Cate numere de cinci cifre, in care toate cifrele au aceeasi paritate,
existdr
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Frecventa si probabilitatea
evenimentului aleator

Deseori avem posibilitatea de a infiptui supravegheri, experiente, de
a participa le experimente si studii. Deseori astfel de studii se termini cu
rezultate, initial imprevizibile.

Analizim citeva exemple tipice.

e Daci deschidem o carte la intaimplare, este imposibil de pronosticat,

ce numir de pagini o sa vedem.

e Tnainte de inceputul meciului de fotbal este imposibil de pronosticat,

cu ce scor se va termina joaca.

e Nu puteti fi siguri, cd apdsand intrerupitorul, vom aprinde lampa de

masd.

e Nu existd garantie, ci din oul de giini, pus in incubator, se va naste

un pui.

De reguli, supravegherile sau experientele sunt determinate de unele
complexe de conditii. De exemplu, meciul de fotbal parcurge conform regula-
mentului; oudle de gdin trebuie si fie in incubator nu mai putin de 21 de zile
cu indeplinirea metodicei de modificare a temperaturii si umiditatii aerului.

Rezultatul supravegherii, experientei, studiului este numit eveniment.

Eveniment aleator se numeste un asa rezultat al suprevegherii sau al
experientei, care, la indeplinirea complexului de conditii, poate sa apard, dar
poate si sd nu apard.

De exemplu, daci e aruncatd o moneti, eveniment aleator este ciderea
pajurei. Gisirea unei scrisori in cutia postald de asemenea este un eveniment
aleator.

Si presupunem, ci au fost lansate 1 000 000 de bilete de loterie si e pus
in mizd un automobil. Se poate oare cistiga automobilul, fiind cumpirat un
singur bilet de loterie? Desigur, ci se poate, cu toate cd un asa eveniment este
putin probabil. Dar daci in joc sunt puse 10 automobile. Evident, probabi-
litatea céstigului sporeste. Daci ne imaginim, ci in joc sunt puse 999 999
automobile, probabilitatea cistigului este mult mai mare.

In asa fel, probabilitatea evenimentelor aleatoare pot fi comparate. Dar
pentru aceasta e necesari o intelegere, in ce mod poate fi estimatd numeric
posibilitatea de aparitie a unuia sau a altui eveniment.

Pretext pentru o astfel de estimare numerici pot fi rezultatele suprave-
gherilor sau experientelor. Chiar asa, oamenii demult au observat, cd multe
evenimente se infiptuiesc cu o oarecare, uimitor de stabild, frecventa.
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Pentru demografi' este bine cunoscut numirul 0,512. Datele statistice,
obtinute in diferite perioade de timp in diferite tiri, demonstreazi, ca din
1000 de noi niscuti in mediu 512 sunt baieti. Numirul 0,512 este numit
frecventa a evenimentului aleator “de nastere a biietilor”. Ea este deter-
minati prin formula

Numarul de baieti nascuti
Frecventa =

Numarul total de noi nascuti

Accentim, ci acest numir a fost obtinut
in rezultatul analizei multor observiri. In asa
cazuri se spune cd probabilitatea ,nasterii unui
biietel” este aproximativ egald cu 0,512.

Stiti, cd fumatul este ddunitor sdnitatii.
Conform datelor organizatiei de ocrotire a
sdnatitii fumitorii alcdtuiesc aproximativ
92 % din bolnavii de cancer pulmonar. Nu-
mirul 0,92 — este frecventa evenimentului
aleator “cel ce s-a imbolnivit de cancer pul-
monar — este fumitor”, ce este determinati
prin formula

Numaérul de fumatori intre bolnavii de cancer pulmonar

Frecventa = = .
Numarul total de bolnavi de cancer pulmonar

In asa cazuri se spune, cd probabilitatea intdlnirii unui fumdtor intre
bolnavii de cancer pulmonar este aproximativ egald cu 0,92 (sau 92 %).

Pentru a ne cunoaste mai minutios cu notiunea de probabilitate a eve-
nimentului aleator, ne vom adresa la exemplul clasic cu aruncarea monetei.

Presupunem, ci in urma a doud arunciri, obtinem doud pajure. Atunci
in seria dati, ce este alcituitd din doud arunciri, frecventa aparitiei pajurei
este egald cu:

Frecventa = Numarul de aparitii al pajurei 2 _ L

Numarul de aruncari 2

Demonstreazi oare aceasta, cd probabilitatea aparitiei pajurei este egald
cu 1? Sigur, ci nu.

!Demografie - stiinta despre populatie.
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Pentru ca probabilitatea unui eveniment aleator sd fie estimatd prin frecventd,
numdrul de experimente efectuate trebuie sd fie suficient de mare.

Incepand cu secolul XVIII multi cercetitori au efectuat serii de incerciri
cu aruncarea monetei.

In tabeli sunt prezentate rezultate ale unor asemenea incerciri.

Numiralde | Numiral | Frecventa
Cercetitorul arunciri ale | de aparitie | aparitiei
monetei | al pajurei pajurei

Jorge-Louis de Buffon (1707-1788) 4040 2048 0,5069
Augustus de Morgan (1806-1871) 4092 2048 0,5005
Williams Jevons(1835-1882) 20480 | 10379 | 0,5068
Vsevolod Romanovsky (1879-1954) 80 640 39 699 0,4923
Carl Peerson (1857—-1936) 24 000 | 12012 | 0,5005
Williams Fuller (1906—1970) 10 000 4979 0,4979

In datele prezentate este observati o regularitate: la aruncarea multipli
a monetei frecventa aparitiei pajurei neesential deviazi de la 0,5.

Cu alte cuvinte, se poate considera, ci probabilitatea evenimentului
“aparitia pajurei” este aproximativ egali cu 0,5.

In fiecare din exemplele prezentate a fost intrebuintati notiunea de
frecventa a evenimentului aleator . Aceastd mirime metricd a fost calculatd
prin formula:

Numarul de evenimente, ce ne intereseaza

Frtecventa = = - — =
’ Numarul total de incercari (observatii)

Ne vom adresa din nou la tabela de mai sus. Se poate oare pe baza datelor
din tabeld de afirmat garantat, ci probabilitatea evenimentului “aparitia
pajurei”este egald cu 0,5? Rispunsul la aceastd intrebare este contradictoriu.
Intradevir, pe baza acestor date se poate spune, ci frecventa aparitiei pajurei
neesential deviazi de la 0,502 sau de la 0,4997, adicd numirul 0,5 nu are
nici o superioritate fatd de numirul 0,502 sau de numirul 0,4997.

In asa fel, frecventa evenimentului aleator permite doar estimarea apro-
ximativi a probabilititii evenimentului aleator. Cu cit mai multe experimente
sunt efectuate, cu atit mai exactd este estimatia probabilitdtii evenimentului
aleator prin frecventa lui.
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Aceasti estimare a probabilititii evenimentului aleator este numita esti-
mare statisticd. Ea este aplicatd in diferite domenii ale activititii omului: in
fizicd, chimie, biologie, in asiguriri, sociologie, economie, ocrotirea sinatatii,
sport etc.

Probabilitatea evenimentului este notati prin litera P (prima literd de la
cuvantul francez probabilite — probabilitate).

Daci in primul exemplu evenimentul “nasterii biietelului” este notat prin
litera A, rezultatul obtinut poate fi scris:

P (A)=0,512.

Avand in vedere caracterul aproximativ al estimatiei, datele obtinute
pot fi rotunjite. De exemplu, daci frecventa evenimentului este
egali cu 0,512, se poate scrie, ci P (A) = 0,561 sau P (A) = 0,5.

Daci evenimentul ,aparitiei pajurei” este notati cu litera B, atunci

P (B)=0,5.

In finalul acestui punct putem mentine urmitoarele. Deseori in viata de
zi cu zi luim decizii corecte si optimale, folosind proprietitile aleatoare ale
fenomenelor sau obiectelor inconjuritoare.

Vom prezenta citeva exemple.

e Daci doriti si aflati cum se rezolvd problema din insircinarea pentru
acasd, e foarte posibil, ci o si-i telefonati colegului de clasi. Aceasti
alegere se bazeazi pe faptul, ¢ pentru un elev cu cunostinte bune proba-
bilitatea de a rezolva problema este mai mare, decit pentru un elev slab.

e Mirfurile firmelor vestite sunt mai scumpe decat mirfurile analogice ale
firmelor putin cunoscute. Dar destul de des cumpirim marfa mai scumpa.
Asa o decizie in mare misuri este determinati de faptul ¢ probabilitatea
de cumpirare a unei marfe necalitative de la o firmd vestiti este mai mici
, decit de la o firmi necunoscuti.

e Fie ci lucrarea de control este alcituiti din zece insircindri in formi
de teste cu alegere de raspuns. Presupunem, cd v-ati isprivit cu noui
insdrcindri, iar pe a zecea n-o puteti rezolva. Vi rimine o singuri
solutie — sd ghiciti rispunsul. Foarte probabil, ¢i nu veti alege litera, care
in insircindrile precedente a fost intlnitd cel mai des. Aceste calcule se
bazeazi pe faptul, ci autorii testelor putin probabil c¢i vor alcitui testele
in asa fel, cd o variantd de rispuns si fie mult mai frecventd decit altele.
Accentim, ci o alegere, luati aparte, ficutd pe baza estimirii probabile,

poate fi nereusitd. Necitind la aceasta, la primirea deciziilor analogice din
viitor, nu meritd si vi deziceti de la strategia de utilizare a caracteristicelor
probabile, deoarece aceasti strategie sporeste sansele de reusiti.
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? 1. Prezentati exemple de evenimente aleatoare.
2. Descrieti, ce este frecventa evenimentului aleator.
3. In ce caz frecventa evenimentului aleator poate estima probabilitatea eve-
nimentului aleator?
4. Cum este notata probabilitatea evenimentului A?

I EXERCITII

22.1.° Prezentati exemple de incerciri, rezultatul cirora, la pirerea voastra,
este: 1) eveniment putin probabil; 2) eveniment foarte probabil.
22.2.° Poate oare f considerati putin probabil evenimentul:
1) la aruncarea monedei de 200 la rand a apirut pajura;
2) siptimdna viitoare veti fi chemat la tabld micar o dati;
3) la meciul de fotbal “Sahtar” — “Dinamo” (Kiev) va fi fixat rezultatul
1:1;
4) apisand simultan testele calculatorului, veti obtine cuvantul “mate-
matica” ?
22.3.° Experimentul consti in aruncarea pione-
zei. Pioneza poate ciidea cu acul in jos sau pe
palirie (fig. 22.1). Aruncati pioneza: 1) de 10
ori; 2) de 20 de ori; 3) de 50 de ori; 4) de 100
ori; 5) de 200 ori. Rezultatele, obtinute in
cinci serii de experimente, notati-le in tabela.

Numirul seriei 1 2 3 4 5

Numirul de experimente (arunciri)
din serie

10 20 50 100 | 200

Numirul de cideri al pionezei
cu acul in jos

Numirul de cideri al pionezei
cu acul in sus

In fiecare din cinci serii de experimente calculati frecventa ciderii pione-
zei cu acul in sus si estimati probabilitatea acestui eveniment. Care din
evenimente este mai probabil: “pioneza cade cu acul in jos” sau ,pioneza
cade cu acul in sus”?

22.4.° Experimentul constd in aruncarea a doud monete. Efectuati acest
experiment: 1) de 10 ori; 2) de 20 de ori; 3) de 50 de ori; 4) de 150 ori.

Rezultatele, obtinute in patru serii de experimente, notati-le in tabela.
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Numairul seriei

Numirul de experimente (arunciri) din serie 10 | 20 | 50 | 150

Numirul de experimente in care au aparut doud pajure

Numirul de experimente in care a apirut o singuri
pajurd
Numirul de experimente in care n-a apdrut nici o pajur

In fiecare din patru experimente calculati frecventa evenimentului
aleatoriu:

1) aparitiei a doud pajure;

2) aparitia unei singure pajure;

3) aparitia a doud numere.
Poate oare fi ficuti pe baza acestor experimente presupunerea, ci eveni-
mentul ”Aparitia unei singure pajure” este mai probabild, decit eveni-
mentul "Nu apare nici o pajurd” ? Pe ce este bazati aceastd presupunere?
Se poate oare pe baza acestor experimente garanta, ci primul din eveni-
mentele numite este mai mult probabil, decit al doulea?

22.5.° Efectuati o serie de 100 de experimente, in care
este aruncat nasturele cu ureche (fig 22.2). Aflati
frecventa evenimentului “Nasturele cade cu urechea \
in jos”. Estimati probabilitatea evenimentului “Nas-
turele cade cu urechea in sus” in seria efectuati de Fig. 22.2
experimente.

22.6.° In tabeli sunt date despre nasterea copiilor in orasul N in
anul 2016.

) 2
Q = ! | = |
o < L [} b3 e
Luna § 2 B = ~ 0 © g’ﬂ E’ g & g
z S < 2| = k= = Xlaeglse 3|88
= = = < = = = < |ln3|0O28| 2 |AZ
Numirul

de biietei 119810531220/ 1151|1151 1279|1338 1347|1329 1287|1196 1243
ndscuti

Nu.mar‘fl de 11 193]1065( 1137 1063|1163 | 1228| 1258| 1335| 1218 1239 | 1066 | 1120
fetite niscute

Calculati frecventa nasterii biietilor in fiecare lund si in tot anul 2016.
Estimati probabilitatea nasterii unei fetite in anul 2016.
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22.7.° Operatorul de la receptie in timpul zilei de lucru (9:00—17:00) in
mediu vorbeste la telefon 6 ore. Estimati probabilitatea evenimentului,
ca daci veti telefona la receptie in aceastd perioadi, telefonul va fi liber.

22.8.° Conform statisticii in orasul Odesa in perioada de vard numirul de
zile insorite in mediu este egal cu 70. Estimati probabilitatea, ci, sosind
la Odesa pentru o zi, oaspetele va fi intdlnit cu vreme posomorati.

22.9.° Dintr-un numir mare de becuri au fost alese 1000, dintre care 5 s-au
dovedit a fi defectate. Estimati probabilitatea de a cumpira un bec defectat.

22.10.° In perioada epidemiei de grip, din 40000 de locuitori controlati
7900 s-au dovedit a fi bolnavi. Estimati probabilitatea evenimentului
»un om , ales provizoriu, este bolnav de gripa”.

22.11.° Probabilitatea de a cumpira o baterie defectati este egald cu 0,02. Se
poate oare afirma, ci in orice grup de 100 de baterii doui vor fi defectate?

22.12.° Probabilitatea nimeririi in tintd este egald cu 85 %. Este oare posibil,
ca dintr-o serie de 100 de impuscituri, 98 si fie in tinti?

22.13." E dati tabela ,Planul de invitimént pentru clasa 9-a al scolii ge-

nerale”

Numirul de Numarul

Obiectul ore pe sipti- Obiectul de ore pe

mand sdptimana
Limba ucraineani 2 Geometria 2
Literatura ucraineani 2 Biologia 2
Limba striini 3 Geografia 2
Literatura straind 2 Fizica 3
Istoria Ucrainei 2 Chimia 2
Istoria mondiald 1 Instruirea prin munca 1
Dreptul 1 Informatica 2
Arta 1 Bazele ocrotirii sanatatii 1
Algebra 2 Educatia fizici 3

Estimati probabilitatea evenimentului, ci o lectie, aleasa provizoriu din
orarul clase a 9-a va fi o lectie: 1) de algebri, 2) de geometrie; 3) de mate-
maticd; 4) de educatie fizicd; 5) de limba striina.

22.14." Alegeti simultan o pagind din povestirea “Institutka” de Marko
Vovciok. Calculati de cite ori pe aceastd pagind pot fi inalnite literele
“€7)77,72 51 “t”, si cate litere sunt pe pagind in total? Estimati proba-
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bilitatea aparitiei acestor litere in textul ales. Aceastd estimatie permite
s1 intelegem de ce pe tastatura masinii de tipdrit si a calculatorului (fig.
22.3) literele “t” s ”j” sunt situate in centrul tastaturii, iar literele "z” si

«e »

t”— mai aproape de margine.

Fig. 22.3

22.15." In tabeld sint prezentate datele despre numirul de zile a anului
2016, in care la ora 12.00 a fost fixatd temperatura si umiditatea dati
a aerului din orasul N.

Diapazonul umidititii aerului, %

Diapazonul N ¥ N X xX X o ?oi

temperaturii o Sl I N A = - g -

aerulu, C° g |z | el es| e s 2

0—1‘:: R7 S n—ct R7N <)E< B n—ct R7N <)—<C: R7A 05 R7N N

Mai joasd decat —11 0 1 1 3 2 0 7
°C
Intre —10°si -1 °C 0 0 11 15 | 13 5 44
Intre 0° si 10 °C 10 19 12 13 19 47 120
Intre 11° si 20 °C 23 27 15 6 10 2 83
Intre 21°si 30 °C 57 32 6 2 1 0 98
Mai inalti decat 31 °C 9 4 0 0 0 0 13
Zile in total 99 83 45 39 45 54 365

Calculati frecventa observirilor in anul 2016:

1) A temperaturii atmosferice in diapazonul de la 11 °C pani la 20 °C
in zilele, cind umiditatea fixatd n-a depisit 40 %;

2) A umidititii atmosferice in diapazonul de la 71 % pani la 80 % in
zilele, cand temperatura fixatd a fost sub 0 °C;

3) Temperatura atmosferici in diapazonul de la 21 °C pani la 30 °C
si concomitent umiditatea in diapazonul de la 41 % péni la 70 %.
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Definitia clasica a probabilitatii

Pentru calcularea probabilititii unui eveniment nu e absolut necesar de
efectuat experimente sau observiri. E suficient sd ne folosim de practica de
viata si gandire logica.

EXEMPLUL 1 Fie ci intr-o cutie sunt 10 bile rosii. Care este proba-
bilitatea, ci o bild, luatd simultan din cutie va fi de culoare rosie? De culoare
galbeni?

In conditiile date, orice bild, luatd din cutie, va fi de culoare rosie.

Evenimentul, care in conditiile date se va infaptui la fiecare incercare, este
numit eveniment sigur. Probabilitatea unui asa eveniment e consideratd egald
cu 1, adici:

dacd A — eveniment sigur, atunci

P)=1.

In asa fel, probabilitatea faptului, ci o bild, luatd simultan din cutie, va fi
de culoare rosie, este egali cu 1.

Deoarece in cutie nu existd nici o bild galbend, scoaterea din cutie a unei
bile galbene este imposibila.

Evenimentul, care in conditiile date nu poate fi infaptuit in nici o incercare,
este numit eveniment imposibil. Probabilitatea unui astfel de eveniment este
consideratd egali cu 0, adica:

dacid A — eveniment imposibil, atunci

P)=0.

In asa fel, probabilitatea faptului, c o bild, luatd provizoriu din cutie, va

fi de culoare galbeni, este egald cu 0. <«

EXEMPLUL 2 O moneti este aruncati o singuri dati. Care este pro-
babilitatea aparitiei pajurei?

In acest experiment poate fi obtinut doar unul din doui rezultate posi-
bile: aparitia numirului sau aparitia pajurei. Si nici unul din rezultate n-are
avantaje. Astfel de rezultate sunt numite rezultate cu posibilitati egale, iar
evenimentele corespunzitoare — evenimente cu probabilitati egale. E na-
tural de considerat, cd probabilitatea fiecirui evenimemt “aparitia numi-

i’ si .- T 1 1
rului” si ,,aparitia pajurei” este egal cu 5

Din cele spuse nu reiese, cd in orice serie de experimente cu aruncarea
monetei exact jumdtate din rezultate va fi aparitia pajurei si exact jumaitate —
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aparitia cifrei. Putem doar pronostica, ¢ la un numir mare de incerciri

e e . . < 1
frecventa aparitiei pajurei va fi aproximativ egali cu 3

Vom analiza inci citeva exemple cu un asa complex de conditii, care fac
toate rezultatele experimentelor egal posibile.

EXEMPLUL '3 Zarul (fig. 23.1) este aruncat o singuri datd. Care este
probabilitatea aparitiei cifrei 4?
In acest experiment poate fi obtinut unul din sase re-
zultate: pot apare 1, 2, 3, 4, 5, 6 puncte. Toate aceste re-
zultate sunt egal posibile. De aceea este natural de consi-
derat, cd probabilitatea evenimentului “aparitia cifrei 4” este

egali cu 1 <
6
EXEMPLUL 4 Fieciaufosttirajate 100 000 bilete de

loterie, 20 din care sunt cu céstig. Care este probabilitatea
succesului la cumpirarea unui bilet de loterie?

Fig. 23.1

Experimentul consti in cumpirarea unui bilet de loterie. In acest ex-
periment poate fi obtinut unul din 100 000 de rezultate egal posibile: e
cumpirat biletul cu numirul 1, biletul cu numarul 2 si asa mai departe.
Din cele 20 de rezultate aduc la succes. Este natural de considerat, ci
probabilitatea succesului la cumpirarea unui bilet este egald cu

20 1

100000 5000

EXEMPLUL |5 In cutie sint 15 bile de biliard, numerotate cu numere
dela 1 panila 15. Care este probabilitatea faptului, ci o bild, luatd provizoriu
din cutie, va avea numirul divizibil la 3?

In acest experiment poate fi obtinut unul din 15 rezultate egal posibile:
sd fie luatd bila cu numarul 1, bila cu numairul 2... Din ele la aparitia eveni-
mentului e luatd o bild cu numirul divizibil la 3” duc 5 rezultate: e luati bila
cu numirul 3, sau 6, sau 9, sau 12, sau 15. Deacea e normal de considerat,

< .1 < » » 5 1
ca probabilitatea ciutati este egali cu TREY <

Cu toate cid in exemplele 1-5 sunt analizate diferite experimente, ele sunt
descrise de acelasi model matematic. Explicim cele spuse.
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e In fiecare exemplu in urma experimentului poate fi obtinut unul din
n rezultate egal posibile.

Exemplul 1: n = 10.
Exemplul 2: n = 2.
Exemplul 3: n = 6.
Exemplul 4: n = 100 000.
Exemplul 5: n = 15.

* In fiecare exemplu este analizat un oarecare eveniment A, la aparitia
ciruia duc m rezultate. Le vom numi favorabile.

Exemplul 1: A — este luata bila rosie, m = 10, sau A — este luati bila
galbend, m = 0.

Exemplul 2: A — aparitia pajurei, m = 1.

Exemplul 3: A — aparitia numirului dorit de puncte pe fateta zarurilor,
m=1.

Exemplul 4: A — céstigarea trofeului m = 20.

Exemplul 5: A — e luati o bild cu numirul divizibil 1a 3, m = 5.

o In fiecare exemplu probabilitatea evenimentului A poate fi calculat
prin formula:

Py=-=

n

Definitie. Daca experimentul poate duce la unul din n rezultate
egal posibile, din care m duc la aparitia evenimentului A, atunci pro-
babilitatea evenimentului A este numit raportul .

n

Aceasti definitie a probabilititii este numitid definitie clasica.

Accentdm, ci dacd complexul de conditii al experimentului nu garanteaza
rezultate egal posibile, definitia clasicd a probabilitatii la un astfel de experiment
nu poate fi aplicatd.

EXEMPLUL 6 Suntaruncate concomitent doud zaruri: unul albastru
si unul galben. Care este probabilitatea, ci vor cidea doi de “sase”?

Cu ajutorul tabelei, reprezentate pe figura 23.2, putem constata, ci in
acest experiment sunt posibile 36 de rezultate egal posibile, dintre care fa-

. . « < < 1
vorabil e doar unul. De aceea probabilitatea ciutatd este egald cu %% <

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



23. Definitia clasica a probabilitatii

227

Numirul de puncte pe zarurile albastre

1 2 3 4 5 6
| VOO0V OHOHOD
g ° ° ° ° o®
bk - I ‘ O - T ‘ @ ‘ 4
9000000060505
% \\’ \::’ { i’ R W X :’
i ~ o ¢ ° o
AL T T T T B B
=
900090060600
AN N R 4 Y Y R g
PQOUOOOVHOHOHOH
Fig. 23.2

EXEMPLUL 7 (problema lui d’Alembert)

Sunt aruncate concomitent doud monete identice. Prima A doua

Care este probabilitatea, ci micar pe una din ale monets moneti

va cddea pajura?

Aceasti problemi este aseminitoare cu pro-
blema din exemplul 6. Diferenta consti in aceea
cd zarurile erau de diferite culori, iar monetele
sunt identice. In acest experiment, pentru a crea
un complex de conditii, ce duce la rezultate egal
posibile, vom deosebi monetele, numerotandu-le.
Atunci putem obtine patru rezultate egal posibile
(fig. 23.3).

In primele patru din aceste rezultate micar o
datid a apidrut pajura. De acea probabilitatea fap-
tului, ¢ la aruncarea concomitentd a doud mone-
te micar pe una din ele va apirea pajura, este

egali cu % <
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EXEMPLUL 8 Suntaruncate concomitent doui zaruri identice. Care
este probabilitatea, cd vor cidea numere, suma cirora este egald cu 11°?

Experimentul dat are 11 rezultate. Suma numerelor cizute poate fi
egalicu 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12. Dar este incorect de considerat,
ci probabilitatea evenimentului “suma numerelor pe doud zaruri este egali

o 1 y .
cu 117 este egalid cu o Problema e ci cele 11 rezultate obtinute nu sunt

egal posibile. De exemplu, rezultatul “suma numerelor pe doui zaruri este
egald cu 2”7 poate fi obtinut printr-o singurd metodi, iar rezultatul “suma
numerelor pe doud zaruri este egali cu 6” — prin 5 metode diferite
(convingeti-vi singuri).

Pentru aplicarea definitiei clasice a probabilititii, vom descrie conditiile
experimentului in asa fel, ca rezultatele si devini egal posibile.

Cu acest scop vom diversa zarurile, de exemplu prin culoare. Atunci se
vor obtine 36 de rispunsuri egal posibile (fig. 23.2). Din ele doar doud sunt

. . » . < 2 1
tavorabile. De aceea probabilitatea ciutati este egald cu % 18
EXEMPLUL 9 Suntanalizate toate familiile cu doi copii, in care micar
unul din copii este biiat. Care este probabilitatea faptului, ci intr-o astfel de
familie, aleasd arbitrar, ambii copii sunt biieti? (Considerdm, ci probabilitatea
nasterii unei fete si probabilitatea nasterii unui biiat sunt egale).

o . <A o 1

S-ar pirea, ci rispunsul la aceastd intrebare este numirul pt Doar un
copil in familie este biiat, deci al doilea cu probabilititi egale poate fi sau
un biiat, sau o fetita.

In realitate aceste calcule se referd la altd problema: sunt analizate fami-
liile, in care primul copil este biiat. Care este probabilitatea, ci intr-o astfel
de falilie, aleasd arbitrar, sunt doi baieti?

Complexul de conditii el experimentului nostru presupune trei rezultate
egal posibile:

primul copil - baiat, al doilea copil - biiat ;

primul copil — biiat, al doilea copil — fetitd;

primul copil — fetiti, al doilea copil — biiat.

3 .1 « « » 1
In asa fel, probabilitatea ciutati este egald cu 3 <

In finalul punctului dorim sd mentinem urmitoarele.
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La prima vedere ne pare, ci multe fenomene, ce se petrec in jurul nostru,
sunt controlate de “miria sa intimplarea”. Dar la o analizi mai minutioasd
se clarificd, ci prin haosul de fapte intimplitoare isi face drum o regularitate,
care poate fl estimatd numeric. Stiinta, ce se ocupi de astfel de estimiri, este
numiti teorie a probabilititilor.

‘?

Care eveniment este numit eveniment sigur?

Care eveniment este numit eveniment imposibil?

Care este probabilitatea: 1) evenimentului sigur; 2) evenimentuluiimposibil?
Prezentati exemple de evenimente egal probabile.

Formulati definitia clasicd a probabilitatii.

in care situatii este imposibila aplicarea definitiei clasice a probabilitatii?

oupwbN=

I EXERCITII

23.1.° Prezentati exemple de evenimente sigure.
23.2.° Prezentati exemple de evenimente imposibile.

23.3.° In cos sunt 10 mere rosii si 15 mere verzi. Care este probabilitate ci
din cos arbitrar este luatd o pard? un mir?

23.4.° Arbitrar sunt alese trei cifre pare. Care este probabilitatea, ci numirul
notat cu aceste cifre va fi impar?

23.5.° Arbitrar sunt alese trei cifre impare. Care este probabilitatea, ci
numirul notat cu aceste cifre va fi impar?

23.6.° Care este probabilitatea, ¢i permutind literele in cuvantul “algebrd”,
veti obtine cuvantul ,geometrie”?
23.7.° Prezentati exemple de evenimente cu rezultate egal posibile.
23.8.° Prezentati exemple de evenimente cu rezultate cu posibilititi diferite.
23.9.° Sunt oare egal probabile evenimentele A si B:
1) evenimentul A: din 15 bile de biliard, numerotate cu numere de la
1 péni la 15, este arbitrar luatd bila cu numirul 1;
evenimentul B: din 15 bile de biliard, numerotate cu numere de la
1 péni la 15, este arbitrar luatd bila cu numirul 7;
2) evenimentul A: din 15 bile de biliard, numerotate cu numere de la
1 péni la 15, este arbitrar luati o bild cu numir par;
evenimentul B: din 15 bile de biliard, numerotate cu numere de la
1 péni la 15, este arbitrar luatd o bild cu numdr impar?
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23.10.° Care este probabilitatea, cd la o aruncare a  zarului va cidea un
numir de puncte egal:
1) cu unu;
2) cu trei;
3) cu un numir impar;
4) cu un numir divizibil la 5;
5) cu un numir, ce nu e divizibil la 3;
6) cu un numir, divizibil la 97
23.11.° Imaginati-vi, cd in clasa, in care invitati, e pusa
in joc o vizita turisticd gratuitd la Londra? Care este
probabilitatea, cd veti fi persoana cu succes?
23.12.° Pentru sustinerea examenului de matematici, e
necesar si inveti 35 de bilete. Un elev a invitat ideal
30 de bilete. Care este probabilitatea, ci rispunzand
la biletul, ales arbitrar, elevul va obtine nota 12?
23.13.° Pentru sustinerea examenului de matematicd, e
necesar si inveti 30 de bilete. Un elev a invitat un
singur bilet. Care este probabilitatea, ci rispunzand la
un bilet, ales arbitrar, elevul nu va sustine examenul?
23.14.° Care este probabilitatea, cd eleva din clasd, care va fi chemati la
tabld la lectia de matematici, poartd numele Caterina?
23.15.° Laloterie participa 20 de bilete cu céstig si 280 de bilete fira castig.
Care este probabilitatea succesului, dacd e cumpirat un singur bilet?
23.16.° In cutie sunt 7 bile albastre si 5 bile galbene. Care este probabilitatea,
ci o bild, aleasd arbitrar, va fi: 1) galbend; 2) albastri?
28.17.° In cutie sunt 23 de cartele numerotate de la 1 pani la 23. Din cutie
arbitrar este aleasi o carteld. Care este probabilitatea, ci pe carteld este
scris un numar:
1) 11;
2) 24;
3) divizibil 1a 6;
4) divizibil 1a 5;

5) cu o singuri cifrd;

6) comun;
7) in notatia ciruia este cifra 7;
8) in notatia ciiruia este cifra 2;
9) in notatia ciruia lipseste cifra 4;
10) suma cifrelor ciruia este divizibili la 3;
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11) care la impirtirea la 11 d restul 2;
12) in notatia cdruia lipseste cifra 1?

23.18.° Dintre numerele naturale de la 1 pina la 30 in mod arbitrar alegati
un numir. Care este probabilitatea, ci acest numir va fi:
1) simplu;
2) divizor al numirului 18;
3) pitratul unui numdr natural?

23.19.° Culegind numirul de telefon al colegului, Micola a uitat: 1) ultima
cifrd; 2) prima si ultima cifrd. Care este probabilitatea, ¢ Micola va culege
corect numdrul din prima incercare?

23.20." Abonentul a uitat ultimele doui cifre a numirului de telefon si le

culege in mod arbitrar. Care este probabilitatea, ci abonentul va culege
corect numirul, daci tine doar minte ci ultimele doud cifre:

1) sunt impare; 2) diferite si pare?

23.21." Care este probabilitatea, cd cea mai fericiti zi din anul urmitor va
cidea: 1) pe data de 7; 2) pe data de 31; 3) pe data de 297

23.22.° Fetetele cubusorului sunt vopsite in culoare rosie sau albd (fiecare
fatd o singuri culoare). Probabilitatea aparitiei fatei rosii este egald cu
pe iar probabilitatea aparitiei fatetei albe — pt Cite fatete rosii si cite
fete albe are cubusorul?

23.23." In cutie sunt 4 bile albastre si cateva bile rosii. Cite bile rosii sunt

in cutie, daci probabilitatea cd o bild, luatd arbitrar din cutie, va fi albas-
tré, este egald cu ;‘?

23.24." Dintre numerele cu doui cifre in mod arbitrar este ales un numir.
Care este probabilitatea faptului, ci:
1) cifra din ordinea zecilor este mai mare decit cifra din ordinea

unititilor;

2) cifra din ordinea zecilor si cifra din ordinea unititilor coincid,;
3) acest numir este divizibil la 9?

23.25.° Cartelele cu numerele 1, 2, 3 au fost arbitrar aranjate in rind.
Care este probabilitatea, ci cartelele cu numere impare vor fi situate pe
pozitii vecine?

23.26." Pe o laitd in mod arbitrar se aseazd doi biieti si o fetitd. Care este
probabilitatea, cd biietii se vor aseza alituri?
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23.27.° In cutie sunt 5 creioane verzi si 7 creioane albastre. Ce numir minim
de creioane trebue luate arbitrar din cutie, pentru ca probabilitatea fap-
tului, cd printre creioanele luate micar unul este verde, si fie egalid cu 1?

23.28." In cutie sunt 3 creioane rosii, 7 creioane galbene si 11 creioane
albastre. Ce numir minim de creioane trebue luate arbitrar din cutie,
pentru ca probabilitatea faptului, cd printre creioanele luate méicar unul
este rosu, si fie egald cu 1?

23.29.” Concomitent sunt aruncate doui zaruri. Cu ajutorul figurii 27.2
determinati, care este probabilitatea, cd vor cidea:

1) doud unitati;

2) douid numere identice;

3) doud numere, suma cirora este egali cu 7;

4) douid numere, suma cirora este mai mare decit 10;
5) doud numere, produsul cirora este egal cu 6.

23.30.” Zarul este aruncat de doui ori. Care este probabilitatea faptului, ca:
1) prima oard vor cidea mai putin de 4 puncte, iar a doua — mai mult
de 4 puncte;
2) prima oari vor cidea mai putine puncte, decit a doua;
3) la doui arunciri in total vor cidea 5 puncte?
23.31." Care este probabilitatea faptului, ¢ la aruncarea dubli a zarului:
1) prima oari va cidea un numir de puncte mai mic ca 5, iar a doua
oard — mai mare ca 4;
2) sasele va cidea doar a doua oari;
3) prima oard vor cidea mai multe puncte, dect a doua?

23.32." Dmitro si Petro concomitent arunci cite un zar. Dacd suma de
puncte cizute este egald cu 6, invinge Dmitro, iar dacd in sumi cad 7
puncte, va invinge Petro. Cine din jucitori are mai multe sanse de succes
in aceastd joacd.

23.33.” Moneta este aruncati de doui ori. Care este probabilitatea, ci vor
cidea: 1) doui pajure; 2) o pajurd si un numir?

23.34." Din cinci cartele numerotate este arbitrar aleasd una, numirul este
memorizat si cartela este readusi la un loc cu celelalte. Apoi din nou
este arbitrar aleasd o carteld din cele cinci. Care este probabilitatea, ci la
ambele probe este aleasi cartela cu acelasi numar.

23.35." Care este probabilitatea, ci la trei arunciri ale monetei: 1) de trei
ori va cidea pajura; 2) de douid ori va cidea pajura; 3) o dati va cidea
pajura; 4) micar o datd va cidea pajura?
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23.36." La o masi rotundi in mod arbitrar s-au asezat n persoane (n>2).
Din ei doar doi sunt cunoscuti intre ei. Care este probabilitatea, cd
cunoscutii s-au asezat alituri?

23.37.” La coadi in mod arbitrar s-au aranjat patru persoane: A, B,
C, D. Considerind toate variantele de aranjament egal posibile,
determinati probabilitatea faptului, cd A va sta la coadd inaintea lui B.

La inceput a fost jocul _@

Cunoasteti multe jocuri, la care rezultatul depinde de miiestria juci-
torilor. Dar existi si astfel de jocuri, la care de posibilititile jucitorilor nu
depinde nimic. Totul e decis de intimplare. Unul din aceste jocuri sant
zarurile. Se considerd cd anume de la zaruri s-a inceput stiinta despre
procese aleatoare.

Unul din curtenii regelui francez Ludovic XIV, jucitor de noroc, filosof si
literator cavalerul de Mere s-a adresat la remarcabilul matematecian Pascal
Blaise cu rugimintea, ca acesta si-i explice upmitorul paradox. Dintr-o parte,
bogata practici de joc a lui Mere mirturiseste, cd la aruncarea a trei zaruri
suma de 11 puncte cade mai des, decit suma de 12 puncte.

Din alti parte, acest fapt intrd in contradictie cu urmitoarele calcule.
Suma de 11 puncte poate fi obtinutd din 6 combinatii de zaruri:
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In asa fel, pentru aparitia sumelor de 11 si 12 puncte sunt favorabile
numere identice de rezultate. Reiese , ci aceste evenimente au sanse egale,
ce este in contradictie cu practica.

Pascal si-a dat seama: eroarea consti in aceea, ci evenimentele, obser-
vate de Mere, nu siant egal probabile. De exemplu, suma de 11 puncte din
combinatia 6-4-1 poate fi obtinuti prin 6 metode diferite de aruncare a
zarurilor: (6; 4; 1); (6; 1; 4); (4; 6; 1); (4; 1; 6); (1; 6; 4); (1; 4; 6).

Daci vor fi calculate pentru fiecare combinatie si numirul de metode de
obtinere, vom primi: pentru suma 11 numirul de rezultate favorabile este
27, iar pentru suma 12 — 25. Si toate aceste rezultate sunt egal posibile.

Aceasti si alte probleme, referitoare la jocurile de noroc, Pascal Blaise le-a
discutat in corespondenta cu Pierre Fermat. Astizi se considerd, ¢ aceasti
corespondenti a pus bazele teoriei probabilititilor.

Este interesant, ci o gresald, similard greselii lui de Mere, a comis-o si
remarcabilul matematecian francez Jean Le Rond d’Alembert, rezolvand
problema: “Moneta este aruncatd de doud ori. Care este probabilitatea, ci
micar o datd va cidea pajura” El ficea urmitoarela calcule.

Sunt posibile trei rezultate: pajura a apirut la prima aruncare, pajura a
apirut la a doua aruncare, pajura in genere nu a apirut. Atunci din trei re-

. < 1o« .1 < < 2
zultate favorabile vor fi doar doud, adici probabilitatea ciutati este 3

. . C s 3
Dar din exemplul 7 p. 23 deja cunoasteti, ci rispunsul correct este "

Eroarea consta in aceea, ci trei rezultate mentinute nu erau egal posibile
(constatati de ce). Probabil, aceastd eroare se explicd prin aceea, ¢i in secolul

~ « -

XVIII teoria probabilititilor era o stiintd “tanard”, care cerea detalizarea insisi
. .. « oqe . -
a notiunii de “probabilitate a evenimentului”.

Pascal Blaise
(1623-1662)

Filosof si teolog francez, scriitor, matematician si fizician.
La vérsta fragedd a demonstrat inzestrare matematica,

a intrat in istoria matematicii ca exemplu clasic de
genialitate minora. Cercul lui de interese era foarte larg.
Printre altele, el este autorul algoritmului de determinare
a divizibilitatii numerelor intregi, a formulat o serie de
notiuni de baza a teoriei probabilitatilor, metode de calcul
a ariilor figurilor, ariilor suprafetelor, si volumelor
corpurilor. A construit prima masina de calcul - sumatorul.
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Consolidarea si dezvoltarea teoriei probabilititilor a fost posibild dato-
ritd lucririlor unor matematecieni remarcabili, cum ar fi Jakob Bernoulli
(1654—1705), Pierre-Simon Laplace (1749—1827), Rihard von Mizess
(1883-1953).In secolul XX un rol important au avut lucririle remarcabilului
matematecian sovietic Andrei Nicolaevici Kolmogorov.

Stiinta matematicd ucraineand a dat lumii o pleadi de remarcabili
specialisti in domeniul teoriei probabilititilor. Numele lui I.I. Hicman,

B.V. Gnedenko, A.V. Skorohod, M.I. Iadrenko sunt cunoscute pentru

matematicienii din intreaga lume.

A.N. Kolmogorov M.l. ladrenko
(1903-1987) (1932-2004)

Mihailo Tosipovici Iadrenko o mare par-
te din fortele sale de creatie le-a consacrat
activititii pedagogice. A lucrat timp indelun-
gat cu tineri dotati, a fost fondatorul Olimpiadei tinerilor matematecieni
din Ucraina. A depus mari eforturi pentru popularizarea stiintei. Astfel,
din initiativa lui in anul 1968 a fost, pentru prima dati in Ucraina, editati
prima culegere de articole de popularizare a stiintei ,In lumea matematicii”.

initiale despre statistica

b

Cunostinte

Cu ce tiraj trebue editat manualul de algebrid pentru clasa 9-a?

Este oare rational pentru un politician si-si inainteze candidatura la
alegerile a postul de primar?

Cite kilograme de peste si alte producte marine consumi in mediu pe
an un locuitor al Ucrainei?

Este oare rentabil si fie arendat stadionul pentru concertul unui artist?

La aceste si multe alte intrebiri poate da rispuns statistica.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3MilleHHs nigpyvHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



236 PENTRU CEI CARE VOR SA OBTINA MAI MULTE CUNOSTINTA

Definitie. Statistica (din latind status - stare) - este stiinta despre
dobindirea, prelucrarea si analiza datelor cantitative, care caracterizeazd
fenomene multiple.

Studiul statistic este alcituit din cateva etape:

Acumularea de date

Prelucrarea de date si
prezentarea datelor in forma
comodi

Analiza de date

v

Concluzii si recomandiri

Ne vom opri mai detailat la fiecare etapa.

Acumularea de date

Vi e cunoscut, ci obiceiurile diunitoare, alimentarea incorecti, stilul de
viatd imobild - duc la boli cardio-vasculare. Desigur, la aceastd concluzie
medicii au ajuns, fird si analizeze toatd populatia planetei.

E clar, ci studiul a avut un caracter selectiv, dar de dimensiuni in masd.

In statistici multimea de date, pe baza cireia este efectuat studiul, este
numiti set.

In cazul dat setul a fost format din cateva milioane de persoane.

E cazul si mentinem, ci concluzia statisticd, bazatd doar pe numirul mare
al setului, nu totdeauna este justi. De exemplu, daci, analizind popularitatea
unui artist, vom limita anchetarea cu persoanele, participante la concertul
artistului, concluziile ficute nu vor fi obiective, deoarece aceste persoane
au vizionat concertul anume gratie faptului, ci acest artist le este pe plac.
Statisticii spun, ci setul trebuie si fie reprezentativ (din cuvéntul francez
représentatif- demonstrativ).

Astfel medicii, studiind factorii de risc a aparitiei bolilor cardio-vasculare,
au analizat oameni de diferite virste, profesii, nationalititi etc.

In asa fel, acumularea de date trebuie bazata pe fenomenul de masa si prin-
cipiul reprezentativ al setului. In unele cazuri setul poate si coincidid cu
multimea de obiecte, asupra cireia este efectuat studiul. Exemplu de astfel
de studiu este efectuarea atestirii de stat la matematici in clasa 9.
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Metodele de prezentare a datelor

Informatia dobénditi (seturile de date) sunt eficient prezentate in forma
de tabele, grafice, diagrame.

Vom analiza cateve exemple.

EXEMPLUL 1 Intabelisunt prezentate rezultatele participirii elevilor
din Ucraina la olimpiadele internationale de matematici in anii 1993—2016.
(Echipele nationale la olimpiadele internationale sunt alcituite de cel mult
6 persoane).

Numirul de medalii Firi
Anul Locul petrecerii - = ..
aur argint bronz | In total | medalii
1993 Turcia 2 3 5 1

1994 Honcong

1995 Canada

1996 India

1997 Argentina
1998 Taivan

1999 Romania

2000 Republica Corea
2001 SUA

2002 Marea Britanie
2003 Japonia

2004 Grecia

2005 Mexica

2006 Slovenia

2007 Vietnam

2008 Spania

2009 Germania

2010 Cazahstan

2011 Olanda

2012 Argentina

2013 Columbia

2014 Republica Sud Africani

2015 Tailanda

2016 Honcong 0 2 4 6 0
In multe cazuri datele sunt eficient prezentate prin diagrame cu coloane,

care mai sunt numite histograme (din greaci histos — coloand si gramma -
scriere). Astfel de informatie este usor primiti si bine memorizati.

NNIN|R|OIRrIRlWwINd|W IR INNIFRIRIFRFIRINDIDIR|WRIRRO
WIW|W|WININ|FIN || DN IO WO NN |W|W|O ||
REIRIEINWIWINININ NN OC|W|O|IO|O|IFRIN|IC|OH N
[epR kerl )} ko1 | Hopl Kopl Forl Nor el W) i Korl Nopl Kol ) Kol P {@2 3l o N Nopl Hop | NULH o
=l =} I ol o] lo] fol Fa il N (o} [} fol | VR el | VTl ol ol [l [SU) I V]
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EXEMPLUL 2 Pe figura 24.1 este prezentatd informatia despre fon-
durile de rezervatii naturale ele Ucrainei.
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Parcurile
nationale
de lansafte

Rezervatiile

Fig. 24.1

EXEMPLUL '3 Informatia mai poate fi prezentatd in formi de grafice.
In figura 24.2 este reprezentat graficul cresterii procentuale a numirului de
abonenti la Internet in toatd lumea in anii 1995-2016.
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Diagramele cu coloane si graficele, de regul, sant folosite in cazurile,
cand doresc si demonstreze, cum se scimbi o oarecare valoare cantitativi
dependent de timp.

EXEMPLUL 4 Pe figura 24.3 este prezentati repartizarea medaliilor,
castigate de scolarii din Ucraina la participarea la olimpiadele internationale
in anul 2016. Pentru prezentare a fost aplicati diagrama circulara: cercul
reprezintd numdrul total de medalii, iar fiecirui obiect ii corespunde un
oarecare sector de cerc.

B Matematica

B Fizica

O Chimia

O Biologia

B Lingvistica

O Ecologia

@ Astronomia

O Geografia

Fig. 24.3

Analiza de date, concluzii si recomendatii

Datele statistice sint acumulate din diferite domenii ale stiintei si a
actvitdtii omului: din economie, medicini, sociologie, demografie, agriculturi,
meteorologie, sport etc. Dar metodele de prelucrare statistici(analizd) in mare
misurd sint comune. Vom face cunostinti cu citeva din ele.

Ne vom adresa la exemplul 1. Tabela prezentatd ne permite si aflim,
cate medalii in mediu pe an au dobéndit elevii din Ucraina la olimpiadele
internationale de matematici. Pentru aceasta numirul total de medalii,
dobéndite in aceastd perioadi, trebuiesc impirtite la numarul de ani. De
exemplu, in peroada 1993-2016, avem:
5+4+3+6+6+6+5+4+6+4+6+6+6+5+6+6+6+6+6+5+5+6+6+6

24
130 5
e
24 12

Deoarece intr-un an pot fi dobandite nu mai mult de 6 medalii, valoarea
. 5 . < . .. -
medie de 55 mirturiseste, ci echipa Ucrainei participi cu succes la acest

forum de prestigiu.
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In informatia statistici valorile medii ale seturilor de date sunt intalnite
destul de frecvent. De exemplu, prezentim tabela de realizare a principalelor
producte alimentare prin retelele mari de magazine in unele tiri (in kilograme
pe cap de locuitor pe an).

Tara Carne Pegte si Produse Cereale Legume Fructe
marine

Australia 118,1 22,1 86,6 93,8 103,5
Danemarca 111,9 24,3 139,56 102,2 146,5
Spania 122,0 27,4 98,9 143,3 105,4
Italia 91,0 26,2 162,6 178,3 131,0
Canada 99,0 25,6 119,3 120,3 119,2
SUA 123,4 21,1 110,8 123,5 113,5
Ucraina 33,9 15,6 158,4 116,0 36,4
Franta 98,3 31,2 117,2 142,9 95,5

Astfel de tabele pot fi folosite, de exemplu, de economisti in studiile,
concluziile si recomandirile lor, de proprietarii de magazine si producitorii
alimentari la planificarea activititii.

Dar valorile medii nu totdeauna reprezinti corect (adecvat) situatia. De
exemplu, daci in tard veniturile la diferite grupe de populatie se deosebesc
esential, atunci venitul mediu pe cap de locuitor nu va oglindi corect nivelul
stdrii materiale al majorititii populatiei.

De exemplu, intr-o oarecare tard 100 de locuitori — sunt foarte bogati,
iar restul 5 milioane — foarte siraci. In asa conditii valoarea venitului mediu
poate arita destul de inalti, si deci, nu reprezinti adecvat siricia generald
a populatiei.

In asemenea cazuri pentru analizi sunt folosite si alte caracteristici.

Folosind exemplul 1, alcituim tabela, ce reprezintd numirul de medalii
de fiecare tip:

Medalii de aur Medalii de argint Medalii de broz Firi medalii
33 55 42 14

Astfel de tabeld este numiti tabela de frecvente, iar numerele din randul
doi — frecvente.

Frecventa 55 arati, cd scolarii ucraineni cel mai regulat dobandesc me-
dalii de argint. Categoria ,medalii de argint” este numiti moda a datelor
prezentate.
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~» »

Acest cuvint ne e bine cunoscut. Des pronuntim: “a intrat in modd”, "a
esit din modi”, ,a pliti bir modei”. In viata de zi cu zi moda inseamni un
sistem de opinii si preferinte, primite de majoritate in momentul dat.

Anume moda este cea mai importanti caracteristicd in cazurile, cind
datele obtinute nu sunt multime numerici. Demonstrim aceasta cu urma-
torul exemplu.

O firmi vestiti, care intentiona s facd in Ucraina comert cu pantaloni
de jeans, a efectuat un sondaj cu un set reprezentativ de 500 de persoane.
Rezultatele au fost prezentate in tabela de frecvente:

Mirimea XS S M L XL XXL | XXXL
Frecventa 52 71 | 145 | 126 | 59 40 7
Frecventa relativi (in %) 10,4 | 14,2 | 29 [25,2|11,8| 8 1,4

In al treilea rand al tabelei sunt scrise raporturile dintre frecventa respec-
tivd si dimensiunea setului. Acest raport, prezentat in procente, este numit
frecventa relativa. De exemplu, pentru mirimea XS avem:

2-100 =10,4 (%).
500

Moda acestui set — este mirimea M, si ei ii corespunde o frecventi re-
lativd de 29 %.

In asa fel, firma a primit informatia, ci cea mai mare parte din pantalonii,
propusi cumpdritorilor (aproximativ 29 %), trebuia si fie de mirimea M.

Vom relata, cd daci in tabeld doui frecvente ar fi avut valori maxime
egale, doud marimi respective ar fi fost considerate mode.

Mai sus am demonstrat un exemplu, in care valoarea medie nu reprezinti
corect starea materiald a populatiei din tard. O informatie mai detalizatd poate
fi obtinutd, completind valoarea medie cu rezultatele urmitoarelor studii.

Este alcituit setul reprezentativ, format din cetdteni ai tirii date, si se
obtin seturi de date, ce reflectd veniturile. Apoi, aplicind o scard, ce determini
nivelul veniturilor (mici, medii, mari) toate datele sunt divizate in trei grupe.
Este alcituiti o tabeld, in care sunt notate frecventele si frecventele relative:

Nivelul de venituri Mic Mediu Mare
Frecventa m n k
Frecventa relativi » % g% 7%

Moda acestor seturi de date poate caracteriza nivelul de venituri din tara.
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Studierea seturilor de date poate fi comparati cu lucrul unui medic, ce face
diagnostica. In dependenti de jalobele pacientului sau a simptomelor observate,
medicul alege o oarecare metodicd de determinare a pricinilor, ce provoaci boala.
E clar, ci aceastd metodici va determina precizia diagnozei. Altfel si in statistici:
in dependenti de informatia acumulati si de metodele de dobandire ale acestei
informatii, sunt aplicate diferite metode de prelucrare. Aceste metode pot si se
completeze reciproc, una din ele poate fi mai precisi(sau mai adecvati), decat
altele, in prezentarea unei situatii concrete. In asa fel, analizind participarea
elevilor ucraineni la olimpiadele internationale de matematici, se poate face
concluzia, ci astfel de parametri statistici, cum ar fi valoarea medie si moda,
sunt bine coordonate. lar in exemplul, in care se determini mirimea cea mai
solicitatd a pantalonilor de jeans, cea mai informativi este moda.

Cu ciit este mai bogat arsenalul de metode de prelucrare a datelor, cu atat
si concluziile obtinute vor fi mai obiective.

Vom prezenta incd o caracterictica statisticd importanta.

O familie a decis si efectueze remontul bucitiriei si se intereseazi, care
este pretul instaldrii unui metru de teracotd. Studiind prescurantul a 11
firme de constructie, au obtinut urmitoarea informatie (preturile sunt date
in grivne in ordine ascendenti)

80, 80, 90, 90, 100, 130, 180, 200, 300, 450, 500.

Familia ar dori si angajeze o firmi cu pret mediu.

Valoarea medie a masivului de date este egald cu 200.

Dar din datele obtinute, vizual se poate face concluzia, ci pretul de 200
grn corespunde mai mult nivelului de preturi inalte, decat medii.

Observim, cd numirul 130 e situat la mijlocul sirului de numere ordo-
nate. Acest numir este numit median a setului de date. In situatia amintita
anume mediana ne ajuti si alegem firma cu pretul mediu. Intr-adevir, din
sirul de 11 numere, cinci numere sunt mai mici decat 130, iar cinci = mai
mari decit 130.

Acum vom analiza un set ordonat de date, format dintr-un numir par
de numere, de exemplu, din 8 numere:

1,4, 4,7, 8, 15, 24, 24.

Aici ,mijlocul” setului este format din doud numere: 7 si 8. Se conside-

rd, ci mediana unui astfel de set este media aritmetici a acestor numere:

7+8:7’5.

Valoarea medie, moda si mediana sunt numite metrice ale tendintei
centrale ale setului de date.
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I EXERCITII

24.1.° Folosind tabela de temperaturi atmosferice medii anuale din unele
orage ale Ucrainei, construiti respectiva histogramai cu coloane:

Orasul Temperatura, °C Orasul Temperatura, °C
Lviv 7,8 Cercasy 7,7
Ujgorod 10,1 Poltava 7,6
Kiev 8,4 Donetk 8,5
Sumy 6,8 Lugansk 8,8
Odesa 10,7 Herson 10,3
Mykolaiv 10,0

24.2.° Folosind tabela dezvoltirii metropolitanului din Kiev, construiti
graficul lungimilor liniilor sale.

24.3.° Folosind tabela dezvoltirii metropolitanului din Kiev, construiti
graficul cresterii numirului de statiuni.

Ami || it | A | dcvagen | lmitodon
1960 5 5.2 2000 40 51,4
1965 10 12,7 | 2004 43 56,3
1971 14 181 | 2008 16 59.8
1976 17 2042 | 2010 49 63.6
1981 23 2772 | 2011 50 65,08
1987 28 326 | 2012 52 66
1992 35 431 | 2013 53 67,5

24.4.° Determinati, daci selectia este reprezentativi:
1) pentru a afla, cit de des locuitorii orasului isi petrec zilele de odihni in
sinul naturii, au fost anchetati membrii a trei cooperative de lividari;
2) cu scopul sondajului memorizirii versurilor Lesei Ucrainca de citre
elevii claselor a noua, in mod aleativ au fost anchetati 4 mii de elevi
din clasa noua din diferite regiuni ale Ucrainei;
3) pentru determinarea procentului de abonenti la Interner in Ucraina,
in mod aleativ au fost anchetati 500 de kievleni;
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4) pentru determinarea ratingului programului televizat pentru tineret,
in mod aleativ au fost anchetati 10 mii de tineri si tinere in varstd de
la 15 péani la 20 de ani.

24.5.° Aflati metricele tendintei centale a seturilor de date:
1)3,3,4,4,7,7,7,7,8,8, 10;
2) 12, 13, 14, 16, 18, 18, 19, 19, 19.

24.6.° Fetele din clasa 9-a la lectia de educatie fizicd au sustinut pro-
bele de sirituri in iniltime. Invititorul a fixat urmitoarele rezultate:
105 cm, 65 cm, 115 ¢cm, 100 cm, 105 ¢m, 110 cm, 110 cm, 115 cm,
110 cm, 100 cm, 115 cm.
Aflati valoarea medie si mediana datelor obtinute.

24.7.* Conducitorul de clasi al clasei a 9-a duce jurnalul de prezentare al
elevilor la lectii. La finalul sdptimanii au fost inregistrate urmatoarele date:

Ziua siptimanii Luni Marti Mercuri Joi Vineri
Numirul
. 3 2 5 4 8
de absenti

1) Aflati numirul mediu de absenti pe zi pe parcursul acestei siptimani;
2) Aflati moda datelor obtinute.

24.8." In clasa 9, in care invata 23 de elevi, a fost efectuati anchetarea: apro-
ximativ cite ore pe zi elevii sunt ocupati cu temele de acasi. Raspunsurile
elevilor au fost prezentate cu histograma (fig. 24.4).

8

6
5
4
3
2
1

0 ore 1 ore 2 ore 3 ore 4 oreW

3

Numarul de elevi de clasa 9

Timpul petrecut la indeplinirea temelor de acasa

Fig. 24.4
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1) Competati tabela de frecvente:

Timpul petrecut la indeplinirea temelor
de acasi

Frecventa

Frecventa relativd

2) Caite ore pe zi in mediu petrec elevii acestei clase la indeplinirea
temelor pentru acasi? (aflati valoarea medie a sirului de date.)

3) Cate ore petrec majoritatea elevilor acestei clase la indeplinirea te-
melor pentru acasi? (aflati moda sirului de date.)

24.9." Pe figura 24.5 este reprezentatd diagrama cu coloane a rezultatelor
lucririi scrise la algebri in trei clase a noua.

—
[\

=
(o)

o]

Numarul de elevi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numarul de puncte

Fig. 24.5

1) Completati tabela de frecvente:

Numiruldepuncte | 1 |2 | 3|4 |5 |6 |7|8|9]|10|11]|12

Frecventa

Frecventa relativd

2) Aflati valoarea numirul mediu de puncte, obtinute de elevi la aceasti
lucrare scrisi.
3) Aflati moda datelor obtinute.
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24.10." Folosind rezultatele ultimii lucriri de control la algebri, ce a fost
efectuatd in clasa voastrd, completati tabela de frecvente, prezentate in
problema 24.9.

1) Aflati numirul mediu de puncte, obtinute de elevi la aceastd lucrare
de control.
2) Aflati moda datelor obtinute.

24.11.° Elevii unei scoli din Herson au fost anchetati, de cate ori in viatd au
zburat cu avionul. Datele obtinute au fost inregistrate in tabela:

Numiirul de zboruri efectuate 0 1 2 3 4 5
Numiirul de elevi 530 | 92 46 30 8 4

Frecventa relativd (%)

1) Completati al treilea rand al tabelei.

2) Prezentati datele obtinute printr-o diagrami cu coloane.

3) Aflati moda si valoarea medie a datelor obtinute.

4) Explicati, poate fi oare considerati selectia prezentati ca reprezenta-
tivd pentru concluzii referitor la toti elevii din orasul Herson.

24.12.° Scrieti toate notele, pe care le-ati obtinut la algebrd in decursul
anului. Aflati valoarea medie, moda si mediana ale sirului obtinut de date.

24.13." Directorul firmei are un salariu de 50 000 grn pe luni, doi adjuncti —
cate 20 000 grn pe luni, iar ceilalti 17 lucritori ai firmei — cate 4 500 grn
pe luni. Aflati valoarea medie, moda, mediana salariilor la aceasti firma.

24.14." Cititi unul din cele mai vestite versuri ale lui T. G. Sevcenko (pro-
punem poezia in original):

CaoK BUIIIHEBUH KOJIO XaTH,
Xpylml Ha BUIIHAME 'Yy Th,
[Iayrarapi 3 mayramMmu #ayTh,
CmiBaroTh 1ay4u IiBUarTa,

A Mmarepl BeuepsTh JKIYTh.

CeM’st Beuepst KOJIO XaTH,
Beuipus siporbka BcTae.
Jlouka BeuepsaTh mozaeE,
A maTm xoue HayJaTH,
Tax costoBeiiko He mae.
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Iloxmana maTu Kosto xaTu
MausteHbEHX JITOYOK CBOIX;
Cama 3acHyJIa KoJIo ix.
3aTuxJo Bce, TLIBKO JiBYaTa
Ta comoseiiko He 3aTux.!

“_”» ({553 ({54 ({3 [P ({3 ({3 «_

Pentru literele “a”, “e”, “”, “, “w”, “0”, “p”, “y”", “@”, “a” alcituiti
tabela de frecvente a prezentei acestor litere in textul poeziei. Determinati mo-
da datelor obtinute.

24.15." In decursul lunei mai a anului 2016 temperatura atmosferici in
orasul Kiev la ora 8 dimineata a fost de:

Temperatura, Temperatura, Temperatura,
o 0 B

C C C

01.05.2016 13,1 11.05.2016 17,8 21.05.2016 14,0
02.05.2016 15,3 12.05.2016 15,0 22.05.2016 16,9
03.05.2016 15,7 13.05.2016 16,6 23.05.2016 18,7
04.05.2016 15,4 14.05.2016 12,6 24.05.2016 17,4
05.05.2016 16,2 15.05.2016 13,1 25.05.2016 16,1
06.05.2016 13,1 16.05.2016 13,5 26.05.2016 16,8
07.05.2016 10,5 17.05.2016 8,8 27.05.2016 20,1
08.05.2016 14,2 18.05.2016 12,4 28.05.2016 19,2
09.05.2016 15,5 19.05.2016 9,5 29.05.2016 20,7
10.05.2016 17,5 20.05.2016 10,8 30.05.2016 17,3
31.05.2016 17,4

Data Data

Aflati metricele tendintei centrale ale datelor inregistrate.

24.16.° Formati un sir: 1) de cinci numere; 2) de sase numere, in care:
a) valoarea medie este egald cu mediana;
b) valoarea medie este mai mare ca mediana.

1 T. G. Sevcenko. Opere in 12 v. Institutul de literaturd T. G. Sevcenko a academiei de
stiingi din Ucraina. K. : Naucova dumca, 2003.- V. 2. - P. 17.
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Prietenim cu calculatorul

Continuati si perfectionati miiestria de lucru cu calculatorul, obtinutd
in clasele 7 si 8, insusiti instrumente si soft-uri noi. Vi amintim, ci in afa-
rd de insircindrile din acest capitol, puteti folosi diferite programe, create
pentru insusirea cursului scolar de matematicd. Vi puteti adresa la reteaua
mondiali Internet cu scopul ciutirii da astfel de programe si alte informatii
suplimentare la cursul de algebri.

Daci aveti intentia sd alegeti o profesie, ce necesitd aplicarea permanenti
de cunostinte matematice, puteti incepe insusirea pachetelor de matematica
(de exemplu, Mathcad, MATLAB si altele), care contin instrumente perfecte
de calcule matematice, construire geometrici si altele.

In acest capitol sunt prezentate insdrcindri, pe care le puteti efectua la
calculator pe masura insusirii temelor respective. Majoritatea din aceste
insircindri sint continuare si dezvoltare a exercitiilor din acest manual (ast-
fel de insdrciniri sunt notate cu pictograma “=”, iar in capitolul dat sunt
aritate numerele lor).

Celor, ce iubesc programarea, le propunem si creeze algoritme si pro-
grame, in care si fie utilizate cunostintele matematice obtinute. Astfel de
insdrcindri, ce contin elemente de programare, sunt notate cu steluta. Pana
ce n-ati insusit la nivelul cuvenit un limbaj de programare, e suficient si
prezentati algoritmele create prin metoda verbald sau in formi de bloc-
schemi; pe miasura insusirii limbajelor de programare, puteti realiza aceste
algoritme in formi de programe. Atragem atentia, ¢i miiestria de a alcitui
algoritme (siruri de actiuni) va fi de priintd nu doar la programare, dar si in
alte domenii de activitate.

La p. 1 “Inegalitati numerice”

Ciutati in reteaua Internet regulile rutiere. Alegeti din semnele rutiere
semnele, ce determini valorile extreme permise pentru orice mirimi nume-
rice. Notati inegalititile repective.

Desenati cu ajutorul redactorului grafic o axa de coordonate. Demonstrati
vizual, cd o valoare mai mici este situatd pe axa de coordonate mai la stinga
decat valoarea mai mare.

Pistrati figura obtinuti a axei de coordonate intr-un fisier pentru a o
putea folosi in urmitoarele insirciniri.
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La p. 2 “Proprietatile de baza ale inegalitatilor numerice”
In ce mod pot fi demonstrate proprietitile inegalititilor numerice cu
ajutorul redactorului grafic? Ce instrumente ale redactorului pot fi aplicate?

La p. 3 “Adunarea si inmultirea inegalitatilor numerice. Estimarea
valorii expresiei”

Ciutati in reteaua Internet informatie despre distantele minime si ma-
xime dintre planetele sistemului Solar si Soare. In ce mod poate fi ficuti
concluzia despre distantele minime si maxime dintre fiecare doud planete?
Construiti tabela respectivi cu ajutorul redactorului de tabele. Puteti alcatui
tabela in asa fel, ca distanta minima si maximai dintre planete si fie calculatd
automat?

La p. 4 “Inegalititi cu o variabila”
Desenati cu ajutorul redactorului grafic o axid de coordonate. Ilustrati

rezolvarea exerciilor 4.5, 4.6, 4.13. Care instrumente ale redactorului grafic
v-au ajutat si prezentati vizual mersul rezolvirii?

La p. 5 “Rezolvarea inegalititilor lineare cu o variabila. Intervale
numerice”

Indepliniti insircinarile 5.1, 5.2, 5.3 cu ajutorul redactorului grafic.

La p. 6 “Sisteme de inegalitati lineare cu o variabila”

Indepliniti insircinirile 6.3, 6.4 cu ajutoril redactorului grafic.

*6.33. Alcituiti algoritmul de rezolvare al acestei probleme prin metoda
testdrii totale de variante.

*6.54, 6.55, 6.56. Aceste trei probleme sunt exemple tipice de proble-
me cu procente. Descrieti fiecare din aceste probleme in caz general, creati
modelul matematic, descrieti datele initiale si datele rezultante, alcituiti
algoritmul de rezolvare.

La p. 7 “Repetarea si profunzirea cunostintelor despre functie”

Ce metode de definire ale functiei sunt eficiente pentru reprezentarea
acestei functii cu ajutorul calculatorului? Ce instrumente pot fi utilizate
pentru aceastar

La p. 8 “Proprietatile functiei”
* Functia este definitd prin tabeld. Alcituiti un algoritm de determinare
a intervalelor de semn constant si un algoritm de determinare a intervale-
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lor de crestere si descrestere a functiei. Ciror conditii trebuie sd satisfacd
informatia din tabele?

* 8.31. Alcituiti modelul matematic al acestei probleme in caz general.
Descrieti algoritmul rezolvirii acestei probleme in caz general.

La p. 9 “Cum poate fi construit graficul functiei y = 4f (x), daca
este cunoscut graficul functiei y = f(x)”

Cu ajutorul redactorului de tabele definiti o oarecare functie y = f (x)
prin tabeli si construiti pe baza tabelei aceasta functie. Ce modificiri trebuie
efectuate in tabeld, pentru a obtine graficul functiei y = kf (x)? Cum poate
fi automatizat acest proces? Construiti in asa fel cateva grafice ale functiei
y = kf (x) pentru diferite valori k.

Construiti graficul unei oarecare functii y = f (x) cu ajutorul redactoru-
lui grafic. Ce instrumente ale redactorului grafic trebuiesc folosite, pentru
a obtine din acest grafic graficul functiei y = Bf (x) pentru £>1; pentru
0<k<1; pentru k=—1? Cum pot fi folosite aceste instrumente pentru
obtinerea graficului functiei y = kf (x) cu k<0 si k # —1?

La p. 10 “Cum pot fi construite graficele functiilor y = f(x) + b
iy =f(x+ a), daci este cunoscut graficul functiei y = f (x)”

Cu ajutorul redactorului de tabele definiti o oarecare functie y = f (x) prin
tabeld si construiti pe baza tabelei aceasti functie. Ce modificiri trebuie efec-
tuate in tabeld, pentru a obtine graficele functieiy = f (x) + b? y = f (x + @)?
y =f(x+ a) + b> Cum poate fi automatizat acest proces? Construiti in asa
fel cateva grafice ale functiei y = f (x + @) + b pentru diferite valori a si b.

Construiti graficul unei oarecare functii y = f(x) cu ajutorul redactoru-
lui grafic. Ce instrumente ale redactorului grafic trebuiesc folosite, pentru
a obtine din acest grafic graficul functiei y =f (x) + b? y =f (x + a)?
Cum pot fi folosite aceste instrumente pentru obtinerea graficului functiei
y=f(x+a)+b?

La p. 11 “Functia patrata, graficul si proprietitile functiei patrate”

* Parabola este definitd prin formula y = ax® + bx + c¢. Alcituiti un
algoritm cu datele initiale @, b, c. Algoritmul trebuie si determine urmitoa-
rele caracteristici ale parabolei: orientarea ramurilor, coordonatele varfului,
punctele de intersectie cu axele de coordonate, pe baza cirora se poate face
concluzia, ce fragment de paraboli este rational de reprezentat pe grafic.
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Automatizati procesul de alcituire al tabelei respective de valori ale
functiei si construiti graficul conform tabelei obtinute. Cum veti alege va-
loarea argumentului functiei pentru aceasti tabeld, ca graficul si se obtind
cat mai precis posibil?

La descrierea “Despre unele transformiri ale graficelor 77
functiilor”

Determinati, prin ce mod cu ajutorul redactorului de tabele si
a redactorului grafic din graficul functiei y = f (x) pot fi obtinute

graficele functiilor y = f (—x), y=f (I x ), y=1 f(x) |.

La p. 12 “Rezolvarea inegalititilor patrate”

* Folosind tabela, prezentatd in p. 12, alcituiti un algoritm pentru re-
zolvarea inegalititii patrate ax® + bx + ¢>0, date initiale ale algoritmului
fiind valorile a, b, c.

Ce date initiate sunt necesare algoritmului, cu ajutorul ciruia vor fi
rezolvate inegalititile ax® + bx + ¢ <0, ax® +bx +¢ >0, ax® +bx+c¢<0?

La p. 13 “Sisteme de ecuatii cu doui variabile”

Ostap Zabudiko a incercat si rezolve un sistem de ecuatii prin metoda
urmitoare: pentru fiecare din ecuatii a construit graficul ecuatiei, definind
in redactorul de tabele tabela cu valori respective, iar apoi a determinat pe
ecranul calculatorului punctele de intersectie ale acestor grafice. In ce consti
neajunsurile acestei metode?

La p. 14 “Sistemul de doua ecuatii cu doua variabile ca model mate-
matic al problemei de aplicatie”

* Analizati exercitiile din acest punct. Multe din ele descriu situatii
similare. Puteti oare alege astfel de probleme si alcitui un algoritm pentru
rezolvarea lor in caz general?

La p. 15 “Siruri numerice”

In redactorul de tabele celulele tabelelor pot fi completate cu termenii
sirului, definit prin formula termenului de rangul 7 sau prin formula recu-
renti. Insusiti aceste metode de completare ale tabelelor.

Obserwvatie. Evident, cd in asa mod pot fi definite doar siruri finite.

Aplicati aceastd metodi la rezolvarea citorva insdrcindri din acest punct
la propria alegere.
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La p. 16 “Progresia aritmetica”

In redactorul de tabele creati un mecanism de completare al celulelor
tabelei cu termeni ai progresiei aritmetice finite. Faceti acest mecanism in
asa fel, ca sd fie posibild aplicarea lui pentru obtinerea progresiilor aritmetuce
cu orice valori a, si d.

La p. 17 “Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice”

Creati in redactorul de tabele o tabeld, in care prima coloani contine
numirul natura Z — rangul termenului progresiei aritmetice, a doua coloa-
na — valoarea termenului de rangul £, a treia — suma primilor 4 termeni ai
progresiei. Valoare maximi a rangului Z o alegeti la dorinta. Poate fi oare
automatizatd complet constructia acestei tabele pentru valorile date a, si d?

La p. 18 “Progresia geometrica”

In redactorul de tabele creati un mecanism de completare al celulelor
tabelei cu termeni ai progresiei geometrice finite. Faceti acest mecanism in
asa fel, ca si fie posibild aplicarea lui pentru obtinerea progresiilor aritmetice
cu orice valori b, si q.

Cum poate fi aplicat calculatorul pentru efectuarea calculelor procentelor
compuse? Rezolvati insdrcinidrile 18.17—18.20 cu ajutorul calculatorului.

La p. 19 ,,Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice”

In anexala punctul 17 ati creat o tabeld, ce formeazi o progresie aritmetici
cu valorile date a, si d. Adiugati la aceastd tabeld a patra coloani, in care
este scrisd valoate termenului de rangul n a progresiei geometrice , in care
b, =a,, g =d, si a cincea coloani, ce contine sumele primilor n termeni
al acestei progresii geometrice. Pe baza acestei tabele construiti un grafic.

Studiati comportarea progresiei aritmetice si a progresiei geometrice

i )
pentru diferite valori a, si d.
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Raspunsuri si sugestii la insarcinari

§ 1. Numerice

1. Inegalitati numerice

1.10. 1) Nu; 2) da; 3) nu; 4) nu; 5) nu. 1.18. Valoarea fractiei ce creste.
1.19. Valoarea fractiei scade sau rimane neschimbati. 1.22. 1) Nu; 2) da.
1.26. Da. 1.28. 1) Sugestie. a* + b* + 6a —4b + 13 == (a* + 6a + 9) +
(b2 —4b + 4).

2. Proprietiti de baza ale inegalitatilor numerice

2.13. 3) Comparatia este imposibili. 2.19. 4) Dacd ¢>0, atunci
c?>—4c; daci —4<c<0, atunci ¢?*<—4c; daci ¢ =0, inegalittea corecti
nu poate f obtinuti. 2.21. 1. 2.22. 24.

3. Adunarea si inmultirea inegalititilor numerice. Estimarea valorii

expresiei

3.12. 3) Nu; 4) nu; 5) nu; 6) da; 8) da; 10) da; 11) nu; 12) da;
13) nu; 14) nu. 3.27. 1) V10 +v/6 > V11 +/5; 2) 2+11 <5 +/10;
3) V15 -5 >+2; 4) 21+420>9. 3.28. 1) /6 ++/3 > 7 +2;
2) /26 —/2 <\/14. 3.32. 400 %.

4. Inegalititi cu o variabila

4.15. 4) Nu existd ridicini; 5) x — orice numir; 6) —6. 4.16. 6 km.

5. Rezolvarea inegalitatilor lineare cu o variabila.
Intervale numerice

5.25.3) (—o0; =5]; 4) (=005 1); 5) [7; +o0); 6) (—00; %}; 7) (=00 =7,5];
8) (I +);  9) (-o03 +00);  10) & 11) (-0 +00);  12) (=09 0).
5.26. 1) (— +ooj 2) [-6; +0); 3) &; 4) (=005 —6]; 5) (—o0; +00);
6) (-3,5; +). 5.27. 1) -8; 2) —1. 5.28. 1) —6; 2) —3. 5.29. 5 solutii.
5.30. 8 solutii. 5.33. 1) a<—§; 2) a<1,6. 5.34. 1) b<3: 2) b<—%.

5.35. 12 km. 5.36. Astfel de numere nu existd. 5.37. 18 bile. 5.38. 44 visini.
5.39. 21. 5.40. 28, 30, 32. 5.41. 25, 30, 35. 5.42. 1) Pentru -4<x <2
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six>2; 2) pentru x < —4 si—4 < x<3; 3) pentru -3 <x<-2,-2<x<2
six>2;4) pentru—1<x<1six>1.5.43.1) Pentrux <—3si -3<x<9;
2) pentru 7<x<8six>8.5.44. 1) 9; 2) -3; 3) 13; 2,2; 4) nu are ridicini.

5.45. 1) g; 2) -2; 12. 5.48. 3) Pentru a>—1 si @ # 1. 5.49. 2) Pentru
m<T7im=#0.5.50. 1) Pentru a>—11a # 0; 2) pentru a < % 1a#-—1;

3) pentru a < ? ia+3.5.51. Pentru a < —é. 5.52.1) 3: 2)—1.5.53. 1)
—7;2) —4.5.54. 1) Daci ¢>0, atunci x>0; daci <0, atunci x<0; daci

.. . o . 1 y .
a =0, solutii nu existd; 2) daci a>0, atunci x <—; daci a<0, atunci
a

x> l; daci @ = 0, atunci x — orice numir; 3) daci a>0, atunci x>1;
a
daci @<0, atunci x <1; daci a = 0, atunci x — orice numir; 4) daci a<2,
atunci x<—2; daci a>2, atunci x>-2; atunci @ = 2, solutii nu existi;
5) daci a>2, atunci x>a + 2; daci a<2, atunci x<a + 2; daci a = 2,
atunci solutii nu existd; 6) daci a>-3, atunci x<a-3; daci a<-3,
atunci x>a-38; daci a =-3, atunci x — orice numir. 5.55. 1) Daci
a # 0, atunci x<0; daci a = 0, atunci x — orice numir; 2) daci a>-1,

2—-a . . 2—a
; daci a<-1, atunci x >

a+1 a+1

atunci x < ; daci @ =—1, atunci x —

; daci a<—4, atunci x < ;
a+4 a+4

dacid @ = —4, atunci solutii nu existd. 5.59. 15 ore, 10 ore.

orice numir; 3) daci a>—4, atunci x >

6. Sisteme de inegalititi lineare cu o variabila
1 13

6.23. 1) (-, =
7 10

j; 2) (-0; —4,2); 3) [-2; 3]; 4) [-0,8; +0); 5) ?;

6) (o0 —4%; 7) O; 8) J. 6.24. 1) (—%; —2]; 2) [-10; +o0); 3) &;
4) (—o0; +0). 6.25.1) —3;-2;-1;0;2) 7; 8; 9; 10; 11. 6.26. 1) 4 solutii;
2) 6 solutii. 6.27. 1) [2,5; +o9); 2) {—g; 3]; 3) @: 4) (-o0; 4).
6.28. 1) (0; 8]; 2) (5; +). 6.29. 1) (-0,5; 6,5); 2) [14; 17].
6.30. 1) [-1,5; 2,5); 2) [o; éj 6.31.2) (1,5; 7); 3) (~o0; ~2). 6.32. 1) @;
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2) (1; 3). 6.33. 3 cm, 5 cm sau 4 cm, 4 cm. 6.34. 1) [4; 3]; 2) x<-1
sau x>3,5; 3) x < 1sau x>8; 4) (-2; 9); 5) (-2; 0,5]; 6) x<-0,8 sau
x>6. 6.35. 1) (-3; 2); 2) x < 4 sau x>8; 3) x < -9 sau x>1,2;

4) [—i; 10]. 6.36. 1) [-1,6; 5,6]; 2) (—4; 1); 3) x<—12 sau x>6;

4) x<2 sau x>§; 5) [1; +0); 6) (—%; +00j. 6.37. 1) x<3,6 sau
x>8,4; 2) [-2; —1,2]; 3) (—oo; %), 4) (—oo; 2]. 6.38. 1) Pentru a>3;

2) pentru a<3. 6.39. 1) Pentru a<4; 2) pentru a>1. 6.40. 1) Pentru
a<-1; 2) pentru a=1. 6.41. Daci <2, atunci x<a; daca a>2,
atunci x<2. 6.42. Daci a<-3, atunci a<x<-3; daca a>-3, solutii
nu existd. 6.43. Pentru 10 < a<11. 6.44. Pentru 1 <b<2. 6.45. Pentru
8<a<9. 6.46. Pentru -6<b<-5. 6.47. Pentru a<3. 6.48. Pentru

—é <a<3. 6.49. Pentru a<—7 sau a>8. 6.50. 1) —1; 2) —2; 4. 6.51. 1)
210 -/6; 2) 0,5+/2b; 3) 4 6.

§ 2. Functia patrata

7. Repetarea si profunzirea cunostintelor despre functie

7.17. 2) Orice numir, in afari de 7 1 —7; 4) orice numir, nu mai mici
ca 4, in afari de numirul 6. 7.27. 60 km/ori.

8. Proprietitile functiei
8.17. a< % 8.18. a>9. 8.19. 2. 8.20. m<-2.8.26.a=1,a=2

1a=1,5.8.27. Daci a <—2, atunci vea nai mare valoare f, ,; e = f (@) = @2,
cea mai mici valoare f,_ ;... = [ (0) = 0; daci @ = -2, atunci f,,.; e = f (—2) =
=f(©2) =4, fruime=/(0)=0; daci -2<a<0, atuncif,; nae = f (2) = 4,
fmai mic = [ (0) = 0; dacd 0<a<2, atunci foui mare = f (2) = 4,
=f(a) = a® 8.30. 10 ore, 40 ore. 8.31. 20 %.

f mai mic
9. Cum poate fi construit graficul functiei y = k f (x), daci este
cunoscut graficul functiei y = f (x)

9.21. 3 t.
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10. Cum pot fi construite graficele functiilorsiy = f (x) + b
siy =f (x + a), daci este cunoscut graficul functiei y = f (x)

10.17.a) y=x>+3; b) y=—2x*—1.10.18. a) y=2x*—-6; b) y =
=4-x%10.19.0)y=(x—-2)%b)y=-3(x+ 3)%..10.20.0) y = %(x+4)2;

b) y=-2 (x—1)2 10.21. a) y=(x+2)2—4; b) y=—(x—2)2 + 5;
c) y:%(x—3)2+1. 10.22. a) y=(x—4)>—-5; b) y=-2 (x +6)>* + 7.

10.25. Ambele afirmatii sunt corecte. 10.28. 3) Sugestie.
y=22*t272_ 5 2 q0.32. 3,
x-1 x-1 4
11. Functia patrata, graficul si proprietatile functiei patrate
11.12. -1; 1; 3. 11.13. 4. 11.14. 1) 2 ridicini; 2) 1 ridicini.
11.15. 3 ridocini. 11.16. 1) (—1; 1), (9; 9); 2) (2; 23), (8; 17). 11.17. (3;
15), (-1; 11). 11.23. 1) —25; 2) —13; 3) —22. 11.24. 1) 26; 2) 17; 3)

~10.11.25.p=1, g= 4. 11.26. a :—g, b :g. 11.27. a=3, b = 5.

11.30. b=-16. 11.31. b=18.11.32. a =1 sau a = 4. 11.33. a>g.

11.34. a<-16. 11.35. ¢ =-8. 11.36. c = 14. 11.37. a) a>0, b<0, c<0;
b) a<0, b<0,¢>0.11.39.p=—4,9=9.11.40.a=1,b=-8,c=6.
11.41. a) —4; b) 4. 11.42. —1. 11.43. 1) 25. Sugestie. Fie, ci unul din
numere este egal cu x, atunci al doilea numir este egal 10 — x. Analizati
functia f (x) = x (10 — x) = 10x — x% 2) 50. 11.44. Peste 1 ord 30 min.

11.45. 1600 m2 11.50. 1) a>—4; 2) a = —4; 3) a<—4. 11.52. a > ?

11.53. a>-0,5. 11.57. 1) 8a+/a; 2) 56; 3) 6+/2 —5. 11.58. 4 km/ori.
11.59. 20 min, 30 min.

12. Rezolvarea inegalitatilor patrate

12.10. 1) (-2; 1); 2) (005 =5] U [2; +00); 3) [—3; —ﬂ; 4) (o0 —21) U

U (15 +20); 5) (—005 —8) U (4; +0); 6) [—?; 1}. 12.11.1) (~o0; 1] U [4; +00);

2) (=5: —3): 3) (%; %) 4) (o0 —10) U (I3 +00). 12.12. 1) Pentru
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—% <x< g; 2) pentru x<-0,2 sau x>2,4. 12.13. 1) Pentru —g <x< g;

2) pentru —; <x <%. 12.14. Pentru —5<x<4. 12.15. Pentru 1<x<2,5.

12.16. 1) -5, —4, -3, -2, -1, 0; 2) =3, -2, -1, 0, 1, 2, 3; 8) 0; 4) —1, 0,
1 , 2 ,
3, 4, 5.12.17. 1) 11; 2) 4. 12.18. 1) —6; 2) —2. 12.19. 1) 1; 2) —3.

12.24.1) -4<a<4; 2) -8<a<12;3) z< a< g 12.25.1) b< —% sau
b>1; 2) b<4 sau b>10. 12.26. 1) (0; 3]; 2) [-4; —0,5] U [6; +o0);
3) [-1; 0) U (6; 10]; 4) (-5;-3]. 12.27. 1) (_oo; ﬂ U [g 3j; %) (<2 0]U
U[5; 9).12.28.1)—4,-3,-2,-1,0,1;2)-3,-2,1,2.12.29. 1) (6; +);

2) (-3; 5) U (5; 6); 3) (—o0; —9) U (=9; —2] U [7; 9) U (9; +0); 4) (—1; gj
12.30. 1) [2; 2): 2) (=5 6) U (6; 7). 12.31.1) (~11;11); 2) (_oo; _%} u

U {%, +00j. 12.32. 1) (-o0; 11U [-0,4; 0,4] U [1; +c0); 2) [-2; 2].
12.33. 1) (-5; 0) U (0; 2); 2) [0; 2]; 3) (-1;2) U (2; 9); 4) (-o0; =5) U
U (=55 —8) U (55 +90); 5) (=005 —8] U [1; 4) U (45 +0); 6)[-11; —3) U (-3; 1].
12.34.1) (=005 0) U (05 2) U (3; +0); 2) (4; +0); 3) (—o0; —3) U (=3; —2) U
U (3; +0); 4) [—%; 1) U(; 3]. 12.35.1) (—4; —3) U (5; +o0); 2) [-4; —3] U
U[5; +00); 3) (—o0; —4); 4) (—o05 —4]U{-3,5}. 12.36. 1) (3; 7);
2) [8; 71U {=2}; 3) (=2; 3); 4) [-2; 3]V {7}. 12.37. 1) Pentru a>4; 2)
pentru —1<a<§; 3) pentru 0<a < %; 4) pentru a > g 12.38. 1) Pen-

tru a>9; 2) pentru 3<a<7; 3) pentru a>1. 12.39. 1) Daci a<1,
atunci a<x<1 sau x>4; daci 1<a <4, atunci x>4; daci a>4, atunci

o 1 . .. . .1 .
x>a; 2) daca a<—Z, atunci solutii nu existd; daci “ <a<1, atunci

1 o1 . .
—Z<x < a; daci a>1, atunci —Z<x<1. 12.40. 1) Daci a <-8, atunci

—8<x<9; daci —8<a<9, atunci a<x<9; daci a>9, atunci solutii nu
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existd; 2) daci a<1, atunci x<aq; daci 1<a <8, atunci x<1; daci a>8,
atunci x<1 sau 8<x<a. 12.43. 3 zile. 12.44. 40 1.

13. Sisteme de ecuatii cu doui variabile

13.3. 1) (5; 8), (=3; 0); 2) (4; 1), (1; 4); 3) (-1; 1), (=3; —1);
4) (6; 1), (=6; =2); 5) (5; 3), (-1,5; =10); 6) (2; —2). 13.4. 1) (-4; -7),
(7; 4); 2) (25 4), (=5; =3); 3) (-1; 4), (-0,5; 2,5); 4) (4; 2), (20; —14).
13.5. 1) 2 solutii; 2) 3 solutii; 3) 1 solutii; 4) 2 solutii; 5) nu existd solutii;
6) 3 solutii. 13.6. 1) 2 solutii; 2) solutii nu existd; 3) 2 solutii; 4) 4 solutii.
13.7. 1) (4; 3); 2) (0; 0), (-2,4; 4,8); 3) (4; -3), (17; 10); 4) (9; —4), (4;
1); 5) (2; 2,5), (—4,4; —2,3); 6) (4; —1), (0; 3). 13.8. 1) (6; 9), (-9; —6);

9) (1: 0), (=0,5: 0,75): 3) (2: 4), (3: 3): 4) (1: 1), (137 3;) 13.9. 1)
1 2 43

(L0} c2-19 @2, (-9 (150, G- 9 @), (5 2),
13.10. (—4; —1). 13.11. 2) (0,5; 5,5); 3) (—4; 52), (3; 3). 13.12. 1) (3; 4),
(4:6); 2) (-2 1), ( ) 13.13.1) (2: 1), (_ __j 2) (1; 5), (_ _zj
13.14. 1) (=5; 1), (1; =5), (4; 1), (1; 4); 2) (5: —2), (6 1:) 3) (3; 1),
(-3;-1), (225 v2), (-2v2; —2); 9) (2;3); 5) (-3: 3), (3;—3); 6) (% 1),

1
(—5; —4), 7) (1; 0), (_5 ‘Zj 13.15. 1) (6: 3), (_Z __J 9) (2;:-1),

(E;Ej;g)(_i lj 4) (9; 3), (=9;-3); 5) (=2; 1), (— ——) 6) (=3;

53 53
4), (-5; 2), (1; —4), (3; —2). 13.16. 1) (1; 0), (0; 1); 2) (3; -1), (1; -3);
3) (4; 3), (+4; -3); 4) (=3; 2), (3;—2). 13.17. 1) (4; 2), (-2;4); 2) (1, 3),

(-1;-3). 13.18. 1) (1; 2), (71; —i]; 9) (-7;-5), (4; 6); 3) (—4; —3), (—4;
2), (3;-3), (3; 2): 4) (3; 1), [— _—j 13.19. 1) (4; 1), (1; 4); 2) (1; —2),

(2 ‘gj 3) (6; 5), (—4; —5); 4) (5; 4), (5; —4), (5; —4), (~5; 4). 13.20. 1)

33} () penon (2) (2 vwoo
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. . . . 1. . 1.
4), (—4: =3), (=3: —4); 4) (1; -1), (—5, 3) (-1; 1), (g’ —3j.
13.21. 1) (2; 1), (-5; —0,4); 2) (4; 0); 3) (1; 3), (3; 1), (=3; —1), (=1;-3);
4) (<2;2), (-10; %) (2;-92), (10; ‘%) 13.22.1) a =32 sau a = -3+2;

2) -32<a<32;3) a<-3vV2 saua>32.13.23.1) k= 2sauk =—2;
2) k<-2 sau k>2; 3) -2<k<2. 13.24. 1) Daci a>0, atunci 2 solutii;
daci @ =0, atunci 1 atunci; daci @<O0, atunci solutii nu existd; 2) daci
—4<a<4, atunci solutii nu existe; daci @ = —4 sau a = 4, atunci 2 solutii;

o . .. g 1 . ..
daca a<—4 sau a>4, atunci 4 solutii; 3) dacd a > e atunci 2 solutii;

< 1 . . < 1 . .. s <
daci a = —> atunci 1 solutie; daci a < —» Atunci solutii nu existd; 4) daci

17 . .. . - 17
a< Y sau @> 2, atunci solutii nu existd; daci a = Y sau —2<a<2,

atunci 2 solutii; daci —% <a<-2, atunci 4 solutii; daci @ = —2, atunci
3 solutii; dacd @ = 2, atunci 1 solutie. 13.25. 1) Daci a<1, atunci solutii
nu existd; dacd a@ = 1, atunci 2 solutii; dacd a>1, atunci 4 solutii; 2) daca
a>3+2 sau a<-3, atunci solutii nu existd; daca a= 342 sau —3<
<a<3, atunci 2 solutii; daci 3<a< 342, atunci 4 solutii; dacid a = 3,
atunci 3 solutii; daci @ = —3, atunci 1 solutie; 3) daci 22 <a<22,

atunci solutii nu existd; daci a = -2 J2 sau a = 2+/2, atunci 2 solutii; dacd
a<-2+2 sau a > 2+/2, atunci 4 solutii. 13.26. a = —2. Sugestie. Evident,

ci a # 0. Rezolvati sistemul, alcituit din doud ecuatii ax*+x+1=0

siax® +a% + a=0.13.28. 5. 13.29. [o; %} 13.30. 40. 13.33. 7137

dinai, 9% dinari. 13.34. 72 km/or4, 10 km/ori.

14. Sistemul de doui ecuatii cu doui variabile ca model matematic

al problemei de aplicatie

14.1. 9si 12. 14.2. 6 si 4. 14.3. 80 m, 30 m. 14.4. 7 cm, 9 cm.
14.5. 36. 14.6. 62. 14.7. 84. 14.8. 12 si 24. 14.9. 6 9. 14.10. 5 cm,
12cm. 14.11.15cm, 17 cm. 14.12. 15 cm si 12 cm sau 18 cm si 10 cm.
14.13. 15 cm, 6 cm. 14.14. 18 cm, 12 cm. 14.15. 80 km/ori,
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60 km/ori. 14.16. 90 km/ori, 45 km/ord. 14.17. 80 km/ori, 60 km/
ora. 14.18. 500 m/min, 400 m/min. 14.19. 12 zile, 24 ore sau 40 zile,
10 zile. 14.20. 10 ore, 15 ore sau 12 ore, 12 ore. 14.21. 16 ore, 48
ore. 14.22. 10 ore, 15 ore. 14.23. 60 Ohm, 90 Ohm. 14.24. 4 Ohm,
6 Ohm sau 3,6 Ohm, 7,2 Ohm. 14.25. 2 km/ora. 14.26. 27 km/or4,
3 km/ora. 14.27. 24 km/ora, 16 km/ora. 14.28. 12 km/ora. 14.29. 2
km/ora, 12 km/ora. 14.30. 8,4 g/cm?, 6,4 g/cm?®. 14.31. 15 N, 20 N.

14.32. 60 m, 80 m. 14.33. 1) -1; 2) ﬁ 14.35. 1) (=o; 2]; 2)
. -

(0,16; +0). 14.36. 3. 14.37. —0,5<x<2,4. 14.38. 1) (~o0; ~2,5]; 2)

E; +ooj. 14.39. 13 si 6 sau 67 si 66.

§ 3. Siruri numerice

15. Siruri numerice

15.11. 8 termeni. 15.12. 13. 15.13. 1, 2, 3, 4, 5. 15.14. 8.

n-1

15.15. 1) a,=n% 2) a,=3n+2; 3) a,=—; 4) a,=(-1)"+ 1.
n
15.16. 1) a,=n*+1; 2) a, = 1 15.18. 2) [-6; 1). 15.20. 32
n(n+1)

piese. 15.21. 60 kg. 15.22. 400 pagini.

16. Progresia aritmetica

16.13. 1) Da, n=16; 2) nu. 16.14. 15. 16.17. 23. 16.18. —6.
16.20. 18. 16.21. 16. 16.22. —0,6. 16.23. —6; —4,5; —3; —1,5; 0; 1,5; 3.
16.24. 2,2; 0,4; —1,4; -3,2. 16.25. 1) a, =5,d=2,5; 2) a, =—6,d =4
sau @, = 15, d :%. 16.26. 1) @, = -2, d=3: 2) a, = 20, d =—8 sau
a,=51,5,d=-11,5. 16.27. Daci primul termen al progresiei este egal cu
ratia sau ratia este egald cu zero. 16.30. 60°. 16.31. 1) Da, a, = -3, d = —6;
2)nu; 3) da, a, =-2,8,d =-2,8; 4) nu. 16.32. 1) Da, a, =13, d =17, 2)

da, a, = é, d= 2; 3) nu. 16.38. Pentru x = —1 obtinem: @, = -3, @, = —2,

a; =—1; pentru x = 8 obtinem: a, = 60, a, =43, a;=26. 16.39. y = 3;
a,=10,a,=12,0,=14.16.40.y=1;a,=-1,a,=8,a, =17, a, = 26.
16.41.x=-1;a,=a,=a;=a,=1.16.45.1) (7;-1), (11;-5); 2) (2; 2),
(2;-2), (-2; 2), (-2; -2). 16.47. 4. 16.48. 1) 120/2; 2) 150-30+/2.
16.50. 24 piese. 16.51. 40 pistoli sau 60 pistoli. 16.52. 120 %.
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17. Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice

17.9.1) 204; 2) 570. 17.10. -310. 17.11. 156 lovituri. 17.12. 1400.
17.13. 710. 17.14. 1188. 17.15. 8, 14, 20. 17.16. —17. 17.17. lg,

10%, 20, 29%, 38%. 17.18.1) ”(”; D 9)n2.17.19.n (n + 1). 17.20. 3.

17.21. —67,2. 17.22. 63. 17.23. 5880. 17.24. 2112. 17.25. 1632.
17.26. 61 376. 17.27. 70 336. 17.28. 0,3. 17.29. 10. 17.30. 20.
17.31. 16. 17.32. Da, 19, 23, 27, 31, 35. 17.33. Nu. 17.34. 10 sec
17.35. 42 pagini. 17.36. —1976. 17.37. 348. 17.38. a, = 14, d =-3.
17.39. —10. 17.40. 10. 17.41. 690. 17.42. 250. 17.43. 1) 12; 2) 26.
17.44.1) 10; 2) 69.17.45.a,=1,d = 2. 17.47. a, = -2, d = 2. Sugestie.

a,=S,—S, ,.17.48.2610.17.52.1) “J‘i;; 9) 4 ﬁ ~28 17.53.24
abce 3d +18

km/ord. 17.54. 2 ori. 17.55. 200 g, 600 g.

18. Prigresia geometrica

18.17. 6298,56 grn. 18.18. 29 736 unititi. 18.19. 3600 grn.
18.20. 600 grn. 18.21. 5 %. 18.22. Cu 15 %. 18.25. 1) 2; 2) g sau

—g. 18.26. 1) %; 2) 0,001. 18.27. 6. 18.28. 9. 18.29. 30 i 150.

18.30. 1; 2; 4; 8. 18.31. Da, b, :3, q=4. 18.32. x, = 49, q =17.

18.33. 1) 15 sau—15; 2) 6 sau—6; 3) 25 sau —2+/5. 18.34. 2. 18.35.

3¢ 18.41.3) Sirul
2" ’

este progresie aritmeticd, daci g # —1. 18.43. 80, 40, 20, 10, 5 sau 80,
—40, 20,-10, 5. 18.44. 6, 18, 54, 162, 486 sau 6, —18, 54, —162, 486.

18.45.1) b, =23, ¢ =+3 sau b, =23, ¢ = —3; 2) b, = 162, q:%;

V2 sau —/2. 18.36.216.18.37.243.18.39. P, =

3)b,=17,q=-2sau b, :%, q=-3.18.46.1) b, :%, q=4:2)b, =1,
q = 3. 18.47. Pentru x = 1 obtinem 3, 6, 12; pentru x = —14 obtinem
—27,-9, 3. 18.48. Pentru x = 2 obtinem 8, 4, 2; pentru x = —7 obtinem
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—-1,-5,-25.18.50. 96, 48, 24, 12, 6, 3. 18.51. 3, 7, 11. 18.52. 8, 10,
12 sau 17, 10, 3. 18.53. 5, 15, 45 sau 45, 15, 5. 18.54. 2, 6, 18 sau 18,
6, 2. 18.59. In 2 zile. 18.60. 6 kg, 18 kg sau 9 kg, 21 kg. 18.61. 3 kg.
18.62. 6 %. 18.63. 10 %.

19. Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice

19.5.1) 1456; 2) 155 (5+\/5). 19.6.762.19.7.1210. 19.8. -68,2.
19.9.27.19.10. -7 sau 6. 19.11. 5. 19.12. (2 — 1) bacterii. 19.13. 72.
19.14. g 19.15. 4368. 19.16.—12 285. 19.19. 5. 19.20. 1) {—%; 13};

2) [-1; 4). 19.23. 50 piese, 40 piese. 19.24. 1) b — 5a; 2) x + 2y.
19.25. Cu 10 % prima oari si cu 20 % doua. 19.26. 20 %.

20. Exercitii pentru repetarea cursului de algebri de clasa 9

20.17. 6. 20.24. 1) (1; +0); 2) [2; 3); 3) [-2; 16]; 4) (—4; 7].
20.25. 1) -9; 2) —2. 20.27. 2. 20.29. 1) a<4; 2) a<2; 3) a<-3;
4) a>1. 20.30.1) a>6; 2) a>5; 3) a>-8; 4) a<0. 20.32. a<-1,5
1a#-2.20.33.4=0.20.41.1)b=6,c=9;2)b=0,c=4;3) b=-3,
c=-10. 20.44. 3) -242 sau 22. 20.46. azé, b=-4, c=10,

20.47. a =2, b=—1, c=—3. 20.48. 1) 1; 2) -8. 20.50. 1. 20.51. 10
pentru @ =11 b = 3. 20.54. Pentru ¢>0,1. 20.58. 1) a # 4; 2) a < %

sau %<a<1, sau a>13; 3) a<-1, sau —%<a<0, sau ¢>0. 20.59. 1)

a> 5 2)a<-5:3) a<-1 4) a > 2. 20.60. 1) (1;4), (-2 7:2) (35-4),

(4; =3); 3) (4; 0), (0; —4); 4) (0; =5), (3; 4), (-3; 4). 20.61. 1) (-2; 1),

coAnAxmez4xG}—%ﬂﬁ»@ﬁLﬂ&L@Aﬂ@—axz—®;

5) (=5; 2); 6) (3; 2), (=2;-3); 7) (3; —2), (0; 1); 8) (1;-2), (3; 0); 9) (8; 4),

(4; 8); 10) (1; 5), (=5; —1). 20.62. 1) (2; 1), (-2; -1), (1; 2), (-1; -2);
4 6

m@uuhm@ﬁuammmuunﬁaﬁa(?;}
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5) (4; 1), (—i; 53 (—4; -1), G —55; 6) (3;—2), (=3: 2); 7) (10; 5),

(=5; =10); 8) (55 3), (5; —3), (=55 3), (=5;=3); 9) (3; 4), (4; 3), (=3; —4),
(-4:-3): 10) (1; 2), (—g; —gj (-1;-2), (g g) 20.63. 1) (3; 4), (4,5;
8,5); 2) (3; 1), (-1,5;-2); 3) (3; 2), (2; 3), (=3;-2), (-2; —3). 20.64. 1)
a :%; 2) a=2+v3 sau a=-243. 20.65. 8 cm, 15 cm. 20.66. 9 cm,

40 cm. 20.67. 80 km/ora, 60 km/ora. 20.68. 6 km/ora, 4 km/ora.
20.69. 12 km/ora, 4 km/ora. 20.70. 55 km/ora, 75 km/ora. 20.71. 2
ore, 6 ore. 20.72. 36 ore, 12 ore. 20.73. 0,5 km/ora. 20.74. 15 km/

ordl, 12 km/ord. 20.75. 72 km/ord, 48 km/ord. 20.78. —. 20.80. De
la treizeci si doi pani la sasezeci si patru. 20.83. 2,4 cm, 3,2 cm. 20.84. 6)
n(a-n),

Da, 2d; 7) da, 4d. 20.85. 0, 4, 8. 20.88. 1) ; 2)
a a+b

20.89.11.20.90.1)a,=-7,d=3;2)a,=5,d=-2saua, = 3,d =-2;
3) a,=d=3sau a,=-33, d=15; 4) ¢, =-0,7, d=0,3; 5) a,=0,

2
d=1,5.20.91. 10. 20.92. 255. 20.93. 2%. 20.94. 1160. 20.95. 2610.

n(na->b)

Sugestie. Suma ciutatdi S =S, — S, —S; + S, in care S| — suma tuturor

numerelor cu doui cifre; S, — suma numerelor cu doui cifre, divizibile la 3;

S, — suma numerelor cu doui cifre, divizibile la 5; S, — suma numerelor cu

\/g +1
2

doudi cifre, divizibile la 15. 20.96. Da, ¢ = . 20.97.20%. 20.99. 2.

20.100. zg, 4,6, 9. 20.101. 3) Da, ¢% 4) da, ¢; 5) nu; 6) da, ~.
q

Pentru cei care vor sa obtina mai multe cunostinte

21.Regulile de baza ale combinatoricii

21.1. 9 trasee. 21.2. 6 variante. 21.3. 15 variante. 21.4. 70. 21.5. 1) §;
2)4.21.6.4-3.21.7.3-6-5.21.8.1)4-2;2)4-3.21.9.1) 6; 2) 2.
21.10. 100. 21.11. 20. 21.12. 25. 21.13. 8. 21.14. 6°. 21.15. 16.
21.16. 32 -24. 21.17. 9-10-10-10-5. 21.18. 9-10- 10 - 10.
21.19.11-9+8.7.21.20. 55+ 4 - 54,
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22. Frecventa si probabilitatea evenimentului aleator
22.16. a =1. 22.17. 10 km/ora. 22.18. 3.
23. Definitia clasica a probabilitatii

23.20.1) L. 2) L. 23.23. 10 bile. 23.24. 1) 5; 2) L 3) 1. 23.25.
25 20 2 10 9
2. 23.26. g 23.27. 8 creioane. 23.28. 19 creioane. 23.30. 1) ;5 2)

R | o

1
6

3) —. Sugestie. Evenimentele favorabile sunt reprezentate pe figuri cu cu-

© | =

loare verde. 23.31. 1) %; 2) %; 3) % Sugestie. Aruncarea unui zarului de

doui ori — este identicd aruncirii a doud czaruri concomitant. Apoi folositi
figura 24.2. 23.32. Pentru Petro.

A doua aruncare A doua aruncare A doua aruncare

1{213[4]5]|6 1{2]13[4]5]|6 1{2]13[4]5]|6
[ g
g2 g2 g
Z13 Z13 g
=4 =4 =
ElH £15 £
£l6 £l6 £

1) 2) 3)
23.30

23.33.1) &; 2) 1. 2334. 1. 2335.1) L5 2) 25 8) 35 4 L. sugestie.
4 2 5 8 8 8 8
Aruncarea monetei de trei ori — este identicd aruncirii concomitente a trei
monete independent una de alta. Daci numerotim monetele, obtinem 8

rezultate egal posibile, cum este aritat pe figura.

Prima A doua A treia
monetd monetd monetd
P P P
P P N
P N P
P N N
N P P
N P N
N N P
N N N

La problema 23.35
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2 . < . .
23.36. — Sugestie. Dacd unul din persoanele ce se cunosc deja s-a asezat,
n—
al doilea are egale posibilititi sd ocupe unul din cele n — 1 locuri incd neo-
1 e e UUTTRRPR y
cupate. 23.37. —- Sugestie. Fiecirei variante de distribuire, in care 4 sta

inaintea lui B, ii corespunde o variantd, in care ei sint schimbati cu locul si
A sti dupi B. Deaceia numirul de variante favorabile este de doud ori mai
mic decit numirul total de variante. 23.38. Graficul este parabolay = x4 + 1,

“perforatd” in punctele cu abscisele 21-2.23.39. ¢ =-1 1;. 23.40. 50 km/

ora. 23.41. 6%.

Raspunsuri si sugestii la exercitiile din descrierea «Sumarea»
din rubrica «Cand temele sant deja facute»

n(n+l) 11 1 10(10"-1)

1. —+ . 2. n(n+1)2+l— . 3.1) —/————mn;
2 4 4-5" 2 2-3" 9
2) 50a0°-h _5n 5 1) n_l; 2) n(n+2); 3) 1- . Sugestie.
81 9 4n-3 n+l1 (n+1)!
n 1 1 1 . 2n+1 1 1
=—- ;4 - Sugestie. =— - .
(n+1)! n! (n+1)! ) (n+1)? & nP(n+1)? n? (n+1)?
2 3 2
6. 1 L; 2) M. SugestiE. L’M:l_i_’,n.
2(5n+2) 2(n+1) n(n+1) n n+l
7. 1(1+17i7 ! ) Sugestie. %:l(l, ! j 8. n(n7+3)_
2 2 n+l n+2 (n+1)"-1 2\n n+2 4(n+1)(n+2)
. 1 1 1(1 1 1 1 1
Sugestie. ———= —~7(7— ):7( - )
n(n+1l)(n+2) n+l 2\n n+2 2\n(n+1) (n+1)(n+2)
_na" a"-1

9. §,=—-

n

5. Sugestie. Analizim egalitatea aS, =a+2a” +3a® +

Ca-1 (a-1)
+4a* +...+n-a".
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Raspunsuri la insarcinarile “Verificati
cunostintele” in forma de teste

Numirul Numirul problemei
msarcinarit | 1 (2 (3|4 |5(6|7|8|9|10(11|12|13|14|15|16|17|18
1 B|D/B|C|B|A|C|C|C|A|B|DID|/A|D|C|B|B
2 D|C|B|C|A|D|D|C|C|C|C|D|B|D|B|C|C|A
3 C|IB/A|C|D|A|A|C|C|A|/D|B|D|C|D|A|D|B
4 B|C|B|IDID|[C|A|B|B|C|B|A|A|D|[C|B|A|C
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Glosar

Argumentul functiei 59

Proprietitile inegalititilor nume-
rice 12

Grafici metoda de rezolvare a
inegalititilor 118

Demonstrarea inegalititilor 6
Semne de inegalitate 6

Ratia progresiei geometrice 173
Valoarea functiei 60

Model matematic 138
Modelare matematici 138
Limitele valorii unei mirimi 19
Metoda adunirii 129

— inlocuirea variabilei 130

— substitutiei 128

Multimea de solutii a inegalitatii

28
— — sistemului de inegalititi 42
Inegalitate lineard cu o variabild 35
— nestrictd 6
— strictd 6
Inegalititi patrate 118
— de acelas semn 18

— cu semne opuse 18
— echivalente 29

— numerice 5

Zeroul functiei 69
Reuniunea intervalelor 118

Domeniul de definitie al expresiei

42
— — functiei 59
— valorilor functiei 60
Estimarea valorii expresiei 19
Parabhola 77
Sectiunea intervalelor 43
Compararea numerelor 5
Multimea vidd 28
Sirul 151
— infinit 152
— finit 152
— numeric 151
Conditii initiale 153
Priblemi de aplicatie 138
Progresie aritmeticd 160
— geometricd 173

Interval de semn constant al
tunctiei 69

— cresterii functiei 70
— descresterii functiei 70
Puncte de procente 184

Ratia progresiei aritmetice 160

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



268

Glosar

Rezolvarea inegalititii cu o varia-
bila 28

— sistemei de inegalititi cu o vari-
abild 42

Mefia geometricd 7

Sistem de inegalitati 42

Metoda verbali de definire a sirului

152
— — —recurenti 153
— — functie analiticd 60

Sumarea primilor n termeni ai

sirului 190
Formula recurenti 153

— de procente compuse 178

— sumei primilor n termeni ai pro-
gresiei aritmetice 167

— — ——— progresiei geometrice

— termenului de rangul n al progre-
siei aritmetice 161

— — — progresiei geometrice 175
— — — sirului 152

Functia 59

— crescatoare 70

— — pe intervalul 70

— pitrata 98

— descrescitoare 70

— — pe intervalul 70

Numerici axa 34
Interval numeric 32

Termenul sirului 151

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



269

CUPRINS
De [0 QUIOTT ..ottt 3
INOLGTT CONVENLIONALE ...t 4
§ 1. Inegalitati 5
1. Inegalitdti NUMETICE ..cuveeiiiiiiiiiieeie et 5
2. Proprietitile de bazi ale inegalititilor numerice..........ccocuververneens 12

3. Adunarea si inmultirea inegalititilor numerice. Estimerea valorii expre-

R3S T PPN 17
® Despre citeva metode de rezolvare a inegalititilor .......cccccccevnee. 24
4. Inegalititi cu o variabild ........cceoviiiiniiiiniiiiniicec e 28

5. Rezolvarea inegalititilor lineare cu o variabili. Intervale numerice.. 31

6. Sisteme de inegalititi lineare cu o variabild.........cccocveeviiennniennn. 42
Insarcinarea No 1 Verificati-va cunostingele» in forma de teste ..........oevvnvenen. 54
Principalul din paragrafiul 1 ..............c.ccooevvvieiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiicce e 57
§ 2. Functia patrata 59

7. Repetarea si profunzirea cunostintelor despre functie .................... 59

® Din istoria dezvoltirii notiunii de functie .......ccceveererereeersereraneen. 65

8. Proprietitile functiel ........coceeeeuieriiiiiieniieecree e 68

9. Cum poate fi construit graficul functiei y = kf(x),
daci este cunoscut graficul functiei y = f (X)..eeevveereervueeneernueennnn. 77

10. Cum pot fi construite graficele functiilor y = f (x) + b1y =f (x + @),

daci este cunoscut graficul functiei y = f (%) woeeveevverveninceneenns 85
11. Functia patrata, graficul si proprietitile functiei pitrate ............... 98
® Despre unele transformiri ale graficelor functiilor ........ccovuveeeneee. 109

¢ Cum poate fi construit graficul functiei y = f (—x),
daci e cunoscut graficul functiei Y = f (%) voveevreerrerecreernernreernnens 109
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® Cum poate fi construit graficul functiei y = f (| x |),
dacd e cunoscut graficul functiei y ¥ = f (X)cereerreerreerveeniereneenne 110

¢ Cum poate fi construit graficul functieiy = | f (x) I,

daci e cunoscut graficul functiei Y = f (%) ceevreereeerreerneernneneenne 111
Insarcinarea Ne 2 Verificati-va cunostingele» in forma de teste ...........ocvenenen.. 115
12. Rezolvarea inegalitdtilor pAtrate ........coccuveevueeenneeeniineenieeenne. 118

13. Sisteme de ecuatii cu doud variabile...........cccoooiiiiiiiiinniinn. 127

® Prima olimpiadi a tinerilor matematecieni din Ucraina............... 136

14. Sustemul de doui ecuatii cu doud variabile

Ca model matematic de problemi de aplicatie..........cccceeevueeennne 138
Insarcinarea No 3 Verificati-va cunogtingele» in formd de teste ...........ocvvenen. 146
Principalul in paragrafisl 2...........c...cccoovveviiiiiiiiiiiiiiiiie e 149
§ 3. Siruri numerice 151

15. SIruri NUMETICE ...evviiiiiiiiiii i 151

® Despre iepurasi, floarea Soarelui, conuri de pin

$1 seCtiined de AUT .ecocveerrieiiiiieinieceiee et 157
16. Progresia aritmetic ........cccevivviiiiiiiiiiiiiiii 159
17. Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice ...........cccu..... 166
18. Prigresia geometric........occviiiiiiiiiiiiiiiiiiic e 173
¢ Cum pot fi evitate situatiile nedeterminate in problemele
cu calcule procentuale ......cccecvviiiiiiiiiiiiiii 184
19. Suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice .................... 185
® SUIMATEA .evtiiieeererieriiiiiiiteeeeeeeeeeeseseibbteeeeeeeeesesssssannberaeaaeeens 190
Insarcinarea No 4 Verificati cunogtingeler in formd de teste .........cvevevervenenenn. 194
Principalul din paragraful...............c..ccoceevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicc 196
20. Exercitii pentru repetarea cursului de algebri de clasa 9............ 198
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Glosar 271

Pentru cei ce vor sa obtina mai multe cunostinte

21. Regulile de bazi ale combinatoricii.........cocueevuieivuiiciiniiennnene 212

22. Frecventa si probabilitatea evenimentului aleator ...................... 216

23. Definitia clasicd a probabilitdtii.........ccocoeerviiiniiiiiiiiiiiieee 224

e Lainceput a fost Jocul.....coourrvuiiriiiiiiiniiiiiiiceeecececeee 233

24. Cunostinte initiale despre statistic ........ccovueevueervurereeniiieneennn 235
Prietenim cu clcularoriul..............uuuuieiiieieeieeeiiiiieiieiieiiieeeee s 248
Rdspunsuri §i sugestii [a exercifii ........c...ooovevevuiiiiiiiiiiiiieiiiec e 253
Raspunsuri la insdrcindri <Verificati-vd cunostingele» in formd de teste............. 266
GIOSAT et e e e et ettt 267
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Transformarea graficelor functiilor

y1 y=f

Trans
M
y f(x)+b b>0

aains

X

y

=1(x)

x

? y= f(x+a),a>07
y=1(x)
/é y f(x+a),a<0 /

ty=kf(x), k>1

y=kf(x),0<E<1 Jy% .
0 x 0 x

latia paralela a graficelor functiilor
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Amplasarea graficiului functiei patrate fata de
axa abscisei
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Progresia Aritmetica

Progresiile

fromulan - termen

a =a, +d(n-1) b

n blq

Progresia geometrica

n-—1

Formula sumei n primii termeni ai progresiei

a, +a, 2a; +d(n-1) b (" -1
= n S =79 g2 1
2 2 " -1 9
Proprietatile termenilor progresiei
an—l + an+2
a4y = ——5 b? =b, 1b,.,

Calcul procentual

Aflarea p % din numarul

__ap
100

Aflarea numarului, p % egal cu a:

p— @100
p

Aflarea raportului procentual al numarului a
fata de numarul b:

=2.100 %
b

Formula continutului procentual compus

G = a°(1+ 100)





