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Wyklejka 1 Wyklejka 2

Wiasnosci nierownosci

Jezelia>bib>c, toa>c.

Jezelia > bic — dowolna liczba, toa + ¢ > b + c.
Jezelia > bic — liczba dodatnia, toac > be.
Jezelia > b i ¢ — liczba ujemna, to ac < be.

Jezeliab > 0ia > b, to %<%
Jezelia>bic>d,toa+c>b+d.

Jezelia>b,¢c>dia,b,c,d—
liczby dodatnie to ac > bd.

Jezelia > b1ia, b — liczby dodatnie,
to a” > b", gdy n — liczba naturalna.

Przedziaty liczbowe

D D — N
a a b
(a; +o0) (a; b)
Y P i N
a a b
[a; +) [a; b)
T~ . B, c—
a a b
«Moja mitosé — to Ukraina i matematykan. (—0; a) (a; ]
Te stowa wycieto na granitowym postumencie pomnika
naukowcy Mychajta Krawczuka (1892-1942). - e~ .
Mamy nadzieje, ze ta patriotyczna wypowiedz a a b
wybitnego ukrainskiego matematyka bedzie dla was (—o0; a] [a; b]

niezawodnym drogowskazem na drodze do profesjonalizmu.
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- Od autorow

KOCHANE DZIECI!

W tym roku szkolnym bedziecie kontynuowaé nauke algebry. Spo-
dziewamy sie, ze zdazyliScie polubié te ciekawa 1 trudna nauke, dlatego
z wielka ciekawoscig bedziecie opanowywali nowe wiadomoéci. Mamy
nadzieje, ze ten podrecznik, ktéry bedziecie trzymaé w reku, sprzyja
temu. Zapoznajcie sie z jego struktura.

Podrecznik sktada sie z trzech paragraféw, kazdy z ktorych zawiera
kilka punktéw. Material teoretyczny jest podany w punktach. Najwaz-
niejsze informacje sa zaznaczone drukiem pogrubionym oraz kursywaq.

Przewaznie material teoretyczny konczy sie przykladami rozwia-
zania zadan. Zapisy te mozna rozpatrywac jako wzorzec zapisywania
rozwigzan.

W kazdym punkcie sa podane zadania do pracy samodzielnej, ktére
radzimy rozwiazywacé po opanowaniu materiatu teoretycznego.

Wsréd tych zadan sa tatwe, o Sredniej trudnosci oraz trudne, osobliwie
te, ktére sa oznaczone gwiazdka (*). Swoje wiadomo$ci mozna sprawdzic,
rozwiazujac zadania pod tytutem “Sprawdz siebie”.

Dziesie¢ punktéw w podreczniku koncza sie rubryka pod tytutem
“Uczymy sie mysle¢ niestandardowo”. W niej sa umieszczone zadania,
ktore nie potrzebuja nadzwyczajnych wiadomosci z algebry, lecz wiece)
logiki, pomys$lnosci 1 bystrosci. Sa te zadania potrzebne jak witaminy.
One rozwijaja umiejetnosci w podejmowaniu nieoczekiwanych 1 niestan-
dardowych decyzji nie tylko w matematyce, ale 1 w zyciu codziennym.

Gdy po odrobieniu zadan domowych pozostaje czas wolny, to radzimy
zwroci¢ sie do rubryki pod tytutem “Gdy odrobione sa zadania domowe”
oraz “Dla tych, kto pragnie dowiedzie¢ sie wiece)”. Materiat, ktory zo-
stal tam umieszczony, nie jest tatwy. Ale tym ciekawiej jest sprobowac
wlasnych sit. )

Badzcie odwazni! Zyczymy powodzenia!
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4 Od autoréw

SZANOWNI KOLEDZY!

Spodziewamy sie, ze ten podrecznik bedzie niezawodnym pomoc-

nikiem w wasze]j ciezkiej pracy oraz ucieszymy sie, gdy on spodoba sie
wam.
W podreczniku umieszczono wiele réznorodnych dydaktycznych
materialéw. Lecz w ciagu jednego roku szkolnego niemozliwie jest
zazwycza] rozwiazaé wszystkie zadania, oraz nie ma w tym potrzeby.
Jednoczes$nie, posiadajac wieksza 1lo$¢ zadan, latwiej jest pracowac.
Dlatego to umozliwia zrealizowanie poziomowego réznicowania oraz
indywidualnego podejécia w nauczaniu. Material z rubryki pod tytutem
“Gdy odrobione sa zadania domowe” moga tez by¢ zastosowane w pracy
koétka matematycznego oraz zaje¢ fakultatywnych.

Zyczymy tworczej inspiracji oraz cierpliwosci.

. Znaki umowne

o

n zadania, odpowiadajace poziomowi podstawowemu oraz $red-
niemu osiagnie¢ w nauce;

n zadania, odpowiadajace poziomowi dostatecznemu osiagnieé
W nauce;

n zadania, odpowiadajace poziomowi wysokiemu osiagnie¢ w
nauce;

zadania dla kétek matematycznych 1 zajeé fakultatywnych;
koniec udowodnienia twierdzenia, rozwiazywania przyktadu;

IE A S,

zadania, ktore mozna rozwigzywac za pomoca komputera;

@ rubryka pod tytutem “Gdy odrobione sa zadania domowe”.

Zielonym kolorem oznaczono numery zadan zalecanych do pracy
domowej, niebieskim kolorem —numery zadan, ktére z uwzglednieniem
indywidualnych mozliwo$ci uczniéw klasy wedlug uznania nauczyciela
mozna rozwiazywac ustnie.
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NIEROWNOSCI

e W tym paragrafie dowiecie sie w jakim przypadku liczba a jest “wieksza” lub
“mniejsza” od liczby b. Zapoznacie sie z wtasnosciami liczbowych nieréwno-
$ci, dowiecie sig, co nazywa sie rozwigzaniem nieréwnosci z jedna zmienna,
rozwigzywaniem ukfadu nieréwnosci z jedng zmienna.

e Nauczycie sie ocenia¢ wartos¢ wyrazenia, udowodniaé nieréwnosci, rozwigzy-
wac liniowe nieréwnosci oraz uktady liniowych nieréwnosci z jedng zmienna.

Liczbowe nierownosci

Bardzo czesto na praktyce spotykamy sie z poréwnywaniem réznych
wielkoéci. Na przyktad, powierzchnia sali gimnastycznej jest wieksza od
powierzchni gabinetéw, powierzchnia Ukrainy (603,5 tys. km) jest wiek-
sza od powierzchni Francji (551,5 tys. km), wysokoéé gory Roman-Kosz
(1545 m) jest mniejsza od wysokosci géry Howerly (2061 m), odlegloéé
od Kijowa do Charkowa (450 km) jest rowna 0,011 dtugoéci réwnika.

Wyniki takich por6wnan mozna zapisaé w postaci liczbowych nie-
réwnosci, zastosowujac znaki >, <.

Gdy liczba a jest wieksza od liczby b, to mozna zapisaé: a>b; gdy
liczba a jest mniejsza od liczby b, to mozna zapisaé: a < b.

Oczywiécie, ze 12>7, —17 < 3, g > %, V2 > 1. Prawidlowoéé tych
nieréwnosci wynika z regut poréwnania liczb rzeczywistych, o ktérych
uczyliscie sie w klasach poprzednich.

Nie tylko liczby mozna poréwnywaé za pomoca regut juz znanych.
Istnieje réwniez inny sposéb o wiele uniwersalny, oparty na oczywistej
wypowiedzi: gdy réznica dwaéch liczb jest dodatnia, to odjemna jest wiek-
sza od odjemnika; gdy réznica ich jest ujemna, to odjemna jest mniejsza
od odjemnika.

Ta wypowiedz podpowiada, ze wygodnie podaé nastepujaca definicje.

Definicja.Liczbaajest wieksza od liczby b, gdy ich r6znica
a - bjestliczbg dodatnia. Liczba a jest mniejsza od liczby b,
gdy ich ré6znica a - b jest liczbg ujemna.

Ta definicja umozliwia sprowadzenie zadania na poréwnanie dwdch
liczb do zadania na poréwnanie ich réznicy z zerem. Na przyklad, aby
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6 § 1. NIEROWNOSCI

2

2+\/§

2, @ 2-(2-V38)(2+V3) 2-(4-3 1
2+\/§ (2 \/7)_ 2+\/§ - 2+\/§ _2+\/§'

. . 1 2
Poniewaz —— >0, to >2— \/g
2++/3 2+/3

Zwréémy uwage, ze roéznica liczb a 1 b moze byé
liczba dodatnig lub ujemna, lub réwna zeru, dlate-

poréwnaé warto$cli wyrazen i 2-43, nalezy rozpatrzy¢ ich

réznice:

a>b go dla dowolnych liczb a i b spetnia sie doktadnie

: ‘fl » 1Ylko jedna wspoétzaleznosé: a>b, a <b, a="b.
b a Jezeli a>b, to punkt, ktéry przyporzadkowany
liczbie @ na prostej wspoétrzednych lezy bardziej
Rys. 1.1 na prawo od punktu, ktéry przyporzadkowany

liczbie b (rys. 1.1).

Czesto w zyciu codziennym zastosowujemy wypowiedzi “nie wiece;j”,
“nie mniej”. Na przyktad, zgodnie z wymaganiami sanitarnymi, uczniow
w klasie nie powinno by¢ nie wiecej niz 30. Znak drogowy przedstawio-
ny na rys. 1.2 oznacza, ze predko$¢ ruchu samochodu ma by¢
nie mniejsza niz 30 km/h.

W matematyce zamiast stéw “nie wiecej” uzywa sie znak <
(czyta sie: “mniej lub réwna sie”), za$ dla stéw “nie mniej” —
znak > (czyta sie: “wiecej lub réwna sie”).

Jezeli a < b lub a = b, to spelnia sie nieréwnos$é a <b. Rys. 1.2

Jezeli a>b lub a = b, to spelnia sie nier6wnos¢ a > b.

Na przyklad, nieréwnoséci 7<7, 7<15, -3>-5 spelniajq sie. Za-
uwazymy, ze na przyklad, nieréwnoéé 7 <5 nie spelnia sie.

Znaki<i> nazywaja sie znakami ostrymi nieréwnosci, za$ znaki
<12 nazywajq sie znakami nieostrymi nieréwnosci.

PRZYKELAD 1 Udowodnij, ze przy dowolnej wartoSci a spelnia sie
nierownosé
(a+1)(a+2)>a(a+3).

Rozwigzanie. Dla rozwiazania wystarczy przekonac sie, ze przy
dowolnej wartosci a réznica lewej 1 prawej czesci danej nieréwnosci jest
dodatnig. Otrzymamy:

a@+D@+2)—a@+3)=a’*+2a+a+2—-a’-3a=2. <

W takich przypadkach stwierdza sie, ze udowodniono nieré6wnosé

(a+1)(a+2)>a(a+3).
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1. Liczbowe nieréwnosci 7

PRZYKELAD 2 Udowodnij, nieréwnoéé (a — 3)?<2a® — 6a + 10, gdzie
a — dowolna liczba rzeczywista.

Rozwiqgzanie. Rozpatrzymy réznice lewej 1 prawej strony danej
nieréwnosci:

(a-3)?-(2a®>—6a+10)=a*>—6a + 9 —2a®+6a — 10 =
=—a’-1=—-a?+(-1).

Przy dowolnej wartoéci @ mamy ze: —a® <0. Suma liczb nie dodatniej
1 ujemne]j jest liczbg ujemna. A wiec, —a? + (—1)<0.

Stad wynika, ze (a — 3)?<2a? — 6a + 10 przy dowolnych warto$ciach
liczby a. <

a+b

PRZYKELAD 3 Udowodnij nieréwnosé >4lab, gdzie a>0, b=>0.

Rozwiqzanie. Rozpatrzymy réznice lewej 1 prawej strony danej

nieréwnosci:
2
atb a+b-2ab  (Va-b)
—Aa = = .
2 2 2
2
Wyrazenie @ otrzymuje nie ujemne wartosci przy dowolnych

nie ujemnych wartosciach liczb a1 b. A wiec nier6wnos$¢, ktora nalezalo
udowodnié, jest prawdziwa. <«

Zwr6¢ uwage, ze wyrazenie Jab nazywa sie §rednia geometrycz-
na liczb a1 b.

A wiec, udowodniliSmy, ze srednia arytmetyczna dwdéch nieujemnych
liczb jest nie mniejsza od Sredniej geometrycznej tych liczb.

PRZYKLAD 4 Udowodnij, ze a® —ab+b* >0 przy dowolnej warto-
ciaib.
Rozwigzanie. Mamy:

2
1 1 3 1 3
a’*—ab+b*>=a*-2-a--b+=b"+-b* =(a——bj +=b°.
2 4 4 2 4
1Y 3
Poniewaz (a —Ebj >0 1 sz >0 przy dowolnych wartoéci a 1 b, to

2
1 , . .
(a - Ebj + zb?‘ >0 przy dowolnych wartosciach a1 b.

A wiec, a® —ab+b® >0 przy dowolnych wartoéciach a1 b. <«
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8 § 1. NIEROWNOSCI

? 1. W jakim przypadku uwaza sie, ze liczba a jest wieksza od liczby b?

2, Wedtug jakiego warunku uwaza sie, ze liczba a jest mniejsza od liczby b?

3. Jak potozony na prostej wspotrzednej punkt, ktéry przyporzadkowany liczbie
a wzgledem punktu, ktéry przyporzadkowany liczbie b, jezeli a>b?

4. Jaki symbol odpowiada wspétzaleznosci “nie wiecej” oraz jak ten symbol czyta
sie?

5. Jaki symbol odpowiada wspdtzaleznosci “nie mniej” oraz jak ten symbol czyta
sie?

6. Wedtug jakiego warunku nieréwnos¢ a < b? jest prawdziwg?

N

. Wedtug jakiego warunku nieréwno$¢ a > b? jest prawdziwg?
8. Objasnij, jakie znaki nazywaja sie znakami ostrymi, a jakie nieostrymi nieréw-
nosciami?

I CWICZENIA

1.1.° Poréwnaj liczby a 1 b, jezeli a i b, jezeli:

1)a—-b=0,4; 2)a—-b=-3; 3)a-b=0.

1.2.° Wiadomo, ze m<n. Czy moze r6znica m — n doréwnywac liczbie:
1) 4,6; 2) -5,2; 3) 0?

1.3.° Ktéra z liczb x czy y jest wieksza, jezeli:
1) x—y=-8; 2)y —x =107

1.4.° Jak potozony na prostej wspoélrzednej punkt A (a) wzgledem punktu
B (b), jezeli:

Da-b=2; 3)a-b=0;
2) a—b=-6; 4) b-a=+2?

1.5.° Czy nieréwnos$ci moga, spetniaé sie jednoczesnie:
1)a>bia<b; 2) a>b 1 a<b?

1.6.° Poréwnaj warto$ci wyrazen (a — 2)%1a (a — 4) przy wartosci a rownej:
1) 6; 2) —3; 3) 2. Czy mozna wedlug wynikéw wykonanych poréwnan
stwierdzié, ze przy dowolnej wartosci a wartoSé pierwszego wyrazenia
jest wieksza od odpowiednia wartos$ci drugiego wyrazenia? Udowod-
nij, ze przy dowolnej wartosci a warto$é pierwszego wyrazenia jest
wieksza od odpowiedniej warto$ci drugiego wyrazenia.

1.7.° Por6wnaj warto$ci wyrazen 4 (b + 1) 1 b — 2 przy wartosci b réwne;j:
1) —1; 2) 0; 3) 3. Czy mozna stwierdzié, ze przy dowolnej wartosci b
warto$¢ wyrazenia 4 (b + 1) jest wieksza od odpowiedniej wartosci
wyrazenia b — 27
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1. Liczbowe nieréwnosci o

1.8.° Udowodnij, ze przy dowolnej wartoéci zmienne) nieréwnosé jest
prawdziwa:
1) (a+3)(a+1)>ala+4);
2) 3(b—4) +2b<5b-10;
3) (c—4)(c + 4)>c? — 20;
4) x(x + 6) — x2<2(3x + 1);
5) (y+95)(y—2)=>3y-10;
6) 8m® —6m +1<(8m —1)%
7 a@a-2)>-1;
8) (b + 7)*>14b + 40.

1.9.° Udowodnij, ze przy dowolnej wartoéci zmiennej nieréwnos¢ jest
prawdziwa:
DE-3)@+4H<pp+1);
2) (x + 1)?>x(x + 2);
3) (@—5)(a+2)>(a+5)(a—-);
Dy +8<@+4)3%
5) (2a - 5)* <6a® — 20a + 25;
6) a® +4>4a.

1.10.° Czy wypowiedz jest prawdziwa:

1) jezeli a>b, to % >1; 4) jezeli % >1, toa>b;
NRT 2 Lo
2) jezelia>1,to — < 2; 5) jezeli a>>1, to a>1?
a

3)jeselia <1, to 2> 2
a

1.11.° Udowodnij nieréwno$¢:
1) 2a* — 8a + 16>0;
2) 4b% + 4b + 3>0;
3) a® +ab+b2>0;
4) Ba+2)(2a—-4) - (2a-5)?2>34a—-12);
5) ala—3)>5 (a—4);
6) (a—0b)(a+5b)<(2a+b)(a+4b)+ab.

1.12." Udowodnij nier6wnos¢:
1) 28a-32<7a® - 4;
2) 9x° —6xy +4y° >0;
3)3(b-1)<b (b+ 1)
) Ap-DpP+1)-@-3)(@+3)>3@*+p).
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10 § 1. NIEROWNOSCI

1.13.° Udowodnij, ze:
1) a®-6a®+a-6>0, jezeli a >6;
2)ab+1>a+b,jezelia>11b>1;
3) a+3 + 3a-2
3
1.14.° Udowodnij, ze:
1) ab(b-a)<a® -1, jezeli a>b;

<a, jezeli a<-6.

a-1 _a- 2
2
1.15.° Por6wnaj sume kwadratéw dwéch dowolnych liczb z ich podwo-
jonym iloczynem.

2)

1 .. ..
>5, jezeli a>2.

1.16.° Podane sg trzy kolejne liczby naturalne. Poréwnayj:
1) kwadrat liczby $redniej wedtug iloczynu dwdch pozostatych liczb;
2) podwojony kwadrat liczby $redniej z suma kwadratéw dwoch liczb
pozostatych.
1.17.° Por6éwnaj sume kwadratéw dwoéch liczb dodatnich z kwadratem
ich sumy.

1.18.° Jak zmieni sie — zwiekszy sie czy zmniejszy sie — ulamek praw-
dziwy %, gdzie a>0, b>0, jezeli jego licznik 1 mianownik zwiekszy¢

o jedng i te sama liczbe?

1.19.° Jak zmieni sie — zwiekszy sie czy zmniejszy sie — ulamek niewlas-
ciwy %, gdzie a>0, b>0, jezeli jego licznik 1 mianownik zwiekszy¢ o

jedna i te sama liczbe?
1.20.° Udowodnij, ze suma dwdéch dowolnych wzajemnie odwrotnych liczb
dodatnich jest nie mniejsza od 2.
1.21." Udowodnij, ze suma dwoéch dowolnych wzajemnie odwrotnych liczb
ujemnych jest nie wieksza od —2.
1.22.° Czy dana nieréwno$c¢ jest prawdziwa dla dowolnych wartos$ci a1 b:
a®-b® a® - b
>1; 2
a®+1 ) b? +1
1.23.° Udowodnij, ze nieréwnosé jest prawdziwa przy wszystkich war-
toéciach zmienne;j:
a 1 (5a+1)2

<=5 2)
at+1 2

1) >-1?

1) Z>4a.
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1. Liczbowe nieréwnosci 1

a+b

1.24.° Udowodnij, ze gdy a < b, to a < <b.

1.25.” Udowodnij, ze gdy a < b<c, to a < 272 € < ¢

a®+4

>+a® +3 dla wszystkich waz-

1.26.” Czy prawdziwa nieréwnosé
nosci a?

1.27.” Udowodnij, ze przy wszystkich wartoéci zmiennych jest prawdzi-
2
a” +2

wa,nier6wnosé >2.

a®+1
1.28.* Udowodnij nieréwnosc¢:
1) a®+b®>+6a—-4b+13>0;
2) x2—2x + y? + 10y + 28>0;
3) 2m® —6mn +9n° —6m +9>0;
4) a®* +b* +c*+12>4(a+b+c);
5) a’b® +a® +b* +1>4ab.
1.29.” Udowodnij nieréwnoéc¢:
1) a? + b%2—16a + 14b + 114>0;
2) x* +y® +10>6x - 2y;
3) ¢ +5d% +4cd—4d +4>0.

I ZADANIA NA POWTORZENIE

1.30. Wiadomo, ze a>0, b>0, ¢ < 0, d < 0. Poréwnaj wzgledem zera
nastepujace wyrazenia:

1) be; 32; 5E; 7) abed;
) be )b )d ) abc
b a b
2) cd; 4a—; 6) —; 8 —.
)¢ )c )bc )acd

1.31. Jakie znaki beda mie¢ a i b, gdy:

1) ab>0; 3) —>0; 5) a’b>0;

2) ab<0; 4) —<0; 6) a’b<0?

S| e
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12 § 1. NIEROWNOSCI

1.32. Objaénij, dlaczego przy dowolnych warto$ciach zmiennej (lub
zmiennych) nieréwnoéc¢ jest prawdziwa:

1) a® >0; 5) a® +b® >0;
2) a+ 1>0; 6) a>+ b%+2>0;
3) (a+1)*>0; 7 (a-2)° +(b+1)*>0;
4) a® -4a+4>0; 8) va’+3>0.
1.33. Por6wnaj wzgledem warto$ci wyrazenia, gdzie a — dowolna liczba:
1) 4 + a? 4) 4 — (a—4)%
2) -3 5) (=4)° + (@ — 8)%
3) -4 —a% 6) (4 —a)? + (4a — 1000)2.

1.34. Uproé¢ wyrazenie:
1) 2a (ba—T) — ba (3 — 2a);
2) (2b—3)(4b +9);
3) (2¢ — 6) (8¢ + 5) — (B¢ + 2) (bc — 2);
4) 16m?— (3 —4m) (3 + 4m);
5) (2x —1)2 + (2x + 1)
6) (x—4)(x +4) — (x — 8)%

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

1.35. Wszystkie liczby naturalne od 1 do 1000 wlacznie podzielono na
dwie grupy: liczby parzyste 1 liczby nieparzyste. W ktérej grupie suma
wszystkich cyfr, zastosowanych dla zapisywania liczb jest wieksza ioile?

Podstawowe wtasnosci
nierownosci liczbowych

W tym punkcie rozpatrzymy wtasnoéci nieréwnosci liczbowych, ktére
najczeSciej zastosowuja sie podczas rozwiazywania zadan. One nazywajq,
sie podstawowymi wlasnoéciami nieré6wnosci liczbowych.

Twierdzenie 2.1. Jezeli a>bi b>c, to a>c.

Dowdd. Poniewaz, zgodnie z warunkiem a>b i b>c¢, to réznice
a—>b1b-c sq liczbami dodatnimi. Wtedy ich suma bedzie dodatnig
(@a—b)+(b—c). Mamy: (a —b) + (b —c) = a—c. A wiec, réznica a — ¢ jest
liczba dodatnia, dlatego a>c. <«

Analogicznie mozna udowodnié nastepujaca wlasnoéé: jezeli a < b
ib<c toac<ec.
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2. Podstawowe wiasnosci nieréwnosci liczbowych 13

Twierdzenie 2.1 mozna zilustrowaé geometrycz-
nie (rys. 2.1) 1jezeli na proste) wspétrzednej punkt
A (a) lezy na prawo od punktu B (b), a punkt B (b)
lezy na prawo od punktu C (c¢), wtedy punkt A (a) Rys. 2.1
na prawo od punktu.

Twierdzenie 2.2.Jezelia>bic-dowol-
na liczba, to a + ¢>b + c.

Dowdd. Rozpatrzymy réznice (a + ¢) — (b + ¢). Otrzymamy:
(@ +c¢)— (b +c)=a—b.Poniewaz, wedtug zatozenia a>b, to réznicaa — b
jest liczba dodatnia. A wiec, a + ¢>b + c. <

S TAQ
os)
BN

Analogicznie mozna udowodnié nastepujaca wlasnoéé: jezeli a < b
i ¢ - dowolna liczba, toa +¢c¢<b +c.

Poniewaz odejmowanie mozna zamieni¢ dodawaniem (a —c =
=a + (-¢)), to twierdzenie 2.2 mozna sformulowaé nastepujaco:

jezeli do obu stron nieréwnosci prawdziwej dodaé lub od obu
stron prawdziwej nierownosci odjqaé doktadnie te sama liczbe, to
otrzymamy nieréwno$é prawdziwg.

Wniosek. Jezeli dowolny sktadnik nieréwnosci prawdziwej
przeniesé z jednej strony w drugq, zmieniajq znak skladnika na
przeciwny, to otrzymamy nieréwnos$é prawdziwa.

Dowéd. Przypuéémy, ze nieréwnosé a>b + ¢ jest prawdziwa. Od
obu stron nier6wnos$ci odejmiemy liczbe c. Otrzymamy: a —c¢>b + ¢ —c,
czylha—c>b. <

Twierdzenie 2.3.Jezelia>bic-liczba dodatnia, to ac>bc.
Jezeli a>b i c - liczba ujemna, to ac < bc.

Dowdd. Rozpatrzymy réznice ac — be. Otrzymamy:

ac—bc=c(a-D>).

Zgodnie z zatozeniem a>b, wtedy rdéznica a — b jest liczba dodatnia.

Jezeli ¢>0, to iloczyn c(a — b) jest liczbg dodatnia, wtedy réznica
ac — be jest dodatnia, oznacza to, ze ac>bc.

Jezeli ¢ <0, toiloczyn c(a — b) jest liczba ujemna, wtedy réznica ac — be
bedzie ujemna, znaczy ac < bc. <

Analogicznie mozna udowodnié nastepujaca wlasnosé: jezeli a < b
i c-liczba dodatnia, to ac < be. Jezeli a <b i c - liczba ujemna,
to ac>bc.

a 1

Poniewaz dzielenie mozna zamieni¢ mnozeniem [; =a- ;j, to twier-
dzenie 2.3 mozna sformutowaé nastepujaco:

jezeli obie nieréwnosci prawdziwej pomnozyé lub podzielié
tq samaq liczbq dodatnia, to otrzymamy nieréwnosé prawdziwa;
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14 § 1. NIEROWNOSCI

jezeli obie strony nierownosci prawdziwej pomnozyé lub podzie-
li¢ na te samaq liczbe ujemna, oraz zamienié znak nieréwnosci na
przeciwny, to otrzymamy nieréwnosé prawdziwg.

Wniosek. Jezeli ab>01i a>b, to l<%
a

Dowdd.Podzielimy obustronnie nieréwno$é a> b przez liczbe dodat-
: < ‘2 . b .1 1
nia ab. Wtedy otrzymamy nieréwno$é¢ prawdziwa, ib > e czyli B > =,
ab a a

Stad 1 <. <
a b

Zwr6é uwage, ze przy zapisywaniu wniosku odrzuci¢ warunek, ze
ab>0, to znaczy warunek, ze liczby a 1 b sa jednakowego znaku, wtedy

z nieréwnosci a>b moze nie spelnic¢ sie niero6wnosé — < e Rzeczywiscie,
a

< . . . ., L, 1 1. .
nieré6wnosé 5>-3 jest prawdziwa lecz nier6wnosé 5 < 3 jest nie praw-

dziwa.

W twierdzeniach danego punktu brano pod uwage, ze nieréwnosci sa,
ostre. Analogiczne wlasnosci sa wlasciwe réwniez dla nieréwnosci nie-
ostrych. Na przyklad, jezeli a>b 1 c— dowolna liczba, to a+c>b+ec.

6?

1 1. Ktérazliczba, blub ¢ jest wieksza, jezelia>bib>c?

2. Podaj twierdzenie na obustronne dodawanie w nieréwnosci doktadnie te sama
liczbe.

3. Podaj wniosek z twierdzenia na obustronne dodawanie w nieréwnosci dokfad-
nie te sama liczbe.

4. Podaj wniosek z twierdzenia na obustronne mnozenie nieréwnosci doktadnie
przez te sama liczbe.

5. Podaj wniosek z twierdzenia na obustronne mnozenie w nieréwnosci dokfadnie
te sama liczbe.

I ¢WICZENIA

2.1.° Wiadomo, ze a>6. Sprawdz, czy nierowno$c¢ jest prawdziwa:

1) a>4; 2) a>5,9; 3)a>17?
2.2.° Wiadomo, ze a < b1 b < c. Ktéra z wypowiedzi jest prawdziwa:
1) a>c; 2) a=c 3) c>a?
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2. Podstawowe wiasnosci nieréwnosci liczbowych 15

2.3.° Zapisz nieréwno$é, ktora otrzymasz, gdy:
1) do obu stron nieréwnosci —3 < 4 dodasz liczbe 5; oraz liczbe —2;
2) od obu stron nieréwnos$ci —10 <—6 odejmiesz liczbe 3; oraz liczbe —4;
3) obie strony nieréwnosci 7>-2 pomnozysz przez liczbe 5; oraz przez
liczbe —1;
4) obie strony nieréwnoéci 12 < 18 podzielisz przez liczbe 6; oraz
przez liczbe —2.

2.4.° Wiadomo, ze a>b. 2.4. Podaj nieréwnos$¢, jaka otrzymasz, gdy:
1) do obu stron podanej nieréwnosci dodasz liczbe 8;
2) od obu nieréwnosci odejmiesz liczbe —6;
3) obustronnie czesci podanej nieréwnosci pomnozysz przez liczbe 12;

. ;. ., , . . . 1
4) obustronnie czeSci podanej nieréwnosci pomnozysz przez liczbe —g;

. ;- e, , . .. . 2
5) obustronnie cze$ci podanej nieréwnosci podzielisz przez liczbe ;;

6) obustronnie cze$ci podanej nieréwnoéci podzielisz przez liczbe —4.

2.5. Wiadomo, ze b>a, c < a i d>b. Poréwnaj liczby:
Daid; 2)bic.

2.6." Przedstaw liczby a, b, ¢10, jezeli a>b, 0 < b1 0>c w kolejnosci rosnacej.

2.7." Wiadomo, ze a>4. Por6wnaj wzgledem zera wartoéci wyrazen:

1) a-3; 3) (@ —3)(a—2); 5 (1 -a)?(-a).
2)2—aq; 4) W;
3-a
2.8. Wiadomo, ze —2<b<1. Poréwnaj wzgledem zera warto$ci wyrazenia:
1) b+2; 3)b—2; 5) (b + 2) (b — 4)%;
2)1-b; 4)b-1)0b-3); 6) (b—3)(b+ 3)(b—2)>2
2.9.° Dano: a>b. Poréwnaj:
Da+91b+9; 5) —40b 1 —40aq;
2)b-6ia—6 6 L i
20 20
3) 1,8a1 1,8b; 7 2a—-312b - 3;
4) —a1-b; 8 5—-8a1b— 8b.
2.10. Wiadomo, ze 1 <m < 2. Ktdre z podanych nieréwnosci sa prawdziwe:
1) -1<-m< -2 3) -1>2-m>-2;
2) 2<-m<-1; 4) -2>-m>-1?
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16 § 1. NIEROWNOSCI

2.11." Dano: —3a>-3b. Poréwnaj:

1) aibd; 4) —§b i —§a;
9 9
2 .2 .
2) ;alyb; 5)3a+213b+2;
b—4ia—4; 6) —5a + 10 i —5b + 10.

2.12.° Wiadomo, ze a>b. Przedstaw liczby w kolejnoéci malejacej a + 7,
b-3,a+4,b-2,b.
2.13." Dano: a < b. Por6wnaj:

1)a—-51b; 2)a1b + 6; a+31b-2.
2.14." Poréwnaj liczby a 1 b, jezeli a 1 b, wiedzac, ze:
1)a>cic>b+ 3; 2)a>cic—1>b+ d?,

gdy c 1 d — niektore liczby.

2.15.° Poréwnaj liczby a 1 0, jezeli:

1) 7Ta<8a; 3) —6a>-8a;

2) % < %; 4) —0,02a>-0,2a.
2.16." Dano: a>-2. Udowodnij, ze:

1) 7a + 10>—4; 2) —6a — 3<10.
2.17.° Dano: b<10. Udowodnij, ze:

1) 5b-9<41; 9)1—2b>-21.

2.18.° Czy wypowiedzi sa prawdziwe:
1) jezeli a>b, to a>-b;
2) jezeli a>b, to 2a>b;
3) jezeli a>b, to 2a + 1>2b;
4)jezelia>b+21b—3>4,toa>9;
5) jezeli a>b, to ab>b?;
6) poniewaz 5> 3, to 5a?>3a%
7) poniewaz 5>3, to 5(a® + 1)>3(a? + 1)?
2.19.” Podaj nieréwnosSci, ktére otrzymamy, jezeli:
1) obie strony prawdziwej nieréwno$ci a>2 pomnozymy przez a;
2) obie strony prawdziwej nierownoéci b<—1 pomnozymy przez b;
3) obie strony prawdziwej nieréwnosci m <—3 pomnozymy przez—m;
4) obie strony prawdziwej nier6wnosci ¢>—4 pomnozymy przez c.
2.20.” Podaj nieré6wno$é, ktoérej otrzymamy, gdy:
1) obie strony nieréwnosci prawdziwe] a <—a? podzielimy przez a;
2) obie strony nieréwnosci prawdziwej a>2a? podzielimy przez a;
3) obie strony nieréwnosci prawdziwe) a®>a? podzielimy przez —a.
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3. Dodawanie i mnozenie nieréwnosci liczbowych. Ocena wartosci wyrazenia 17

I ZADANIA NA POWTORZENIE

2.21. Jaka jest warto§¢ wyrazenia ab, jezeli wiadomo, ze a® + b% =18
i (a+b)?>=20.

2.22. Marek ma o 2 razy wiecej znaczkéw od Joli, a Jola — o 2 razy wiecej
znaczkow od Michata. Ktéra z podanych liczb moze odpowiadaé ilosci
znaczkow, ktora ma Marek?

1) 18; 2) 22; 3) 24, 4) 30.
2.23. Wykonaj dziatania:
az+b2 b : 3)c+1:cz—21;
2a” +2ab a+bd 3c 6¢
2 2 2
a”+9 a m” +2mn+n
2 - 5 4) ———:(m+n).
) a®-9 a+3 ) m® —n® ( )

2.24. Motoréwka moze przeptynaé 48 km z pradem rzeki lub 36 km pod
pradem rzeki za ten sam czas. Jaka jest wlasna predko$é motoréwki,
jezeli predkoéé pradu rzeki wynosi 2 km/h?

Dodawanie i mnozenie
nierownosci liczbowych.
Ocena wartosci wyrazenia

Rozpatrzymy nastepujace przyktady.

1) Jezeli z pierwszego pola zebrano nie mniej od 40 t ziarna, za$ z
drugiego pola —nie mniej od 45 t, to oczywiscie razem z dwéch pdl zebrano
nie mniej niz 85 t ziarna.

2) 2) Jezeli dlugoséé prostokata jest nie wieksza od 70 cm, za$ sze-
roko$é — nie wieksza od 40 cm, to oczywiécie, ze jego pole nie wieksze
od 2800 cm?.

Whnioski z tych przyktadéw sa widoczne. Prawdziwo$é ich potwier-
dzaja nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 (na dodawanie stronami nieré6wnosci).
Jezelia>bic>d,toa+c>b+d.
Dowdd. Rozpatrzymy réznice (a + ¢) — (b + d). Mamy:
(a@+c)—(b+d)=a+c—b—-d=(a—-0b) +(c—d).
Poniewaz a>b 1 ¢>d, to réznice a — b i ¢ — d sa liczbami dodat-
nimi. A wiec, rozpatrywana réznica jest dodatnia, to znaczy, ze
a+c>b+d. <
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18 § 1. NIEROWNOSCI

Analogicznie mozna udowodnié nastepujaca wlasnoéé: jezeli a < b
ic<d,toa+c<b+d.

Nieréwnos$ci a>bic>d (lub a < b1 c < d) nazywaja sie niero6wnos-
ciami o jednakowym zwrocie, za$ nieréwnosécia>bic<d (luba<b
1 ¢>d) — nieré6wnosci o zwrotach przeciwnych.

Uwaza sie, ze nieréwno$é¢ a + ¢>b + d otrzymuje sie od dodawania
stronami nastepujacych nieréwnosci a>bic>d.

Twierdzenie 3.1 oznacza, ze w wyniku dodawania stronami
nierownosci prawdziwych o tym samym zwrocie otrzymuje sie
nierownosé prawdziwa o tym samym zwrocie.

Zaznaczymy, ze twierdzenie 3.1 spelnia sie, gdy rozpatruje sie trzy
lub wiecej nieréwnosci. Na przyklad, jezeli a,>b,, a,>b, 1 a;>b,, to
a, +a,+a;>b,+b,+ b,

Twierdzenie 3.2 (na mnozenie stronami nieré6wnosci).
Jezeli a>b, c>d i a, b, ¢, d - liczby dodatnie, to ac>bd.

Dowdd. Rozpatrzymy rbéznice ac — bd. Mamy:
ac—bd=ac—bc+bc—bd=c(a—->b)+b(c—d).
Zgodnie z zalozeniem a — b>0, ¢ — d>0, ¢>0, b>0. A wiec, rozpatry-
wana roznica jest dodatnia. Z tego wynika, ze ac>bd. «

Analogicznie mozna udowodni¢ nieréwnoéc: jezeli a < b, ¢ <d i a,
b, ¢, d - liczby dodatnie, to ac < bd.

Uwaza sie, ze nieréwnos$¢ ac>bd otrzymana od mnozenia stronami
nastepujacych nieréwnosci a>bic>d.

Twierdzenie 3.2 oznacza, ze w wyniku mnozenia stronami nie-
rownosci prawdziwych o tym samym zwrocie, w ktorych prawe
i lewe strony sq liczbami dodatnimi otrzymuje sie nieréwnosé
prawdziwa o tym samym zwrocie.

Zwréécie uwage na to, ze przy formulowaniu twierdzenia 3.2
odrzucono warunek, ze a, b, ¢, d byly liczbami dodatnimi, lecz w
nieréwnos$ciach a>b 1 ¢>d moze nie spelnié sie nier6wno$é ac>bd.
Rozpatrzymy dwie nieréwnosci prawdziwe —2>-3 1 4>1. Pomnozymy
stronami dane nieréwno$ci i otrzymamy nieréwno$¢ nieprawdziwa
—-8>-3.

Zwr6émy uwage, ze twierdzenie 3.2 spelnia sie, gdy sa rozpatrywane
przy mnozeniu stronami trzy lub wiecej nieréwnoéci. Na przyktad, je-
zeli liczby a,, a,, a;, by, by, b, — liczby dodatnie, przy czym a,>b,, a,> b,,
a;>b,, to a,a,a,>b,b,b.

Wniosek. Jezeli a>b i a, b - liczby dodatnie, to a”>b", gdzie
n - liczba naturalna.
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3. Dodawanie i mnozenie nieréwnosci liczbowych. Ocena wartosci wyrazenia 19

Dowdd. Zapiszemy n razy nieréwnos$é¢ prawdziwa postaci a> b:
a>b

a>b ., .
n nieréwnosci

cee

a>b
Poniewaz a1 b —liczby dodatnie, to mozliwie obustronnie przemnozy¢
n wyzej zapisanych nieréwnosci. Otrzymamy: a">b". <
Warto zaznaczy¢, ze rozpatrzone wlasnosci nieréwnosci sg prawdziwe
réwniez dla nieréwnoéci nieostrych:
jezeli a>bic>d, to a+c>b+d;
, ¢c=d ia,b,c d-liczby dodatnie, to ac > bd;

\

\Y

jezeli a>b

jezeli a>b i a, b-liczby dodatnie, to a" >b", gdzie n — liczba
naturalna.

Wiecie, ze wartoScli wyrazen otrzymane przy mierzeniu sg nie do-
kladne. Miernicze przyrzady umozliwiaja tylko okreslenie miedzy jakimi
liczbami znajduje sie dokladna warto$é wielkoSci. Liczby te nazywaja
sie granicami warto$ci wyrazenia.

Przypuéémy, na przyktad, w wyniku mierzenia szerokosci x 1 dlugos-
c1ly w prostokacie, ustalono, ze 2,6 cm<x<2,7cm 14,1 cm<y<4,3 cm.
Wtedy, zgodnie z twierdzeniem 3.2 mozna ocenié pole prostokata.
Otrzymamy:

2,6 ecm<x<2,7cm
4,1 cm<y<4,3cm

10,25 cm?<xy<11,61 cm?.

Ogotem, jezeli sa wiadome warto$ci granic wielkosci, to mozna okre-
§li¢ granice warto$ci wyrazenia, ktére zawiera te wielkoéci, to oznacza
mozna ocenié warto$é jego.

PRZYKELAD 1 Wiadomo, ze: 6<a<81i 10<b<12. Ocen warto$é wy-
razenia:

1) a+b;2) a—b; 3) ab; 4) %; 5) 3a—%b.

Rozwigzanie. 1) Po zastosowaniu twierdzenia na obustronne do-
dawanie nieréwnosci, otrzymujemy:
6<a<8
+ 10<b<12

16<a+ b<20.
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20 § 1. NIEROWNOSCI

2) Po przemnozeniu wszystkich stron nieréwnosci 10<b<12 przez
—1, otrzymamy: —10>-b>-12, stad —12<-b <-10. Biorac pod uwage,
ze a — b =a+ (-b), otrzymamy:
6<a<8
t o _12<-b<-10
—6<a—b<-2.

3) Poniewaz a>61 b>10, to a i b przyjmuja dodatnie warto$ci.
Zastosowujac twierdzenie na mnozenie stronami nieréwnosci, otrzy-
mamy:

y 6<a<8
10<b<12
60<ab<96.

4) Poniewaz 10<b<12, to 1 > 1 > i, czyli — <= < —. Biorac pod
10 » 12
a 1

12 b
uwage, ze b =a- P otrzymamy:

5) Po pomnozeniu kazdej strony nieréwnosci 6<a<8 przez 3, za$
kazda strone nieré6wnosci 10<b<12 przez ——

Otrzymamy dwie nieréwnoéci prawdziwe, a mianowicie:
. 1
18<3a<241 -5> _Eb > —6.

Dodamy otrzymane nieréwnosci:

18<3a<24
+

—6<—lb<—5
2

12<3a—%b<19.

Odpowiedz:1)16<a+b<20;2)—-6<a-b<-2;3)60<ab<96;
Hnloa 25 19<3a-1p<10. <
2 b b5 2
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3. Dodawanie i mnozenie nieréwnosci liczbowych. Ocena wartosci wyrazenia 21

PRZYKLAD 2 Udowodnij, ze V24 +~47 <12.

Rozwigzanie. Poniewaz V24 <51 47 <7, to
V24 +/47 <5+7=12. <

-~

1. Podaj twierdzenie na obustronne dodawanie nieréwnosci.

2. Objasnij, jakie nieréwnosci nazywaja sie nieréwnosciami o jednakowym zwro-
cie, a jakie nieréwnosci — nieréwnosci o réznych zwrotach.

3. Podaj twierdzenie na obustronne mnozenie nieréwnosci.

4. Podaj wnioski z twierdzenia na mnozenie kazdej strony nieréwnosci.

I CWICZENIA

3.1.° Podaj nieréwnosci, ktére otrzyma sie, gdy:
1) dodaé obustronnie nieréwnosci 10>-61 8>5;
2) pomnozy¢ stronami nieréwnoéci 2<7 1 3<4;

-, e, , . . 1
3) pomnozy¢ stronami nieréwnosci 1,2>0,91 5 > g

3.2.° Podaj nier6wnos¢, ktéra otrzyma sie, jezeli:
1) dodaé stronami nier6wnosci —9<—4 1 —6<4;

. Ce , .1 1.
2) pomnozy¢ stronami nieréwnosci g < g 124<27.

3.3.° Wiedzac, ze: —3<a<4. Ocen znaczenie wyrazenia:

1) 2a; 3) a+2; 5) 3a + 1; 7) —4a;

2) g; 4)a-1; 6) —a; 8) —5a + 3.
3.4.° Wiedzagc, ze: 2<b<6. Ocen warto$¢ wyrazenia:

1) %b; 2) b—6: 3) 2b + 5; 4 4—b.
3.5.° Wiedzac, ze 2,6 < J7 < 2,7. Ocen warto$¢ wyrazenia:

1) 3+/7; 2) —27; 3) V7 +1,3; 4) 0,17 +0,3.
3.6.° Dano, ze: 5<a<61 4<b<7. Ocen warto$¢ wyrazenia:

1) a+b; 2) ab; 3)a-b.
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22 § 1. NIEROWNOSCI

3.7.° Wiedzag, ze 2,2 < J5 < 2,311,7< J3 < 1,8. Ocen warto$é wyraze-
nia:

1) V5 +/3; 2) b —+/3; 3) V15.

. ; .. 1
3.8.° Dano: 2<x<4. Ocen wartoéé wyrazenia —.
X

3.9.° Ocen $rednig arytmetyczno$é wartosci a i b, wiedzac, ze 2,56<a<2,6
13,1<b<3,2.

3.10.° Ocen obwod tréjkata réwnoramiennego o podstawie a cm i ramie-
niem b cm, jezeli 10<a<14112<b<18.

3.11.° Ocen obwdd réwnolegtoboku o bokach acmib cm, jezeli 15<a <19
16<bH<11.

3.12.° Czy wypowiedz jest prawdziwa:
1) jezelia>21b>7,toa+ b>9;
2)jezelia>21b>7,toa+ b>8§;
3)jezelia>21b>7,toa + b>9,2;
4) jezeli a>21b>7,to a — b>-5;
5)jezelia>21b>7,to b —a>5b;
6) jezelia>21b>7, to ab>13;
7) jezelia>21b>17, to 3a + 2b>20;
8)jezelia>21b<-7,toa—b>9;
9) jezeli a<21 b<7, to ab<14;
10) jezeli a>2, to a®>4;
11) jezeli a<2, to a®<4;
12) jezeli a>2, to 1 < l;
a
13) jezeli a<2, to — > =
a
14) jezeli —3<a<3, to 1 < 1 < %?
a
3.13." Dano: a>2,41 b>1,6. Poréwnaj:

1) a+%b 3,6; 3) (@—0,4)(b+1,4)i 6.
2) (a + b)?116;
3.14.° Wiedzac, ze a>3 1 b>-2. Udowodnij, ze 5a + 4b>17.
3.15." Wiedzac, ze a>51 b<2. Udowodnij, ze 6a — 7b>16.
3.16." Dano: 5<a<81 3<b<6. Ocen warto$é wyrazenia:

1) 4a + 3b; 9) 3¢ — 6b: 3) &, 0 2
b 3a
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3. Dodawanie i mnozenie nieréwnosci liczbowych. Ocena wartosci wyrazenia 23

1 1.1 1 , oy ..
3.17.° Dano: 3 <x < 3 1 - <y< T Ocen warto$é wyrazenia:

1) 6x + 14y; 2) 28y — 12x;

3.18.° Poréwnaj znaczenie wyrazen:
2) 0,3%10,1'%

1) 2241 95;

3)

R |

3) 0,0015%1 0,2,

3.19. Udowodnij, ze obwdd czworokata jest wiekszy od sumy jego prze-

katnych.

3.20.° Udowodnij, ze kazda przekatna wypuktego czworokata jest mniej-

sza od potowy jego obwodu.

3.21.° Udowodnij, ze suma dwdch przeciwleglych bokéw czworokata jest
mniejsza od sumy jego przekatnych.

3.22. Udowodnij wypowiedz:
1) jezeli a<b<0, to a?>b?;

2) jezeli a>0, b>01 a?*>b? to a>b.

3.23.* Udowodnij, ze gdy a<b<0, to = > =,
a

1

3.24.° Wiedzac, ze b>01a>b. Czy nier6wnoéé jest prawdziwa dla wszyst-

kich wymienionych a1 b:
1) a®>+a>b%+ b;
2) a’—a>b?-b;
3.25.” Udowodnij, ze:
1) V27 + /65 > 13;
2) V14 +/15 < 8;
3.26. Udowodnij, ze:
1) V55 +/35 > 1/120;
3.27." Poréwnaj:
1) V10 ++/6 i V11 ++/5;
2) 2+ J11 i 5 +410;

3.28.” Poréwnaj:

1) V6 ++/3 i V7 ++/2;

I ZADANIA NA POWTORZENIE

3.29. Uprosé wyrazenie:

x—3( xzj
1) 1 xt 4

x+3 3—-x

3) 2—a*<2-b%
4) a+l>b+l?
a b

3) V65 -/35 > 2;
4) J99 -/82 <1.

2) V119 - /67 < 3.

3) V15 -5 1 /2;
4) V21 ++/20 i9.

2) /26 —+/2 i J14.

% (a+b_abj_ ab

a-b a+b) a®-bv*
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24 § 1. NIEROWNOSCI

3.30. Uproé¢ wyrazenie:
1) 63 ++/27 - 3/75; 3) (2-v3).
2) (\/% -3 «/5) V2;

3.31. Przy jakich wartoéci zmiennych wyrazenie ma sens:
x* x—4 x* -4 4 1
;0 2) ; 3) ; 4) —+=?
x+4 x® -4 x®+4 x-4 x
3.32. W sadzie rosng jablonie i wisnie, przy czym wisnie stanowig 20 %
ze wszystkich drzew. Ile odsetek stanowi iloé¢ jabtek do iloSci wisien?

1

l PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU

3.33. Czy réwnania sg rOwnowazne:
1)4x+6=2x—31 4x+ 3 =2x — 6;
2)8x—-4=012x—1=0;
)x?+2x—-3=01 x2+x=3—x;

x® -1

4) =01 x*-1=0;
x+1
x® -1 .

5) =01x-1=0;
x+1

6)x>+1=01 0x=5?

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

3.34. Udowodnij, ze dla liczb nieparzystych a, b, ¢, d, e1 f nie spelnia sie
., ,, 1 1 1 1 1
niero6wnoé$é¢ —+—+-+—+-+-=1.
a b ¢ d e f

O pewnych metodach udowodnienia : ﬂﬁ
nierownosci L@
W p. 1 byly udowodnione niektére nieréwnoéci. Zastosowywaliémy
sposé6b: rozpatrywanie réznicy lewej 1 prawej strony nier6wnos$ci oraz
poréwnywaliSmy ja wzgledem zera, lecz oprdcz niego istnieja 1 inne
sposoby udowodnienia nieréwnosci.
Zapoznamy sie z niektérymi z nich.
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3. O pewnych metodach udowodnienia nieréwnosci 25

Rozwazanie “od przeciwnego”

Nazwa tej metody odzwierciedla jego istote.

PRZYKELAD 1 Dla dowolnych liczb a,, a,, b,, b, udowodnij nieréw-
nosé
(ab, +a,b,)* <(a? +a?)(b? +b2). *)
Rozwigzanie. Przypusémy, ze nieréwnosé, ktora nalezy udowod-
ni¢, jest nie prawdziwa. Wtedy znajda sie takie liczby a,, a,, b,, by, przy
ktérych nieréwnosé bedzie prawdziwa
(a,b, +a,b,)* > (a? +a?) (b7 +b7).
Stad
a’v? +2a,b,a,b, + aib; > a’b? +a’bl +abl +albl;
2a,b,a,b, > a’bl +albl;
a’b? —2a,b,a,b, +ab < 0;
(a,b, — a,b,)*<0.
Koncowa nieréwno$¢ jest nie prawdziwa. Otrzymane przeciwienstwo
oznacza, ze nieréwnosé (*) jest prawdziwa. <«

Nieréwnosé (*) jest szczegblnym przypadkiem ogélnej nieréwnosci
2 2 2 2 2 2 2 o
(a)b, +ab, +...+ab) <(azl +a, +...+0Ln)(b1 +b, +...+bn). (**)
Nieréwnoéé (**) nazywa sie nieréwnosciq Cauchy’ego—Bunia-

kowskiego. Z jej dowodem mozecie zapoznacé sie na zajeciu kétka
matematycznego.

Metoda zastosowania oczywistych nieréwnosci

PRZYKLAD 2 Dla dowolnych a, bic udowodnij, ze spelnia sie

a’+b*+c*>ab+be+ac.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)

Wybitny francuski matematyk.
Jest autorem ponad 800 prac naukowych.
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26 § 1. NIEROWNOSCI

Rozwigzanie. Warto zaznaczy¢, ze przy dowolnych wartosciach a,
b, 1 ¢ sprawdza sie dana nier6wnos$c:

(a-b) +(b-c)*+(c-a)*>0.
Stad, otrzymamy: a® —2ab +b* +b*> —2bc + ¢® + ¢* —2ac +a® > 0;
2a? + 2b% + 2¢% > 2ab + 2bc + 2ac;

a®+b: +ct>ab+bc+ac. <

Metoda zastosowania wyzej udowodnionych nieréwnosci

W p. 1 udowodniliémy, ze przy dowolnych a>0 1 b>0 spelnia sie
nierownosé

“;%M.

Wyzej wymieniona nieréwno$¢ nazywa sie nieréwnoscig Cauchy (czyt.
Koszi) dla dwéch liczb.

Rozpatrzymy, w jaki spos6b mozna zastosowaé nieré6wnosé¢ Cauchy
podczas udowodnienia innych nieréwnosci.

PRZYKLAD 3 Udowodnij, ze dla dodatnich liczb a 1 b spelnia sie

nieré6wnosé
1 1
(w2)foe L)
b a

Rozwiqzanie. Zastosowujemy nier6wno$¢ Cauchy dla liczb dodat-

. .1
nich a1 =. Otrzymamy:

a+l
b > a-1
2 b
1
Stad a+=>2 2
b b

Analogicznie mozna udowodnié nastepujaca nieréwnosé b+—>2

b
a a

Wiktor Jakowlewicz Buniakowski
(1804-1889)

Wybitny matematyk XIX w.
Urodzit sie we Winnicy.
W ciggu wielu lat byt wice-prezydentem
Petersburskiej Akademii Nauk.
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3. O pewnych metodach udowodnienia nieréwnosci 27

Zastosowujac twierdzenie na obustronne mnozenie nieréwnosci,

otrzymamy:
(a+1j(b+l)>4\/g-\ﬁ.
b a b Va
1 1
Stad (a+—}(b+—}>4. |
b a

Metoda geometrycznej interpretacji
PRZYKELAD 4 Udowodnij nieréwno$c:

2
J99'101—FJ98'1024n.p+J5T15§4-JITI§§‘<102 T

Rozwiqgzanie. Rozpatrzymy czwarta czeéé okregu o promieniu 1
1 §rodku 0. Wpiszemy do niej figure strukturalng sktadajaca sie z 99
tréojkatéw prostokatnych w taki sposéb jak przedstawiono na rysunku
3.1. Wtedy mamy:

OA, = A Ay == Ay hyy = ——

Pole pierwszego prostokata jest

99-101
S, =0A, - AA, =0A,- \|1-0A} = 100\/ 1 \/—

1002

Dla drugiego prostokata otrzymamy: A

il S [T
100 100 l

/ 99 w/1 19
100 ot

Pole ﬁgury strukturalnej jest mniejsze
od pola éwiartki kota, a mianowicie

T

2

99-101 98-:102 \1:199

v . A — i+ XL 0 a4, Ay Ay,
100 100 100 4

Stad wyptywa nieréwnos¢ jaka nalezalo Rys. 3.1

udowodnié. <

I CWICZENIA

1. Udowodnij nier6wnosé:

1 (a+b)(l+%j>4, jezeli a>01 b>0;
a

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



28 § 1. NIEROWNOSCI

2) (a+b)(b+c)(a+c)>8abc, jezeli a>0, b>01 ¢c>0;

3) (a® +b)(a+b®)>4a’b®, jezeli a>01 b>0;

4) (ab+1)(a+b)>4ab, jezeli a>0 1 b>0;

5) (a+2)(b+5)(c+10)>80\/@, jezeli a>0, b>01 c>0;

6) a+b+l+%>4, jezeli a>0 1 b>0;
a

7 (1+a)1+a,)...(1+a,)>2", jezeliay, q,, ..., a, — liczby dodatnie,
iloczyn ktoérych jest réwny 1.

LBl Nierownosc z jedng zmienng

Rozpatrzymy zadanie. Jeden z bokéw réwnolegtoboku jest rowny 7 cm.
Jakiej dtugo$ci moze mieé drugi jego bok, aby obwod réwnolegloboku byt
wiekszy od 44 cm?

Przypuéémy, ze niewiadomy bok wynosi x cm. Wtedy obwdéd réwno-
legtoboku doréwnuje (14 + 2x) cm. Nieréwno$¢ 14 + 2x>44 jest modelem
matematycznym zadania na obwéd réwnolegtoboku.

Jezeli w danej nieréwnoéci zamienié x, na przyklad, liczbg 10, otrzy-
mamy prawidlowa nieréwnoéé liczbowa, a mianowicie 14 + 32>44. W tym
przypadku uwaza sie, ze liczba 16 jest rozwigzaniem nieré6wnosci
14 + 2x>44.

Definicja. Rozwigzaniem nier6wnosci z jedna
zmienng nazywa sie warto$é zmiennej, ktéora przeksztalca ja
w prawdziwa nier6wnoé¢ liczbowa.

A wiec, kazda z liczb 15,1; 20; 10 J3 jest rozwiazaniem nier6wnosci
14 + 2x>44, lecz liczba 10 nie bedzie rozwigzaniem.

Uwaga. Definicja o rozwiazaniu nieréwnoéci jest analogiczna do
definicji o pierwiastka réwnania. Lecz nie uzywa sie termin “pierwiastek
nieréwnosci”.

Definicja. Rozwigzaé¢ nierownos$¢é to znaczy znalezé
wszystkie jej rozwigzania lub udowodnié, ze one nie istnieja.

Wszystkie rozwigzania nieréwnosci tworza zbiér rozwiazan nie-
rownosci. Jezeli nieréwno$é nie posiada rozwigzan, to uwaza sie, ze
zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbioér pusty. Przypominamy, ze
symbolem zbioru pustego jest symbol &.
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4. Nierowno$¢ z jedng zmienng 29

A wiec, mozna uwazac, ze rozwiqzaé nierownosé to znaczy znalezé
zbior jego rozwiqzan.

Na przyklad, w zadaniu “Rozwiazaé nieréwnosé¢ x2>0" odpowiedz
bedzie nastepujaca: “Wszystkie liczby rzeczywiste, oprécz liczby 0”.

OczywiScie, ze nierownoé¢ | x | <0 nie posiada rozwiazan, to znaczy,
ze zblorem jej rozwiazan jest zbidr pusty.

Definicja. Niero6wnoSci nazywajg sie rOwnowaznymi,
jezeli zbiory ich rozwiazan sa jednakowe.

Podamy kilka przykladow.

Nieréwnoéci x* <0 i | x |[<0 sa réwnowazne. Rzeczywicie, kazda z
nich posiada jedno rozwiazanie, a mianowicie x = 0.

Nieréwnosci x?>-11 | x | >—2 sa réwnowazne, poniewaz zbiorem
rozwiazan kazdej z nich jest zbidr liczb rzeczywistych.

Poniewaz kazda z nieréwnoéci vx < -1 i Ox <—3 nie posiada rozwia-
zan, to one takze sa rownowazne.

-~

1. Co nazywa sie rozwigzaniem nieréwnosci z jedng zmienna?

2. Co znaczy rozwigzaé nierébwnos¢?

3. Co tworza wszystkie rozwigzania nieréwnosci?

4. W jakim przypadku rozwigzaniem nieréwnosci jest zbidr pusty?
5. Jakie nierébwnosci nazywaja sie rbwnowaznymi?

I CWICZENIA

, . 1 . . .
4.1.° Ktoére z podanych liczb —4; —0,5; 0; 5; 2 4.1. sg rozwigzaniem nie-

réwnosci:
1) x>%; 3) 3x>x—1; 5) Vx-1>1;
9) x <5 4 ¥*-9<0;  6) L>1?

X

4.2.° Ktora z wymienionych liczb bede rozwiagzaniem nieré6wnosci
(x—2)2(x—-5)>0:
1) 3; 2) 2; 3) 6; 4) -1?

4.3.° Czy wymienione liczby sa rozwigzaniem nierownoéci 6x +1<2+7x:
1)-0,1; 2)-2; 3)0; 4)—1; 5) 2?
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30 § 1. NIEROWNOSCI

4.4.° Podaj dowolne dwa rozwiazania danej nieréwnosci x + 5>2x + 3.

£ 4.5.° Czy liczba 1,99 jest rozwiazaniem nieréwnosci x<2? Czy istnieja,
rozwigzania danej nieréwnoséci wieksze od 1,99? Gdy odpowiedz bedzie
stwierdzajaca, to podaj przyklad takiego rozwigzania.

£ 4.6.° Czy liczba 4,001 jest rozwigzaniem nieréwnosci x>4? Czy istnieja,
rozwigzania danej nieréwnosci, ktore sa mniejsze od 4,001? Gdy od-
powiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj przyktad takiego rozwigzania.

4.7.° Zbiorem rozwigzan jakich z wymienionych nieréwnosci jest zbior

pusty:
1) (x—3)*>0; 3) (x—3)2<0;
2) (x - 3)* >0; 4) (x-38)*<0?
4.8.° Ktéra z wymienionych nieréwnos$ci nie ma rozwiazan:
1) 0x>-2; 2) 0x<2; 3) Ox<-2; 4) 0x>2?
4.9.° Rozwiazanie ktorej z wymienionych nieréwnoéci jest zbidr liczb
rzeczywistych:
1) 0x>1; 2) 0x>0; 3) Ox>-1; 4)x+1>0?
4.10.° Rozwigzanie ktérych z podanych nieréwnosci jest dowolna liczba
rzeczywista:
1) x2>0; 2) x>—x; 3) —x? <0; 4) Jx >0?

4.11." Poéréd podanych nieréwnoéci wskaz nier6wnos$¢, rozwiazaniem
ktérej bedzie liczba rzeczywista, oraz nieréwno$éé, ktéra nie posiada

rozwiazanie:
2 2
Xt 9 L loy
x x2 =
2 2
x“+1 x
2 <1 =0.
) x®+1 2 +1
4.12.° Rozwiaz niero6wnosc:
2 x+2Y
1) —+2>0; 7) 2>0;
x x—-2
1 1
2) (x + 2)2>0; 8 x+—5<—5+2
X X
3) (x+2)°<0; 9) |x|>-x%
4 20 10) | x | >—x%
x+2
5>x+2>3; 11) | x | >x;
x+2 3
2
6) (“2j > 0; 12) | x|>-x.
x—-2
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5. Rozwiazywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 31

= 4.13." Podaj zbiér rozwiazan nieréwnoséci:

| x>0 4) |x|<-1
2) | x|<0; 5) | x | >-3;
3) | x | <0; 6) i > 3.
4.14. Czy nieréwnosci sg rOwnowazne:
1)i<1ix>1; 3) (x+5)2<0i | x—4 | <0
2) ¥¥>xiax>l 4) Jx<0i x*<0?

I ZADANIA NA POWTORZENIE

4.15. Rozwiaz réwnania:
1)9-7(x+3)=5—6x;
2) x+3 x-4

2 ;b
3) (x+ 72— (x—2)2=15;
4)bx—2=3Bx—1)—4x—4;
B)6x+(x—2)(x+2)=(x+3)?-13;
6) (x+6)(x—1)—(x+3)(x—4) = bx.

4.16. Rowerzysta przejechat ze wsi do jeziora i powrdcit ta sama, droga,
zatraciwszy na calg droge 1 godz. Ze wsi do jeziora on jechal z pred-
koScig réwng, 15 km/h, za§ powracat z predkoécia 10 km/h. Oblicz
odlegto$é od wsi do jeziora.

Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych
z jedna zmienna. Przedziaty liczbowe

Wiasnosci liczbowych réownosci dopomogly nam rozwigzaé row-
nania. Analogicznie wlasnosci nieré6wno$ci pozwola nam rozwigzac
nier6wnosci.

Rozwiazujac réwnania, zamieniamy go innym réwnowaznym da-
nemu. Analogicznie wedtug takiego schematu mozna rozwigzaé takze
nieréwnosci.

Podczas zamiany danego rownania rownowaznym réwnaniem za-
stosowujemy twierdzenie o przenoszeniu skladnikéw z jednej strony
réwnania w druga oraz o mnozeniu obu stron réwnania na ta sama
liczbe, r6zna od zera.
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32 § 1. NIEROWNOSCI

Analogiczne reguly zastosowuja sie 1 podczas rozwiazywania nie-
réwnosci.

Jezeli dowolny sktadnik przeniesc z jednej strony nieréwnosci
w druga, mieniajagc znak na przeciwny, to otrzymamy nierownosé
réownowaznaqg danej.

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozyé (podzielié) przez te
samq liczbe dodatniq, to otrzymamy nierownosé rownowazng
danej.

Jezeli obie strony nierownosci pomnozyé (podzielié) przez te
samaq liczbe ujemna, zmieniajqc zwrot nieréwnosci na przeciwny,
to otrzymamy nierownosé réwnowaznaqg danej.

Za pomoca tych regut rozwiazemy nierowno$c¢ otrzymana, z rozwiaza-
nego zadania na obliczenia pola réwnolegtoboku (patrz p. 4).

Mamy: 14 + 2x>44.

Przeniesiemy sktadnik 14 do prawej strony nieréwnosci:

2x>44 -14.
Stad 2x>30.
Dzielac nieréwnoé¢ obustronnie przez 2, otrzymamy:
x>15.

Warto zaznaczy¢, ze otrzymana nieréwnos$¢ jest rOwnowazna
danej nieréwnosci. Zbiorem rozwigzan beda wszystkie liczby, kto-
re sg wieksze od 15. Ten zbiér nazywa sie zbiorem liczbowym i
zapisuje sie nastepujaco: (15; +w) (czyta sie: “przedzial od 15 do
nieskonczonosci”).

Odpowiedz w tym zadaniu mozna zapisa¢ dwoma sposobami: (15; +o0)
lub x>15.

Na prostej wspétrzednych punkty, ktére odpowiadaja rozwigzaniu
nieréwnosci x> 15, bedq punktami lezacymi na prawo od punktu, ktory
przedstawia liczbe 15 1 tworza potprosta, w ktorej “wytaczono” poczatek
(rys. 5.1).

iy —0C>
15

15

a b
Rys. 5.1

Zwroé uwage, ze dla przedstawienia na rysunku liczbowego przedzialu
mozna zastosowaé dwa oznaczenia: za pomocg kreskowania (rys. 5.1, a),
lub za pomoca nawiasu (rys. 5.1, b). Bedziemy uzywaé drugi sposéb
oznaczenia.
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5. Rozwiagzywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 33

PRZYKLAD 1 Rozwiaz nieréwnosé 3+§<7+x.

Rozwiqzanie. Przeniesiemy skladnik x z prawej strony liczbowej
nieréwnosci do lewej, zas§ sktadnik 3 — z lewej strony do prawej oraz
zredukujemy wyrazy podobne:

X+ E<T-3;
2

X<y,
2

Pomnozymy obie strony koncowej nieréwnosci przez —2, otrzymamy:
x=>-8.
Zbiorem rozwigzan tej nieréwnoéci jest liczbowy przedziat ktéry ozna-
cza sie nastepujaca: [-8; +0) (czyta sie: “przedziatl
od —8 do plus nieskonczonosci, wlaczajac 1 —8”). C
Na prostej liczbowej punkty, ktére odpowiada- -8

ja rozwiazaniu nieréwnoéci x> -8, sa przedsta- Rys. 5.2
wione poélprosta (rys. 5.2). o

OdpowiedZ. Mozna zapisaé dwoma sposobami:
[-8; +0) lub x>-8. <«

PRZYKELAD 2 Rozwiaz nieréwnosé 2(2 — 3x)>3(x + 6) — 5.

Rozwiqzanie. Zapiszemy tancuszek nieréwnoéci, ktére sa réwno-
wazne danej:
4—-6x>3x+ 18 —5;
4 —6x>3x+ 13;
—-3x—6x>—-4+13;
—9x>9;
x<-1.
Zbiorem rozwiazan koncowej nieréwnosci
jest liczbowy przedzial, ktéry oznacza sie naste-
N pujaco: (—wo; —1) (czyta sie: “przedzial od minus
-1 nieskonczonosci do —1”). Na prostej wspdlrzed-
nych punktu, ktére sa rozwiazaniem nieréwnosci
x < -1, leza na lewo od punktu —1 (rys. 5.3) oraz
przedstawiaja pélprosta, w ktéorej “wylaczono”
poczatek.
OdpowiedZ. Mozna podaé¢ dwoma sposobami: (—oo; —1) lub x < —1. <«

Rys. 5.3
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34 § 1. NIEROWNOSCI

C ., x-1 1
PRZYKLAD 3 Rozwiaz nieréwnosé xT+§<E.

Rozwiqzanie. Zapiszemy lancuszek réwnowaznych nieréwnosci:
x-1 x 1
6:—+6-—<6-—;
2 3 6

3x-3+2x<1;
bx <4,
X < é
5
Zbiorem rozwiazan konhcowej nieréwnosci jest liczbowy przedziat

, . . 4 .« . .
ktory oznacza sie nastepujaco: (—OO; g} (czyta sie: “przedzial od minus

. ) .. 4 .4, .
nieskonczonoéci do 5 wlaczajac 5 ). Na prostej

:—» wspdlrzednych punkty, ktore odpowiadaja rozwig-

4 4
5 zaniu nieréwnosci x < 5 tworza potprosta (rys. 5.4).

Rys. 5.4 OdpowiedZ: Mozna podaé¢ dwoma sposobami:

(—OO; é} lub x<é. |
5 5

PRZYKLAD 4 Rozwiaz nieréwno$é¢ 3(2x—1)+7>2(3x +1).

Rozwigzanie. Mamy: 6x—-3+7>6x +2;

6x—6x>2-4;
Ox>-2.

Koncowa nieréwnoéé przy dowolnej wartoséci x przeksztalca sie w
nieréwnoéé liczbowa 0>-2. A wiec, szukany zbiér rozwiazan bedzie
zbiorem liczb rzeczywistych.

OdpowiedZ: x — dowolna liczba. «

Odpowiedz ta mozna zapisaé krociej, a mianowicie: (—oo; +0) (czyta
sie: “przedzial od minus nieskonczonoéci do plus nieskonczonosci”). Ten
liczbowy przedzial nazywa sie prosta liczbowa.

PRZYKELAD 5 Rozwiaz nieréwnos$é¢ 4 (x—2)—1<2 (2x—9).
Rozwigzanie. Mamy:
4x — 8 —1<4x—18;
4x — 4x<9 —18;
0x<-9.
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5. Rozwiazywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 35

Otrzymana nieréwno$¢ przy dowolnej wartosci x przeksztalca sie w
nieréwno$¢ liczbowa nie prawdziwa 0 < -9.

Rozwiazanie tego zadania mozna zapisa¢ dwojako: rozwigazan nie
ma lub J. <

Waszystkie nieréwnoéci rozpatrzone w punktach 1-5, sprowadzaja sie
do nastepujacych czterech réwnowaznych: ax>b, ax<b, ax>b, ax<b,
gdzie x — zmienna, a 1 b — dowolne liczby. Takie nieréwno$ci nazywaja,
sie liniowymi nier6wnosciami z jedna zmienna.

Podamy tabele oznaczen i1 przedstawien wymienionych liczbowych
przedziatéw:

Nieré6wnosé Przedziat Przedstawienie
x>a (a; +o) —g
a
x<a (~0; Q) l,
a
x>a [a; +0) —aa
x < a <_°O’ a] a' >
‘?
[ ]

1. 1. Podaj reguty, za pomoca ktérych mozna otrzymac nieréwnos¢ rownowazna
danej.

2. 2. Jakie nieréwnosci nazywaja sie nieréwnosciami liniowymi z jedna zmiennga?

3. 3.Wjaki sposéb mozna zapisa¢, przeczytaci przedstawic przedziatem, ktéry jest
rozwigzaniem nieréwnosci w postacix>a? x<a? x> a? x<a?

4. 4. Rozwiagzaniem nieréwnosci jest jakokolwiek liczba. Jak w tym przypadku
zapisa¢, przeczytac i oznaczy¢ przedziat, ktéry jest zbiorem rozwigzan nie-
réwnosci?

CWICZENIA

= 5.1.° Przedstaw na prostej wspélrzednych przedzial:
1) [-5; +o0); 2) (=5; +0); 3) (=05 =b); 4) (—o0; —5].
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36 § 1. NIEROWNOSCI

&l 5.2.° Przedstaw na prostej wspétrzednych i podaj przedzial, ktéry
spelnia nieréwnoécé:
1) x<8; 2) x<-4; 3) x>-1; 4) x>0.

5.3.° Przedstaw na prostej wspélrzednych i podaj przedzial, ktéry
spelnia nieréwnoéc¢:
1

1) x<0; 2) x>g; 3) x>-1,4; 4) x<16.
5.4.° Podaj najmniejsza liczbe catkowita, ktéra nalezy do przedziatu:

1) (6; +o0); 2) [6; +0); 3) (-3,4; +0);  4) [-0,9; +o0).
5.5.° Podaj najwieksza liczbe caltkowita, ktora nalezy do przedziatu:

1) (—o0; —4); 2) (05 —6,2];  3) (—o0; 1]; 4) (—o0; -1,8).
5.6.° Do ktérego z wymienionych przedziatéw nalezy liczba —7:

1) (=o0; =7); 2) [-7; +o0); 3) (—0; O]; 4) (~o0; —6)?
5.7.° Do ktérego z wymienionych przedzialéw nie nalezy liczba 9:

1) (8,99; +0);  2) (—o0; 10); 3) (—0; 8,99];  4) [9; +0)?
5.8.° Rozwiaz nieréwnoéci:

1) 6x>18; 6) —10x<0; 11) 4 — x<5;

2) —2x>10; 7 2%x<—1§; 12) 5-8x>6;

1 14

3) §x<9; 8) —7x>g; 13) 12+4x>6x;

4) 0,1x>0; 9) Tx—2>19; 14) 36 — 2x<4x;

5) §x>24; 10) 5x + 16 <6; 15) X2 c 9,
5.9.° Rozwiaz nieréwnosci:

1) 5x<30; 5) —3x<g; 9) 13- 6x>-23;

1 5
2) —4x<-16; 6) —2§x >1§; 10) 5 — 9x>16;
3) §x<6; 7) dx + 5>-T; 11) 3x+2<—Tx;
x -3

4) —-12x>0; 8) 9—x>2x; 12) >-1.
5.10.° Rozwiaz nieréwnosci:

1) 0x>10; 3) 0x>-8; 5) 0x>1; 7) 0x<0;

2) 0x<15; 4) 0x<-3; 6) 0x<2; 8) 0x>0.
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5. Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 37

5.11.° Podaj najmniejsze catkowite rozwiazanie nieréwnosci:

1) 5x>40; 2) 5x>40; 3) —2x<-3; 4) —Tx<15.
5.12.° Podaj najwieksze catkowite rozwigzanie nieréwnosci:
1) 8x<-16; 2) 8x<-16; 3) 3x<10; 4) —6x>-25.

5.13.° Dla jakich warto$ci @ wyrazenie 6a + 1 nabywa warto$ci ujemne?
5.14.° Dla jakich warto$ci b wyrazenie 7 — 2b nabywa wartoéci dodatnie?

5.15.° Dla jakich wartoéci m warto§¢ wyrazenia 2 — 4m nie mniejsza
od —22?

5.16.° Dla jakich wartosci n warto$¢ wyrazenia 12n — 5 nie wieksza
od —53?

5.17.° Dla jakich warto$ci x wyrazenie ma sens:

10
1) V4x +20; 2) Vb6 -14x; 3) —=?
V4x +10

5.18.° Podaj dziedzine okreslenia funkcji:

1) f(x) =13 -2x; 2) f(x)= Jx—1
Y

5.19.° Rozwiaz nieréwno$cé:

1) 8x + 2<9x — 3; 4) 3-11y>-3y +6;

2) 6 —6x>10 — 4ux; 5) —8p —2<3 - 10p;

3) 6y +8<10y-38; 6) 3m-1<1,6m +5.
5.20.° Rozwiaz nieréwnoéé:

1) 4+ 11x>7 + 12x; 3) 3x — 10<6x + 2;

2) 35x—-28<32x +2; 4) 6x-3>2x—25.

5.21.° Dla jakich wartoéci ¢ warto§¢ dwumianu 9c — 2 jest nie wieksza
od odpowiedniej wartoéci dwumianu 4c¢ + 4?

5.22.° Dla jakich wartoéci k warto$¢ dwumianu 11k — 3 jest nie mniejsza
od odpowiedniej wartoéci dwumianu 15k — 137

5.23.° Rozwiaz nieréwno$c¢:

)AL X gy 3 9% _ys 4
3 2 7
g) 2x_3x 1, 4 2 Ley
3 4 6 8 4
5.24.° Rozwiaz nieréwnos§¢:
) Yo%y 9) X %, o
6 4 10 5
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38 § 1. NIEROWNOSCI

5.25." Rozwiaz nieréwnosc:
1) 8-5Q2x+4)>7-2x;
2) 6x—-3(x—-1)<2+bux;
3) x—2(x-1)>10+3(x +4);
4) 2(2x — 3,5) — 3(2 — 32)<6(1 — x);
5) (x+1)(x-2)<(x—-3)(x+3);
6) (4x —3)% +(8x +2)? > (5x +1)%;
2x—1>3x—5;
4 5

3x+7 bx-2
8) x+7 bx <x:
4 2

9) (x-5)(x +1)<3+(x—-2)%

1 -
10) reLx 3>2+f;
2 6

11) (6x—1)2 -4x(9x-3)<1;
x-3 x+4 x-8
- > .
9 4 6

)

12)

5.26.° Podaj zbidr rozwiagzan nieréwnosci:
1)3(4x+9)+5>7(8—x);
2) -y B+yY<@+y(6-y);
3 (y+3)(y—5)—(y—1)?2>-16;
3x -7 > 2x -6

4 -1 ;

) 5 3

5) 2_x_x—1_x+2<0;
3 6 2

oLl B,y

5.27.° Wskaz najwieksze catkowite rozwiazanie nieréwnosci:
)7 (x+2)—3((x—-8)<10;
2 (x—4)(x+4)—bx>(x—1)2-17.
5.28." Wskaz najmniejsze calkowite rozwiazanie nieréwnosci:
4x+13 3 5+2x 6-Tx 3

1) > %
10 4 20

2) (x-1)(x+1)—(x—4)(x+2)=0.
5.29.° Ile calkowitych ujemnych rozwiazan posiada nieré6wnoscé
x+7 11x+30 x-5
x— - < ?
4 12 3
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5. Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 39

5.30.° Ile naturalnych rozwiazan ma nieréwno$é

2—3x>l_5x+6?

4 5 8
5.31.° Dla jakich warto$ci x nieréwno$é jest prawdziwa:

1) | x—-5]|=x-25; 2) | 2x+14 | =—2x— 147

5.32.° Dla jakich warto$ci y nieréwno$c¢ jest prawdziwa:

1)|y+7|:1; 2)|6—y|:1?
y+7 y—6
5.33.° Dla jakich wartosci a rownanie:
1) x? + 3x — a = 0 nie ma pierwiastkow;
2) 2x? — 8x + 5a = 0 ma chociazby jeden pierwiastek?

5.34.° Dla jakich warto$ci b rownanie:
1) 3x2 — 6x + b = 0 ma dwa rézne pierwiastki;
2) x? — x — 2b = 0 nie ma pierwiastkéw?

5.35.° L.odka przeplyneta pewng odlegto§é z pradem rzeki, a zatem
powrdcita i zatracila na cala podréz nie wiecej od pieciu godzin.
Predkoéé 16dki w wodzie stojacej jest rowna 5 km/h, a predko§é pra-
du rzeki — 1 km/h. Jaka najwieksza odlegtoéé moze podotaé t6dka z
pradem rzeki?

5.36." Wybrano cztery kolejne liczby catkowite 1 rozpatrzono réznice
iloczynéw skrajnych i §rodkowych liczb. Czy istniejg takie cztery
kolejne liczby catkowite, dla ktérych ta réznica jest wieksza od zera?

5.37." W pudelku leza niebieskie 1 zétte kulki. Stosunek iloéci kulek
niebieskich do iloéci kulek z6ttych wynosi 3 : 4. Jaka moze by¢ naj-
wieksza iloé¢ kulek niebieskich w pudetku, jezeli wszystkich kulek
jest nie wiecej od 447

5.38." W sadzie rosng drzewa jabloni, wiéni i §liwy, ilo$¢ ktérych ma sie
odpowiednio, jak 5 : 4 : 2. Jaka moze by¢ najwieksza ilo$¢ drzew wiéni,
jezeli wszystkich drzew w sadzie nie mniej od 1207

5.39.° Boki tréjkata sa rowne 8 cm, 14 ¢cm 1 a ¢cm, gdzie a — liczba natu-
ralna. Jaka najwieksza warto§¢ moze mieé a?

5.40." Suma trzech kolejnych naturalnych liczb parzystych nie wieksza
od 85. Podaj trzy najmniejsze liczby, ktére spelniajg ten warunek.

5.41.° Suma trzech kolejnych liczb naturalnych, ktére sa wielokrotno$cig
5 jest nie wieksza od 100. Jakie najwieksze trzy liczby spelniaja ten
warunek?
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40 § 1. NIEROWNOSCI

5.42.° Dla jakich warto$ci x funkcja jest okre§lona:

1 1 8
DFf@x)=vx+4+—0:3y 3) f(x)= - ;
x—2 V3x+9 |x|-2
2) f(x)=+24-8x + 2616; 4) f(x)=+x+1+ 24 1?
X — x —
5.43.° Dla jakich warto$ci x wyrazenie ma sens:
1) VI-x+ L 9 O +29 ?
x+3 J3x-21 x*-64
5.44.” Rozwiaz réwnania:
1) | x—3 | +x=15; 3) | 3x—-12 | —2x=1;
2) | x+1 | —4x=14; 4) | x+2 | —-x=1.
5.45.” Rozwiaz r6wnania:
)| x+5|+2x="17, 2) | 3-2x | —x=09.
5.46.” Wykresl wykres funkcji:
Dy=1x-21; Ny=lx-1]+x

Dy=x+3]-1;

5.47.” Wykres§l wykres funkcji:
Dy=|x+4|; Ny=]|2x—6 ] —x.
Dy=1x-51+2;
5.48.” Dla jakich warto$ci a rownanie:
1) 4x + a = 2 ma pierwiastek dodatni;
2) (a + 6) x = 3 ma pierwiastek ujemny;
3) (@ — 1) x = a® — 1 ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni?

5.49.” Dla jakich wartosci m réwnanie:
1) 2 + 4x = m — 6 ma nieujemny pierwiastek;
2) mx = m? — Tm ma dokladnie jeden pierwiastek ujemny?

5.50." Podaj wszystkie wartoéci a, dla ktérych ré6wnanie ma dwa rézne
pierwiastki:
Dax?+2x—-1=0;
2 (@+1)x>-2a-3)x+a=0;
N@-3)x*-2@-5x+a—-2=0.

5.51." Podaj wszystkie wartosci a, dla ktérych réwnanie (a — 2) x? +
+ (2a+ 1) x + a = 0 nie ma pierwiastkow.

5.52." Czy istnieja takie wartoéci a, dla ktérych nier6wno§é nie ma
rozwiazan (gdy odpowiedz jest stwierdzajaca, to wskaz te warto$c):
1) ax>3x + 4; 2) (@®*-a-2)x<a-2?
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5. Rozwiazywanie nieréwnosci liniowych z jedng zmienna. Przedziaty liczbowe 41

5.53." Czy istnieje taka warto$¢ a przy ktérej jakakolwiek liczba jest
rozwiazaniem nieroéwnosci (przy odpowiedzi stwierdzajace) wskaz
te wartoscé):

1) ax>—1—Tx; 2) (a®* -16)x<a+4?
5.54." Rozwiaz nieréwnos§é¢ dla kazdej wartoéci a:
1) ax>0; 3) ax>a; 5) (@ — 2) x>a% - 4;
2) ax<1; 4)2 (x—a)<ax —4; 6) (a+3)x<a®-9.
5.55." Rozwiaz nieréwno$é dla kazdej wartoséci a:
1) a®x<0; 2) a+x<2—ax; 3) (a+4) x>1.

I ZADANIA NA POWTORZENIE

5.56. Rozwiaz réwnanie:

1) 6x — 5x% = 0; 4) 3x2+8x—3=0;
2) 25x% = 81, 5)x*+x—-12=0;
3)4x*—Tx—-2=0; 6) 2x* + 6x +7=0.

5.57. Wiadomo, ze m i n — kolejne liczby catkowite. Ktéra z podanych
wypowiedzi zawsze jest prawdziwa:
1) iloczyn mn jest wiekszy o m;
2) iloczyn mn jest wiekszy o n;
3) iloczyn mn jest liczba parzysta;
4) iloczyn mn jest liczba nieparzysta?

5.58. Poréwnaj wartosci liczb:

1) 398 i 4/72; 3)%\/108 16\/5.
2 %m i gm;

5.59. Aby napelni¢ woda basen jedng rura potrzeba o 1,5 razy wiecej
czasu, ktory zatraci sie na napelnienie tego basenu druga rura. Jezeli
wlaczyé jednoczeénie dwie rury, to basen mozna napelnié woda w
ciagu 6 godz. Ile czasu potrzeba, aby basen zapelnié¢ woda napelniajac
go osobno kazdg rurg?

I UCZYMY SIE ROBIC NIE STANDARDOWE KROKI

5.60. Trzycyfrowa liczba n jest taka, ze liczby n — 6, n — 71 n — 8 sa wie-
lokrotnoécia odpowiednig liczb 7, 8, 9. Oblicz liczbe n.
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42 § 1. NIEROWNOSCI

Uktad liniowych nierownosci
z jedng zmienna

Rozpatrzymy wyrazenie +2x—1++/5—x. Okreélimy zbiér dopusz-
czalnych wartoéci zmiennej x, to oznacza znajdziemy wszystkie wartosci
x, przy ktérych dane wyrazenie ma sens. Ten zbidr nazywa sie dziedzi-
nag okreslenia wyrazu.

O ile podpierwiastkowe wyrazenie moze przyjmowac tylko wartosci
nie ujemne, to majg jednoczesnie spelniac sie dwie nieréwnosci: 2x —1>0
1 5—x>0. Oznacza to, ze szukane wartoéci x to sa wszystkie wspdlne

rozwiazania tych nieréwnosci.
Jezeli nalezy znalezé wszystkie wspélne rozwiazania dwéch lub kilku
nieréwnosci, to mowi sie, ze trzeba rozwigzaé uklad nieré6wnosci.
Uklad réwnan jak rowniez 1 uklad nieréwnosci zapisuje sie za pomo-
ca klamry. A wiec, dla wyznaczenia dziedziny okreslenia wyrazenie
v2x -1 ++/5—x nalezy rozwigzaé nastepujacy uktad nieréwnosci
2x-12>0, *)
5-x>0.
Definicja.Rozwiazaniem ukladu nieré6wnosci z jed-
ng zmienng nazywa sie warto$é zmiennej, ktora przeksztalca
uklad nieré6wnoéci w prawdziwa niero6wnosé liczbowa.

Na przyklad, liczby 2, 3, 4, 5 sa rozwiazaniem ukladu (¥), za$ liczba
7 nie jest rozwiazaniem uktadu.

Definicja. Rozwiazaé uklad nier6wno$ci, to znaczy
znalez¢ wszystkie jej rozwigzania lub udowodnié, ze one nie istnieja.

Wszystkie rozwigzania uktadu nier6wnosci tworza zbior rozwigzan
ukladu nieréownosci. Jezeli uktad nieréwnoéci nie posiada rozwigzania,
to uwaza sie, ze zbiorem jego rozwigzan jest zbidr pusty.

Zatem, mozna uwazac, ze rozwiqzaé¢ uktad nieréwnosci to znaczy
znaleZé zbior jego rozwiqzan.

Ox>-1,
|x|>0

odpowiedZ mozna zapisaé nastepujaca “zbidr liczb rzeczywistych”.
x <

Na przyktad, w zadaniu “Rozwigzaé uktad nieréwnosci

5, .
bedzie

L, . . , ., L. S
Oczywiécie, ze zbiorem rozwiazan uktadu nieréwnosci -
X Z

tylko doktadnie liczba 5.
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6. Uktad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 43

.y , . jx>5, . . L .
Uktad nieréwnosci { nie posiada rozwigzan, to oznacza, ze
x <
zbirem jego rozwiazan jest zbior pusty.
Rozwiazemy uktad (*). Przeksztalcajac kazda nieréwnos$é z uktadu

2x>1, |x>1,

w réwnowazna, jej, otrzymamy: { 55 2
TEETY k<5,

Zbiorem rozwiazan koncowego uktadu beda wszystkie liczby, ktére

sa nie mniejsze od 3 1 nie wieksze od 5, a to oznacza, ze beda wszystkie

liczby, ktére spelniaja nier6wno$é —<x<5. Ten zbiér jest liczbowym

N | =

. , . . 1 -« .
przedziatem, ktory zapisuje sie nastepujaco: [5’ 5} (czyta sie “przedziatl

od % do 5, wlaczajac % 157).
Odpowiedz zadania na znalezienie dziedziny okreélenia wyrazenie
V2x -1 ++/5-x mozna podaé dwoma sposobami: [%, 5} lub %< x<b.
Punkty, ktére odpowiadaja rozwiazaniom ukladu (¥*) potozone sa
miedzy punktami A (%j 1B (5), wlaczajac i punkty A1 B (rys. 6.1). One
zawieraja odcinek.
ArTTNE .
1 5 1 5
2 2
Rys. 6.1 Rys. 6.2

Y . . , . 1 1
Zwroémy uwage, ze wszystkie wspélne punkty przedziatow [—; +00j
. . 1 L. . 1
1 (—o0; 5] tworza przedziat [E’ 5} (rys. 6.2). Uwaza sie, ze przedzial {E, 5}

. .. .1 1 . e
jest przecieciem przedziatéw [5, +00) 1 (—oo; 5]. Zapisuje sie nastepu-

. 1 1
2| =5 400 |N(—o0; 5] =| =; 5 |.
Jaco {2 ooj ( ] {2 }
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44 § 1. NIEROWNOSCI

Przedziaty [%;+00) 1 (—oo; 5] sa zbiorami rozwiazan odpowiednich

., , . 1. . ., . . ,
nierownosci x = 3 1 x <5. Wtedy, mozna uwazac, ze zbiorem rozwiqzan

x> 1, . .. ., . . C e e , .
uktadu 2’ jest przeciecie zbioréw rozwiqzarn kazdej nieréwnosci,
x<b
wchodzqcej do tego uktadu.
A wiec, aby rozwiqzaé uktad nieréownosci, nalezy znalezé prze-
ciecie zbiorow rozwiqzan nierownosci, ktoére wchodzq do uktadu.

. ., , . [8x—-1>-7,
PRZYKELAD 1 Rozwiaz uklad nieréwnosci
3—4x>-9.
3x > -6, x>-2,
Rozwigzanie. Mamy:
—4x>-12; |x<3.

Za pomocg prostej wspoétrzednej znajdujemy
z przeciecie zbior6w rozwigzan nieréwnoéci danego
ukltadu, a to oznacza, ze jest to przeciecie prze-
—2 3 dzialéw (—oo; 3) i (—2; +0) (rys. 6.3). Szukane prze-
Rys. 6.3 ciecie zawiera liczby, ktére spelniaja nieréwnoséé
—2 < x < 3. Ten zbidr jest liczbowg nieréwnosci i

zapisuje sie w postaci (—2; 3) (czyta sie “przedziat od —2 do 3”).
OdpowiedZ mozna zapisaé¢ jednym ze sposobéw: (=2; 3) lub

—2<x<3. 4

4x -3 <1,

PRZYKLAD 2 Rozwiaz uklad nieréwnoséci
3-x<5.

4x < 4, <1,
Rozwigzanie. Mamy: { x {x

-x<2; |x=>-2.

Za pomoca prostej wspodlrzednych znajdziemy
przeciecie przedzialow (—oo; 1) 1 [-2; +0), ktdre sa z
zbiorami rozwiazan nieréwnosci wchodzacej do da-
nego ukladu (rys. 6.4). Szukane przeciecie zawiera
liczby, ktore spelniaja nieré6wnosé —2 < x < 1. Ten Rys. 6.4
zbiodr jest liczbowym przedziatem, ktéry zapisuje
sie w postaci [-2; 1) (czyta sie “przedziat od —2
do 1, wlaczajac —27).

OdpowiedZ mozna zapisaé jednym ze sposobdéw: [-2; 1) lub
-2<x<1. 4
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6. Ukfad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 45

x<1,
PRZYKELAD 3 Rozwiaz uklad nieréwnoéci { 9
x>-2.

Zbiorem rozwiazan danego uktadu jest przeciecie przedziatéw (—oo; 1]
1(=2; +o) (rys. 6.5). To przeciecie jest przedzialem liczbowym, ktory mozna
zapisaé w postaci (—2; 1] (czyta sie “przedziat od —2 do 1, wiaczajac 17).

Odpowiedz: (-2;1]. 4

Rys. 6.5 Rys. 6.6

PRZYKLAD 4 Podaj dziedzine okresélenia funkcji

+Jx +5.
x-1

Rozwiqgzanie. Szukana dziedzina okres§lenia — to zbidr rozwiazan
ukladu nieréwnoéci {x >0, Otrzymamy: {x >1L
x+520. x = -5.
Na prostej wspoétrzednych przedstawimy przeciecie przedzialéow
(1; 40) 1 [-5; +0) (rys. 6.6). Tym przecieciem jest przedziatl (1; +o0).
OdpowiedZ: (1; +»). «

y:

Podamy tabele oznaczen i przedstawien liczbowych przedziatow
wymienionych w tym punkcie:

Nieréwnosé Przedziat Przedstawienie
a<x<b [a; b] _9_’
a<x<b (a; b) %—'
. N .
a<x<b (a; 6] a b
. iV N
as<x<b [2; 0) a b
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? 1. Podaj definicje dziedziny okreslenia wyrazu?

2. W jakich przypadkach uwaza sie, ze nalezy rozwigza¢ uktad nieréwnosci?

3. Za pomoca jakiego symbolu zapisuje sie uktad nieréwnosci?

4. Co nazywa sie rozwigzaniem uktadu nieréwnosci z jedng zmienna?

5. Co oznacza rozwigzac uktad nieréwnosci?

6. W jaki sposéb nalezy zapisa¢, przeczyta¢, przedstawic przedziat, ktéry jest zbio-
rem rozwigzan nieréwnosci w postaci a <x<b? a <x < b? a<x<b?
as<x<b?

I CWICZENIA

6.1.° Ktoéra z liczb —6; —5; 0; 2; 4 jest rozwigzaniem uktadu nieré6wnosci:

x—-2<0,
—-2x<10?
6.2.° Rozwigzaniem jakich z podanych nieréwnoéci jest liczba —3:
x=-3, x <-4, x> -4, x+1>-1,
1) 2) 3) 4)
x = 6; x < 8; x < 8; x-2<0?
= 6.3.° Przedstaw na prostej wspélrzednych dany przedziat:
1) (=35 4); 2) [-3; 4]; 3) [-3; 4); 4) (-3; 4].

6.4.° Na proste] wspétrzednych przedstaw nieréwnoséci 1 przedstaw
przedzial spetniajacy te nieréwnos$c:

1) 0<x<5; 3) 0,2<x<102;
2)%<x<2%; 4) -2,4<x<-1.
6.5.° Wskaz wszystkie liczby, ktore naleza do przedziatu:
D371 2) (2,9; 6]; 3) [-5,2; 1); 4) (-2; 2).
6.6.° Podaj najmniejsza 1 najwieksza liczbe catkowita, ktéra nalezy do
przedziatu:
1) [-12; -6]; 3) (-10,8; 1,6];
2) (55 11]; 4) [-7,8; -2,9].
6.7.° Na prostej wspotrzednych przedstaw przedzialy i podaj ich prze-
ciecie:
D171 (4595 4) (—0; 2,6) 1 (2,8; +00);
2) [3; 6] 1 (3; 8); 5) [9; +%0) 1 [11,5; +o0);
3) (=05 3,4) 1 (2,5; +0); 6) (—o0; —4,2] 1 (—o0; —1,3).
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6. Uktad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 47

6.8.° Z podanych rysunkéw 6.7 wskaz ten, ktory jest zbiorem rozwiazan
x>-1,

ukladu nieré6wnoéci
x <6.

-1 6 -1 6
a c
-1 6 -1 6
b d
Rys. 6.7

6.9.° Z podanych rysunkéw 6.8 wskaz ten, ktory jest rozwiazaniem po-
dwdjnej nieréwnosci -4 < x < 2.

-4 2 -4 2
a c
-4 2 -4 2
b d
Rys. 6.8

6.10.° Ktory z podanych przedzialdéw jest zbiorem rozwigzan ukladu
. , ;. x > _]-,
nieréwnosci
x> 2:

1) (—o0; —1); 2) (-1; 2); 3) (2; +o0); 4) (—1; +0)?

6.11.° Wiadomo, ze a<b<c<d. Ktéry z podanych przedziatéow jest prze-
cieciem przedzialéow (a; ¢) 1 (b; d):

1) (a; d); 2) (b; o); 3) (c; d); 4) (a; b)?

6.12.° Wiadomo, ze m<n<k<p. Ktory z podanych przedziatéw jest prze-
cieciem przedzialéw (m; p) i (n; k):
1) (m; n); 2) (k; p); 3) (n; k); 4) (m; p)?
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48 § 1. NIEROWNOSCI

6.13.° Przedstaw na prostej wspélrzednych zbidr rozwiazan oraz podaj
przedzial, ktory spelnig ten uklad nieréwnosci:

<2, <2, > 2, >2,
117 3) " 51" oRN
x<-1; x=-1; x=2-1; x <2
<2, <2, 2, >2,
%) x 2 x x> 8) x
x>-1; x < -1 x<-1; x<2.
6.14.° Rozwiaz uklad nieréwnosci:
x—4<0, x—-2<1+3x,
1) 6)
2x > —6; bx—-7T<x+9;
x—-2>3, 3x—-6<x-1,
2) 7)
-3x <-12; 11x+13<x+3;
x+6>2, 5x+14>18 - x,
3) 1 x 8)
Z<2; 1L,bx+1<3x—-2;
6x+32>0, 4x +19<bHx-1,
4) 9)
T—4x<T; 10x < 3x +21.
10x-1>3,
5)
7T-3x>2x-3
6.15.° Rozwiaz uktad nieréwnosci:
—4x<-12, 4 2-3x<4x-12,
x+2>06; 7T+3x>2x+10;
>
) 8_x>5, 5 x+328,
x-T<2; x; ! 6
) 3x -3 < bx, 5 bx—-222x+1,
Tx—-10 < bx; 2x +3<33-3x.
6.16.° Podaj zbior rozwiazan nieréwnosci:
1) -3<x—4<T, 3) 0,8<6-2x <1,4;
2) —2,4<3x +0,6<3; 4)4<§—2<5.
6.17.° Rozwiaz nieréwno$c:
1) 2<x+10<14; 3) -1,8<1-Tx<36;
2) 10<4x — 2<18; 4) 1<’CT+1<1,5.
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6. Uktad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 49

6.18.° Ile rozwiazan catkowitych posiada uklad nieréwnosci {_236 >-15,
3x >-10?
6.19.° Oblicz sume catkowitych rozwiazan ukltadu nier6wnosci
x+82>4,
{53(5 +1<9.

6.20.° Ile rozwiazan catkowitych posiada nieréwnosé —3<Tx—5<16?

6.21.° Podaj najmniejsze catkowite rozwiazanie uktadu nieréwnosci
x+82>17,

Y45,
2

6.22.° Podaj najwieksze catkowite rozwigzanie uktadu nieréwnoéci
2x+1< -4,
{3x -6<-12.
6.23.° Rozwiaz uklad nieréwnosci:
8(2-x)-2x >3,
{ -3(6x—-1)—x < 2x;

x+1 2x+3

>1,

6(2x 1)<5(x 4)-T;
2(x- 3)<3x+4(x+1),
(x—-38)(x+3)<(x—4) -
2(x+11)>23(6—x),
(x—3)(x+6)=(x+5)(x—4);

3)

4)

5)

Bx+4<2x-8,
(x+2)(x-1)=>(x+3)(x—2);

x+2 x+1

6)

)
(x 6)(x+2)+4x<(x N(x+T7);
6x+1 5x -1

9) > -1,

2x_oc+1 x+1
(x+5)(x 3)+41>(x 6)

2(x+8) 3(x+2)<5 X.
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50 § 1. NIEROWNOSCI

6.24.° Podaj zbidr rozwigzan uktadu nieréwnosci:
2x-3 4x-9
DYy 5 6
5(x-1)+T7(x+2)>3;
x+1 x+2 x+12
2.2 3 6
0,3x-19<1,7x - 5;
5 {(x—6)2<(x—2)2—8,
3(2x—1)—8 < 34 -3 (5x — 9);

3x -2 4x+1<1,

>1,

4) 3 4
(x-1)(x-2)>(x+4)(x-T).

6.25.° Podaj catkowite rozwiazania ukltadu nieré6wnosci:

r X
o {2x—1<1,7—x, 2 3 4
—92>x-8:
Sx—-22x-8; 2x - X >10.
2
6.26." Ile rozwigzan catkowitych posiada uktad nieréwnoéci:
X+ 1 _x- 2 <9
{4x+3>6x—7, %) T3 6 =
3(x+8)>4(8—x); 2x—5>_3?

3
6.27.° Znajdz dziedzine okreslenia wyrazenia:

1) V6x -9 ++2x —5; 3) V2x—4 +/1—x;
1 5

2) V3x+5 - —; 4) J12-3x ———.

V15 -5x x—4

6.28.° Przy jakiej wartoéci zmiennej wyrazenie ma sens:

1
1) VBox+——; 9) JTx-85+—1 2
2\/; x” —bx
6.29.° Rozwiaz nier6wnos¢:
1) —3< 25y 9) 4<1-*"2<_3,
6.30." Rozwiaz nier6wnos¢:
6x+1 7-3x
1) -2< <4 2) 1,2< <1,4.
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6. Ukfad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 51

6.31." Rozwiaz uklad nieréwnosci:

x <4,

1) <x>2

x < 3,6;
2x -6 <8,
2) <4-4x <10,
8x-9>3;

6.32.° Rozwiaz uklad nier6wnosci:

-x <2,
1) {2x>7,
x < —4;

0,4 -8x > 3,6,
3) <1,6x-2<4,
4,1x+10 < 1,6x + 5.

3x—-1<2x+2,
2) <2x+1>8-b5x,
5x—-25<0.

= 6.33.° Dlugoéé jednego boku tréjkata wynosi 4 cm, zaé suma dlugosci
dwdch pozostatych — 8 em. Oblicz niewiadome boki tréjkata, jezeli dtu-
go$¢ kazdego z nich jest wyrazona liczba catkowita w centymetrach.

6.34.” Rozwiagz nier6wnos¢:

1) (x-3)(x+4)<0;
2) (x+1)(2x—7)>0;

3) x__8>0;
x-1

6.35. Rozwiaz nier6wnos¢:

1) (14 — 7x) (x + 3)>0;

x-8

2)
3x—-12

> 0;

6.36.” Rozwiaz nier6wnos§¢:

1) |x-2]<3,6;
2) | 2x+ 3 | <5;
3| x+3|>9;
637.” Rozwigz nierownosc:
1) |x-6|>24;
2) | 5x+8|<2;

3x+6
x-9
2x -1
x+2
5x+4

x—6

4) <0;

5) <0;

=20.

6)

5x—6
x+9
4x +1

x-10

3)

>0

4) <0.

4) |7-3x|>1;
5) | x+3]|+2x>6;
6) | x—4 | —6x<15.

3| x+5 | —3x>4;
4) | x-1]+x<3.
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52 § 1. NIEROWNOSCI

6.38." Przy jakiej wartoéci a uktad nieréwnosci posiada chociazby jedno

rozwiazanie:
x 23, x <3,

1 2)
x<a; x=za?

6.39." Przy jakiej wartosci a uklad nieréwnoéci nie posiada rozwiazania:

x >4, x <1,

1) 2)
x<a; x=>a?

C .. , . . . L, ., L |xe>-1
6.40." Przy jakiej wartoéci a zbiorem rozwigzan nieréwnoéci { - ’
xXxX=za

jest przedziat:
1) (-1; +0); 2) [1; +0)?
6.41." Dla kazdej wartoéci a rozwiaz uktad nieréwnoéci
x <2,
x<a.
6.42." Dla kazdej wartoéci a rozwiaz uklad nieréwnosci
x < -3,
x> a.
O] s 1 , . . . . , L |x=2T,
6.43." Dla jakiej wartosci a zbiorem rozwigzan uktadu nieréwnoéci
x<a
beda dokladnie tylko cztery liczby catkowite?

6.44." Przy jakiej warto$ci b zbiorem rozwiazan ukladu nieré6wnoéci

x < b, . . .
{ - bedq dokladnie tylko trzy liczby catkowite?
X Z
6.45." Przy jakiej warto$ci a najmniejszym catkowitym rozwigzaniem
x > 6, A
ukladu rownan { bedzie liczba 9?
x>a
6.46." Przy jakiej warto$ci b najwiekszym catym rozwigzaniem uktadu
. , P XS b, . .
nieréwnosci { bedzie liczba —6?
x < -2
6.47." Przy jakiej wartoéci a pierwiastki rownania x> — 2ax+a*>—4=0
sa mniejsze od liczby 5?
6.48." Przy jakiej wartoéci a pierwiastki rownania
x*—(4a-2)x+3a’-4a+1=0

nalezg do przedziatu [-2; 8]?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



6. Ukfad liniowych nieréwnosci z jedna zmienng 53

6.49." Przy jakiej wartoéci a jeden z pierwiastkéw réwnania
32— R2a+5)x+2+a—-a%>=0

jest mniejszy od —2, za$ drugi — wiekszy od 3?

I ZADANIA NA POWTORZENIE

6.50. Rozwiaz réwnanie:
x° 3x+4 5 8
Ve 6~ 7 % D5
6.51. Uproé¢ wyrazenie:
1) 0,524 —4/40 - 150 + /54 +/1000;
2) /8b +0,3 /506 — 3/2b;
3) 1,572 —+/216 — 0,6 \/450 + 0,5 /96.

6.52. Z danego réwnania wyraz x przez pozostate zmienne:

1) 2x-" =2 g L_1_1

n m x n
6.53. Wiadomo, ze a — liczba parzysta, b — nieparzysta, a>b. Wartosé
ktérego z podanych wyrazen bedzie liczba catkowita;:
a b a b a b
1) —+—; 2) ———; 3) —; 4) =?
) b a ) b a ) b ) a

6.54. Ile kilograméw soli miesci sie w 40 kg 9-odsetkowego roztworu?

IE \E

6.55. Ruda zawiera 8 % zelaza. Ile kilograméw rudy nalezy wziaé,
aby otrzymacé 72 kg zelaza?

(1]

6.56. Jaka odsetkowa zawarto$¢ soli jest w roztworze, jezeli w 350 g
roztworu miesci sie 21 g soli?
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ZADANIE TESTOWE N 1“SPRAWDZ SIEBIE”

1. Poréwnaj liczby a1 b, jezeli a — b =—3,6.
A) a>b;
B) a < b;
C)a=b;
D) niemozliwie poréwnaé.
2. Wiadomo, ze m>n. Ktéra z podanych nier6wnosci jest btedna?
A m-2>n-2;
B) 2m>2n;
C)m+2>n+2;
D) -2m>-2n.

3. Ocen obwdd P trdjkata rownobocznego o boku a cm, jezeli 0,8 <a<1,2.
A) 1,6 cm<P<2,4 cm;
B) 2,4 cm<P<3,6 cm;
C) 3,2cm<P<4,8 cm;
D) 1,2 cm<P<1,8 cm.

4. Wiadomo, ze 2<x<311<y<4. Ocen warto$¢ wyrazenia xy.
A) 4<xy<8;
B) 3<xy<T,
C) 2<xy<12;
D) 6<xy<14.

5. Wiadomo, ze —18 <y < 12. Ocen warto$¢ wyrazenia %y +2.
1
A) —3<8y+2<4;
1
B) —1<Ey+2<4;
1
C) —1<Ey+2<2;

D) —3<%y+2<2.

6. Dane sa: a>0, b <0. Ktora z podanych nieréwnoéci jest prawdziwa?
A) a?<b? C) a-b<0;

B) % >1; D) a2b°>0.
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Zadanie testowe N 1“Sprawdz siebie” 55

7. Dla ktérej z podanych nieréwnosci zbiorem rozwigzan jest zbior liczb

rzeczywistych?
A) 2x>-2; C) 0x>-2;
B) 2x>0; D) 0x>0.

8. Dla ktérej z podanych nieréwnoéci zbiorem rozwigzan jest prze-
dzial (3; +0)?
A) x>3; C) x>3;
B) x<3; D) x<3.

<12 . . .y , . x 1
9. Znajdz rozwiazania nieréwnosci — < —.
4 5

4 4
A x>—; C) x<—;
5 5
B) x>L; D) x<i.
20 20
10. Rozwiaz nier6wno$é —3x + 8 > 5.
A) x<1; C) x<-1;
B) x>1; D) x>-1.
e . . . ., ,.3x-5_ 8-x
11. Podaj najmniejsze rozwigzanie catkowite dla nieréwnosci > -
A) 2; 0) 4;
B) 3; D) niemozliwie wyznaczy¢.

12. Ile jest rowny iloczyn liczb naturalnych, ktére naleza do dziedziny

okreslenia wyrazenia /14 —3x?
A) 4; C) 18;
B) 10; D) 24.

13. Ktory z podanych uktadéw nieréwnosci nie posiada rozwigzan?

>3, >3,
A {x 3. o) {x 3

x<-2; x<-3;
-3, >-2,

B) x> D) x
x> -2 x<-3.

14. Podaj zbiér rozwiazan ukltadu nieréwnosci
x—-1>2x-3,
4x+5>x+17.

A) @; C) (—0; 4);
B) (2; +o0); D) (2; 9).
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56 § 1. NIEROWNOSCI

15. Ktory z przedstawionych przedziatéw liczbowych odpowiada zbioro-
8—Tx>3x-2,

wi rozwigzan uktadu nieréwnosci
-2(38x-2,6)<-2(-2,6)?

A) )
0 1 1
B) D)
0 0 1

16. Ile rozwigzan calkowitych posiada ukltad nieréwnosci

x—2>x—3_x—1

3 4 27
1-0,5x>x—-4?
A) 3; C) 5;
B) 4; D) 6.
e, /s 1-2x
17. Rozwiaz nieréwnosé¢ —3 < -2<1.
A) (=35 7); C) (-7, -3);
B) -7; 3); D) (3; 7).
18. Przy jakich warto$ciach a réwnanie 2x? + 6x + a = 0 nie posiada
pierwiastkow?
A) a<4,5; C) a>—4,5;
B) a>4,5; D) a<—4,5.
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Poréwnanie liczb

Liczba a uwaza sie wieksza od liczby b, jezeli réznica a — b jest liczba,
dodatnia.

Liczba a uwaza sie mniejsza od liczby b, jezeli réznica a — b jest liczba,
ujemna.

Podstawowe wlasnosci nierownosci liczbowych

Jezelia>bib>c, toa>c.
Jezeli a>b 1 ¢ — dowolna liczba, to a + ¢>b + c.
Jezeli a>b 1 ¢ — liczba dodatnia, to ac>bc.
Jezeli a>b 1 ¢ — liczba ujemna, to ac < bc.

1 1

Jezelia>b1ab>0,to — < —.
a

Dodawanie i mnozenie nierownosci liczbowych

Jezelia>bic>d, toa+c>b +d.
Jezeli a>b, c>d1ia, b, ¢, d — liczby dodatnie, to ac>bd.

Rozwiazanie nier6wnoSci z jedna zmienna

Rozwigzaniem nieréwnoéci z jedna zmienng nazywa sie warto§é
zmiennej, ktora przeksztatca ja w prawdziwa nierownosé liczbowa.

Nieréwnosci rownowazne

Nieréwnosci nazywaja sie rOwnowaznymi, jezeli one maja taki sam
zbidr rozwigzan.

Wlasno$ci rozwigzan nier6wnoSci z jedna zmienna

o Jezeli dowolny sktadnik nier6wnosci z jedng zmienng przeniesé z
jednej strony w druga mieniajac znak jego na przeciwny, to otrzy-
mamy nier6wno$¢ rOwnowazna, danej.

o Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozy¢ (podzielié) przez te sama,
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnosé rownowazna danej.

o Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozy¢ (podzielic¢) przez ta sama,
liczbe ujemna, zmieniajac znak nier6wnosci na przeciwny, to otrzy-
mamy nier6wno$¢ rownowazna danej.
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58 § 1. NIEROWNOSCI

Rozwiazywanie ukladu nier6wnosci z jedng zmiennag

Rozwiazaniem ukladu nieréwno$ci z jedna zmienna nazywa sie
warto§¢ zmiennej, ktéra przeksztatca kazda nieréwnosé¢ uktadu w
nier6wnos¢ prawdziwa,.

Rozwiazaé uktad nieréwnosci to znaczy znalezé wszystkie jej roz-
wigzania lub udowodnié, ze one nie istnieja, czyli znalezé zbidr jej
rozwiazan.

Liczbowe przedzialy

Nieréwnosé Przedziat Przedstawienie
x>a (a, +OO) —g
a
x<a (—OO, a) :_»
a
- 4o —Q
x>a [a; +o0) b

(—o0; a] l,

&

N

N
S}

a<x<b a b
a<x<b (a; b) Q—'
. i
a<x<b (a; 0] a b
asx<b [a; b) _9,_»
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FUNKCJA KWADRATOWA

e W tym paragrafie powtdrzycie i rozszerzycie swoje wiadomosci o funkgji i jej
wiasnosciach.

e Nauczycie sie zastosowujac wykres funkcji y = f (x), konstruowaé¢ wykresy
funkcjiy=kf (), y=f () +b,y=f(x+a).

e Dowiecie sie, jaka funkcja nazywa sie kwadratowa, jaki jej wykres, zapoznacie
sie w whasnosciami funkgcji kwadratowej.

e Nauczycie sie zastosowywac whasnosci funkcji kwadratowe;j.

e Rozszerzycie swoje wiadomosci o pojeciu uktadu réwnan z dwiema zmien-
nymi, metody ich rozwigzania, zdobedziecie nowe pojecia do rozwigzywania
ukfadéw réwnan.

Powtdrzenie i rozszerzenie wiadomosci
o funkgji

W zyciu codziennym czesto spotykamy sie z procesami, w ktérych
jedna z wielkoéci (niezalezna zmienna) sprowadza, do drugiej wielkoSci
(zaleznej zmiennej). Nauczenie tych proceséw potrzebuje utworzenia
ich matematycznych modeli. Jedna z takich najwazniejszych modeli
jest funkcja.

Z tym pojeciem zapoznaliémy sie w klasie 7. Przypomnimy 1 uogélnimy
podstawowe wiadomosci.

Niech x — zbiér warto$ci niezaleznej zmiennej, y — zbidér wartosci
zaleznej zmiennej. Funkcja — to regula za pomoca ktorej znajac
kazda wartoéé niezaleznej zmiennej ze zbioru x mozna znalezé
dokladnie jedna warto$é zaleznej zmiennej ze zbioru Y.

Przewaznie niezalezng zmienna oznacza sie litera x, za$ zalez-
na — litera y, funkcje (regule) — litera f. Uwaza sie, ze zmienna y
funkcjonalnie zalezy od zmiennej x. Ten fakt oznacza sie: y = f (x).

Niezalezna zmienna jeszcze nazywamy argumentem funkcji.

Zbiér wszystkich warto$ci, jakie mozna nadaé¢ argumentowi nazy-
wa sie dziedzing okreslenia funkcji 1 oznacza sie D (f) lub D (y).

. . . , . .. 1 . .
A wiec, dziedzina okreélenia funkcji y = T jest przedzial (0; +o0),
x

to znaczy D (y) = (0; +00).
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60 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

W funkcjonalnej zalezno$ci kazdej warto$ci argumentu x przyporzad-
kowuje sie pewne warto§¢ zaleznej zmiennej y. Warto$¢ zaleznej zmien-
nej nazywa sie znaczeniem funkcji i oznacza sie f (x). Zbiér wszystkich
wartoéci, ktorych nabywa zalezna zmienna nazywa sie dziedzing
wartosci funkcji (przeciwdziedzina) i oznacza sie E (f) lub E (y). A wiec,
dziedzing wartoéci funkcji y= Jx jest przedzial [0; +o0), czyli
E (y) = [0; +00).

Funkcja uwaza sie okreslona, jezeli jest podana jej dziedzina okre-
§lenia oraz sposob, za pomoca ktorego znajac kazda wartosé niezalezne;j
zmiennej mozna znalezé warto$é zaleznej zmiennej.

Sposoby okreslenia funkcji:

e slownie;

® Za Pomoca Wzoru;

e za pomoca tabelki;

e za pomoca wykresow.

Najczesciej funkcje podaje sie za pomoca wzordéw. Taki sposdb okre-
§lenia funkcji nazywa sie analitycznym. Jezeli nie jest podana dziedzi-
na okreslenia, to uwaza sie, ze dziedzing okreslenia funkcji jest dziedzi-
na okreélenia wyrazenia wchodzacego do wzoru. Na przyklad, jezeli

1
Vx -1
———, to znaczy przedzial (1; +o0).

x-1
W tabeli sg podane funkcje z ktérymi zapoznaliscie sie w klasach 7-8.

funkcja okreS§lona wzorem f(x)=

, to jej dziedzina okreslenia

bedzie dziedzina wyrazenia

Funkcja Dziedzina Zbiér wartoci Wykres
okres§lenia
Jezeli k # 0, to
(—o0; +00); jezeli k=0,
y=kx+b (—o0; +00) to zbiorem wartosci Prosta
bedzie tylko jedna
liczba b
k Zbior, ktory | /1l téry sklada sie
== sklada sie z .Y, .
X Ly z przedziatéw (—oo; 0) | Hiperbola
przedzialéw i (0; +00)
k#0 (—00; 0) i (0; +00) :
y =2 (—o0; +00) [0; +o0) Parabola
) ] Czesét
y=+x [0; +o0) [0; +o0) paraboli
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7. Powtérzenie i rozszerzenie wiadomosci o funkgji 61

*~

. Co to jest funkcja?

. W jaki sposdb oznacza sie fakt, ze zmienna y jest funkcjonalna zaleznoscig od
zmiennej x?

N

. Co nazywa sie argumentem funkgji?

. Co nazywa sie dziedzing okreslenia funkcji?

. Co nazywa sie wartoscia funkg;ji?

. Co nazywa sie zbiorem wartosci funkgji?

. Dla jakiego warunku funkcja bedzie okreslona?
. Jakie sg sposoby okreslenia funkcji?

. Co uwaza sie za dziedzing okreslenia funkgji, jezeli ona jest podana wzorem, ale
nie podana dziedzina okreslenia?

O 0 NO Ul A W

I CWICZENIA

7.1.° Funkcja jest podana wzorem f (x) = —2x? + 5x.
. 1
1) Oblicz: f (1); f (0); f(;j; f (5).

2) Oblicz warto$ci argumentu, przy ktérych warto$é funkeji jest
réwna: 0; 2; —3.
3) Czy réwnosé f (=1) =7; f (4) = —12 jest prawdziwa?

7.2.° Funkcje okreélono wzorem f (x) = 3x — 2.

1) Oblicz: f (3); £ (0); f (=0,2); f (1,6).
2) Oblicz wartosci x, przy ktérych: f (x) = 10; f (x) = —6; f (x) = 0.

7.3.° Kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 10, lecz mniejszej od 20 przy-
porzadkowuje sie reszta od dzielenia danej liczby przez 5.
1) Jakim sposobem podana ta funkcja?
2) Jaki jest zbidér wartoSci tej funkcji?
3) Podaj te funkcje za pomoca tabeli.

7.4.° Funkcje okreélono wzorem y = 0,4x — 2. 7.4. Zapelnij tabele odpo-
wiednich znaczen x 1 y:

X 2 -2,5

Y -2 0,8
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oAY
2
[0 A
1
| \
4/ 32110 2 4| 5 |x
1
N
2
T~
Rys. 7.1

7.5.° Dana jest funkcja y = —E. Uzupelnij tabele odpowiednich warto-
X

Scixiy:
X 2 -0,4
y 0,8 -32
7.6.° Na rysunku 7.1 przedstawiono wykres funkcji y = f (x), okreélonej
w przedziale [-4; 5]. Korzystajac z wykresu oblicz:
D f(=3,5); f (=2,5); f (-1); f (2);
2) wartoéci x, przy ktérych f (x) =-2,5; f () =-2; f (x) = 0; f (x) = 2;
3) zbiér wartoéci funkecji.
7.7.° Na rysunku 7.2 przedstawiony wykres funkcji y = f (x), okreslone;j
w przedziale [—4; 4]. Korzystajac z wykresu, oblicz:
Df4); f ) f (D) f(2,5);
2) wartos$ci x, przy ktérych f (x) =—1; f (x) = 0; f (x) = 2;
3) zbiér wartoséci funkeji.

Ay

@w

™~
[y
|~

[uiry

Rys. 7.2
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7.8.° Okresl dziedzine okreslenia funkcji:

1) f () = Tx— 15; 5)f(x)=\/11—;
-x
8
2) (@)= —; 6) 1 ()= s
3) f(x)=2"1% 7 f(x )-6’”;,

4) f(x)=~x-9; 8) f(x)=vx+6+4—x.

7.9.° Okresl dziedzine okreslenia funkcji:

D f 0= 4) F(x)=Vx 1 +x3;

2) f(x) = 29 ; 5) f(x)=vx-5+b—-x;
x° +16

3) fla)= oL, 6) F(x) = +1.
x°-6x+8

7.10.° Sporzadz wykres funkcji:

1) f(x) =—2x+ 3; 3)fx)=3

2) f (@) =—x -
7.11.° Sporzadz wykres funkcji:

D fx) =4 2 (@)=

7.12.° Nie sporzadzajac konstrukcje, znajdz punkty przeciecia z osiami
wspolrzednych wykresu funkcji:
D f )= <2 3)g@=9-x

20 +4x
2 xX) = 5
) F ) ="

7.13.° Nie sporzadzajac konstrukcje, znajdz punkty przeciecia z osiami
wspélrzednych wykresu funkeji:

4) o (x)=x2+2x—3.

2
1) A (x) =9 — 10x; Dp @) =4x®+x—3; 3) s(x):xz—z.
x°+

3x—1,jezeli x<-1,
7.14." Dana jest funkcja f (x) = {x* - 5,jezeli -1 < x <4,
11,jezeli x >4.

Oblicz: 1) f (=3); 2) f (=1); 3) [ (2); 4) f (6,4).
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64 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

6, jezeli x <-3,
7.15." Sporzadz wykres funkeji f (x) =4 2%, jezeli -8 < x <1,
x, jezeli x >1.
2 eselix <2,

x
7.16." Sporzadz wykres funkcji f (x) =< —x, jezeli -2<x <0,
\/;, jezeli x > 0.

7.17.° Znajdz dziedzine okre§lenia funkcji:

D Fe=dEa e St R
x— x° -
x Vx -4 4x -3
2 = ; 4 = + .
) 1@ = ) 1= T
7.18.° Znajdz dziedzine okre§lenia funkcji:
1) f(x):\/x+4+i; 2) f(x)=+8—x + 24
x+1 x” - 8x

7.19.° Podaj zbiér warto$ci funkcji:

D f@=Vx-L  3f@=-T; 5) f (x) = V-2’3

2) f(x) =5—x? Dfx)=1x]1+2; 6) f(x)=+Vx-2+2-x.
7.20.° Oblicz zbiér wartoéci funkcji:

D f@) =2 +3; 9) F(X)=6-+x;  3)f(x)=x-x.
7.21.° Zapisz wzoér dowolnej funkcji, dziedzina okreslenia ktorej jest:

1) zbiér liczb rzeczywistych, oprécz 11 2;

2) zbi6ér wszystkich liczb nie mniejszych od 5;

3) zbidr wszystkich liczb nie wiekszych od 10, oprocz liczby —1;

4) zbiér sktadajacy sie z dokladnie jednej liczby —4.

7.22.” Podaj dziedzine okreslenia funkcji 1 sporzadz jej wykres:

x*-16 12x - 72 x* -9
1 f(x)= ;0 2 f(x)=—; ;0 D) =—5—.
x+4 x° —6x x" -
7.23.” Podaj dziedzine okreslenia funkcji 1 sporzadz jej wykres:
®idx+4 8
1) f) =20 2) fx) =2
x+2 x
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I ZADANIA NA POWTORZENIE

7.24. Rozt6z na czynniki trojmian kwadratowy:

1) —x—12; 3) 62+ 11x — 2;
2) —x% + 2x + 35; 4) §x2+3x—6.
7.25. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
312 -8 81_2 : 35
-3, k3 3 .002
2) 25 55 : 1) 0,125 7232 -
5 0,5

7.26. Cena dwdch szaf byla jednakowa. Na poczatku cene pierwszej szafy
podwyzszono o 20%, a zatem ja obnizono o 10%. Cene drugiej szafy
zmieniono odwrotnie, na poczatku ja obnizono o 10%, a nastepnie
podwyzszono o 20%. Cena jakiej szafy byta wyzsza?

7.27. Odleglo$¢ miedzy miastami A 1 B wynosita 120 km. Samochdd
wyjechat z punktu A 1 po dwoéch godzinach jazdy zatrzymat sie na
przejezdzie kolejowym na 6 min. Aby przyby¢ do miasta B w oznaczo-
nym czasie, samochdéd musial zwiekszy¢ swoja predkosé o 12 km/h.
7 jaka predkoscia jechat samochdéd po zatrzymaniu?

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

7.28. Liczba naturalna n posiada doktadnie 100 réznych naturalnych
dzielnikow (wlaczajac 11 n). Oblicz ich iloczyn.

Z historii rozwoju pojecia funkgji "d

Definicja funkcji, ktéra obecnie zastosowuje sie uczac sie matematyki,
pojawila sie nie bardzo dawno — w pierwszej polowie XIX wieku. Ona
ksztaltowata sie ponad 200 lat przy czestych ktétniach miedzy wybitnymi
matematykami wielu pokolen.

Badaniami funkcjonalnej zaleznos$ci miedzy wielko$ciami zajmowali
sie jeszcze starogreccy uczeni. Te badania przyczynity sie do wyprowadze-
nia wzoréw na obliczenie pél 1 objetosci niektérych figur. Astronomiczne
tablicy babilonczykéw oraz starozytnych grekéw i1 arabéw moga byé
przyktadem do podania funkcji w postaci wykresu.
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66 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Pierre de Fermat René Descartes (Kartezjusz)
(1601-1665) (1596-1650)

Lecz tylko w pierwsze) potowie XVII wieku zawdzieczajac odkryciu
uktadu wspétrzednych przez francuskich uczonych Pierre de Fermata i
René Descartesa (Kartezjusza) udato sie utorowac droge do wynikniecia
pojecia funkcji.

W swoich pracach oni badali zmiane rzednej punktu w zaleznoéci od
zmiany jego odciete;j.

Wielka role w formowaniu pojecia
funkcji odegraly prace angielskiego
uczonego Isaaca Newtona. On uwazat, ze
funkcja to wielkoéé. Funkeje on urzeczy-
wistnial z wielkoS§cig, ktéra mienia swoje
wartosci pod wplywem czasu.

Termin “funkcja” (od laciny funcio —
zrealizowanie, wykonanie) wprowadzil
niemiecki matematyk Gottfried Wilhelm
Leibniz. On wraz ze swoim uczniem,
szwajcarskim matematykiem Jakubem
Bernoulli pod pojeciem funkcji uwazat
wzor, ktory wskazuje na zmiane jednej
wielkosci wzgledem drugiej, co oznacza,
ze funkcja jest tozsamoéciowo réwna jed-
nemu ze sposobéw jej podania.

Dalszemu rozwoju pojecia funkcji Isaac Newton
wiele przyczynilo sie wyjaénienie prawid- (1643-1727)
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Gottfried Wilhelm Leibniz Jakub Bernoulli
(1646-1716) (1667-1748)

lowosci wieloletniemu wyjaénieniu miedzy wybitnymi matematykami
Leonhardem Eulerem, Jeanem Le Rond d’Alembertem, jednym z celem
ktérego byto wyjasnienie istotowosci tego pojecia. Podczas tego bylo
sformutowano o wiele konkretne wiadomoéci o funkeji liczac ja jako za-
lezno$é jednej zmiennej wielkoSci od drugiej, w ktorej to pojecie nie ma
nic wsp6lnego ze sposobem podania funkcji.

Leonhard Euler Jean Le Rond d’Alembert
(1707-1783) (1717-1783)
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W 30. latach XIX w. idea Eulera otrzymala wielkie zastosowanie
w pracach wybitnych uczonych rosyjskiego matematyka Nikolaja L.o-
baczewskiego oraz niemieckiego uczonego Petera Gustava Lejeuna
Dirichleat. W tym czasie wyplynela nastepujaca definicja: zmienng wiel-
koécia y nazywa sie funkcja zmiennej wielkoéci x, jezeli kazdej wartosci
wielkoéci x przyporzadkowuje sie dokladnie jedna warto$é wielkoSei .

Nikolaj Lobaczewski Peter Dirichlet
(1792-1856) (1805-1859)

Taka definicje funkcji mozna spotkaé w terazniejszych podreczni-
kach. Wiecej udoskonalona definicja to traktowanie funkcji jako regute,
za pomocq ktorej wedtug wartoéci niezaleznej zmiennej mozna znalezé
doktadnie jednq wartos$é zaleznej zmiennej.

Gdy miedzy XIX i XX wiekiem pojawila sie teoria zbioréw i odkryto,
ze dziedzina okre$lenia i zbiorem wartosci nie obowigzkowo musza
by¢ liczby, wtedy zaczeto funkcje traktowaé jako regule wedtug ktorej
kazdemu elementowi ze zbioru x przyporzadkowuje sie dokladnie jeden
element ze zbioru Y.

n Wiasnos¢ funkgji

Bardzo czesto wlasnosci obiektu mozna okreéli¢ za pomoca, $rodkow
przekazu: zdjeé, rentgenowskich zdjeé, rysunkéw i in.

“Podaniem” funkcji moze by¢ rowniez jej wykres. Pokazemy jak za
pomoca wykresu funkcji mozna okre§lié jej pewne wlasnoéci.
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YA

RY

Rys. 8.1

Na rysunku 8.1 przedstawiony jest wykres funkcji y = f (x).

Dziedzina okreSlenia tej funkeji jest przedzial [—4; 7], a zbiorem
warto$ci —przedziat [—4; 4].

Dla x=-3, x = 1, x = 5 warto§¢ funkcji jest rowna zeru.

Definicja. Warto§é argumentu, przy ktorej wartoéé funkeji
jest rowna zeru nazywa sie zerem funkcji.

A wiec, liczby -3, 1, 5 sa zerami funkcji.

Zwréé uwage, ze w przedzialach [—4; —3) 1 (1; 5) wykres funkcji f poto-
zony powyzej osiodcietych, zag w przedziatach (—3; 1) 1 (5; 7] —ponize] osi
odcietych. Oznacza to, ze w przedziatach [-4; -3) 1 (1; 5) funkcja posiada
wartos$ci dodatnie, a w przedziatach (—3; 1) 1 (5; 7] —ujemne.

Kazdy z wymienionych przedzialéw nazywa sie przedzialem stalego
znaku funkeji f.

Definicja. Przedzial, w ktorym funkcja zachowuje wartos$ci
jednakowego znaku, nazywasie przedzialem stalego znaku
funkcji.

Zaznaczymy, ze, na przyktad, przedzial (0; 5) nie jest przedzialem
stalego znaku funkcji.

Uwaga. Podczas podania przedzialéw stalego znaku funkeji przy-
jeto wybieraé przedziaty maksymalnej dtugosci. Na przyktad, przedzial
(=2; -1) jest przedzialem statego znaku funkcji f (rys. 8.1), lecz w podaniu
odpowiedzi nalezy zapisaé przedziat (-3; 1), w ktéry wchodzi przedziat
(-2;-1).

Jezeli przesuwac sie po osi odcietych od —4 do —1, to mozna zauwazy¢,
ze wykres funkeji “opuszcza sie do dotu”, to znaczy, ze warto$ci funkceji
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70 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

zmniejszaja sie. Uwaza sie, ze w przedziale [4; —1] funkcja maleje.
Ze zwiekszeniem x od —1 do 3 wykres funkecji “idzie do géry”, to oznacza,
ze wartoséci funkeji zwiekszaja sie. Uwaza sie, ze funkcja ro$nie w
przedziale [-1; 3].

Definicja.Funkcjafnazywasierosngca w pewnym prze-
dziale, jezeli dla jakichkolwiek dwoch wartos$ci argumentu x;
ix, nalezgcych do tego przedzialu przy x,>x,, spelnia sie nierow-
nos§¢ f (xy) >f (x,).

Definicja.Funkcjafnazywasiemalejaca w pewnym prze-
dziale,jezeli dlajakichkolwiek dwoéch warto§ci argumentu x; i x,
nalezgacych do tego przedzialu przy x,>x,, spelnia si¢ nier6wnosé
f (x)<f (x)).

Czesto uzywa sie réwniez nastepujace traktowanie.

Definicja. Funkcjanazywasierosngca w pewnym prze-
dziale, jezeli dla jakiejkolwiek wiekszej wartosci argumentu
nalezacemu do tego przedzialu, przyporzadkowuje sie wieksza
wartosé funkcji.

Definicja. Funkcja nazywa sie malejaca w pewnym
przedziale,jezeli z kazdym wzrostem argumentu nalezacemu
do tego przedzialu, zmniejsza sie warto§é funkcji.

Jezeli funkcja roénie na catej dziedzinie jej okreslenia, to ona nazywa
sie rosngcy. Jezeli funkcja maleje na catej dziedzinie jej okreélenia, to
ona nazywa sie malejaca.

Na przyktad, na rysunku 8.2 jest przedstawiony wykres funkcji
Y= Jx. Ta funkcja jest rosnaca. Na rysunku 8.3 jest przedstawiony
wykres funkcji malejacej y = —x. Na rysunku 8.1 jest przedstawiony
wykres funkcji, ktéra nie jest ani rosnaca ani malejaca.

UA 17 \

y=Vz

Ry
o
v
]

Rys. 8.2 Rys. 8.3
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PRZYKEAD 1 Udowodnij, ze funkcja y = x> maleje w przedziale
(=003 0].

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze x, 1 x, —dowolne warto$ci argumentu
z przedziatu (—oco; 0], gdzie x,>x,. Pokazemy, ze x.<x’,
co bedzie oznaczacd, ze wiekszej wartoéci argumentu odpowiada wieksza
wartoéé funkcji.

Mamy: x,>x,; stad —x,<-x,. Obie czeéci ostatniej nier6wnosci sa
liczbami nie ujemnymi. Wtedy, wedlug wtasnosci nieréwnosci liczbowych
mozemy zapisad, ze (—x,)><(—x,)? to znaczy x; <x.. <

Zauwazymy, ze w podobnych przypadkach uwaza sie: przedziat
(—o0; 0] jest przedzialem w ktérym funkcja y = x> maleje. Analogicznie
mozemy udowodnié, ze przedzial [0; +c0) jest przedzialem w ktérym
funkcja y = x? roénie.

W zadaniach na okreélenie przedzialéow w ktorych funkcja roénie 1
maleje przyjeto zapisywacé przedzialy maksymalnej dtugosci.

PRZYKELAD 2 Udowodnij, ze funkcja f (x) =— jest malejaca na kaz-
X

dym z przedzialéw (—oco; 0) 1 (0; +o0).
Rozwiqzanie. Przypu$sémy, ze x, 1 x, —dowolne wartosci argumen-
tu z przedziatu (0; +o0), przy czym x,>x,. Wtedy wedlug wlasnosci nie-

, P .1 1 . . . .
réwnosci liczbowe] — < —. A wiec, dana funkcja maleje w przedziale
Yo X
(0; +00).
Analogicznie mozemy udowodnié, ze funkcja f (x) maleje w przedziale
(—o0; 0). «

Ale nie mozna stwierdzad, ze funkcja f (x) = — maleje na calej dzie-
x

dzinie okreélenia czyli jest malejaca. Prawdziwie jest, ze gdy na przyklad,

<y ;- . . .1 1

x, =—2, x, = 3, to z nieréwnosci x,>x, nie wynika, ze — < —.
X, X.

2 1

PRZYKLAD 3 Udowodnij, ze funkcja liniowa f (x) = kx + b jest rosnaca,
gdy k>0 1 malejaca gdy £<O0.

Rozwiqgzanie. Przypusémy, ze x, i x, —to dowolne wartoéci argu-
mentu, gdzie x,>x,.
Mamy:
f @) — f () = (kxy + b) — (R, + b) = kxy — kxy = k (x, — x,).

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



72 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Poniewaz x,>x,, to x, — x,>0.

Wtedy, jezeli k>0, to k (x, — x;) >0, to znaczy f (x,) >f (x,). A wiec, dla
k>0 dana funkcja jest rosnaca.

Jezeli k<0, to k (x, —x,)<0, to znaczy f (x,) <f (x,). A wiec, dla
k <0 dana funkcja jest malejaca. <«

‘?

. Jaka wartos¢ argumentu nazywa sie zerem funkgji?

. Objasnij, co nazywa sie przedziatem statego znaku funkgji.
. Jaka funkcja nazywa sie rosngca na pewnym przedziale?

. Jaka funkcja nazywa sie malejaca na pewnym przedziale?
. Jaka funkcja nazywa sie rosnaca?

A 1 A W N =

. Jaka funkcja nazywa sie malejaca?

I CWICZENIA

8.1.° Na rysunku 8.4 jest przedstawiony wykres funkeji y = f (x), okre-
§lonej na zbiorze liczb rzeczywistych. Korzystajac z wykresu, oblicz:
1) zera funkcji;
2) przy jakich wartoéciach argumentu wartoéci funkcji sa dodatnie;
3) przedziaty, gdzie funkcja ro$nie i gdzie maleje.

Ya YA

9
]

N
Uiy
\\

N
/
N
|
(-
i
Ry

DO

Ao

R\
I~
(RN

[

Rys. 8.4 Rys. 8.5

8.2.° Na rysunku 8.5 jest podany wykres funkcji y =f (x), okreslone;j
na zbiorze liczb rzeczywistych. Korzystajac z wykresu, znajdz:
1) zera funkgji;
2) przy jakich warto$ciach argumentu warto$ci funkcji sg ujemne;
3) przedziaty, gdzie funkcja roénie i gdzie maleje.
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8. Whasnos¢ funkgji 73

8.3.° Na rysunku 8.6 jest podany wykres funkcji, okre§lony w podziale
[-1; 4]. Korzystajac z wykresu, okresl:
1) zera funkcji;
2) przy jakich wartoéciach x wartosci funkcji sa ujemne;
3) przedziaty, gdzie funkcja roénie i gdzie funkcja maleje.

YA

|
\
\

——

[uy

o
|
(=]
[ury
Do
RY

[\

Uiy

~

1

—
\\

|
[u—ry
=

0 2 2 \ /
\ / \ [/
2 9

Rys. 8.6 Rys. 8.7

8.4.° Na rysunku 8.7 jest podany wykres funkcji y = f (x), okre§lony na
zbiorze liczb rzeczywistych. Ktére z podanych nizej wypowiedzi sa
prawdziwe:
1) funkcja maleje w przedziale (—oo; —9];
2) f(x)<0 przy -5<x<1;
3) funkcja roénie w przedziale [-2; +o0);
4) f(x) =0 przy x=-51przy x = 1;
5) funkcja na dziedzinie okreélenia osiaga najmniejsza warto$é przy
x=-27

YA

8.5.° Na rysunku 8.8 jest przedstawiony wykres
funkeji y = f(x), okre§lony na zbiorze liczb rze-
czywistych. Korzystajac z wykresu, okresl:
1) zera funkcji; JA \

2) wartoéci x, przy ktérych y<0; -1 3

=)
(=3
]Y

3) przedziat, gdzie funkcja maleje;

4) dziedzina wartos$ci funkcji.
Rys. 8.8
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74 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

8.6.° Rosnaca czy malejaca jest funkcja:

1)y=9x—4; 3)y=12-3x; 5)y:%x;
2) y =—4x + 10; 4) y = —x; 6)y=1-0,3x?
8.7.° Podaj zera funkcji:
2
1) /()= 0,2x + 3; 9 hy=""*"8,
x+3
2) g (x) = 35 — 2x — x?%; 5) f (x) = x° — 4x;
3) ¢(x)=+x+3; 6) f(x)=x2+1.
8.8.° Podaj zera funkcji:
D f )= el 4 f (@) =-5;
2) f(x) =6x2+bx+1; 5) f(x)zw;
x+1
3) f(x)=Vx" -4; 6) f (x) = x* — x.
8.9.° Okresl przedziaty statego znaku funkeji:
1) y = 5x — 15; 3)y=x>—-2x+1;
2) y=—Tx—28; 4)y:i.
3-x
8.10.° Okreél przedziaty statego znaku funkeji:
Dy=—4x+8§; 2)y=—x2-1; 3) y=+x+2.

8.11.° Sporzadz wykres jakiejkolwiek funkeji, na zbiorze liczb rzeczywi-
stych, zerami ktore) sq liczby:
1) -215; 2)—4,-1,014.

8.12.° Sporzadz wykres jakiejkolwiek funkcji, okreélonej w przedziale
[-5; 5], zerami ktoérej sq liczby —3, 01 3.

8.13." Sporzadz wykres jakiejkolwiek funkcji, okres§lonej w przedziale
[-4; 3], ktora:
1) roénie w przedziale [—4; —1] 1 maleje w przedziale [-1; 3];
2) maleje w przedziatach [—4; —2] i [0; 3] oraz roénie w przedziale

[2; 0].

8.14." Sporzadz wykres jakiejkolwiek funkcji, na zbiorze liczb rzeczy-
wistych, ktéra roénie w przedzialach (—oo; 1] 1 [4; +c0) oraz maleje
w przedziale [1; 4].
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8. Whasnos¢ funkgji 75

2x + 8,jezeli x<-2,
8.15." Sporzadz wykres funkcji f (x) =1 x% jezeli ~2<x <2,
—2x + 8,jezeli x>2.
Korzystajac ze sporzadzonego wykresu, podaj zera funkcji, jej prze-
dzialy statego znaku, przedziat, w ktérym ona roénie oraz podzial, w
ktérym ona maleje.

4 . . .
—,jezell x <-1,
X

8.16." Sporzadz wykres funkcji f (x) = E,jeZeli -1<x<1

4 . . .
—,jezeli x >1.
X

Korzystajac ze sporzadzonego wykresu, podaj zera funkcji, jej prze-
dzialy statego znaku, przedziat, w ktérym ona roénie oraz podzial, w
ktérym ona maleje.

8.17.° Przy jakich warto$ciach a funkcjay = x2 + (2a — 1) x + a2 + a posiada
dwa miejsca zerowe?

8.18.° Przy jakich wartosciach a funkcja y = x2 + 6x + a nie posiada miejsc
zerowych?

8.19.° Przy jakiej najwiekszej calkowitej wartosci n funkcja y =
= (8 —3n) x — 7 jest rosnaca?

8.20.° Przy jakich warto$ciach m funkcjay = mx — m — 3 + 2x jest malejaca?

8.21." Funkcja y = f (x) jest malejaca. Rosnace czy malejace beda naste-
pujace funkcje (odpowiedz uzasadnij):

1)y = 3f @); 2 y =§f(x); 3) y = (x)?

8.22." Funkcja y = f (x) jest rosnaca w pewnym przedziale. Rosnaca, czy
malejaca w tym przedziale bedzie nastepujaca funkcja (odpowiedz

uzasadnij):
1
Dy= 3 f (x); 2)y=-2f (®)?
8.23.” Udowodnij, ze funkcja:
1) y= 3 6 ro$nie w przedziale (3; +o0);

2) y = 2% — 4x + 3 maleje w przedziale (—oo; 2].
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76 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

8.24.” Udowodnij, ze funkcja:

Dy=
X+

2) y = 6x — x? roénie w przedziale (—co; 3].

maleje w przedziale (—5; +o0);

8.25.” Udowodnij, ze funkcja y = k maleje w kazdym z przedzialéw (—oo;
X
0) 1 (0; +o0) przy k>0 oraz ro$nie w kazdym z przedziatéw przy k<0.

8.26." Przy jakich wartoéciach a funkcja f (x) = (@ — 1) 2> + 2ax + 6 — a po-
siada miejsce zerowe?

8.27." Sporzadz wykres funkcji f (x) = x2, okres$lonej w przedziale [a; 2],
gdzie a<2. Dla kazdej warto$ci a oblicz najmniejsza oraz najwieksza,
warto$¢ funkeji.

I ZADANIA NA POWTORZENIE

8.28. Skréé utamek:

X’ +x-6 3 m® —16m + 63
Tx+21 m?-81
2y-16 3a° +a-2

= 4) ——=
8+Ty—-y 4-9a

8.29. Wykonaj mnozenie:

D (TB)(IT-B): 9 (548"
2) (V82 -5)(32 +5); 9 (Ji0+8).

8.30. Dwie koparki o réznej wydajnosci pracy moga wykopaé wykop w
ciagu 8 godz. Pierwsza koparka, pracujac osobno moze wykopacé ten
wykop o 4 razy predzej niz druga. W ciggu ilu godzin moze wykopaé
wykop kazda koparka, pracujac osobno?

=l 8.31. Do roztworu o masie 200 g, ktéry zawiera 12 % soli, dodano 20
g soli. Jaki odsetek soli mie§ci nowy roztwor?
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9. Jak sporzadzi¢ wykres funkcji y = Bf (x) 77

Jak sporzadzi¢ wykres
funkcji y = kf (x), wedtug znanego
wykresu funkcji y = f (x)

W Kklasie 8. zapoznaliScie sie z funkcja
y =x? 1 dowiedzieliécie sie, ze jej wykresem
jest figura, ktéra nazywa sie parabola (rys.
9.1).

Dowiemy sie, jak za pomoca wykresu
funkcji y = x? mozna sporzadzi¢ wykres funk-
cjiy = ax?, gdzie a = 0.

Sporzadzimy, na przyktad wykres funkcji
y = 2x2.

Utozymy tabele wartosci funkeji y = x?
1y =2x? dla tych samych warto$ci argu- Rys. 9.1
mentu:

yA

=
]Y

x -31-25|-2|-15|-1|-05|0|05 1|15 |2 25 |3

y=x*|9 (625|4|225(1(0,25[0|0,25|1(2,25|46,25|9

y=2+2[18]125|8 | 45 |2 | 05 |0 05 |2]|45|8|12,5/18

Przypatrujac sie do otrzymane;j tabeli, widzimy, ze dla kazdego punk-
tu (x,; yo) wykresu funkeji y = x? przyporzadkowuje sie doktadnie jeden
punkt (xo; 2y,) wykresu funkeji y = 2x%. Za$ kazdy punkt (x;; y,) wykresu

funkcjiy = 2x2 przyporzadkowuje sie doktadnie jednemu punktu (xl; yj}

wykresu funkcji y = x2. Dlatego wszystkie punkty wykresu funkcji y = 2x?
mozna otrzymac, zamieniajac kazdy punkt wykresu funkeji y = x*> na
punkt o tej samej odcietej, lecz o rzednej o 2 razy zwiekszonej(rys. 9.2).

Korzystajac z wykresu funkeji y = x2, mozemy sporzadzi¢ wykres

funkeji ¥ = éxZ.

OczywiScie, ze wszystkie punkty dla wykresu funkeji y = Exz mozna
otrzymacé, zmieniajac kazdy punkt wykresu funkeji y = x? zamieniajac
punktami o tej samej odcietej, za$ o rzednej pomnozonej przez 3

(rys. 9.3).
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78 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

y“y::z_xz y:xg

1
. 5

1
I ES

Y

RrY

0 1 0 1 X

Rys. 9.2 Rys. 9.3

Rozpatrzone przyktady daja mozliwo$é zrozumieé, w jaki sposéb
wykorzystaé wykres funkeji y = f (x) do sporzadzenia wykresu funkecji
y = kf (x), gdzie k>0.

Wykres funkcjiy = kf (x), gdzie k>0, mozna otrzymaé, zwykresu
funkcjiy = f (x) pozostawiajgc w kazdym punkcie te samaq odcieta,
lecz rzednq mnozqc przez k.

Na rysunkach 9.4, 9.5 jest pokazane w jaki sposéb “pracuje” ta regu-

. , .. 1 . 3
la dla sporzadzenia wykreséw funkeji y = g\/; 1y=—.
X
y
: N Y= %
yA
0] 1 g1 x
[ X
e — N
S \
L~ g=g~Nx \
1 — \
o] 1 * |
Rys. 9.4 Rys. 9.5
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9. Jak sporzadzi¢ wykres funkcji y = Bf (x) 79

Uwaza sie, ze wykres funkeji y = kf (x) otrzymano 3 wykresu funkcji
y =f (x) w wyniku oddalenia od osi odcietych &, gdy £2>1, lub w wy-

niku przyblizenia do osi odcietych o % ,gdy 0 < k<l1.
Tak, wykres funkcji y = 3 mozna otrzymaé w wyniku oddalenia
X
.. 1 . . , .
wykresu funkcji y =— o 3 razy od osi odcietych, za$ wykres funkcji
X

y= g\/; otrzyma sie w wyniku przyblizenia do osi odcietych wykresu

funkeji y = Jx 03 razy od osi odcietych.

Rozpatrzymy funkcje y = %1y = —x2. Kazdemu punktu (x,; y,) wykresu
funkcji y = 22 przyporzadkowuje sie doktadnie jeden punkt (x,; —y,) wy-
kresu funkcjiy = —x%. Zatem, kazdy punkt (x,; y,) wykresu funkcji y = —x?
jest przyporzadkowany do kazdego punktu doktadnie jednemu (x,; —y,)
wykresu funkeji y = 2.

Dlatego wszystkie punkty wykresu funkeji y = —x? mozna otrzymac,
zamieniajac kazdy punkt wykresu funkcji y = x? na punkt o tej same;j
odcietej 1 0 rzednej pomnozonej przez —1 (rys. 9.6).

YA YA

|

)
/ \
[y = «? \
/ \
/

-
-

(=)
—
Ry
N
(=)
/
ray
Ry

1]
y|= gx
Z

Rys. 9.6 Rys. 9.7

Jest zrozumiate, ze regula sporzadzenia wykresu funkcji y = kf (x),
dla £ <0, jest identyczna réwniez dla przypadku & > 0.
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80 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Na przykltad, na rysunku 9.7 jest pokazano, w jaki spos6b mozna

., .. . .. 1
sporzadzi¢ wykres funkcji y = 42, znajac wykres funkcji y = —Exz.

. . . , .. 1 .
Rysunek 9.8 ilustruje sporzadzenie wykreséw funkcji y = 3 x 1

y= =N wedlug wiadomego wykresu funkeji y = Jx .

yA
[ —
Yy=vx =
L~
1
o x
b=
| T eNx
N
=
Y+ 424 x ~
Rys. 9.8

Zauwazymy, ze dla k = 0 funkcji y = f (x) 1 y = kf (x) posiadajq jedne i
te same zera funkcji. A wiec, wykresy tych funkcji przecinaja o$ odcietych
w takich samych punktach. Fakt ten ilustruje rysunek 9.9.

ya y="1()

=
Ry

Rys. 9.9
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y=3x?y=1,5x?
UV d [ s E o |,
\ [ M L 1o = 4
NS WA N 1/ A/ 74
\ W y= 0,1+
AN \ / 4
AAE\\ RN /I Ayd
N \ f Pl
™~ AT o
~ ~ x
//, /| \ ‘\\
yAV.A//ER\\RVNAN
/ IEE\ \ 2
1N y=-0,1x
SN
LN N,
JARNAN| A A e
11 Ny =+
y=-3x% y=—-1,5x2
Rys. 9.10

Na rysunku 9.10 przedstawiono wykresy funkcji y = ax? przy niektérych
wartoéciach a. Kazdy z tych wykreséw, oraz wykres funkeji y = x2, nazywa
sie parabola. Punkt (0; 0) jest wierzcholkiem kazdej z tych paraboli.

Jezeli a>0, to ramiona paraboli sq skierowane do goéry, jezeli a<O0, to
ramiona paraboli sq skierowane do dotu.

Czasami, stowa “Dana jest funkcja y = ax*’ zamieniaja stowami “Dana
jest parabola y = ax?’.

Wiasnoéci funkeji y = ax?, a # 0 umieszczono w nastepujacej tabeli.

Wilasnoéci a>0 a<0
Dziedzina okreélenia (—o0; +00) (—o0; +00)
Zbiér wartosSci [0; +00) (—o0; 0]
Zera funkcji x=0 x=0
Przedziaty y>0 na kazdym y<0 na kazdym
statego znaku 7 przedzialow z przedzialow

(=005 0) 1 (0; +00) (=005 0) 1 (0; +00)
Roénie w przedziale [0; +o0) (—o0; 0]
Maleje w przedziale (—o0; 0] [0; +o0)
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82 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

~

. Jak z wykresu funkgji y = kf (x), gdzie k # 0, mozna otrzyma¢ wykres funkgji
y=fx)2

. Jaka figura jest wykresem funkcji y = ax? gdzie a = 0?

. Jaki punkt jest wierzchotkiem paraboli y = ax??

. W jaka strone sa skierowane ramiona paraboli y = ax? gdy a>0? gdy a < 0?

. Jaka jest dziedzina okreslenia funkcji y = ax? gdy a = 0?

. Jaki jest zbior wartosci funkcji y = ax? dla a > 0? dla a <0?

N 606 1 A W N

. W jakim przedziale funkcja rosnie, a w jakim maleje, gdy jest podana y = ax?dla
a>0?7dlaa<0?

I ¢WICZENIA

9.1.° Czy dany punkt lezy na wykresie funkeji y = —25x2 gdy:
1) A (2; ~100); 3) c(—é; —1);
2) B (=2; 100); 4) D (-1; 25)?

9.2.° W jakich éwiartkach ukladu wspétrzednych lezy wykres funkceji
y =ax? gdy a>0? gdy a<0?

9.3.° Nie sporzadzajac wykresu paraboli, podaj wspétrzedne punktéow
przeciecia paraboli y = 3x? 1 prostej:
1) y = 300; 3) y =—-150x;
2) y = 42x; 4)y =6 — 3x.

9.4.° Nie sporzadzajac wykresu paraboli, podaj wspélrzedne punktéw
przeciecia wykreséw funkcji:
l)yzéxziyzé}; 2)y:%xziy=x+4.

9.5.° Przy jakich wartoéciach a punkt A (a; 16) lezy na wykresie
funkcji y = 4x??

9.6.° Przy jakich wartoéciach b punkt B(-2; b) lezy na wykresie
funkcji y = —-0,2x2?

9.7.° Wiadomo, ze punkt M (3; —6) lezy na wykresie funkeji y = ax? Oblicz
wartosé a.

9.8.° Wiadomo, ze punkt K (-5; 10) lezy na wykresie funkcji y = ax?.
Oblicz wartoéé a.
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9.9.° Na rysunku 9.11 jest przedstawiony wykres funkcji y = ax?. Oblicz
wartosé a.

YA

\ / [
\ /
\ / 4 11 1]
9 o[ T x
Z il
3T/ _ / \
-4 -2 [0 1 2] 4 |x
a b

Rys. 9.11

9.10.° Na rysunku 9.12 jest przedstawiony wykres funkeji y = ax?. Oblicz
wartosé a.

Yya

S
a/ =
]Y

N
N
|
="
S
I

S
=
Y

]Y

Rys. 9.12

9.11.° Na rysunku 9.13 jest przedstawiony wykres funkcji y = f (x). Spo-
rzadz wykres funkcji:

1)y zéf(x); 2) y = —f @); 3) y = —2f ().

9.12.° Na rysunku 9.14 jest przedstawiony wykres funkeji y = g (x). Spo-
rzadz wykres funkcji:

1)y=§g(x); %) y=—%g(x).
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) [

w

(=

2 _ BN X
1 lo(1 4 | x
1, * / \|/ \
[12 T
Rys. 9.13 Rys. 9.14

9.13.° Sporzadz wykres funkeji y = x2. Korzystajac z tego wykresu, spo-
rzadz wykres funkcji:

1) y = 3x% 2) y= —ixz.

9.14.° Sporzadz wykres funkcji y = Jx. Korzystajac z tego wykresu,
sporzadz wykres funkcji:

1) y=4+x; 2) y=—x.

9.15.° Udowodnij, ze funkcja y = ax? dla a>0 w przedziale (—oo; 0] maleje,
a w przedziale [0; +c0) roénie.

9.16." Udowodnij, ze funkcja y = ax? dla a <0 w przedziale (—oo; 0] roénie,
a w przedziale [0; +c0) maleje.

9.17.° Sporzadz wykres funkcji:
x°, jezeli x < -2,
y=1<-2x, jezeli —2< x < 2,
—-x?, jezeli x >2.
Korzystajac z sporzadzonego wykresu, podaj przedziaty, w ktérych
funkcja roénie, a takze w ktérych maleje.
9.18.° Sporzadz wykres funkcji:
-2, jezeli x < -1,
y=1-2x% jezeli -1<x <0,
2x%, jezeli x > 0.

Korzystajac z sporzadzonego wykresu, podaj przedzialy, w ktérych
funkcja roénie, a takze w ktérych maleje.
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I ZADANIA NA POWTORZENIE

9.19. Udowodnij tozsamos$é:

2
m-n m n 1 n-m
2 - 7| 3 z T = .
m°+mn mn+n m° —mn m+n n

9.20. Uproé¢ wyrazenie:

4
1) J@-b)?, jezeli b>a; g Nom=5'

m? —10m +25°
2
C . -2x+1 . . ..
2) Ve +6¢+9, jezeli ¢>-38; 4) T 2T eseli x<1.

Vx-1°
9.21. Dla przewiezienia 45 t towaru planowano zamdéwié ciezaréwke
o pewnej tadownosci. W wyniku tego, ze ona byta uszkodzona, zamoé-
wiono ciezaréwke o tadownos$ci o 2 t mniejszg od poprzedniej. Wiec,
ona musiala wykonaé¢ o 6 kurséw wiecej od poprzedniej. Jaka jest
tadowno$é ciezaréwki, ktéra przewozita ten towar?

9.22. Jaka bedzie najmniejsza warto$¢ wyrazenia 1 przy jakiej wartoSci

zmienne;j:
1) (x — 6)% + 3; 3) 2 + 2x — 6;
2) (x + 4)? - 5; 4) x> — 10x + 18?

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

9.23. Dla pomalowania jednej $éciany szesScianu potrzeba 10 sekund. Za
jaki najmniejszy czas 6 oséb pomaluje 101 szescian? (Dwie osoby nie
moga jednocze$nie malowacé jeden szeScian.)

Jak sporzadzi¢ wykres funkgji

y=fx)+biy=f(x+a)

wedlug znanego wykresu funkcji y = f (x)
Pokazemy, w jaki sposdéb mozna wykorzysta¢ wykres funkeji y = 2,

aby sporzadzi¢ wykres funkcji y = x? + 2.
Ulozymy tabele znaczen funkcji przy jednakowej warto$ci argumentu.
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x -3|-2,5|-2(-1,5|-1|(-0,5(0| 0,5 1| 1,6 | 2| 2,56 |3
y=x2 9162514225 1/|0,25/0|0,25(1|2,25|4|6,25|9
y=x*+2[11|8,25|6 (4,25 | 3 |2,25|2(2,25|3| 4,25 |6|8,25|11

Wedlug wyzej otrzymanej tabeli mozna zobaczy¢, ze kazdemu punktu
(x,; ¥o) na wykresie funkcji y = x? przyporzadkowuje sie doktadnie jeden
punkt (x,; ¥, + 2) na wykresie funkcji y = 2% + 2. Za$ kazdy punkt (x;; y,)
nalezacy do wykresu funkcji y = x% + 2 odpowiada dokltadnie jednemu
punktu (x; y; — 2) nalezacemu do wykresu funkcji y = x%. Dlatego wszyst-
kie punkty, nalezace do wykresu funkcji y = x? + 2 powstaja od zamiany
punktu nalezacego do wykresu funkeji y = x? na punkt o tej samej odcietej
1 rzednej zwiekszonej o 2 (rys. 10.1).

Uwaza sie, ze wykres funkcji y = x? + 2 powstaje podczas réownole-
glego przesuniecia' wykresu funkcji y = x? 0 2 jednosci w gére wzdtuz
osi rzednych.

|2 Il \
Wyl=k2 2] ] \
\ \

yh |

<
i
ﬁM
)
—

_
I

\
\
\

\

\
\
\

iy

p?
—
— —~—
T ~—
r—_ T &
— ~
~—— —~—

\ \[[of] [t x
\ / \ /
I ASES
1 _ y|=|x%|— 4
0] 1 x
Rys. 10.1 Rys. 10.2

Analogicznie, wykres funkeji y = x2— 4 mozna otrzymac z réwnolegle-
go przesuniecia wykresu funkcji y = x? 0 4 jednostki do dotu wzdtuz osi
rzednych (rys. 10.2). Wyzej przytoczone przyktady wskazuja, za pomoca,
jakich przeksztatcen wykresu funkcji y = f (x), mozna szybko otrzymac
wykres funkcji y = f (x) + b.

Wykres funkcji y = f (x) + b powstaje w wyniku rownoleglego
przesuniecia wykresu funkcji y=f (x) wzdtuz osi rzednych o b
jednostek do géry w przypadku, gdy b>0, oraz o b jednostek do
dotu, w przypadku, gdy b <0.

! Potem na lekcjach geometrii dokladniej dowiedziecie sie o réwnoleglym
przesunieciu.
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Na rysunkach 10.3, 10.4 pokazano, w jaki sposéb “dziata” ta reguta
dla sporzadzania wykresu funkcji y = Jx+3i y= 1 1.

X
Y
\ 1
yh - - N YT x
y=Alxt+3_— -
T 0| 1 X
— 1
= ‘ Y=zl
|~ YNV X
1
of 1 x
Rys. 10.3 Rys. 10.4

OczywiScie, ze w rezultacie rownoleglego przesuniecia powstaje figura,
wykres ktérej odpowiada poczatkowej figurze. Na przyklad, wykresem
kazdej funkcjiy = 2% + 21y = x2— 4 jest parabola, ktéra jest identyczna z
parabolg, y = x2. Woéwczas wykresami funkeji y = x% + 21y = x>— 4 takze
sa parabole.

Pokazemy, jak za pomocg wykresu funkcji y = x? powstaje wykres
funkcji y = (x + 2)%. Przypuéémy, ze punkt (x,; v, nalezy do wykresu
funkcji y = 42, czyli x2 = y,. Udowodnimy, ze punkt (x, — 2; y,) nalezy do
wykresu funkcji y = (x + 2)2. Znajdziemy wartoéé tej funkeji w punkcie
o odcietej x, — 2. Otrzymamy: ((x, — 2) + 2)?>=x2=7y,. A wiec, kazdemu
punktu (x,; y,) lezacemu na wykresie funkcji y = x* odpowiada doktad-
nie jedna wartoé¢ punktu (x, — 2; y,) nalezacego do wykresu funkcji
y = (x + 2)% Analogicznie, mozna przekona¢ sie, ze kazdy punkt (x;; v,)
lezacy na wykresie funkejiy = (x + 2)? jest odpowiednio punktem doktad-
nie jedynym (x; + 2; y,) lezacym na wykresie funkcji y = x2.

Woéweczas, wszystkie punkty nalezace do wykresu funkcji y = (x + 2)?
powstaja od zamiany kazdego punktu wykresu funkcji y = % na punkt
o jednakowe]j rzednej oraz odcietej zmniejszonej o 2 (rys. 10.5).

Uwaza sie, ze wykres funkeji y = (x + 2)? powstaje w wyniku réw-
nolegltego przesuniecia wykresu funkeji y = x? wzdtuz osi odcietych o 2
jednostki w lewo. Pokazemy, ze za pomoca wykresu funkcji y = x? mozna
sporzadzi¢ wykres funkcji y = (x — 2)%. Latwo ustalié¢ (zréb to samodziel-
nie), ze kazdemu punktu (x,; y,) nalezacemu do wykresu funkcji y = x?
przyporzadkowuje sie dokladnie jeden punkt (x, + 2; y,) nalezacy do
wykresu funkejiy = (x — 2)% oraz kazdy punkt (x;; y,) nalezacy do wykresu
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0] 1 0] 1
Rys. 10.5 Rys. 10.6

funkeji y = (x — 2)? jest doktadnie jednym odpowiednim punktem
(x, — 2; y,) nalezacym do wykresu funkcji y = x2. Dlatego wykres funkcji
y = (x — 2)? powstaje w wyniku réwnolegltego przesuniecia wykresu funkeji
y = x? wzdluz osi odcietych o 2 jednostki w prawo (rys. 10.6).

Te wyzej wymienione przypadki wskazuja, ze latwo sporzadzi¢ wykres
funkeji y = f (x + a) korzystajac z wykresu funkeji y = f (x).

Wykres funkcji y=f (x + a) powstaje w wyniku réwnolegle-
go przesuniecia wykresu funkcji y=f (x) wzdtuz osi odcietych
0 a jednostek w lewo, w przypadku, gdy a>0, oraz o —a jednostek
w prawo w przypadku, gdy a < 0.

Na rysunkach 10.7, 10.8 pokazano, w jaki sposéb “dziata” ta reguta

. , .. . 1
do sporzadzania wykresow funkcji y=vx+3 1 y = 1
x f—
Yy
YA y=1
1
TEREZ +
— | _— 1 X
=1 L~ =R
0] 1 % L1
T
Rys. 10.7 Rys. 10.8
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Warto zwréci¢ uwage, ze wykresami funkeji y = (x + 2)2 1y = (x — 2)?
sq parabole, identyczne do paraboli y = x2.

PRZYKELAD 1 Sporzadz wykres funkcjiy = (x — 1)2 + 3.

Rozwiqgzanie. 1) Sporzadzimy wykres funkcji y = x2.

2) Wykres funkcji y = x? przesuniemy rownolegle wzdtuz osi odcietych
o 1 jednostke w prawo. Otrzymamy wykres funkeji y = (x — 1)2
(rys. 10.9).

3) Wykres funkeji y = (x — 1)? przesuniemy réwnolegle wzdtuz osi
odcietych o 3 jednostki do géry. Otrzymamy wykres funkcji y =
=(x—1)>+ 3 (patrz rys. 10.9).

Opisany algorytm sporzadzenia wykresu podamy w postaci schematu:

W prawo do géry
o1 jedn. 0 3 jedn.
y = x? —_— y=(x-1)? — y=(x—-1)2+3 |«
(IR W2 [}] \ \ yh 1]l
\ e [/l] \\ \ /!
\\\\\ \ |
VN =\ ca
VAN LY \\ \ I ]
AN fee |\l A
W\ ;j /
\ A\ [/]/ - 1
L x2 B N 4 .
Ny  (x 1) N /o] 1 x
o] 1 x y = (x| +[3)t |1
Rys. 10.9 Rys. 10.10

PRZYKELAD 2 Sporzadz wykres funkcji y = é(x +38)° -1.
. . . .. 1
Rozwiqgzanie. 1) Sporzadzimy wykres funkeji y = ExZ (rys. 10.10).
.. 1 . , .. .
2) Wykres funkcji y = ExZ przesuniemy réwnolegle wzdluz osi odcie-

. . .. 1
tych o 3 jednostki w lewo. Otrzymamy wykres funkcji y = 5 (x +3)?

(patrz rys. 10.10).
3) Wykres funkeji y = %(x +3)® przesuniemy réwnolegle wzdtuz osi

rzednych o 1 jednostke do dotu. Otrzymamy szukany wykres (patrz
rys. 10.10).
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20 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Schemat sporzadzenia wykresu bedzie nastepujacy:

w lewo 1 do dotu 1
y=5x2 o3jedn. y=—(x+3)> oljedn. y=—(x+3)"-1
- 5 2 —_— 2

7 wyzej opisanych przeksztalcen wynika, ze wykresem funkecji y =

1 . , . . 1
= 5 (x +3)” —1 jest parabola, ktéra jest identyczna z parabola y = Exz )
wierzcholku w punkcie (-3; —1). «

Ten przyktad pomaga ustali¢ algorytm sporzadzenia wykresu funkcji
y =kf (x+ a) + b, a konkretnie funkcjiy =k (x + @)* + b.

Wykresem funkcji y=Fk (x + a)? + b, gdzie k # 0, jest parabola
identyczna z parabolq y = kx* o wierzcholku w punkcie (-a; b).

PRZYKLAD 3 Sporzadz wykres funkcji y = —2x? — 20x — 47.

Rozwigqzanie. Mamy: y=—-2x2 — 20x — 47 = —-2x%> - 20x — 50 + 3 =
=-2(x+5)2+3.

Przedstawiliémy wzor, ktory podaje dana funkcje w postaci
y=kf(x+a)+b,gdzief(x)=x*, k=-2,a=5,b=3.

Schemat sporzadzenia wykresu bedzie nastepujacy:

w lewo do géry
0 5 jedn. 0 3 jedn.
y=-2 —» y=-2®+5)? ——>» y=-2(«+57+3

Sporzadzony wykres jest parabola, identyczna z parabola y = —2x?
o wierzchotku w punkcie (-5; 3) (rys. 10.11). <«

YA

y =2 H 57 3

[uiy

L—

|
|

—— —
— —
— T

|
/
/
/

|

| \
| |
y=-2(x + 5)

Rys. 10.11
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*~

O NOGOU DA WN=

. Jak sporzadzi¢ wykres funkgji y = f (x) + b, korzystajac zwykresu funkgji y = f (x)?
. Jaka figura jest wykresem funkcji y = x2+ b?

. Jakie wspétrzedne posiada wierzchotek paraboli y = x2 + b?

. Jak sporzadzi¢ wykres funkgjiy = f (x + a), korzystajac zwykresu funkgji y = f (x)?
. Jaka figura jest wykresem funkcji y = (x + @)*?

. Jakie wspotrzedne posiada wierzchotek paraboli y = (x + a)??

. Jaka figura jest wykresem funkcji y = k (x + a)*+ b, gdzie k # 0?

. Jakie wspétrzedne posiada wierzchotek paraboli y = & (x + a)*+ b?

I CWICZENIA

10.1.° Wykres jakiej funkcji otrzymamy, w wyniku réwnolegtego prze-

suniecia wykresu funkcji y = x2:

1) o 6 jednostek do géry wzgledem osi rzednych;

2) 0 9 jednostek w prawo wzgledem osi odcietych;

3) 0 12 jednostek do dotu wzgledem osi rzednych;

4) o 7 jednostek w lewo wzgledem osi odcietych;

5) 0 2 jednostek w prawo wzgledem osi odcietych 1 o 3 jednostki do
dotu wzgledem osi rzednych;

6) 0 1 jednostke w lewo wzgledem osi odcietych io 1 jednostke do gory
wzgledem osi rzednych?

10.2.° Jaki wykres otrzymamy z nizej podanych funkeji w wyniku réw-
noleglego przesuniecia wykresu funkcji y = x% 0 4 jednostki w prawo
wzgledem osi odcietych:
Dy=x*+4; 2)y=x"-4 Ny=@+4)% 4)y=(@-4)7?
10.3.° Jaki wykres otrzymamy z nizej podanych funkeji w wyniku réw-
nolegltego przesuniecia wykresu funkeji y = x% o 5 jednostki do géry
wzgledem osi odcietych:
1) y=x2+5; 2) y=x?-5; Ny=x+5?% 4)y=(x-5)%*

10.4.° Jakie wspélrzedne wierzchotka posiada parabola:

1) y=x%+8; 5)y=(x—4)?>+3;
2)y=x%-38; 6)y=(x+4)>+3;
3)y=(x+28)>% T y=(@x—4)>-3;
4)y=(x—8)? 8) y=(x+4)>-3?

10.5.° W jakiej z ¢wiartek uktadu wspoétrzednych lezy wierzchotek na-
stepujacej paraboli:
1) y=(x+ 10)? - 16; 3)y=(x+15)%+ 4;
2)y=(x—11)2+ 15; HDy=(x-11)2-9?
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92 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

10.6.° Jak nalezy wykres funkeji y = 3 przesunag réwnolegle, aby otrzy-
X

ma¢é wykres funkcji y = LS :

x -
1) o 8 jednostek w gére wzgledem osi rzednych;
2) o 8 jednostek w dét wzgledem osi rzednych;
3) o 8 jednostek w prawo wzgledem osi odcietych;
4) o 8 jednostek w lewo wzgledem osi odcietych?

10.7.° Jak nalezy wykres funkcji y = Jx przesunaé¢ réwnolegle, aby

otrzymaé wykres funkcji y =+x+3:

1) o 3 jednostek w gére wzgledem osi rzednych;
2) o 3 jednostek w dét wzgledem osi rzednych;

3) o0 3 jednostek w prawo wzgledem osi odcietych;
4) o 3 jednostek w lewo wzgledem osi odcietych?

10.8." Na rysunku 10.12 przedstawiony wykres funkejiy = f (x). Sporzadz

wykres funkcji:

Dy=f(x)-2; 3)y=f(x—3); 5) y=—f (x);
2)y=f@+4; 4)y=f(@x+1) 6) y=3—f(x).
7} vl | 177

4 |

[N

—
[uy

—

\\ II
\ / \
0 7

\ 1 y x N 0 x
of 12 |x
/
__4 /
a b c
Rys. 10.12
10.9.° Na rysunku 10.13 przedstawiono
wykres funkcji y = f (x). Sporzadz — ya
wykres funkcji: — N
Dy=f@+5 4Yy=f-2); il
2)y=f@®-3; 5) y =~f (x); of 1x
3)y=f(x+1); 6)y=—f(x) - 1. Rys. 10.13
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10.10.” Sporzadz wykres funkcji y = 2. Korzystajac z tego wykresu,
sporzadz wykres funkcji:
Dy=x*-3; 3)y=(x—5)% 5 y=@-10+2;
2) y =x%+4; 4)y = (x + 2)% 6)y=(x+3)>—2.
10.11.° Sporzadz wykres funkcji y = —x?. Korzystajac z tego wykresu,
sporzadz wykres funkcji:
Dy=-x"+1; 3) y=—(x—2)% 5)y=—(x+1)*-1;
2)y=—x%—2; 4)y=—(x+ 4)% 6) y=—(x—3)>+4.

, .. 6 .
10.12." Sporzadz wykres funkcji y = ——. Korzystajac z tego wykresu,
x

sporzadz wykres funkcji:

6 6 6
1) y=——+5; 2) y=-—; 3) y=-
x x—2 x+4

-2.

, .. 2 .
10.13." Sporzadz wykres funkcji y =—. Korzystajac z tego wykresu,
X

sporzadz wykres funkcji:
2 2 2
Dy=—-1 2)y= ; 3) y=——+6.
x x+1 x-3
10.14.° Sporzadz wykres funkcji y = Jx. Korzystajac z tego wykresu,
sporzadz wykres funkcji:

1) y=x -4 2) y=+Jx—4; 3) y=vx-1+3.
10.15.° Sporzadz wykres funkeji y = (x + 5)2 — 9. Na podstawie wykresu
podaj:
1) miejsca zerowe funkcji;
2) wartos$ci argumentu dla jakich funkcja przyjmuje dodatnie war-
todci;
3) przedzial, w ktérym funkcja jest rosnaca oraz przedzial, w ktorym
funkcja jest malejaca;
4) zbiér wartosci funkcji.
10.16.° Sporzadz wykres funkcjiy = (x — 4)*> + 4. Na podstawie wykresu podaj:
1) miejsca zerowe funkcji;
2) wartoéci argumentu dla jakich funkcja przyjmuje warto$ci ujemne;
3) przedzial, w ktéorym funkcja jest rosnaca oraz przedzial, w ktorym
funkcja jest malejaca;
4) zbiér wartoéci funkcji.
10.17.° Podaj wzdér funkcji w postaci y = ax? + n, wykres ktorej przedsta-
wiono na rysunku 10.14.
10.18.° Podaj wzor funkcji w postaci y = ax? + n, wykres ktorej przedsta-
wiono na rysunku 10.15.
10.19.° Podaj wzo6r funkcji w postaci y = a (x + m)?, wykres ktorej przed-
stawiono na rysunku 10.16.
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Rys. 10.16
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10.20.° Podaj wzo6r funkcji w postaci y = a (x + m)?, wykres ktoérej przed-

stawiono na rysunku 10.17.

vy, A
© 1
ol/1\ X

\ /

L~
N
T T— N
T |

iy

]Y

Rys. 10.17

10.21.° Podaj wzér funkcji w postaci y = a (x + m)? + n, wykres ktorej
przedstawiono na rysunku 10.18.

vi 7 y

\\ II : \

\ il JAREA )

4\ -2 | Jo1 % ! - \C 7/

\ / oLz | \[x L NV
[ \ .

4 / \ o1 3 X
a b c

Rys. 10.18

10.22.° Podaj wzor funkcji w postaci y =a (x + m)? + n, wykres ktorej
przedstawiono na rysunku 10.19.

10.23." Rozwiaz graficznie réwnania:

1) (x—1)2=§; 2) 1-x% =Jx 1.

10.24." Rozwiaz graficznie réwnanie 3_ Jx +2.
X
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YA YA

Uiy
|
//
—
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Uiy

Rys. 10.19

10.25.° Proste m 1 n, przedstawione na rysunku 10.20, sg réwnolegte, przy
czym prosta n jest wykresem funkcji y = f (x). Ktéra z wymienionych
wypowiedzl jest prawdziwa:
1) prosta m jest wykresem funkejiy = f (x) + b;
2) prosta m jest wykresem funkejiy = f (x — a)?

Rys. 10.20

10.26.” Podaj wzoér funkeji w postaci y = a (x —m)?+ n 1 sporzadz jej
wykres, korzystajac z wykresu funkeji y = ax*
1) y=x?—4x+ 6;
2) y=—x%+ 6x— 6;
3) y=2x%—4x + 5;
4) y =0,2x% — 2x — 4.

10.27.” Podaj wzér funkeji w postaci y = a (x — m)? + n 1 sporzadz jej
wykres, korzystajac z wykresu funkcji y = ax?:
1) y=x?-2x-8;
2) y =—-2x%+ 8x — 3.
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10.28." Podaj wzér funkcji w postaci y = +b 1sporzadz jej wykres,

xXx+a
. .. k
korzystajac z wykresu funkcji y =—:
X
3x+8 2x+14 —2x
Dy= ; 2)y= ; Ny=—1ru
x x+3 x-1
10.29.” Podaj wzdér funkeji w postaci y = +b 1sporzadz jej wykres,
x+a
korzystajac z wykresu funkcji y = —:
x
4x +14 T—x
Dy= ; 2)y= .
x+1 x—2

I ZADANIA NA POWTORZENIE

10.30. Upros¢ wyrazenie:

5a-3 a+9 8a+5b 2a-Tb
D X2 A g P - =
8a 4a 5ab 2a°b
5a—-6b 5b-5 >+4n® 3m+4
2 a N c; 1) m +4 ZL 3 m: Zn-
ab be 8m™n 6m°n

10.31. Skréé utamek:

9+\/;. \/5m+\/ﬁ

1) ; 3) ;
m—-81 5m+2+35mn +7Tn
%) V27 ++/45 g 25m+10n 3m +3n®

\/ﬁJr\/%’ 5\/;+n\/§

10.32. Licznik utamka zwyklego jest o 1 mniejszy od jego mianownika.
Gdy licznik 1 mianownik tego ulamka zmniejszyé¢ o 1, to wartosé

.. . 1 .
ulamka zmniejszy sie o —. Oblicz ten ulamek.

10.33. Udowodnij, ze przy wartoéci dodatnich a1 b spelnia sie réwnoéé
a’® +b>>a’b+ab®.
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98 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcja kwadratowa, jej wykres i wkasnosci

Definicja. Funkcja, ktora jest okreSlona wzorem y = ax? +
+ bx + ¢, gdzie x —niezalezna zmienna, a, b i ¢ - dowolne liczby,
przy czym a = 0, nazywa sie funkcja kwadratowa.

Funkcja kwadratowa nie jest dla was czym$ nowym. W klasie 8. za-
poznaliscie sie z jej szczegdlnym przypadkiem, a mianowicie z funkcja,
y = x% Zaleznoé¢ funkcjonalna pola kota S ijego promienia r okreéla sie
funkcja kwadratowa S (r) = nr?, ktora jest funkcja postaci y = ax?. Z ta

funkcja zapoznaliScie sie w p. 9.
2

. . o, . . t .
Na lekcjach fizyki zapoznaliécie sie¢ ze wzorem h =v,t _%, ktory

okresla zalezno§¢ miedzy wysokoécia h, na ktérej znajduje sie ciato,

ktoére rzucono do gory z poczatkowa predkoscia v,, 1 od czasu jego ruchu ¢.
2

Wzér ten okresla funkcje kwadratowa, o postaci & (t) = vt — %

Pokazemy, jak za pomoca wykresu funkcji y = ax? mozna otrzymacé
wykres funkcji kwadratowej y = ax? + bx + c.

Juz sporzadzaliécie wykres funkeji y = ax? + bx + ¢, wyodrebniajac
kwadrat dwumianu (patrz przykilad 3 p. 10). Zastosujemy ten fakt w
og6lnej postaci. Otrzymamy:

R (2b cj (2 b: b cJ
ax”+bx+c=a|x"+—x+—|=a| X" +2x —+—F-——5+—|=
a a 2a 4a”° 4a a

[( b jz 4ac—b2j ( b jz dac-b®
=al|lx+— | +——|=a|x+— | +——.
2a 4a 2a 4a

b _ 4ac-b’

Wprowadzimy oznaczenie x, = "o’ Yo "

Wtedy wzoér y = ax? + bx + ¢ mozna podaé w postaci
¥ =a(x—x)*+ Yo
A wiec, schemat sporzadzenia szukanego wykresu jest taki:

W prawo w gore
lub w lewo lub w doét
ol x| ol yl
jedn. jedn.
y=ax’? —— y=a(x—x)’ —> y=a(x—x)*+Y,
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YA YA

&
(=
RY

Rys. 11.1 Rys. 11.2

Narysunku 11.1jest przedstawiona konstrukcja dla przypadku, gdy a>0,
%,>0, y, < 0. Na rysunku 11.2 jest przedstawiona konstrukcja dla przy-
padku, gdy a<0, x,<0, y,>0.

A zatem, z podanych wyzej zagadnien wynika: wykresem funkeji
kwadratowej y = ax? + bx + ¢ jest parabola, ktéra roOwnowazna paraboli

2
y = ax?, o wierzchotku w punkcie (x,; y,), gdzie x, = —2i, Yo = 4(12—_1).
a a

Ramiona paraboli y = ax? + bx + ¢ sa_skierowane tak samo, jak i ra-
miona paraboli y = ax* jezeli a>0, to ramiona paraboli sa skierowane
do géry, jezeli a < 0, to ramiona paraboli sa skierowane w dot.

Ogdlne pojecie o wygladzie wykresu funkeji kwadratowej mozna
okresli¢ wedtug wspélrzednych wierzchotka paraboli oraz kierunkow jej
ramion. Dla pelnego przedstawienia warto wziaé jeszcze kilka punktow,
nalezacych do wykresu. A zatem, dla sporzadzenia wykresu, mozna sko-
rzystaé z innego sposobu bez zastosowania réwnoleglego przesuniecia
lecz wedlug nastepujacego schematu:

1) znalez¢ odcietq wierzchotka paraboli wedtug wzoru x, = —2—;
a
2) znalez¢ rzednq wierzchotka paraboli wedtug wzoru'
_4ac-b> D
4a 4a’
gdzie D — wyréznik kwadratowego tréjmianu ax?+ bx + ¢ i oznaczyé

wierzchotek paraboli na ptaszczyznie wspotrzednych;

Yo

! Wzér y, = —4— nie musimy zna¢ na pamieé¢. Wystarczy obliczy¢ warto$é
a
. ) . - b
funkeji y = ax® + bx + ¢ w punkcie o odcietej x, = —2—.
a
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100 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

3) okresli¢ kierunek ramion paraboli;

4) obliczy¢ wspotrzedne jeszcze kilku punktow, ktore nalezq do szuka-
nego wykresu, mianowicie wspotrzedne punktu przeciecia paraboli z osiq
odcietych (jezeli funkcja posiada zera), wspotrzedne punktu przeciecia pa-
raboli z osiq rzednych; oznaczyé te punkty na ptaszczyznie wspotrzednych;

5) zlqczy¢ wszystkie oznaczone punkty ciqgiq liniq.

PRZYKLAD Sporzadz wykres funkeji f (x) = x2 + 4x — 5. Korzystajac
z wykresu funkcji, podaj dziedzine jej okre§lenia, przedzialy, w ktérych
funkcja jest rosnaca 1 malejaca, przedzialy statego znaku, najwieksza i
najmniejsza wartoé¢ funkeji.

Rozwiqgzanie. Dana funkcja jest kwadratowa. Wykresem jej jest
parabola, ramiona ktérej sa skierowane do géry.

. . . . . 4
Obliczymy odcieta irzedna wierzchotka paraboli. Mamy: x, = 5 =-2,

odcieta wierzcholka y, = f (x,) = f (-2) =-9.

A wiec, punkt (—2; —-9) jest wierzchotkiem paraboli.

Znajdziemy wspoétrzedne punktéw przeciecia paraboli z osig odcietych.
W tym celu rozwigzemy réwnanie:

x¥+4x—-5=0.

Stad x, =5, x, = 1.

A wiec, parabola przecina o$ odcietych w dwdch punktach (—5; 0)1(1; 0).

Znajdziemy punkt przeciecia paraboli
z osla rzednych. Otrzymamy: f (0) = -5.
Y] Parabola przecina o$ rzednych w punkcie
1 (0; -5).
o T Na plaszczyznie wspélrzednych ozna-
czymy znalezione cztery punkty(rys. 11.3).

Widzimy, ze trzeba znalezé wartoSci
danej funkcji w punktach -1, -3, —4 oraz
oznaczy¢ otrzymane punkty na ptaszczyz-
nie wspoétrzednych.

Mamy: f (-3) =f (-1) =-8; f (-4) =
=f(0)=-5.
9 Laczymy wszystkie oznaczone punkty
ciagla linia.

28

Rys. 11.3
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Rys. 11.4

Szukany wykres funkcji jest przedstawiony na rysunku 11.4.

Dziedzing okre$lenia funkcji jest zbiér E (f) = [-9; +00).

Funkcja jest rosnaca w przedziale [-2; +o0) 1 jest malejaca w prze-
dziale (—oo; —2].

Mamy: f (x)>0 w kazdym z przedzialow (—oo; —5) 1 (1; +o0);
f (x)<0 jest w przedziale (-5; 1).

Najmniejsza warto$¢ funkeji wynosi —9, najwiekszej wartosci brak. <«

? 1. Jaka funkcja nazywa sie kwadratowg?

2. Jaka figura jest wykresem funkcji kwadratowej?

3. Wedtug jakiego wzoru mozna znalez¢ odcietyg wierzchotka paraboli y =
=ax?+bx+c?

4. Jak sg skierowane ramiona paraboli y = ax? + bx + ¢ w zaleznosci od warto-
scia?

5. Podaj schemat sporzadzenia wykresu funkcji kwadratowej.

I CWICZENIA

11.1.° Ktéra z wymienionych funkeji jest kwadratowa;:

1
1) y=4x%+ 3x + 6; ) y=—7-—;
)y )y 2x% —8x +2
2)y=4x+ 3; 4) y = 6x% — 5x7?
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102 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

11.2.° Oblicz warto$¢ funkeji f (x) = 5x% — Tx + 2, jezeli argument x jest
réowna 1; -2; 4.

11.3.° Dana funkcja f (x) = x* — 2x — 15. Oblicz warto$¢ x, przy ktérym:
1) f (x) = 0; 2) f@x)=-T, 3) f (x) = 33.

11.4.° Wykres funkcji y = —6x? + x + ¢ przecina 0§ rzednych w punk-
cie M (0; —8). Oblicz wartoéc¢ c.

11.5.° Okresl kierunek ramion oraz wspoétrzedne wierzchotka paraboli:

1) y=x?-12x+ 3; 3) y=0,3x2 + 2,4x — 5;

2)y=—x%>+4x— 6; 4) y =-bx? + 10x + 2.
11.6.° Sporzadz wykres funkcji:

1) y=x?—4x-5; 5) y=x%—2x+ 4;

2) y =—x>+ 2x + 3; 6)y=—éx2+3x—4;

3) y =6x—x% T y=x?—6x+5b;

4)y=2x>—8x+8; 8) y =2x%— 5x + 2.
11.7.° Sporzadz wykres funkcji:

Dy=x?+2x-8; 3) y=—x2+4x - 5;

2) y = x% — 2x; 4) y =2x% — 2x — 4.

11.8.° Sporzadz wykres funkeji f (x) = x> — 6x + 8. Korzystajac z wykresu
funkcji, oblicz:
1) f(6); f(1);
2) wartoéci x, dla ktorych f (x) = 8; f (x) =—-1; f (x) = —-2;
3) najwieksze 1 najmniejsze wartosci funkcji;
4) zbiér wartosci funkcji;
5) przedzialy, w ktérych funkcja jest rosnaca i malejaca;
6) przy jakich warto$ciach argumentu funkcja osigga wartoéci do-
datnich, a przy jakich — ujemnych.

11.9." Sporzadz wykres funkcji f (x) = —x? — 6x — 5. Korzystajac z wykresu,
odczytaj z niego:
1) zbidér wartosci funkcji;
2) przedzial, w ktérym funkcja jest rosnaca;
3) zbidr rozwiazan nieréwnosci f (x)>0.

11.10.° Sporzadz wykres funkeji f (x) = x — 0,5x2. Korzystajac z wykresu,
odczytaj z niego:
1) zbiér wartoéci funkceji;
2) przedzial, w ktérym funkcja jest rosnaca;
3) przy jakich wartosciach x spelnia sie nieréwnos$é f (x)<0.
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11. Funkcja kwadratowa, jej wykres i wtasnosci 103

11.11.° Sporzadz wykres funkeji f (x) = 3x? — 6x. Korzystajac z wykresu,
odczytaj z niego:
1) zbiér wartosci funkcji;
2) przedzial, w ktérym funkcja jest malejaca;
3) przy jakich wartoéciach x spetnia sie nierownosé f (x)>0.
3

11.12.° Rozwiaz réwnanie graficznie x* —3x —1=—-—.
X

11.13.° Rozwiaz ré6wnanie graficznie —ixZ +x+2=1/x.

11.14." Na jednym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykresy funkcji
y=f(x)1y=g (x) oraz okreél iloé¢é rozwigzan réwnania f (x) = g (x):
) f@)=—+6x-7, g(x)=—x;

%) f(x) = 4 — 22, g (x) = ——.
X
11.15.° Na jednym uktadzie wspélrzednych sporzadZz wykresy funkcji

. 6 b1 1 s . . ’ , .
y=x2+4x+11 y=—, oraz okres$l ilo$¢ pierwiastkéw réwnania
X

x2+4x+1:§.
X

11.16.° Oblicz wspdtrzedne punktu paraboli y = —x% + 9x + 9, jezeli:
1) odcieta i rzedna sa réwne;
2) suma odciete) 1 rzednej wynosi 25.

11.17.° Oblicz wspétrzedne punktu paraboli y = 2x? — 3x + 6, dla ktorej
rzedna jest o 12 wieksza od odciete;.

11.18.° Podaj zbiér wartosci funkcji, przedziaty w ktérych funkcja jest
rosnaca oraz malejaca:
1) f (x) = 4x® — 8x + 3; 3)f(x)=4—-12x - 0,3x%

2) f(x):—éx2 +2x —6; 4) f (x) = Tx% + 21x.

11.19.° Podaj zbiér wartosci funkcji, przedziaty w ktorych funkcja jest
rosnaca oraz malejaca:
1) f(x)=2x*—12x + §; 2) f(x) =9+ 8x— 0,2x2.

11.20.° Sporzadz wykres funkcji, podaj zbiér wartoéci funkcji, oraz prze-
dzialy, w ktérych funkcja jest rosnaca i jest malejaca:
3—x, jezeli x<-2,
y=1x"—-2x-3,jezeli —2< x <2,
-3, jezeli x> 2.
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104 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

11.21.° Sporzadz wykres funkcji, podaj zbiér wartoséci funkcji, oraz prze-
dzialy, w ktorych funkcja jest rosnaca 1 jest malejaca:
x, jezeli x <0,
y=14x—x% jezeli 0 < x <5,
x—10, jezeli x>5.

11.22.° Podaj wzor jakiejkolwiek funkcji kwadratowej, ktora:
1) maleje w przedziale (—oo; 1] 1 roé$nie w przedziale [1; +o0);
2) ro$nie w przedziale (—oo; —2] 1 maleje w przedziale [-2; +00).

11.23.° Oblicz najmniejsza wartos¢ funkcejiy = 3x? — 18x + 2 w przedziale:

D [-1; 4]; 2) [-4; 1]; 3) [4; 5].
11.24.° Oblicz najwieksza warto$¢ funkeji y = —x% — 8x + 10 w przedziale:
1) [-5; -3]; 2) [-1; 0]; 3) [-11; -10].

11.25.° Dla jakich wartos$ci p 1 ¢ wykres funkcji y = x% + px + q przechodzi
przez punkty M (-1; 4) 1 K (2; 10)?

11.26.° Dla jakich wartoéci a i b funkcja y = ax? + bx + 7 posiada miejsce
zerowe réwne —2 1 3?

11.27.° Dla jakich wartoséci a 1 b parabola y = ax? + bx — 4 przechodzi
przez punkty C (-3; 8) 1D (1; 4)?

11.28.° Przyjmiemy, ze D — wyrdznik tréjmianu kwadratowego ax? +
+ bx + c. Przedstaw schematycznie wykres funkcji kwadratowe;]
y = ax?+ bx + ¢, jezeli:

1) a>0, D>0, ¢>0, _b >0
2a
b
2)a>0,D=0, —<0;
2a
3) a<0, D<0, - > 0;
2a

4) a<0,c=0, —i<0.
2a

11.29.° Przypu$émy, ze D — wyréznik tréjmianu kwadratowego ax? +
+ bx + c¢. Przedstaw schematycznie wykres funkcji kwadratowe;j
y =ax?+ bx + ¢, jezeli:

1) a>0, D<0, -2 <0; 3) a<0, D=0, -2 <0.
2a 2a

9) @<0, D>0, ¢<0, -2 > 0;
2a

11.30.° Dla jakiej warto$ci b przedziat (—oo; 2] jest przedzialem, w ktérym
funkcja y = —4x? — bx + 5 jest rosngca?
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11. Funkcja kwadratowa, jej wykres i wtasnosci 105

11.31.° Dla jakiej warto$ci b przedzial (—oo; —3] jest przedziatem, w kto-
rym funkcja y = 3x% + bx — 8 jest malejaca?

11.32.° Dla jakiej wartoéci a funkcja y = ax® + (a —2) x + " jest kwadra-
towa oraz jej wykres ma z osia odcietych tylko jeden wspdlny punkt?

11.33.” Dla jakiej wartosci a funkcja y = 0,5x% — 3x + a osiaga wartosci
nieujemne dla wszystkich wartosci rzeczywistych x?

11.34.” Dla jakiej wartoéci a funkcja y = —4x? — 16x + a osiaga wartosci
ujemne dla wszystkich wartoéci rzeczywistych x?

11.35.” Dla jakiej wartosci ¢ funkcja y =—5x2 + 10x + ¢ osiaga najwieksza,
warto$¢ rowna, —3?

11.36.” Dla jakiej wartosci ¢ funkcja y = 0,6x? — 6x + ¢ osiaga najmniejsza,
warto$¢ rownag —1?

11.37. Na rysunku 11.5 przedstawiono wykres funkcji kwadratowe]
y = ax? + bx + c¢. Podaj znaki wspétczynnikéw a, b1 c.

y Y y Y
§7'7 Kg/_j \
x 0 \ x
0 x
a b a b

Rys. 11.5 Rys. 11.6

11.38.” Na rysunku 11.6 przedstawiono wykres funkcji kwadratowe]
y = ax? + bx + c¢. Podaj znaki wspétczynnikéw a, b1 c.

11.39.” Dla jakich wartoéci p i ¢ wierzcholek paraboliy = x + px + q lezy
w punkcie A (2; 5)?

11.40.”" Wierzcholek paraboli y = ax? + bx + ¢ jest w punkcie C (4; —10)
oraz ona przechodzi przez punkt D (1; —1). Oblicz wartoSci wspél-
czynnikoéw a, b1 c.

11.41.” Oblicz rzedng wierzcholtka paraboli, fragment ktorej przedsta-
wiono na rysunku 11.7.
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| yh ] yh

Uy

(=]
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[N
—
T

|
W~
=]
[==
rY
T—
_—

()

Rys. 11.7

11.42.” Oblicz rzedna wierzchotka paraboli, fragment ktérej przedsta-
wiono na rysunku 11.8.

YA

\ /
\ |
\ |

Q
I~
—

\

-

o 90°
—10[ 1 x = °
A 13 km B
Rys. 11.8 Rys. 11.9

11.43.* Suma dwoch liczb jest rowna 10. Oblicz:
1) najwieksza warto$é, jaka moze osiagnaé suma kwadratéw tych
liczb;
2) najmniejsza wartosé, jaka moze osiggnaé suma kwadratéw tych
liczb.

11.44." Z punktu B do punktu A, odleglo$¢ miedzy ktérymi wynosi
13 km, wyruszyl turysta z predkoscia 6 km/h. Jednoczeénie z punktu
A wyruszyl drugi turysta w kierunku prostopadlym do drogi AB (rys.
11.9) z predkosécia 4 km/h. Ile potrzeba czasu, od poczatku ruchu, aby
odlegtos¢ miedzy turystami byla najmniejsza?
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11. Funkcja kwadratowa, jej wykres i wtasnosci 107

11.45.” Dziatke ziemi o ksztalcie prostokatnym trzeba odrodzi¢ parka-
nem o dtugoséci 160 m. Jakie najwieksze pole moze mieé ta dziatka?

11.46.” Sporzadz wykres funkeji:
8x +2x% —x°
Dy=———";
X
x* -8 _

2 =
)y o

3;

11.47.” Sporzadz wykres funkcji:

x+3)°
1 y=Er,
x+3

x3—6x2+8x_

Dy=—""3
X

11.48." Sporzadz wykres funkcji:
Dy=x|x1I;
2) y=—"(x* - x-6);

x|

11.49.” Sporzadz wykres funkcji:

3

1) y=x—+4x;

| x|

4
x" —16

3) y= ;
4 2
x  +4x° -5

4 =
4
x -1

3 —

)y 1- a2

y=x2—-4|x|+3;
[x-3]_

4)y=x"+3x- 4,

x—3

Dy=6|x|—ax2

11.50.” Sporzadz wykres funkcji y = x2 + 2x — 3. Korzystajac ze sporza-
dzonego wykresu, ustal, dla jakich wartosci a réwnanie x% + 2x — 3 = a:

1) ma dwa pierwiastki;
2) ma jeden pierwiastek;

3) nie posiada pierwiastkéw.

11.51.” Sporzadz wykres funkeji y = —x? — 4x + 5. Korzystajac ze spo-
rzadzonego wykresu, ustal, ile pierwiastkow posiada réwnanie
—x? — 4x + 5 = a w zalezno$ci od wartosci a.

11.52." Przypuéémy, ze x,1x,—sa zerami funkcjiy = —3x% — (3a — 2) x + 2a + 3.
Dla jakich wartosci a spelnia sie nieréwno$é x, <—2<x,?

11.53." Wiadomo, ze x, 1 x, — sa zerami funkcjiy = 2x> — (Ba— 1) x + a — 4,
x, < x,. Dla jakich wartoéci a liczba 1 nalezy do przedziatu [x;; x,]?
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I ZADANIA NA POWTORZENIE

11.54. Rozwiaz réwnania:
1) x*—13x? + 36 = 0; 3) xt+ 9%+ 8=0;
2) x*—5x2—-6=0; 4) x*—16x% = 0.
11.55. Oblicz sume 1 iloczyn pierwiastkéw réwnania:
1) x> — 5x— 10 = 0;
2) 2x2+ 6x—T7=0;

3) —%xz +8x-1=0.
11.56. Wykonaj dzialania:

b+3 b-2 1
b3, 0220 g & xel
b-3 b+2 2x+3 2x-3
4 -20
g L2 P2,
p-1 p+5b

11.57. Upro§¢ wyrazenia:
1) (24a +3+b)(4a -6 ab +9b) - 9/ob*;
2) (32 -2+28 +463)- /7 - \126;
3) (2-v3++6)(2+3-6).

11.58. Motoréwka plyneta po rzece z jednej przystani do drugiej 1 po-
wrécila za 2,5 h, tracac na postd) 25 min. Oblicz predkoéé pradu
rzeki, jezeli predko$é motoréwki wynosi 20 km/h, a odleglo$é miedzy
przystaniami wynosi 20 km.

11.59. Jedna z dwéch rur moze napetnié¢ pojemnik woda o 10 min predzej
od drugiej. Gdy otworzy¢ dwie rury jednocze$nie, to one w ciggu 8 min

napelnia 3 zbiornika. Ile czasu potrzeba, aby napelnié ten pojemnik

przez kazda rure?

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

11.60. Na tablicy jest zapisana liczba 1001. Dwaj graczy bawia sie w
nastepujaca gre. Kazdy z graczy po kolei $ciera liczbe 1 zapisuje nowa,
ktora jest réznica miedzy startg liczba a jej jakimkolwiek dzielnikiem.
Przegrywa ten, w zapisie ktérego po wykonaniu odejmowania, okaze
sie liczba 0. Ktéry z graczy wygra?
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Niektore przeksztatcania wykresow funkgji @

Jak sporzadzi¢ wykres funkcjiy = f (-x),
wedtlug znanego wykresu funkgji y = f (x)

Warto zaznaczyc¢, ze gdy punkt (x,; y,) lezy na wykresie funkcjiy = f (x),
to punkt (—x,; y,) lezy na wykresie funkcji y = f (—x). Rzeczywiscie, f (—(—x,)) =
= (%) = Y.

Dlatego wszystkie punkty dla wykresu funkeji y = f (—x) mozna otrzy-
ma¢é z wykresu funkcji y =f (x) zamieniajac kazdy punkt na taki, w
ktérym pozostaje niezmienng rzedna, lecz odcieta jest przeciwnal.

Na rysunku 11.10 przedstawiono w jaki sposéb sporzadzono wykres

funkcji y = Jx za pomoca wykresu funkcji y = +/-x.

y A
—
- y = A/l—X]| y — '\/ X |
\\\ ///
™~~~ 1 T
o 1 x
Rys. 11.10

I CWICZENIA

1. Korzystajac z wykresu funkcji y = f (x), przedstawionego na rysun-
ku 11.11, sporzadz wykres funkcji y = f (—x).

YA YA YA

w

51 1 1
0 1/2 x| —2 |O[\L2 X [ 13-2 [o| 1 *
NC | =1 /
12
a b c

Rys. 11.11

! Na lekcjach geometrii dowiecie sie, ze opisane przeksztalcenia wykresu
funkcji y = f (x) nazywa sie symetria osiowa.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3MilleHHs nigpyvHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



110 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

2. Sporzadz wykres funkcji y =+/x—2. Korzystajac ze sporzadzonego
wykresu, sporzadz wykres funkeji y =+-x-2.

Jak sporzadzi¢ wykres funkgjiy =f (| x|)
wedtug znanego wykresu funkgeji y = f (x)
Korzystajac z definicji modulu, zapiszemy:
f(x), jezeli x>0,
y=f(x)= S
f (-x),jezeli x <O.

Stad wnioskujemy, ze wykres funkcjiy =f (| x |) dla x > 0 pokrywa
sie z wykresem funkcji y = f (x), a dla x <0, z wykresem funkcji y = f (—x).
Wtedy sporzadzenie wykresu funkcji y =f (| x |) mozna wykona¢é
wedlug nastepujacego schematu:
1) sporzadzié¢ te cze$é wykresu funkeji y = f (x), wszystkie punkty
ktorej maja nieujemne odciete;
2) sporzadzié te czeé¢ wykresu funkeji y = f (—x), wszystkie punkty
ktorej maja ujemne odciete.
Lacznosé tych dwdéch czesci 1 bedzie wykresem funkejiy =f (| x |).
Na rysunku 11.12 przedstawiono kolejnoéé¢ sporzadzenia wykresu
funkeji y = (x — 2)? znajac wykres funkcjiy = (| x | — 2)%

\ly“ ’I

/
\ V /
/

|
Do
==
1\
QY

] £
Rys. 11.12

I CWICZENIA

1. Korzystajac z wykresu funkeji y = f (x), przedstawionego na rysun-
ku 11.11, sporzadz wykres funkcjiy =7 (] x |).

2. Korzystajac z wykresu funkcji y = x + 2, sporzadz wykres funkcji
y=1|x|+2.
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3. Sporzadz wykres funkcji:

4
Dy=1lx|-3; 5)y=m;
2 . 4
Qy=x*—41|x|; 6)y=ﬁ—2;
X
2 . 4
Ny=x2+2 x| -3; 7)y:|x| 2;

Dy=2|x|—-x% 8)y:\/|x|.

Jak sporzadzic¢ wykres funkcjiy = | f (x) |
wedtug znanego wykresu funkcji y = f (x)
Dla funkcjiy = | f(x) | mozna zapisac:
f(x), jezeli f(x)>0,
y=|f(x)|:{ S
—f (x),jezeli f(x)<O.

Stad wynika, ze wykres funkcji y= | f (x) | dla wszystkich x, dla
ktorych f (x) = 0, pokrywa sie z wykresem funkcji y = f (x), a dla wszyst-
kich x, dla ktérych f (x) < 0, z wykresem funkcji y = —f (x).

Wtedy sporzadzenie wykresu funkcji y= | f (x) | mozna wykonaé
wedlug nastepujacego schematu:

1) wszystkie punkty wykresu funkeji y = f (x) o nieujemnych rzednych
pozostawi¢ bez zmiany;

2) punkty o ujemnych rzednych zamienié¢ na punkty o jednakowych
odcietych, lecz o przeciwnych rzednych.

Na rysunku 11.13 przedstawiono, jak mozna sporzadzi¢ wykres funk-
cjiy=| x> —x— 2 | za pomoca wykresu funkcji y = x? — x — 2.

(WL, [
\ /
\ /
\[ /e N/
0 1// x
Rys. 11.13
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PRZYKLAD |1 Sporzqdiwykresfunkcjiy=‘J|x|+1—2‘.

Rozwigzanie. Konstrukcje szukanego wykresu mozna wykonaé
wedlug nastepujacego schematu:

y=Vrtloy=z[+1oy=[x[+1-25y=|z[+1-2|

(rys. 11.14). <

Yya
y—«/x +[1 |
T
1 —
o] 1 X
a
yﬂ
~ yz'\jlxl—" —
~—__ E———
™~~~ —
> 1
o] 1 x
b
yA :
I~ Y= 4 le +1 —
~—__ L+
- ~ a1
~—_ 0 —— N
-3 T — 3 x
+1
C
yA
y =|/lc| [+ 12|
~ 1 —
T — I~ T o
-3 1°--0[_J;--773 x
d
Rys. 11.14
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PRZYKLAD | 2 Sporzadiwykresfunkcjiy=‘d|x+1 —1‘.

Rozwigzanie. Konstrukcje szukanego wykresu mozna wykonaé
wedlug nastepujacego schematu:

y=yx|>y- |x+1|—>y:,/\x+1\71—>y=‘1l|x+1 —1‘

(rys. 11.15). «

y A i
— Y =1/« —
\\ //
~1 —
0| 1 x
a
yh
= y = ! x+[1 ! —
[
~_| 1| == y=Alx|
-10] 1 x
b
yhyl=\x41 —
—~——_ L — [
T~ ~~ b L~ ///I
~_ N~ TENEER L
-2 1 x
c
yA [, . |
7ES \/|x+1|— | -
\\\ 4 |
~ | L~ o
-2>"lo 1 x
d
Rys. 11.15
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I CWICZENIA

1. Korzystajac z wykresu funkeji y = f (x), przedstawionego na rysun-
ku 11.11, sporzadz wykres funkcji:

Dy=1f@®@ I; y=1fUxDI.
2. Korzystajac z wykresu funkcji y = x + 2, sporzadz wykres funkcji
y=|x+2|.
3. Sporzadz wykres funkcji:
Dy=1x-31; 4hy=12x—-x"1;
2y=1x—dx[; 5)y=‘§—2;
x
4
y=1x*+2x-3 |; 6) y= ‘
x—-2
4. Sporzadz wykres funkcji:
Dy=I1lx|-31; Dy=121x|-x1;
4
y=lx-41lx]l; 5) y=|—-2};
| x|
4
Hy=1x+21x|-31; 6) y=|——|
|x]-2

5. Sporzadz wykres funkcji:

1) y=yd4-|x}; ) y=y|4-x];
2) y=3-4-|x|; 5) y=3-|4-x|;
3) y=[3-Jt-|x|}; 6) y=|3-[4-x]||.
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ZADANIE TESTOWE N2 2 “SPRAWDZ SIEBIE”

1. Ile wynosi warto$¢ funkcji f (x) = 2x2 — 1 w punkcie x, = —3?

A) -19; 0 11
B) -13; D) 17.

2. Poér6d wymienionych funkcji wskaz kwadratowa.
A)y=2x-5; C)y=2x?-5;
Byy=2Vx-5 D) y=—>-5

X

3. Dla ktérej funkcji dziedzing, okreslenia jest przedzial (—oo; 6)?
1
A) y=~6+x; C)y= 3
V6 + x
1
B) y=

; D) y=+v6-x.
P )y x

4. Jak nalezy zastosowaé rownolegte przesuniecie dla wykresu funkcji

. .. 7
y = —, aby otrzyma¢ wykres funkcji y = ——?
X

x—-5
A) O 5 jednostek do géry wzdluz osi rzednych;
B) o0 5 jednostek w lewo wzdluz osi odcietych;
C) 0 5 jednostek w prawo wzdluz osi odcietych;
D) o 5 jednostek do dotu wzdluz osi rzednych.

5. Wykres funkcji y = Jx réwnolegle przesunieto o 2 jednostki w lewo
10 7 jednostek do dotu. Wykres jakiej funkeji otrzymano?

A y=vJx+2-T; C)y=~x-2+T7;
B)y=vx-2-7; D) y=vx+2+T7.
6. Na ktérym z rysunkéw przedstawiono wykres funkcji y = —x2 + 27
\ Y | y RY y
\ / 11 1
1 0 X B
\ 1/ 1. -2 /[10] 1\ [x
0 X " 2
12 ol 11 [x | [/ \ l \
A) B)

®) D)
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7. Wykres jakiej funkcji przedstawiono na rysunku? 77 )
Ay=2"-1; \ /
B)y=x%+1,; 1
C)y=@@-13% 1,
D)y = (x + 1)%. 101>

8. Wskaz wspoélrzedne wierzchotka paraboli y =3 (x — 4)? — 5.

A) (4; 5); C) (4 -5);
B) (-4; 5); D) (-4; -5).

9. Na rysunku przedstawiono wykres
funkeji y = f (x), okre§lonej na zbiorze 7
liczb rzeczywistych. Korzystajac z |
rysunku, wskaz przedziat w ktérym \ /
funkcja jest malejaca. g /

A) [+4; 1]; O [-2; 3]; i\ 23 /5%
B) [-3; 3]; D) [-3; 1]. / N/

10. Podaj odcieta wierzchotka paraboli / 3
y=2x%—12x + 3.

A) 6; C) 3;
B) —6; D) -3.

11. Wierzchotek ktorej z podanych funkeji, lezy na osi odcietych?
A)y=x"-6; O y=(x-6)% vl
B) y =x? - 6x; D)y=(x-6)+2. B

12. Na rysunku przedstawiono wykres funkecji 4
y =—x?+ 2x + 4. Korzystajac z rysunku, okresl / \
zbi6r wartoéci funkeji.

A) (~o00; +00); t ~
B) (005 1]; [lo] 1 1 1\ [x
C) [1; +o0); | \
D) (—oo; 5. l 1
13. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
— 42 : : | yh |
y =%+ 4x + 1. Korzystajac z rysunku, wskaz | ]
przedziat, w ktérym funkcja jest rosnaca. \ /
A) (—o0; -2]; 1
B) [-2; +00); Q2171 -
C) [-3; +00); \HLAel 1=
D) wyznaczy¢ jest niemozliwym.
14. Podaj miejsca zerowe funkcji y = 2x2 + x — 6. )

A) -1,5; -2; C) -1,5; 2;
B) 1,5; 2; D) 1,5; 2.
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15. Dla jakich wartos$ci b 1 ¢ wierzcholek paraboli y = x% + bx + ¢ lezy w
punkcie M (3; 8)?
A)b=6,c=-19;
B)b=-6,c=1T7;
C)b=-3,c=8;
D) ne da sie okreslic. y

16. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej ¥ = ax? + bx + c. Wskaz prawidtowa wypo-
wiedz, gdy D —wyznacznik trojmianu kwadratowego —5
ax? + bx + c.

A) b>0, D>0; C) b<0, D<0;
B) 6>0, D<0; D) b>0,D=0.

17. Dla jakiej wartoéci a funkcja y = 3x> — 6x + a osiaga najmniejsza
warto$¢ réwna 4?
A) -5; B) 4; o) 7, D) 8.

18. Wiadomo, ze m — n = 8. Okreél zbiér wartosci funkcji mn.
A) [-16; +o0);
B) [8; +o0);
C) (—o0; +00);

D) ne da sie okreslic.
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118 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Rozwiazywanie nierownosci kwadratowych

Na rysunku 12.1 przedstawiono wykres pewnej funkeji y = f (x), dzie-
dzina okreslenia ktorej jest zbiér liczb rzeczywistych.

Za pomoca tego wykresu tatwo okre-

y §li¢ przedzialy stalego znaku funkeji f,

a mianowicie: y>0 w kazdym z przedzia-

/\ tow (=5; —2) 1 (1; +c0); y<O0 w kazdym z
/-5 _2\g~/ 1 g przedzialow (—oco; —5) 1 (—2; 1).

Po ustaleniu przedzialéw statego

znaku funkcji f, mozemy uwazaé, ze roz-

Rys. 12.1 wigzaliSmy nieréwnosci f (x)>01 f (x)<O.

Przedziaty (-5; —2) 1 (1; +o0) wziete

razem tworzg, zbidr rozwigzan nieré6wno-

§ci f (x)>0. W takich przypadkach moéwi sie, ze zbiorem rozwiazan nie-

rownosci f(x)>0 jest polaczenie podanych przedzialéw. Potaczenie
przedzialéw oznacza sie specjalnym symbolem >

Wtedy zbidr rozwiazan nieréwnosci f (x) >0 mozna zapisaé tak:

(-5;-2) U (1; +20).
Zbidr rozwigzan nieréwnoéci f (x) <0 mozna zapisaé nastepujaco:
(-5 -5) U (=% 1).
Taka metoda rozwiazywania nieréwnoéci f (x)>01 f (x) <0 za pomoca
wykresu funkcji y = f (x) nazywa sie metoda graficzna.

Pokazemy, jak za pomoca, tej metody mozna rozwigzac nieréwnosci
kwadratowe.

Definicja. Nierownosci postaci ax? + bx + ¢>0, ax? + bx + ¢<0,
ax® +bx+¢>0, ax® +bx +c¢<0, gdzie x - zmienna, za$ a, b i c — do-
wolne liczby, przy czym a # 0, nazywa si¢ niero6wnosSciami
kwadratowymi.

Wyjasnimy, w jaki sposéb mozna poznaé polozenie wykresu funkcji
kwadratowej y = ax? + bx + ¢ wzgledem osi odcietych. Istnienie oraz ilo$é
miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢ mozna wyznaczy¢ za
pomoca wyréznika D tréjmianu kwadratowego ax? + bx + ¢: jezeli D>0,
to funkcja posiada dwa miejsca zerowe; jezeli D = 0, to funkcja posiada
jedno miejsce zerowe; jezeli D<O0, to brak miejsc zerowych.

Znak pierwszego wspolczynnika tréjmianu kwadratowego ax? + bx + ¢
okresla kierunek ramion paraboli y = ax? + bx + c. Gdy a>0, to ramiona
sa skierowane do géry, gdy a<0 — do dotu.
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12. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych 119

Schematyczne polozenie paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem osi odcie-
tych, w zalezno$ci od a1 D podaje tabela (x; 1 x, — zera funkcji, x,— odcieta
wierzcholka paraboli).

D>0 D=0 D<0

®

©®
®

a>0

/=
VAW
/x1 xz\ %

Objaénimy, w jaki sposéb mozna zastosowac te tabele, przy rozwia-
zywaniu nieréwnosci.
Przypuéémy, ze, na przyklad, trzeba rozwigzaé nieré6wno$¢ postaci

ax? + bx + ¢>0, gdzie a < 0 1 D>0. Kwadracik @ w tabeli odpowiada

)Y

Xo X

*o

©
R10) N

tym warunkom. Wtedy oczywiécie, odpowiedzia bedzie przedziat (x;; x,),
na ktérym wykres wymienionej nieréwnoéci funkeji kwadratowej bedzie
potozony nad osig odcietych.

PRZYKEAD 1 Rozwiaz nieréwnoéé 2x% —x —1>0.
Rozwiqgzanie. Dla tréjmianu kwadratowego 2x? — x — 1 mamy:
a=2>0,D=9>0. Tym warunkom odpowiada kwadracik w tabeli.

.. , . 1
Rozwiazemy réwnanie 2x* —x — 1 = 0. Otrzymamy x, = Y X, = 1. Wte-

dy schematycznie wykres funkcji y = 2x2 — x — 1 mozna przedstawic tak,
jak pokazano na rysunku 12.2.

Z rysunku 12.2 widzimy, ze wymieniona
funkcja kwadratowa osiaga wartos$ci dodatnich

. 2 ostagn el /.
w kazdym z przedziatéw (—00, - Ej 1(1; +c0). _%\/1 o

Odpowiedz: (—oo; _%jU(l; +00), < Rys. 12.2
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120 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

PRZYKLAD 2 Rozwiaz nier6wnos$é —9x2 + 6x — 1<0.

Rozwigzanie. Mamy: a =-9, D =0. Tym warunkom odpowiada
. . . 1
kwadramk@w tabeli. Ustalamy, ze x, = 3 Wtedy schemat wykresu

funkecji y = -9x2 + 6x — 1 mozna przedstawic tak, jak podano na rysunku

12.3.
Z rysunku 12.3 widzimy, ze rozwigzaniem
., , . .. , 1
% X nieréwnoéci beda wszystkie liczby, oprécz 3
Warto zwréci¢ uwage, ze te nieréwnosé mozna
rozwiazaé¢ réwniez innym sposobem. Zapiszemy
Rys. 12.3

dana nier6wno$¢ w postaci: 9x? — 6x + 1>0.
Wtedy (3x — 1)2>0.
Stad otrzymamy taki samy wynik.

Odpowiedz: (—00; %)U(é, +oo), <

PRZYKELAD 3 Rozwiaz nieréwnoéé 3x% —x + 1<0.

Rozwigzanie. Mamy: a =3>0, D=-11<0. Tym warunkom odpo-
wiada kwadracik @ w tabeli. W tym przypadku wykres funkecji
y = 3x2 — x + 1 nie posiada punktéw o rzednej ujemnej.

OdpowiedZz: brak rozwigzan. <

PRZYKLAD 4 Rozwiaz nieréwnoéé 0,2x* +2x +5<0.
Rozwigzanie. Poniewaz a =0,2, D=0, to w danym przypadku od-
powiedz posiada kwadracik@w tabeli, przy czym x, = —5. Lecz w tym

przypadku funkcja kwadratowa tylko osiaga nieujemne wartoéci. A wiec,
dana nier6wno$¢ posiada tylko jedno rozwigzanie x = —5.

OdpowiedZ: -5. 4

1. Za pomoca jakiego symbolu zapisuje sie faczno$¢ przedziatéw?
2, Jaka nieréwnos¢ nazywa sie kwadratowa?

3. Jakie s3 mozliwe przypadki potozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem osi
odcietych w zaleznosci od znaku a i D, gdzie D - wyréznik tréjmianu kwadra-
towego ax? + bx + ¢? Przedstaw schematy tych przypadkéw.
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12. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych 121

I CWICZENIA

12.1.° Ktére z podanych liczb —2; 0; 1 sa rozwiazaniem nieré6wnosci:

1) a2 —x — 2<0; 2) x* +x>0; 3) —3x2—x + 2>0?
12.2.° Na rysunku 12.4 przedstawiono wykres \ v I
funkcji y = x% + 4x — 5. Podaj zbiér rozwiazan \ 1 I
nieréwnosci: 5| 20| ]1 -
1) &% + 4x — 5<0; 3) a2 + 4x — 5>0; \ T
2) x* +4x-5<0; 4) x*+ 4x-5>0. \
12.3.° Na rysunku 12.5 przedstawiono wykres \ [/
funkcji y = —8x? — 6x. Podaj zbiér rozwiazan WV |9
nieréwnosci:
1) —3x? — 6x<0; 3) —3x% — 6x>0; Rys. 12.4
2) —-3x% —6x<0; 4) -3x* -6x>0.
) y\A / yh,
3 I
/1 o 1 %

! \ [ 1/

T2 0 1 i 1
| _ VAN
| \ 0] 1 x
Rys. 12.5 Rys. 12.6 Rys. 12.7

12.4.° Na rysunku 12.6 przedstawiono wykres funkcji y = x? — 4x + 4.
Podaj zbiér rozwigzan nieréwnosci:
1) x* — 4x + 4<0; 3) x? —4x + 4>0;
2) x* —4x+4<0; 4) x* —4x+4>0.

12.5.° Na rysunku 12.7 przedstawiono wykres funkcji y = —x? + 2x — 2.
Podaj zbiér rozwigzan nieréwnosci:

1) —x? + 2x — 2<0; 3) —x? + 2x — 2>0;

2) —x% +2x-2<0; 4) —x*+2x-2>0.
12.6.° Rozwiaz nieréwno$c:

1) 22 + 6x — 7<0; 5) 8x® —Tx+4<0;

2) x* -2x-48>0; 6) 2x2 + 3x + 1>0;

3) 2 — 6x—5>0; 7) 4x® -12x<0;

4) —x? + 4x — 3<0; 8) 4x? — 9>0;
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122 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

9) x% — 12x + 36>0; 13) 2x2—x + 3>0;
10) 4x* -12x+9>0; 14) 3x%* —4x +5<0;
11) & + 4x + 4<0; 15) —4x% + bx — 7>0;
12) 49x? ~14x+1<0; 16) —2x? +3x —2<0.
12.7.° Rozwiaz nieréwnosc:
1) 22 + 4x + 3>0; 7) 5x* —3x+1>0;
2) x* —-3x+2<0; 8) —3x% + 6x — 4>0;
3) —a? + 12x + 45<0; 9) %x2—2x+3<0;
9 s 1 1
4) -8x* -bx—-22>0; 10) —x*+=—x——>0;
3 36
5) x? — 5x>0; 11) 2x2 — 2x + 0,5<0.

6) —25x° +16<0;

12.8.° Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci:

1) x*<49; 2) x2>5; 3) Tx? <4x; 4) 0,9x2<—27x.
12.9.° Podaj zbiér rozwiazan nieréwnosci:
1) x2>1; 2) x2<3; 3) —8x* >—-12x; 4) —2x2<-128.

12.10.° Rozwiaz nier6wnos§¢:
1) x (x + 5) — 2<4x;
2) 11-(x+1)* <x;
3) 2x+1)° —(x+1)(x-T)<5;
4) 5x (x + 4) — (2x — 3) (2x + 3)>30;
5) Bx—T7)(x+2)—(x—4)(x+ 5)>30;
2¢° -1 3-4x 8x-5 19

<=2,
4 6 8 24

12.11." Rozwiaz nieréwnoéc:

1) 2(x*+2)>x(x+5);

2) x — (x + 4) (x + 5)>-b;

3) (6x—1)(6x+1)—(12x—5)(x + 2)<7 — 3x;
x-1 2x-3 x%+3x

- < .
4 2 8

12.12.° Przy jakich warto$ciach x:

6)

4)

UYL . . 4
1) warto$¢ trojmianu —3x% + 6x + 1 jest wieksza od _E;

RPTIN . . . 2
2) warto$¢ troymianu —5x2 + 11x + 2 jest nie wieksza od _E?
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12. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych 123

12.13.° Przy jakich wartoéciach x:

s g . .. 1
1) warto$¢ tréjmianu x? — 2x — 11 jest mniejsza od Z;

NPT . .. 2
2) warto$¢ troymianu —3x? + 8x + 6 nie jest mniejsza od —g?
12.14.° Dla jakich warto$ci argumentu wartosci funkcji
1
y=——x"+ 3¢+9
2 2
sa wieksze od odpowiednich wartosci funkeji y = 2x — 1?
12.15.° Dla jakich wartos$ci argumentu wartosci funkcji

3
=—x"-Tx+1
y 2

sq mniejsze od odpowiednich wartosci funkcji y = —§x2 -4?

12.16." Znajdz catkowite rozwiazania nieréwnosci:

1) x® +5x<0; 3) 6x% +x-2<0;
2) x2—10<0; 4) —ixz+x+3>0.
12.17.° Ile catkowitych rozwigzan nieréwnos$ci posiada nieréwnos¢:
1) 20 — 8x — x2>0; 2) 4x% — 15x — 4<0?
12.18.* Podaj najmniejsze catkowite rozwigzanie nieréwnosci:
1) 42 — x> — x>0; 2) 2x% — 3x — 20<0.
12.19.° Podaj najwieksze catkowite rozwigzanie nieréwnosci:
1) 1,5x% — 2x — 2<0; 2) -2x%* -15x-25>0.

12.20.° U6z dowolna nieréwnosé kwadratowa, zbiorem rozwigzan ktore;j:
1) jest tacznoéé przedziatéw (—oo; —4) 1 (8; +00);
2) jest przedzial [-2; 9];
3) talko jedna liczba 7.

12.21.° Podaj dziedzine okre$lenia funkcji:

1
1) y=v-x"+8x+4; 3) y=—F——;
Vx© +4x-12

2) y=+2x* +5x-3; g) y=—2*2

\V6x —2x°
12.22.° Podaj zbiér wartoéci wyrazenia:

1) vV2x® —9x —18; 2) .
V15 +2x — x°
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124 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

12.23.* Czy nier6wnosci sg rownowazne:
Da?—2x—15>0i x® —2x—-15>0;
1 1
2 <01 <0;
) x2—x-20 x2—x-20
3)x2—6x+10>01 —x* +x-1<0;
4) x? + 2x + 3<01-2x2 - 4>0?
12.24.° Dla jakich wartoéci ¢ rOwnanie nie posiada pierwiastkow:
Dx?—ax+4=0; 3) 4,6x? — (4a + 3) x + 3a = 0?
2) 2+ (a—-2)x+25=0;

12.25.° Dla jakich wartosci b réwnanie posiada dwa rézne pierwiastki:

1) x> — 8bx + 15b + 1 = 0; 2D22+2B-6)x+b-2=0?
12.26.” Rozwiaz uktad nieré6wnosci:
D {xz—x—6<0, 3) {xz—gx—10<0,
x>0; 6x—x? <0;
9 {2x2—11x—6>0, 2 {xz—x—12>0,
x+42>0; x%+8x-10<0.
12.27." Rozwiaz uktad nieréwnoéci:
D {—6x2+13x—5<0, 2 {x2—7x—18<0,
6—2x > 0; 5x —x*<0.
12.28.” Znajdz rozwigzania catkowite ukladu nieréwnosci:
{—2x2—5x+18>0, . {x2—<x/3—3)x—3\/5<0,
x* +4x-5<0; x%+x>0.

12.29. Wskaz dziedzine okreélenia funkcji:

5 9
Dy=—ou— +Jx+1; 3) y=+vx®-bx-14 - ;
) Ji? —4x-12 ) x* - 81
2) y= x-3 + 8 ; 4) y= ! + 2 .
J18 +3x—x* x-5 V6 -Tx-3x x+l
12.30." Wskaz dziedzine okreélenia funkcji:

3 x+5 x-1
1) y=+20+4x-3x* + ; 2 y= + .
V8- 4x J35+2x—x* |x[-6

12.31.” Podaj zbiér rozwiazan nieréwnosci:

Da?—8 | x| —33<0; 2) 8x* +7|x[-1>0.
12.32." Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci:
1) 5x* -7|x|+2>0; 2) x* +10| x|-24<0;
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12. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych 125

12.33." Rozwiaz nieréwnosc¢:
D] x| (x* +8x-10) < 0;

2) Jx (2 +2x - 8)<0;

3) (x —2)% (x> — 8x — 9)<0;
12.34." Rozwigz nieréwnos¢:

D] x| (x* —5x+6) > 0;

2) Jx (x* + 6x —40) > 0;
12.35." Rozwigz nieré6wnosé:

1) (x+4)Vx® —2x-15>0;

2) (x+4)Vx? —2x-15>0;

12.36." Rozwigz nier6wnosé:

1) (x-38)V14+5x—x* > 0;
2) (x—-3)V14+5x —x* >0;

4) (x + 5)? (x> — 2x — 15)>0;
x° +7x—8> :

(x -4y
x2+10x—11<

6
) (x+3)?

3) (x + 3)? (x> —x—6)>0;
3x®> -8x-3

4) 22 27 2K

) (x -1)*

3) (x+4)Vx® -2x-15 < 0;
4) (x+4)Vx® -2x-15<0.

3) (x-3)V14+5x—x% <0;
4) (x—-3)V14 +5x — x* <0.

12.37." Dla jakich wartoéci a dana nier6wno$¢ spelnia sie dla wszystkich
rzeczywistych warto$ci x:
1) x2 — 4x + a>0;
2) x*+(a-x+1-a-a®>0;

3) —ixz +5ax —9a®> -8a <0;

HD@@-1)x>—(@+1)x+a+1>0?

12.38." Dla jakich wartoéci a nieréwnoéé nie posiada rozwigzania:
1) —x? + 6x — a>0;
2D x?—(a+1)x+3a—5<0;
ax*+(@—-1)x+ (a—-1)<0?

12.39." Dla kazdej wartos$ci a rozwiaz uklad nieréwnoéci:

1 {x2—5x+4>0, 2 {4x2—3x—1<0,
x> a; x<a.
12.40." Dla kazdej wartoSci a rozwiaz uktad nieréwnosci:
2 _ 2 _
D {x x-172<0, % {x 9x+8>0,
x> a; x<a.
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126 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

I ZADANIA NA POWTORZENIE

12.41. Upro$¢ wyrazenie:
x*+3xy  x* -9y 4a® —12ab + 9" 2a° —8ab+ 8b”
x+6  2x+12° ) 2 —80’ 6a-9b

D

12.42. Oblicz warto$¢ wyrazenia, zastosowujac wlasnoéci arytmetycznego
pierwiastka kwadratowego:

1) /2066 - 330; 3) 218 -3+/30-515;
9) {37 -12%; 4) 610 -/45-/50.

12.43. Pierwsza brygada moze zebraé¢ urodzaj za 12 dni. Druga brygada,
wykonujac te sama prace zatraci 75 % tego czasu. Po 5 dni pracy
pierwszej brygady do niej dotaczyla sie druga brygada i one razem
zakonczyly prace. Ile dni brygady pracowaty razem?

12.44. Podczas pierwszego wyjazdu samochéd zuzyt 10 % benzyny, ktora
mial w baku, a podczas drugiego — 25 % reszty. Wtedy w baku pozo-
stato o 13 1 benzyny mniej niz bylto na poczatku. Ile litréw benzyny
byto w baku przed pierwszym wyjazdem?

l PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU

12.45. Czy para liczb (2; —3) bedzie rozwigzaniem réwnania:
1) 4x -3y =1T7; 2) x*+5=y% 3) xy = 67

12.46. Wykres rownania 5x —y = 2 przechodzi przez punkt A (4; d).
Wyznacz warto$é b?

12.47. Sporzadz wykres réwnania:

1) 4dx+y=3; 6) x% + y? = 4;

2) 2x — 3y = 6; T x2+2x+y*—6y+10=0;
3) xy =-8; 8) (x—3)(y —x) = 0;

4) (x—2)2+y2=0; 9 L= —o.

5) (x—2)2+(y+1)2=9;
12.48. Ktora z podanych par (-2; 1), (2; —1), (6; 4) jest rozwigzaniem
3x -8y =-14,

ukltadu réwnan
dx+y=28?
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13. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi 127

12.49. Rozwiaz uklad rownan graficznie:

-2y =1, =-5,

1 x—2y 2 xX+y

12.50. Rozwiaz uklad réwnan:

2x+y =10, 3 2x -9y =11,
4x-Ty =2; Tx +9y = 25;
4y—-x =11, 3x-2y =1,

2) y—x 4 X —ay
S5x -2y =17, 12x +7y =-26.

Uktad réwnan z dwiema zmiennymi

W klasie 7. zapoznaliScie sie z graficzng metoda rozwigzywania
uktadéw réwnan. Przypominamy, ze sens jej polega na tym, ze w ukta-
dzie wspétrzednych szukamy wspdlnych punktéw wykreséw réwnan,
wchodzacych do tego uktadu. Na lekcjach z geometrii dowiedzieliécie
sie, ze wykresem rownania (x — a)? + (y — b)?2 = R?, gdzie R>0, jest okrag
o promieniu R i o $§rodku (a; b). Juz umiecie sporzadzaé wykres funk-
cji kwadratowej. Wszystkie te wiadomo$ci umozliwiaja zastosowanie
graficznej metody do rozwigzywania ukladu réwnan.

PRZYKELAD 1 Rozwiaz uklad réwnan graficznie
{xZ -4x-y+3=0,

y—-x+1=0. \ Ay |
Rozwigzanie. Pierwsze rownanie \ /
danego ukltadu jest réwnowazne nastepu- \ /
jacemu réwnaniu: y = x2 — 4x + 3. Wykre- \

sem jego jest parabola, przedstawiona na
rysunku 13.1. 1 \ /
Wykresem drugiego rownania jest pro-

sta, ktora przecina sporzadzona parabole 0 34 |x
w dwoéch punktach: (1; 0) i (4; 3) (patrz
rys. 13.1).
Wiadomo, ze graficzna metoda nie daje
gwarancji, ze otrzymany wynik jest zawsze Rys. 13.1
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128 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

dokladny. Dlatego otrzymane rozwiazania nalezy sprawdzi¢. Sprawdzian
potwierdza, ze pary liczb (1; 0) 1 (4; 3) na prawde sa rozwigazaniami uktadu.

OdpowiedZz: (1;0), (4; 3). <

Zauwazymy, ze ten uklad jest “wygodnie” stosowaé do metody gra-
ficznej: wspotrzedne punktow przeciecia wykreséw okazaty sie liczbami
catkowitymi. OczywiScie, ze taka sytuacja powstaje sie nie zawsze. Dla-
tego, graficzna metoda jest skuteczna wtedy, gdy nalezy okresli¢ iloéé
rozwiazan lub wystarczy znalezé ich przyblizona warto$c.

Rozpatrywany uktad mozna rozwiazad, nie sporzadzajac wykresow
réwnan. Przygotowujac sie do tego tematu, nalezy powtérzy¢ metode
podstawienia do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Metoda
ta jest skuteczna przy rozwiazywaniu o wiele trudniejszych uktadow, w
ktorych tylko jedno réwnanie jest liniowym, oraz dla innych uktadow,
ktore wcale nie posiadaja réwnan liniowych.

x*—4x-y+3=0,

Rozwiazemy uklad { metoda podstawienia.

y—-x+1=0

7 drugiego réwnania uktadu wyrazimy zmienna y przez zmienna x:

y=x—1.
W pierwszym réwnaniu podstawimy zamiast y wyrazenie x — 1:
x2—4x—(x—1)+3=0.

Wtedy otrzymaliémy réwnanie z jedna zmienna. Po przeksztalceniu
jego, otrzymamy rownanie kwadratowe x* — 5x + 4 = 0.

Stad x, =1, x, = 4.

Wartoséci y, ktére odpowiadaja otrzymanym warto§ciom x, mozemy
znalezé z réwnania y = x — 1. Otrzymamy:

y,=1-1=0,y,=4—-1=3.

A wiec, jeszcze raz przekonaliémy sie, ze pary liczb (1; 0) 1 (4; 3) sq

rozwiazaniami rozpatrywanego ukladu réwnan.

PRZYKELAD 2 Podajiloé¢ rozwigzywan uktadu réwnan

X+’ =9,
T
Y 9

Rozwigzanie. Wykresem pierwszego rownania z danego uktadu
jest okrag o promieniu 3 1 o $rodku (0; 0).

.y . , . . 3,5
Drugie réwnanie jest rownowazne nastepujacemu: y = —. Wykre-

sem tego réwnania jest hiperbola.

Na jednam ukladzie wspélrzednych przedstawimy okrag 1 hiperbole
(rys. 13.2). Widzimy, ze wykresy ich przecinajq sie w czterech punktach.
A wiec, uktad posiada cztery rozwiazania. «
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13. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi 129

Za pomoca rysunku 13.2 mozna vk |
okresli¢ przyblizona warto$é rozwigzan
danego uktadu. L~

Nie zwracajac sie do graficznej me-
tody, mozna znaleZ¢ doktadne wartosci
rozwiazan uktadu réwnan.

Przygotowujac sie do tego tematu,
powtorzyliscie metode przeciwnych L
wspoOlczynnikow do rozwiazania \
uktadéw réwnan liniowych. Pokazemy, |
ze ta metoda “pracuje” przy rozwia- Rys. 13.2
zywaniu skomplikowanych ukladéw
réwnan.

Drugie réwnanie wyzej rozpatrywanego uktadu pomnozymy przez 2.
X +y’ =9,

{ I
NL | A

w
]Y

AT 1T TN
/

Otrzymamy: {2xy T
Dodamy obustronnie lewe i prawe strony rownan. Otrzymamy:
+y?+2xy=16.Stad (x +y)?=16; x +y=41ubx +y=—4.
Zatem, zrozumiale jest, ze dla rozwigazania wymienionego wyzej
uktadu wystarczy rozwiazac o wiele 1zejsze dwa uklady.

+ :4, =4- ) :4_x’
)TV "5 gaa (VT T
2xy ="1. 2x(4-x)=T; |2x* —-8x+7=0.

Po rozwiazaniu drugiego réwnania z ukladu, otrzymamy:

4-2 4+4/2 4+4/2 4-2
x, = p , Xy = p . Wtedy y, = p y Uy = P
+y=-4, =—4-x, =—4-x,
9 TV g (YT Y
2xy ="1. 26(-4—-x)=17; |2x° +8x+7=0.

Po rozwiazaniu drugiego réwnania z ukladu, otrzymamy:
—4-2 —4++2
= N x4 = .
2 2
Wtedy y, = _4;\/5, Yy, = _4_\/5.
4—\/5_ 4+\/§j (4+\/§. 4—\/5] [—4—\/5. —4+\/§]
2 b ’ b b b b

2 2 2 2 2

X3

Odpowiedz’:[
[—4+\/§; —4—\/5} <

2 2
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130 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Oczywiscie, ze znalez¢é takie rozwiazania metoda graficzna jest nie-
mozliwie.

W klasie 8. zapoznaliScie sie z metoda zamiany zmiennych dla
rozwiazywania rownan. Ta metode zastosowuje sie réwniez dla rozwia-
zywania wielu ukladéw réwnan.

x+y + x-y 5
PRZYKLAD 3 Rozwigz uklad rownan {x-y x+y 2’
x® +y® =10.
. . » . - 1
Rozwigzanie. Przypuéémy, ze Y _y. Wtedy Y _Z,
x-y x+y t
Wtedy pierwsze réwnanie mozna zapisaé¢ w taki sposéb:
1 5
t+==2,
t 2
1

Stad 262 -5t +2=0; ¢, =2, tZ:E.

Aby rozwigzaé¢ dany uklad, wystarczy rozwiazaé¢ dwa o wiele lzejsze

uktady.
x+y:2, x+y=2x-2y, [x=38y,
Dax-y Sl ey o1 (10g7 -10
x*+y* =10. Ty =an yo=2

7 drugiego réwnania uktadu otrzymamy, ze: y; = 1, y, = —1.

Wtedy x, = 3, x, =-3.

x+y 1

9y 2 Stad {
x*+y* =10.

2x+2y=x-y, [x=-3y,

x* +y® =10; 10y* =10.

7Z drugiego réwnania uktadu otrzymamy, ze: y, =1, y, = —1.
Wtedy x; = -3, x, = 3.

OdpowiedZz: (3;1), (-3;-1), (-=3; 1), (3;-1). «

L ) L |2x+2y+xy =8,
PRZYKLAD ‘4 Rozwiaz uklad rownan | ,
x“+y  +3x+3y=14.

Rozwiqgzanie. Zwr6¢ uwage, ze dany uktad réwnan nie zmieni sie,
jezeli wprowadzimy zamiane x na y, za$§ y na x. W takim przypadku warto
zastosowaé nastepujacq zamiane x +y = u, xy = v.

Zapiszemy dany uklad w postaci:

{2(x+y)+xy=8,

(x+y)’ —2xy +3(x+y) =14.
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13. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi 131

Zastosujemy wyzej wymieniona zamiane, wtedy otrzymamy uklad:
{Zu +0=8,

u?—2v+3u=14.

Uklad ten mozna rozwigzaé¢ metoda podstawienia (wykonaj to samo-
dzielnie). Wtedy otrzymamy:

{u =3 lub {u =10,
v=2 v =28.
Pozostato rozwiazaé dwa uktady:
x+y=3, . [x+y=-10,
{xy=2 ! {xy=28.
Kazdy z ukladéw mozna rozwigzaé metoda podstawienia. Lecz zrecz-
nie jest zastosowacd twierdzenie odwrotne do twierdzenia Vietea. Wtedy,

+y=3,
dla ukladu {x y
xy =2
kwadratowego t> — 3t + 2 = 0. Stad ¢, = 1, £, = 2. A wiec, pary liczb (1; 2)
1(2; 1) sa rozwiazaniami tego uktadu.
Zastosowujac twierdzenie, odwrotne do twierdzenia Vietea, lekko
x+y=-10,

przekona¢é sie (wykonaj to samodzielnie), ze uktad { 28 nie
xy =

mozna uwazacd, ze x 1y — to pierwiastki rownania

posiada rozwigzan.
Odpowiedz: (1;2), (2;1). <

2. Uzasadnij, na czym polega metoda graficzna dla rozwigzywania uktadu réwnan.

‘?
1 1. Jakie znasz metody rozwigzywania uktadéw réwnan?
| 3. Wjakim przypadku metoda graficzna jest skuteczna?

I CWICZENIA

13.1.° Rozwiaz uktad rownan graficznie:

:5, 2 2=
1 x+y 3) x“+y° =4,
xy = 6; x+y=2
2 2 2
2) y+x° =3, 2) x°+y =25,
y=x-1 xy =-12.
13.2.° Rozwiaz uklad réwnan graficznie:
= +2, = 2—4, X+ :3’
IR 2) (Y7 SR AR
xy =8; 2x+y =-1; x“+y =9.
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132 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

13.3.° Rozwiaz uklad ré6wnan metoda podstawienia:

y=x+3, y-x=2, xy =15,
)1, 3) 47, 5)
x“-2y=19; x°—2xy =3; 2x—y =T,
ty= 51 -4y = 2, XxX—-Yy= 4,
9) x+y 4 x—4y 6) y
xy = 4; xy+2y =8; x*+y* =8.
13.4.° Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawienia:
— = 3, — 2 =2,
1 x-y 3) y—-2x°=2
xy = 28; 3x+y=1
2 . 2 _o9,2 _
x-y=-2 x+y=6.

13.5.° Ustal graficznie iloé¢ rozwigzan uktadu rownan:

1) {xz + y2 =3, 3) {y = \/;, 5) {xy = -6,

y=2x x-y=2; 2x -y =3;
2 + 2 = 4, = 2 _3’ 7 ==
2 x“+y 2 y=x 6) x°—-4x+y=-1,
y=2-x% y=6-x° xy = 4.
13.6.° Ustal graficznie iloé¢ rozwigzan uktadu rownan:
= — 5 2’ - x2 = 1,
1y 1Y (x-9) 3 1Y
xy = 5; x* +y=4x;

2 2 _
2) x“+y =1, 1)
y-x=3;

13.7.° Rozwiaz uktad réwnan:
1 3x+4y =24,
xy =12

{
{
) {y+2x:0, 5 {4y—3x:4,
|
{
{

x*+y* -6y =0; 5x° +16y = 60;
2 2 2 2 _
3) x“—xy—-y° =19, 6) x“+3xy+y°  —x—-2y=3,
x—y="7T x+y=3
13.8." Rozwiaz uklad réwnan:
z_ 2= -(y-2)=2,
1wy ry 63, 3) (x-1)(y-2)
y—-x=3; x+y =6;
x+2y=1, Sx -2y =3,
2 2 2 4) 2
x“+xy+2y° =1 3x" -8y =-5
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13. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi 133

13.9.° Nie sporzadzajac wykresu, wskaz punkt przeciecia:
1) prostej 3x —y = 1 1 paraboli y = 3x? + 8x — 3;

2) prostej 2x —y = 21 hiperboli y = é;
X

3) prostej x + y =11 okregu (x — 1)® + (y + 4)? = 16;
4) paraboliy=x?—4x+ 71y =3 + 4x — 2x2.
13.10.° Udowodnij, ze prosta y — x = 3 jest styczna do okregu (x + 5)% +
+ y2 =2, 1 podaj wspélrzedne punktoéw przeciecia.
13.11.° Udowodnij, ze:
1) prosta y =—2x— 41 parabola y = 6x% — 7x — 2 nie przecinaja sie;
2) parabola y =4x?—3x+ 6 1 prosta y = x + 5 maja jeden wspdlny
punkt, podaj wspodlrzedne tego punktu;
3) paraboley = 4x? — 3x — 241y = 2x® — 5x maja dwa wspélne punkty,
podaj ich wspétrzedne.
13.12.° Rozwiaz uklad réwnan:

1 1 1 4 3

Dlx v 12 9 lxty "
2x -y =2; x+5y =3.

13.13.° Rozwiaz uktad réwnan:

1,1.3 1. 1_4

Dix y 2 2ix y 5
x-y=1 {3x+y8

13.14.° Rozwigz uktad rownan:

){x+y—xy:1, 5 %ery:_lo’

xy (x+y)=20; 5—y—2xy=13;
X

y x 21

2)ix y 10° 6) {xzyz”-”:&
x+y=3; 2x-y =3
x 6y 9 5

NP p [Bleral 2 =s
x® +4xy -3y’ =18; (-2y)-x-y=1
1,1.5

1) x Yy 6
1 1 1
Py
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134 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

13.15.° Rozwiaz uktad réwnan:

_+_—2 5 f+£:E,
1)Jy =x 4)y x 3
2x -3y =38; X -y’ =72
x-2y x+y 15
2) x+y_x—2y:I’ 5) {4(x—y)2+7(x_y):15,
4x +5y = 3; Zx+5y =1;
l+é:4’ 9
x y 6 {(x—y) +2x =35+ 2y,
1.2 4, (x+y)’ +2y =3-2x.
y x
13.16.” Rozwiaj uklad réwnan:
2 _ .2 —
1 X +y’ = 3) x*—-y° =T,
x+y=1; xy =125
2 x* —y® =28, " 3x* - 2y° =19,
X rxy+y’ =T7; xy =—6
13.17.” Rozw1aLz uktad réwnan:
x* —y® =56, 2 5x° —y® = -4,
x—y=2; xy =3.
13.18.” Rozwiaz uktad réwnan:
0 3y —2xy =2, 3) P+ +x+y=18
x+2xy = 5; -y +x-y=6;
2 {xy+y=30, " 2x* —bxy +3x -2y =10
xy+x =28; S5xy—2x"+7x -8y =10
13.19.” Rozwiaz uktad réwnan:
1 x+y—-xy=1, 3) xy —x = 24,
xX+y+xy=9; xy—y =25
% {3xy+2x =4, " 2x° +y* =66,
3xy+y=-8; 2x" -y* =384
13.20.” Rozwiaj uklad réwnan:
x* —12xy + 36y° = 36, 3) x* +y? =25,
x+6y =8; xy =12;
2 Yy’ —2xy =32, 5 9x* +y® =10,
x* +6xy + 9y® =100; xy=-1
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13. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi 135

13.21.”" Rozwiaz ukltad réwnan:

1){x2+10xy+25y2:49, 3){x2+y2:10,

x -5y =-3; xy =3;

2 {xz +4xy +4y? =4x + 2y, " {xz +25y% =104,
x+2y=4; xy = —4.

2 2
13.22.” Dla jakich warto$ci a uktad réwnan {x Ty =9
x-y=a
1) ma jedno rozwiazanie; 3) nie ma rozwigzan?
2) ma dwa rozwiazania;
y-x’=4
13.23.” Dla jakich warto$ci k uktad réwnan ’
y=kx+3

1) ma jedno rozwiazanie; 3) nie ma rozwigzan?
2) ma dwa rozwiazania;

13.24." Ile rozwiazan ma uklad réwnan w zaleznoSci od wartoéci a:

— , 2 2: 2’ _ :1’ 2 2:4’
1){1/ | x| 2){x +y'=a 3){y x 4){x +y

¥ty =a |x|=4; xy = a; y=x>+a?
13.25." Ile rozwigzan ma uktad réwnan w zaleznoéci od wartoéci a:
2 2 2 2 2 2 2
x*+y =a, x“+y =9, =a,
1 y %) y 3) x*+y*=a
|y|:1; y:a—|x|; xy =4?

13.26." Dane sa dwa réwnania ax> +x+1=01 x*> + ax + 1 =0. Oblicz
wszystkie wartosci a, dla ktérych réwnania maja chociazby jeden
wspollny pierwiastek.

I ZADANIA NA POWTORZENIE

13.27. Udowodnij, ze warto§¢ wyrazenia 25'° — 57 jest wielokrotnoscia
liczby 31.

13.28. Upros¢ wyrazenie 5‘: 3 : ( a2+ 8 _ 21 J
a“"-a \a"-1 a +a
13.29. Rozwiaz uklad nieréwnosci:
2(x-3)>-3(x+2),
™,
3 2
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136 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

13.30. Wiadomo, ze x, 1 x, — sa pierwiastkami réwnania x? + 6x — 2 = 0.
Oblicz wartoéé wyrazenia x; + x2.
13.31. Skr6é utamek:
2442 743 -21 xJx -y fy
; 2) ——— ) ——.
V2 143 x—y

l PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU

1y

13.32. (Ze starozytnego chirnskiego traktatu “Dziewieé rozdziatéw ze
sztuki liczenia™) 5 woléw 1 2 barany kosztujg 11 taeléw, zaé 2 woly 1
8 baranéw — 8 taeléw. Ile kosztuje osobno wot 1 baran?

13.33. (Zadanie Leonardo z Pizzy (Fibonacci)) Jeden méwi do drugiego:
“Daj mnie 7 dinaréw, wtedy bede 5 razy bogatszy od ciebie”. A drogi
moéwi: “Daj mnie 5 dinaréw, wtedy bede 7 razy bogatszy od ciebie”.
Ile pieniedzy ma kazdy?

13.34. Ze wsi A do wsi B, odleglych od siebie o 140 km, wyjechat moto-
cyklista. 20 min przed tym ze wsi B do wsi A na spotkanie wyjechata
rowerzystka, ktora spotkala sie z motocyklista po 2 h od czasu swego
wyjazdu. Oblicz predko$é kazdego, jezeli motocyklista za 2 h przejez-
dza o 104 km wiecej, od rowerzystki za 4 h.

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

13.35. Czy istnieje 100 liczb naturalnych takich, ze jakakolwiek suma
kilku z nich nie bedzie kwadratem liczby naturalnej?

Pierwsza ogdlnoukrainska olimpiada mtodych Lg"éﬂ
matematykow =

Spodziewamy sie, ze zadanie 13.26 podoba sie wam, 1 odczuli$cie
radoéé¢ sukcesu, rozwigzujac jego. Zadanie to warte uwagi, poniewaz
w 1961 r. bylo zaproponowane uczestnikom pierwszej ogélnoukrainskie)
olimpiady mlodych matematykow.

Ogoélem, olimpiady matematyczne na Ukrainie maja dawna tradycje.
Pierwsza miejska olimpiada matematyczna odbyta sie w 1935 r. w Kijo-
wie. Od tego czasu minelo ponad 80 lat 1 w ciggu tego czasu olimpiady
matematyczne staly dla utalentowanych uczniéw pierwszym krokiem
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Pierwsza ogdlnoukrainiska olimpiada mfodych matematykéw 137

na drodze do naukowej twoérczosci. Dzisiaj, takie nazwiska, jak O. Poho-
rielow, S. Krejn, M. Krasnosielskij, W. Drinfeld sg znane calemu swiatu
naukowemu. Wszyscy w réznych latach byli zwyciezcami olimpiad ma-
tematycznych na Ukrainie.

Z wielkim zadowoleniem chcemy podkreslié, ze 1 w terazniejszym
czasie olimpiady matematyczne sa bardzo popularne. Dziesiatki tysiecy
uczniéw naszego panstwa w réznych etapach uczestnicza w tych zawo-
dach matematycznych. Do organizacji i przeprowadzenia tych olimpiad
sq zatrudnieni najlepsi uczeni, metodys$ci, nauczyciele. Zawdzieczajac
ich entuzjazmu, profesjonalizmu druzyna Ukrainy godnie prezentowata
nasze panstwo na olimpiadach miedzynarodowych.

Radzimy i wam, kochane dzieci uczestniczy¢ w olimpiadach matema-
tycznych. Podamy wam niektére zadania z pierwszej ogélnoukrainskiej
olimpiady mlodych matematykéw. Sprobujcie swoje sity.

1. Réwnania x? + ax+ b =01 x% + px + ¢ = 0 maja wspdlny pierwiastek.
Utz réwnanie kwadratowe, pierwiastkami ktérego sa pozostale
pierwiastki podanych wyzej réwnan.

2. Rozwiaz réwnanie \/x—2\/x—1 +\/x+3—4\/x— =1.

3. Odlegto$é miedzy A i B wynosi 999 km. Wzdtuz drogi sq kilometrowe
stupy, na jakiej odlegtoéci do A i do B jest napisane:

| 0 |999| | 1 |998| | 2 [997| .. [999] 0 |

7 posrod nich, ile jest takich stupéw aby na nich bylo tylko dwie
rézne cyfry?

Oleksyj Selim Mark Wotodymyr
Wasylowicz Hrygorowicz Oleksandrowicz Gerszonowicz
Pohoretow Krejn Krasnoselkij Drinfeld
(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (1954 r. u.)
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138 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Uktad réwnan z dwiema zmiennymi jako
model matematyczny zadan stosowanych

Na pewno dzisiaj nie ma takiego rodzaju nauki, w ktérym nie zasto-
sowuje sie osiagniecia w matematyce. Uczeni z r6znych dziedzin, jak
fizyki 1 chemii, astronomii i biologii, geografii i ekonomiki, nawet z hi-
storii 1 jezykow korzystaja z jezyka matematyki.

Na czym polega sekret uniwersalnosci “in-
strumentu matematycznego”?

“To klucz do rozwiazania do wielu naukowych
zadan, ich prawidlowe ttumaczenie jezykiem ma-
tematyki”. W taki sposéb na zadane pytanie od-
powiedziatl jeden z zalozycieli i pierwszy dyrektor
Instytutu matematyki Akademii nauk Ukrainy,
akademik D. Grawe.

Oczywiécie formulowanie zadan z réznych
dziedzin nauki zawieraja nie matematyczne poje-
cia. Jezeli matematyk uczestniczy w rozwigzaniu

Dmytro . . .
Oleksandrowicz takiego zadania, to na poczatku on pragnie prze-
Grawe ksztalci¢ go na swdj zrozumialy “rodzimy” jezyk
(1863-1939) matematyczny, a mianowicie, jezyk wyrazow,

wzordw, rownan, nieréwnoséci, funkeji, wykreséw
itd. Proces takiej konstrukcji nazwano modelem matematycznym, zas
to zadanie — zadaniem kluczowym.

Termin “model” (od tac. modulus — wzorzec) zastosowuje sie bardzo
czesto: model samolotu, model jadra atomowego, model Uktadu Sto-
necznego, model jakiego$§ procesu lub zjawiska 1 inne. Zapoznajac sie
z wlasnoéciami modelu obiektu, zapoznajemy sie ze samym obiektem.

Dzial teorii matematyki, ktéry zajmuje sie konstrukeja oraz bada-
niem modeli matematycznych nazywa sie matematycznym modelo-
waniem.

Rozpatrzymy zadania, w ktorych uktad réwnan drugiego stopnia
zastosowuje sie jako model matematyczny realnych sytuacji.

PRZYKLAD 1 Z dwbch punktéw, odlegtoéé miedzy ktorymi wynosi
18 km, jednocze$nie wyruszyly na spotkanie dwie turystkii spotkaly sie
po 2 godz. Z jaka predkoécig szta kazda turystka, jezeli na pokonanie
catej drogi miedzy punktami jednej z nich potrzeba o 54 min wiece;j,
od drugiej?
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14. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi jako model matematyczny zadan... 139

Rozwigzanie.Przypu$émy, ze predkoscé pierwszej turystkijest rowna
x km/h, a drugiej y km/h, x<y. Zanim spotkaly sie pierwsza turystka
przeszta 2x km, a druga 2y km. Razem one przeszty 18 km. Wtedy
2x + 2y = 18.

Calg odlegto$é miedzy punktami pierwsza turystka przeszia za

18 18 . .. . . .
— h, a druga za — h. Poniewaz pierwszej turystce do przebycia te)

x Yy

odleglo$ci potrzeba wiecej czasu o 54 min:ﬁh :1_90}1 od drugiej, to
60

18 18 9

x Yy N E
Otrzymaliémy uktad réwnan:
2x+2y =18,
18 18 9
x oy 10

x+y=9, x=9-y,
Wtedy 12 2 1 2 2 1

x y 10 |9-y y 10
Rozwiazujac drugie réwnanie z ostatniego uktadu, otrzymamy: y, = 5,
y, =—36. Pierwiastek —36 nie odpowiada warunkowi zadania. A wiec,
y=5x=4.
OdpowiedZ: 4 km/h, 5 km/h. <

PRZYKLAD 2 Dwaj robotnikéw moga wykonaé pewna prace za 10
dni. Po 6 dniach wspdélnej pracy jednego z nich przeprowadzili na inng,
prace, a drugi pracowatl dalej. Po 2 dniach pracy samodzielnej drugiego

robotnika okazalo sie, ze wykonano tylko 3 calej pracy. Za ile dni kazdy

robotnik moze wykonaé te prace?
Rozwiqgzanie. Przypuéémy, ze pierwszy robotnik moze wykonaé
cala prace za x dni, a drugi za y dni. Za 1 dzien pierwszy robotnik wy-

.1 , . . 10 , . . .
konuje — czeéci pracy, a za 10 dni — czeéci pracy. Drugi robotnik za 1
X X

. .1 ‘2 . 10 ;- . .
dzien wykonuje — czeéé pracy, a za 10 dni — czeéci pracy. Poniewaz

w ciagu 10 dni wspdlnej pracy robotnicy wykonaja cala prace, wiec
10 10
—+—=1.
x Yy
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140 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Pierwszy robotnik za 6 dni wykonat s czeéci pracy, a drugi robotnik
X

.. . 8 L .
pracowal 8 dni 1 w ciaggu tego czasu wykonal — czeSci pracy. Wowczas
Yy

2 6 8 2
wykonano tylko 3 pracy, to —+— = 3

x oy
Otrzymamy uklad réwnan

10 10
—+—=1,

x Yy

6 8 2

—t—=—

x y 3
rozwiazaniem ktérego jest para liczb x =15, y = 30. Stad wynika, ze
pierwszy robotnik moze wykonaé calg prace w ciagu 15 dni, za$ drugi
robotnik za 30 dni.

OdpowiedZz: 15 dni, 30 dni. <

PRZYKEAD 3 Podczas dzielenia liczby dwucyfrowej przez iloczyn
jej cyfr otrzymuje sie niepelny iloraz réwny 5 i reszte réwna 2. Rbéznica
miedzy poczatkowa 1 liczba, otrzymang od zmiany jej cafr, wynosi 36.
Podaj te liczbe.

Rozwigzanie. Przyjmiemy, ze szukana liczba zawiera x dziesigtek
oraz y jednostek. Wtedy jej postaé bedzie 10x + y. O ile przy dzieleniu
tej liczby przez liczbe xy otrzymamy niepelny iloraz réwny 5 1 reszte 2,
wiec 10x +y = 5xy + 2.

Liczba, otrzymana od zmiany cyfr w danej liczbie, jest réwna 10y + x.
Wedlug warunku (10x + y) — (10y + x) = 36.

Otrzymamy uktad

{le +y=5xy+2,

(10x +y)—(10y + x) = 36,
rozwiazaniem ktérego sa dwie pary liczb: x =6,y = 2lubx = 0,2, y = -3,8.
Lecz druga para liczb nie spelnia warunku zadania, a wiec szukana
liczba bedzie 62.

Odpowiedz: 62. 4

‘)
1 1.Co nazywa sie modelem matematycznym?

2. Jakie zadanie nazywa sie stosowanym?

3. Co nazywa sie modelowaniem matematycznym?
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14. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi jako model matematyczny zadan... 141

I CWICZENIA

14.1.° R6znica dwdch liczb naturalnych jest rowna 3, za$ ich iloczyn jest
o 87 wiekszy od ich sumy. Znajdz te liczby.

14.2.° Réznica kwadratéw dwadch liczb naturalnych jest réwna 20, a suma
liczby wiekszej 1 podwojonej pozostalej liczby jest rowna 14. Znajdz
te liczby.

14.3.° 14.3. Dzialke ziemi o ksztalcie prostokatnej, pole ktorej jest
2400 m? zagrodzono parkanem o dlugosci 220 m. Oblicz dtugosé
1 szerokos§¢ dzialki.

14.4.° 14.4. Obwdd prostokata jest rowny 32 cm, a suma pé6l kwadratow
wykreslonych na sasiednich bokach wynosi 130 cm?2. Oblicz boki
prostokata.

14.5." Jaka liczba dwucyfrowa jest o 4 razy wieksza od sumy swoich cyfr
10 2 razy wieksza od ich iloczynu?

14.6." Jezeli pewna dwucyfrowa liczbe podzieli¢ przez sume jej cyfr, to
otrzymamy niepelny iloraz réwny 7 i reszte 6, a gdy podzielié te liczbe
przez iloczyn jej cyfr, to otrzymamy niepelny iloraz réwny 5 1 reszte 2.
Zmajdz dana liczbe.

14.7.° Liczba dwucyfrowa jest o 7 razy wieksza od sumy swoich cyfr i o
52 wieksza od iloczynu jej cyfr. Znajdz te liczbe.

14.8.° R6znica dwoch liczb naturalnych jest réwna 12, zaé suma liczb
odwrotnych do nich doréwnuje % Znajdz te liczby.

14.9. Suma dwoch liczb naturalnych jest réwna 15, za$ réznica liczb
odwrotnych do nich jest réwna % Oblicz te liczby.

14.10." W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest réwna 13 cm,
a jego pole — 30 cm?. Oblicz dlugoéci przyprostokatnych tréjkata.

14.11.° Obwéd tréjkata prostokatnego jest réwny 40 cm, a jedna z przy-
prostokatnych — 8 cm. Znajdz druga przyprostokatna i przeciwpro-
stokatna,.

14.12.° Pole prostokata jest rowne 180 cm?2. Jezeli jeden z jego bokéw
skrécié o 3 cm, za$ drugi — o 2 cm, to pole jego bedzie réwne 120 cm?.
Oblicz poczatkowe wymiary prostokata.
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142 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

14.13.° Jezeli dlugo$éé prostokata skrécié o 3 cm, za$ szeroko$é zwiekszyé
0 2 cm, wtedy jego pole zwiekszy sie o 6 cm?. Jezeli dtugoéé prostokata
zmniejszy¢ o 5 cm, za$ szeroko$é zwiekszy¢ o 3 cm, to pole prostokata
nie zmieni sie. Oblicz boki danego prostokata.

14.14." Z prostokatnego arkusza blachy trzeba sporzadzié¢ otwarte pudel-
ko. W tym celu w rogach prostokata wycieto kwadraty o boku 4 cm.
Oblicz dtugosé 1 szeroko§é arkusza blachy, jezeli obwdéd jego jest réwny
60 cm, zas objetos¢ pudetka — 160 cm?.

14.15.° Dwaj motocykliéci wyjechali jednoczeénie naprzeciw siebie
z miasta A 1 B. Spotkali sie po jednej godzinie i1 nie zatrzymujac sie
nadal przedtuzali jechac z ta sama predkoécia. Jeden z nich przybyt
do miasta A o 35 min predzej od drugiego, ktéry przebyt do miasta
B. Oblicz predko$é kazdego motocyklisty, jezeli odlegto§é miedzy
miastami wynosi 140 km.

14.16.° Ze stacji M do stacji N odleglych od siebie o 300 km wyruszyt
pociag towarowy. Po uplywie 40 min ze stacji N do stacji M wyru-
szyl pociag pospieszny, ktory spotkat sie z pociagiem towarowym po
2 godz. od czasu swego wyjazdu. Pociag towarowy pokona odlegtosé
od miasta M do N o 3 godz. 20 min dtuzej od poSpiesznego. Oblicz
predkosé kazdego pociagu.

14.17.° Z jednego miasta do drugiego, odlegto§¢é miedzy ktérymi wynosi
240 km wyjechali jednoczeénie autobus i1 samochéd. Autobus przy-
byt do punktu przeznaczenia o 1 godz p6zniej od samochodu. Oblicz
predko$é samochodu 1 predkos§é¢ autobusu, jezeli w ciagu 2 godzin
autobus przejezdza o 40 km wiecej niz samochdd za jedna godzine,
za$ ich predkosci nie przewyzszaja 90 km/godz.

14.18." Po kotowe;j trasie o dltugosci 800 m w jednym kierunku jechali
dwéch tyzwiarzy. Jeden lyzwiarz pokonuje koto w ciggu 24 sek. pre-
dzej od drugiego tyzwiarza i dogania jego przez kazde 8 min. Oblicz
predko$é kazdego tyzwiarza.

14.19.° Dwie brygady, pracujac wspélnie, moga wykonaé pewna prace w
. . . . C g 1
ciagu 8 dni. Gdy pierwsza brygada pracujac samodzielnie wykona 3

pracy, wtedy ja zamieni druga brygada, to zadanie bedzie wykonane
w ciggu 20 dni. W ciggu ilu dni kazda brygada, pracujac samodzielnie,
moze wykonaé dang prace?
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14. Uktad réwnan z dwiema zmiennymi jako model matematyczny zadan... 143

14.20.° Dwie brygady, pracujac wspdlnie, moga roztadowacé pociag towa-
. . 3 .
rowy w ciagu 6 godz. Pierwsza brygada wykonata 5 catej pracy,

a zatem ja zmienita druga brygada, ktéra skonczyta roztadowanie.
Cata praca byla wykonana w ciagu 12 godz. Ile czasu potrzeba kazde;j
brygadzie dla samodzielnego roztadowania pociagu?

14.21.° Przy otwarciu dwéch rur basen napetni sie woda w ciagu 12 godz.
Jezeli na poczatku bedzie napelniaé basen woda pierwsza rura w cig-
gu 5 godz., a zatem bedzie napelniaé basen tylko druga rura w ciagu
9 godz., to wodg bedzie napelniona tylko polowa basenu. W ciagu ilu
godzin kazda rura moze napelnié basen?

14.22.° Dwa traktorzy$ci, pracujac wspolnie, moga zoraé pole w ciagu
6 godz. Gdy pierwszy traktorzysta, pracujac samodzielnie, bedzie oraé
pole 4 godz., a zatem jego zamieni drugi traktorzysta, to ten trak-
torzysta zakonczy oraé pole za 9 godz. W ciggu jakiego czasu kazdy
traktorzysta, pracujac samodzielnie, moze zoraé to pole?

14.23.° Przy kolejnym polgczeniu dwoéch przewodnikéw opdér w polu
elektrycznym bedzie wynosié¢ 150 Om, a przy réwnoleglym — 30 Om.
Oblicz opér kazdego przewodnika elektrycznego.

14.24." Przy kolejnym potaczeniu trzech przewodnikéw pradu jednego
rodzaju oraz jednego przewodnika drugiego rodzaju opér w obwo-
dzie elektrycznym bedzie wynosi¢ 18 Om. Gdy potaczy¢ rownolegle
po jednym przewodniku kazdego rodzaju, to przy naprezeniu 24 V
prad obwodzie elektrycznym wynosi 10 A. Znajdz opér przewodnika
kazdego rodzaju.

14.25.” Lédka ptyneta po rzece od przystani A do przystani B i wrécita
z powrotem za 6 godz. Oblicz predkoéé pradu rzeki, jezeli 16dka ptynie
2 km z pradem rzeki tyle samo czasu, ile plynie 1 km pod prad rzeki,
przy tym odlegloé¢ miedzy przystaniami A i B wynosi 16 km.

14.26." Motoréwka przeptywa 48 km pod prad rzeki i 30 km z pradem
rzeki za 3 godz, za$ 15 km z pradem przeplynie o 1 godz predzej niz
36 km pod pradem. Oblicz wlasng predko§é motoréwki oraz predko$é
pradu.

14.27. Z miast A 1 B, odlegtych od siebie 40 km, jednocze$nie naprze-
ciwko siebie wyjechaly rowerzystki Halina 1 Katarzyna. Halina
przyjechala do miasta B za 40 min, za§ Katarzyna — do miasta A
za 1,5 godz. po spotkaniu z Halina. Oblicz predkoéé ruchu kazdej
dziewczynki.
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14.28." Z jednej wsi w tym samym kierunku wyszli pieszo Piotr 1 Wasyl.
Predko$é Piotra wynosita 3 km/godz., za§ Wasyla — 4 km/godz. Po
upltywie pét godziny od chwili ich wyj$cia ze wsi na rowerze wyjechata
Irena, ktora dopedzita Wasyla po 15 min po tym jak dopedzita Piotra.
7 jaka predkoscig jechata Irena?

14.29.” Odleglo$¢ miedzy przystaniami A i B wynosi 28 km. Po uptywie
2 godz od wyplyniecia z przystani A motoréwka spotkata ptot, ktéry
wyplynat z przystani B z pradem rzeki o 2 godz. predzej od wypty-
niecia motoré6wki. Oblicz predkoéé pradu rzeki oraz wtasna predkosé
motoréwki, ktora na odleglo$é miedzy przystaniami A 1 B ina droge
powrotna zatracila 4 godz. 48 min.

14.30. Masa stopu jednego metalu wynosi 336 g, a stopu drugiego —
320 g. Objetos¢ pierwszego stopu zelaza jest o 10 cm® mniejsza od
objetoéci drugiego stopu, za$ gesto$é pierwszego — o 2 g/cm? jest
wieksza od gestosSci drugiego. Oblicz gestoéé kazdego metalu.

14.31." Modul wypadkowej dwoch sit, ktére sa przylozone do jednego
punktu pod katem prostym, wynosi 25 N. Gdy modutl jednej sity
zmniejszy¢ j 8 N zas drugg zwiekszy¢ o 4 N, wtedy modut ich wypad-
kowej nie zmieni sie. Oblicz moduty tych sil.

14.32." Wzdtuz dwéch ramion kata prostego w kierunku do wierzchotka po-
ruszajq sie dwa ciala. Pierwsze cialo porusza sie z predkoscia 12 m/sek,
a drugie — z predkos$cig 16 m/sek. W pewnym momencie czasu odle-
gloé§¢ miedzy nimi wynosi 100 m. Po 2 min potem odlegto§¢ miedzy
nimi wynosita 60 m. Na jakiej odleglosci od wierzchotka kata prostego
znajdywato sie kazde cialo w pierwszy zafiksowany czas?

I ZADANIA NA POWTORZENIE

14.33. Upro$¢ wyrazenie

y_2 1 al
a>-3a a*+3a a*-9
%) 3  3-2  b*+16b+12
b-2 b’ +2b+4 b* -8
14.34. Uwolnij sie od niewymierno$ci w mianowniku nastepujacego
utamka:
4 3 5 2
1) — 2) ; 3)

P N PN P
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14.35. Rozwiaz nier6wnos§¢:

1) 1,1(5x-4)<0,2(10x +13);

0.6-5y _0,5-5y
4 6

14.36. Podaj najwieksze catkowite rozwiazanie nieréwnosci

2x+1)(x+4)—3x (x+2)>0.

14.37. Dla jakich wartoéci zmiennej wyrazenie ma sens

V12-5x ++/2x +1?

14.38. Podaj przedzial, w ktérym funkcja maleje:
1) y=2x*+10x— 9; 2) y = bx — 3x2.

14.39. 14 grudnia 1840 roku w Paryzu zebrala sie komisja z akademikow
1 matematykéw, aby sprawdzi¢ matematyczne zdolnosci chlopczyka
Anri Mondio, ktéry fenomenalnie wykonat obliczenia. Oblicz jeden
ze zaproponowanych zadan dla Mondio, ktére on obliczyt ustnie: “Ja-

kie dwie liczby naturalne nalezy wziaé, aby réznica ich kwadratéow
wynosita 1337”

2)
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146 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

ZADANIE TESTOWE N 3 “SPRAWDZ SIEBIE”

1. Przy jakich wartosciach x spetnia sie nieréwnos¢ x2>4?
A) x>2; C) x<-2 lub x>2;
B) x>2 lub x>-2; D) 2<x<2.

2. Ktéry z podanych przedzialéw jest rozwiazaniem nieréwnosci
x* +8x-9>0?
A) (-09 =9) U (1; +0); C) (=005 1) U (9; +00);
B) (=00; 9] U [1; +o0); D) (=005 —1] U [9; +0).

3. Ile catkowitych rozwiazan posiada nier6wnoséé 3x? + 5x — 8<0?
A) 3; B) 4; C) 5; D) 6.

4. Ktéra z nizej wymienionych nieréwnosci spelnia sie dla wszystkich
wartos$ci rzeczywistych zmiennej?

A) x2 — 14x + 49>0; C) x2—3x +4>0;
B) -3x* +x+2<0; D) —x2 + 7x — 10<0.
5. Jaka dziedzine okres§lenia posiada funkcja f (x) = %?
8x —4x
A) (=005 0] U [2; +00); O [0; 2]
B) (=005 0) U (2; +0); D) (0; 2).
6. Wskaz nieré6wno$¢, ktora nie ma rozwiazan.
A) x? — 6x + 10<0; C) —3x% + 8x + 3<0;
B) —5x% + 3x + 2>0; D) —x2 - 10x>0.

7. Pary liczb (x;; y,) 1 (x5 y,) sa rozwigzywaniami ukladu réwnan
y-x=2, . L, ..
Ile wynosi warto$é wyrazenia x,y, + X,y,?
xy -y =10.
A) 23; B) 7; C) 35; D) —-26.
Z+y’ =5
8. Jakie figury sa wykresami réwnan wchodzacych do uktadu { 39 ’
xy =317
A) Prosta i parabola; C) okrag i hiperbola;
B) okrag 1 parabola; D) parabola i hiperbola?
L ) , |x* -y =4,
9. Ile rozwiazan posiada uklad réwnan
x+y=1?
A) Nie ma rozwiazan; C) dwa rozwiazania;
B) jedno rozwiazanie; D) cztery rozwiazania.
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Zadanie testowe N 1“Sprawdz siebie” 147

10. Jaka najwieksza warto$é osiaga wyrazenie x + y, jezeli para liczb

. . . X — y = 57
x; y) jest rozwiagzaniem uktadu:
(% 9)) & {x2+2xy—y2=—7?
A) 1; B) 6; C) 0; D) -5.
E + l — 4,
11. Para liczb (a; b) jest rozwigzaniem uktadu ) Z Oblicz wartosé
———=9.
x Yy
wyrazenia a — b.
1 5
A) 5; B) 1; C) —; D) —.
) ) )6 )6

2x —xy =5,
12. Pary liczb (x;; y,) 1 (x5 y,) sq rozwigzaniami ukladu { T
y+xy=6.
Oblicz warto$é wyrazenia. | x,y; — X5y, |.
A) 1; B) 11; C) 70; D) 10.

13. Obwdd prostokata jest réwny 34 cm, a jego przekatna — 13 cm.
Niech boki prostokata sa réwne x cm i y cm. Ktoére z wymienionych
ukladdéw jest matematycznym modelem wyzej opisanego warunku?

x+y =34, x+y=34,
A) 2 2 C) 2 2
x“+y° =13; x“+y° =169;
2(x+y)=34, 2(x+y)=34,
B) 2 2 D) 2 2
x*+y® =13; x“+y° =169.

14. Odleglo$é miedzy dwoma miastami, ktéra wynosi 120 km, taksow-
ka przejezdza o 30 min predzej od ciezarowki. Wiadomo, ze w ciggu
2 godz. ciezaréwka przejezdza o 40 km wiecej od takséwki za 1 godz.
Niech predko$é ciezaréwki jest réwna x km/godz, a takséwki —
y km/godz. Ktory z podanych uktadéw bedzie matematycznym mo-
delem sytuacji opisanej w warunku?

120 120 o0 120 120 1

A< «x y C) < x y 2
2x —y = 40; 2x —y = 40;
120 120 o0 120 120 1

B y x D)<y x 2
2x -y =40; 2x -y =40.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



148 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

15. Dwie robotnice moga komputerowo nadrukowac podrecznik w ciagu
. . . 2
8 godz. Gdy pierwsza pracownica nadrukuje 3 tekstu, zatem druga

pracownica zakonczy druk, to caty tekst podrecznika bedzie wydru-
kowano w ciagu 16 dni.

Niech pierwsza pracownica nadrukuje tekst podrecznika w ciggu
x dni, za$ druga — w ciagu y dni. Ktéry z wymienionych uktadéw
réwnan jest modelem matematycznym wyzej opisanej sytuacji?

x+y=38§, x+y=38§,

A C
3 3 3 3
1 1 1 1 1 1
PRiab —+=—=-,

B) x Yy D) x y 8
2 1 1 2 1
—t—== —x+-y=16
3x 3y 16 3

16. Dla jakich wartoéci b réwnanie 3x? — bx + 3 = 0 nie posiada pier-

wiastkow?

A) 6<b<6; C) b>6;

B) b<e6; D) b<—61ub b>6.

2 2 _
17. Dla jakich wartoéci a uktad ré6wnan {x ty =25 posiada dokladnie
x-y=a

jedno rozwigzanie?

A) a=5; C)a=-5luba=>5;
B) a=5+2; D) a=-5v2 lub a=5+2.
18. Dla jakich warto$ci ¢ dana nier6wno$é¢ ax? — 2x + a<0 nie posiada
rozwiazania?
A) a<-11lub a>1,; C) -1<a<1;
B)a>1; D) takie warto$ci nie istnieja.
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Funkcja

Niech x — zbi6r wartoéci niezaleznej zmiennej, za$ y — zbidr wartosci
zaleznej. Funkcja — to regula, za pomoca ktérej wedlug kazdej war-
toSci niezaleznej zmiennej ze zbioru x mozna znalezé¢ dokladnie jedna
warto$¢ zaleznej zmiennej ze zbioru Y.

Zera funkcji
Wartosci argumentu, przy ktérym wartosci funkeji sa réwne zeru,
nazywaja sie zerami funkcji.

Przedzial stalego znaku funkcji

Przedzial, na ktérym funkcja osiaga wartoséci jednakowego znaku,
nazywa sie przedziatem statego znaku.

Funkcja rosnaca i malejaca
Funkcja nazywa sie rosnaca w pewnym przedziale, jezeli dla jakiej-
kolwiek wartoéci argumentu z tego przedzialu wynika, ze wieksze]
warto$ci argumentu odpowiada wieksza warto$é funkeji.
Funkcja nazywa sie malejaca w pewnym przedziale, jezeli dla jakich-
kolwiek wartoéci argumentu z tego przedzialu wynika, ze wieksze]
warto$ci argumentu odpowiada mniejsza wartos¢ funkeji.

Konstrukcja wykresu y = kf (x)
Wykres funkeji y = kf (x) mozna sporzadzi¢ z wykresu funkejiy = f (x)
w wyniku oddalenia sie o & razy od osi odcietych gdy k> 1, lub przy-
blizenia sie o % razy do osi odcietych, gdy 0<k<1.

Konstrukcja wykresuy=f(x) + b

Wykres funkeji y =f (x) + b mozna sporzadzi¢ z wykresu funkcji
y = f (x) przenoszeniem wzdtuz osi rzednych o b jednostek do géry,
gdy >0, 1 na —b jednostek do dotu. Gdy 5<0.

Konstrukcja wykresuy=f(x + a)

Wykres funkeji y = f (x + @) mozna sporzadzi¢ z wykresu funkecji
y =1 (x) réwnoleglym przesunieciem wzgledem osi odcietych o a
jednostek w lewo, gdy a>0, 1 na —a a jednostek w prawo, gdy a<0.
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150 § 2. FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcja kwadratowa

Funkcja, ktéra mozna podaé w postaciy = ax? + bx + ¢, gdzie x — nieza-
lezna zmienna, oraz a, b 1 ¢ — pewne liczby, przy czym a # 0, nazywa
sie kwadratowa,

Nieréwnosci kwadratowe

Nieréwnoéci w postaci ax? + bx + ¢>0, ax® + bx + ¢<0, ax® +bx + ¢ >0,
ax® +bx +c<0, gdzie x — zmienna, a, b i c — pewne liczby, przy czym
a # 0, nazywaja sie kwadratowymai.

Schematyczne polozenie paraboli y = ax® + bx + ¢ wzgledem osi
odcietych

a>0

<R
X
[\
<Y
X
(=]
K
<V

)Y

a<0 x

\
Ryl
o
—
<Y
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CIAGI LICZBOWE

e Zapoznacie sie z takimi nowymi pojeciami, jak ciag n-ty wyraz ciagu, ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi, ciggami skonczonymi i nieskoriczonymi,
dowiecie sie jakie s3 metody podania ciggéw liczbowych.

e Nauczycie sie oblicza¢ wyrazy ciagu, oblicza¢ sume n pierwszych wyrazéw
Ciagow.

Ciagi liczbowe

Czesto w zyciu codziennym spotykamy sie z obiektami, z ktorymi jest
wygodne mie¢ do czynienia, gdy ich poprzednio ponumerujemy. Przykta-
dem sa ponumerowane miesiace 1 pory roku, dni tygodnia, kamienice i
mieszkania, wagony pociggu i nawet kazdy uczen z klasy ma swdj numer
w katalogu szkolnym.

Obiekty, ktére sa ponumerowane za pomocag, liczb naturalnych 1, 2,
3, ..., n, ..., tworza, ciagi.

Réwniez, mozna méwic o ciagu stronic w ksiazce, liter w stowie, pietr
w kamienicy itp.

Obiekty ktére tworza ciag, nazywajq sie wyrazami ciggu. Kazdy
wyraz ciagu posiada swdj numer. Na przykltad, styczen — to pierwszy
wyraz ciaggu miesiecy roku, liczba 3 — to drugi wyraz ciagu liczb pro-
stych. Ogétem, jezeli wyraz ciagu ma numer (indeks) n, to on nazywa
sie n-tym wyrazem ciggu.

Jezeli ciag liczbowy sklada sie z liczb, to on nazywa sie ciagiem
liczbowym.

Podamy przyktady ciagdéw liczbowych.

1,2, 3, 4, 5, ... — ciag liczb naturalnych;

2,4, 6,8, 10, ... — ciag liczb parzystych; 1
0,3; 0,33; 0,333; ... — ciag dziesiatkowych przyblizen utamka 5;

19, 38, 57, 76, 95 — ciag dwucyfrowych liczb wielokrotnosci 19;
-1,-2, -3, -4, -5, ... — ciag liczb ujemnych.
Dalej bedziemy rozpatrywacé tylko ciagi liczbowe.
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152 § 3. CIAGI LICZBOWE

Istnieja ciagi skonczone i nieskonczone. Przykladem jest ciag
parzystych liczb naturalnych, ktéry jest ciggiem nieskonczonym, za$
ciag dwucyfrowych liczb wielokrotnych — to ciag skonczony.

Dla oznaczenia wyrazow ciggu zastosowuje sie litery 1 symbole.

Ay, Qs Agy eeey Ay oo

Symbol wskazuje porzadkowy numer wyrazu ciagu. Dla oznaczenia
samego ciagu uzywa sie oznaczenia (a,). Na przyktad, jezeli (p,) — ciag
liczb pierwszych, to p, =2, p, =3, p; =5, p, =7, p; = 11 itp.

Ciqg liczy sie okreslonym, jezeli kazdy jego wyraz posiada odpowiedni
numer (indeks).

Zapoznamy sie z podstawowymi sposobami podania cigagu.

Rozpatrzymy ciag, w ktérym pierwszy wyraz rowna sie 1, a kazdy
nastepny wyraz jest o 3 wiekszy od poprzedniego. Taki sposéb podania
ciggu nazywa sie opisowym. Jego mozna zilustrowac za pomoca podania
kilku pierwszych wyrazéw zapisanych w kolejnoéci rosnacych numeréw,
koniczacych sie trzema kropkami:

1,4,7, 10, 13, 16, 19, ....

Zapisywanie takie warto zastosowywac wtedy, gdy da sie przewidzieé¢
jakie liczby mozna zapisaé¢ zamiast podanych kropek.

Na przyklad, w rozpatrywanym ciagu, jest oczywiste, ze po liczbie
19 powinna by¢ liczba 22.

Jezeli ciag jest skonczony, to jego mozna okresli¢ za pomoca, tabeli.
Na przyklad, podana tabela okresla ciag szeSciandéw jednocyfrowych
liczb naturalnych:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 8 27 64 125 | 216 | 343 | 512 | 729

a

n

Ciag mozna okresli¢ za pomoca wzoru. Na przyktad, rownosé x, = 27,
gdzie zmienna n zawiera wszystkie warto$ci naturalne, okre§la ciag (x,)
naturalnych poteg liczby 2:

2,4,8,16,32, ...

W takich przypadkach moéwi sie, ze ciag okreslony za pomoca wzoru
n-tego wyrazu ciggu.

Rozpatrzymy kilka przykladéw.

Wzér a, = 2n — 1 okredla ciag nieparzystych liczb naturalnych:

1,3,5,7,9, ...
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15. Ciagi liczbowe 153

Wzér y, = (-1)" okre§la ciag (y,), w ktéorym wszystkie wyrazy posia-
dajace indeksy nieparzyste, sa rowne —1, za$ na parzystych indeksach
sa réowne 1:

1,1,-1,1,-1, ...
Wzbr ¢, = 7 okreéla ciag (c,), w ktorych wszystkie wyrazy sa réwne 7:
,7,7,7,7, ...

Wyzej wymienione metody podania ciagéw umozliwiaja postrzeganie
zalezno$ci miedzy “funkcja” 1 “ciagiem”.

Rozpatrzymy funkcji y = f (x), dziedzing okre§lenia ktérej jest zbidr
liczb naturalnych lub zbiér n pierwszych kolejnych liczb naturalnych.
Wtedy funkcja f okreéla sie ciggiem nieskonczonym f (1), f (2), ...,
f (n), ... lub ciagiem skonczonym f (1), f (2), ..., f (n).

Na przyktad, jezeli funkcja f, o dziedzinie okre§lenia r6wnej zbiorowi
liczb naturalnych, jest okre§lona wzorem f (x) = x%, wtedy ta funkcja jest
okre§lona ciagiem kwadratéw liczb naturalnych

1,4,9, 16, 25, ...

Czesto ciag okre§la sie reguta, ktéra umozliwia znalezienie kazdego
wyrazu nastepnego, znajac poprzedni.

Rozpatrzymy ciag (a,), pierwszy wyraz ktorego jest rowny 1, a kazdy
wyraz nastepny jest o 3 razy wiekszy od poprzedniego. Otrzymamy:

1,3,9,27,81, ...

Ten ciag mozna okresli¢ 1 w inny sposob, podajac pewne jego warunki,
jak:

a,=1,aq,,;=3a,.

Te réwnosci podaja pierwszy wyraz ciagu oraz wzor, za pomoca kto-

rego, znajac dany wyraz mozna obliczy¢ nastepny po nim wyraz:

a, =1,
a, = 3a, =3,
a;=3a,=9,
a,=3a; =27,
itp.

Wzér, ktéry okresla wyraz ciggu wyrazony jednym lub kilkoma
poprzednimi wyrazami nazywa sie¢ wzorem rekurentnym (od lac.
recurro — powracac). W rozpatrywanym przykladzie poczatkowy waru-
nek — to réwnoéé a, ., = 3a,. Warunki, ktore okreslaja pierwszy wyraz
lub kilka wyrazéw pierwszych, nazywa sie warunkami poczatkowy-
mi. W rozpatrywanym przykladzie warunkiem poczatkowym bedzie
nieréwnos$é a, = 1.

Metoda okre$lenia ciagu za pomoca poczatkowych warunkéw oraz
wzoru rekurencyjnego nazywa sie metodg okre§lenia ciagu.
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154 § 3. CIAGI LICZBOWE

W metodzie rekurencyjnej dla okre§lenia ciggu jest podany pierwszy
lub kilka poczatkowych wyrazéw ciagu, za$ wszystkie nastepne wyrazy
obliczaja sie kolejno jeden po drugim, Z tego punktu widzenia, metoda
okreslenia ciagu za pomoca wzoru n-tego wyrazu jest o wiele “wygodniej-
sza” 1 wedlug tej metody mozna od razu znaleZé potrzebny wyraz ciagu,
znajac tylko jego numer.

PRZYKLAD Ciag (c,) okre§lony jest wzorem n-tego wyrazu
¢, =37—3n. Czy sq wyrazami ciagu nastepujace liczby: 1) 19; 2) —7?
Jezeli odpowiedz jest stwierdzajaca, to wskaz numer wyrazu.

Rozwigzanie. 1) Jezeli liczba 19 jest wyrazem tego ciagu, to
istnieje takie naturalne znaczenie n dla ktérego spelnia sie rownosé
37— 3n =19. Stad 3n =18; n = 6. A wiec, liczba 19 jest szdéstym wyra-
zem tego ciagu (c,).

2 . .1 2 .

2) Mamy: 37 —-3n=-7; 3n=44; n = 145. Poniewaz liczba 145 nie
jest naturalng liczba, wiec liczba 7 nie jest wyrazem z tego ciggu.

OdpowiedZ: 1) tak, n = 6; 2) nie. <

?

. Co tworzg obiekty, ktére sa ponumerowane liczbami naturalnymi?
. Jak nazywajq sie obiekty, ktére tworzg ciag?

. Jak nazywa sie wyraz ciaggu, ktérego numer jest n?

. Jaki ciagg nazywa sie liczbowym?

. W jakim przypadku ciag jest okreslony?

. Jakie metody okreslaja ciag?

. Objasnij, co uwaza sie za wzdr n-tego wyrazu ciggu.

. Jaka jest zalezno$¢ miedzy "funkcja”i "ciggiem”?

. Objasnij, co to jest wzor rekurentny.

O 0 N O U1 A WIN =

I CWICZENIA

15.1.° Podaj w kolejnosci rosnacej pie¢ kolejnych pierwszych wyrazow
ciagu:
1) dwucyfrowych liczb wielokrotnych 4;
2) niewlasciwych utamkow zwyklych o liczniku, réwnym 11;
3) liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 8 maja reszte réwna 5.
Wskaz czy ciagi sg skonczone lub nieskonczone.
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15. Ciagi liczbowe 155

15.2.° Ciag (a,) jest ciggiem trzycyfrowych liczb wielokrotnych liczbie 5,
wzietych w kolejnoéci rosnacej. Uzupelnij tabele:

n 1 2 3 4 5 6

a

n

15.3.° Wyznacz cztery kolejne wyrazy ciagu (a,), okreSlony wzorem
n-tego wyrazu.
2ﬂ
s 4) a =—.

n®+1 " on

15.4.° Wyznacz drugi, siédmy i setny wyraz ciagu (b,), okreslonego wzo-
rem n-tego wyrazu:

1 b= 2) b, =5-2n;3) b,=n+2n; 4) b, = (<1)"* 1.
n

a,=n+4,2)a,=4n-3;3) a, =

15.5.° Ciag (c,) okre§lono wzorem n-tego wyrazu c, = (-1)" - 5. Oblicz:
1) ¢;; 2) ¢g; 3) €t 4) Cap 13 D) Cpsne

15.6.° Ciag (x,) okreslono wzorem n-tego wyrazu x, = 3n + 1. Oblicz:
1) %15 2) %75 3) Xa0; 4) X3005 D) Xps 1

15.7.° Wyznacz pieé kolejnych pierwszych wyrazoéw ciagu (a,), jezeli:
1) a1:47 an+1:an+ 37
2)a,=-2,a,=6,0a,,,=3a,+a

n+1
15.8.° Wyznacz pizé kolejnych pierwszych wyrazéw ciagu (b,), jezeli:
b
1)6,=18,b ., = —E";
2)b,=-1,b,=2,b,,,=02+2b

n+1°

15.9.° Ciag (a,) okres$lono wzorem n-tego wyrazu a, = 7Tn + 2. Sprawdz,
czy dane liczby naleza do tego ciagu dla: 1) 23; 2) 149; 3) 47? Gdy
odpowiedz jest stwierdzajaca, to podaj numer wyrazu.

15.10.° Ciag (b,) okreslono wzorem n-tego wyrazu b, = n? — 4. Sprawdz,
czy dane liczby: 1) 5; 2) 16; 3) 77 sq wyrazami danego ciagu. Gdy
odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj indeks wyrazu.

15.11.° Oblicz, ile ujemnych wyrazéw posiada ciag (x,), okreslony wzorem
n-tego wyrazu x, = 6n — 50?

15.12." Podaj indeks pierwszego ujemnego wyrazu ciagu (y,), okre§lony
wzorem n-tego wyrazu y, = 38 — 3n.
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156 § 3. CIAGI LICZBOWE

15.13.” Ciag (a,) okreslono wzorem n-tego wyrazu a, = h? — 3n — 8. Znajdz
indeksy wyrazow tego ciagu, ktére sa mniejsze od 10.

15.14.” Ciag (b,) okresélono wzorem n-tego wyrazu b, = —n? + 15n — 20.
Ile wyrazéw tego ciagu sq wieksze od 16?7

15.15.” Podaj jeden z mozliwych wzoréw n-tego wyrazu ciagu, pierwszymi
kolejnymi wyrazami ktérego sa:

11,49, 25, ... 30, L, 2 3 4 .
2 3 4 5
9) 5,8, 11, 14, 17, ... £0,2.0,2,0, ..

15.16.” Podaj jeden z mozliwych wzoréw n-tego wyrazu ciagu, pierwszymi
kolejnymi wyrazami ktorego sa:
1
1) 2,9, 28, 65, 126, ...; 2) —

1
6”127 20° 30"

DO | =

I ZADANIA NA POWTORZENIE

15.17. Skr6é utamek:
2

1) 3x 7x+2; 2) Sxy 25x 2y+2.
2-6x 10x" -9x +2
15.18. Podaj dziedzine okreslenia funkcji:

vV2-x V6 —5x — x°

Dy= 3 2 y=—-—".
x+2 x-1
15.19. Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w po-

czatku wspotrzednych i przechodzaca przez punkt A (—1; - ij Podaj

wzor tej funkcji.

15.20. Robotnik planowat w ciagu pewnego czasu wyprodukowaé 160 de-
tali. Lecz on zakonczyl prace o 3 godz. predzej niz planowat, poniewaz
w ciagu kazdej godziny produkowat o 12 detali wiecej niz planowano.
Ile robotnik produkowat detali w ciagu godziny?

15.21. Morska woda zawiera 5 % soli. Ile zwyklej wody nalezy dolaé
do 40 g morskiej wody, aby koncentracja soli byta 2 %?

15.22. W ciagu pierwszego dnia chlopczyk przeczytal 25 % catej ksigzki,
w ciggu drugiego dnia — 7 % od ilo$ci stronic pozostatych, a w ciagu
trzeciego dnia — reszte 84 stronic. Ile stronic miata ksiazka?
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O krélikach, stonecznikach, sosnowych szyszkach i ztotym przekroju 157

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

15.23. Rozpatruja sie funkcje kwadratowe postaci y = x? + px + q, dla
ktorych p + ¢ = 5. Udowodnij, ze parabole, ktore sq wykresami tych
funkcji przecinaja sie w jednym punkcie.

O krolikach, stonecznikach, sosnowych Lg'%ﬁ
szyszkach i zlotym przekroju =

Rozpatrzymy ciag (u,), ktory okreslono rekurentna wspoétzaleznoscia;
Uy =Us=1, Uy s =Uy 1+ U,
Zapiszemy kilka pierwszych wyrazow tego ciagu:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ... .

Wyrazy tego ciagu nazywajq sie wyrazami Fibonacci. Nazwa ta
pochodzi od wloskiego matematyka Leonarda z Pizy (Fibonacci), ktory
rozwiazal zadanie popularne w XII w o populacji potomstwa pary kroé-
likéw 1 po raz pierwszy zwrocil uwage na piekne wlasnosci tego ciagu.
W tym zadaniu ilo$ciowe potomstwo krolikow zwieksza sie w odpowiedni
sposéb: w kazdej parze krélikéw co miesiecznie rodzi sie para kroliczkéw,
ktora po miesiacu tez zaczyna rodzi¢ potomstwo. Na rysunku 15.1 ilo$é
par krélikéw odpowiada ciagowi Fibonacci.

Liczby Fibonacci mozna spotkaé¢ w réznych sytuacjach. Przedstaw-
cie sobie, ze idziecie Sciezkg pokryta pltytkami o ksztalcie kwadratow
rozmieszczonych w jeden rzad, stajac coraz na nowa plytke lub przez

Leonardo z Pizy
(Fibonacci)
(X=X w.)

Wioski matematyk. Podrézujgc na Wschdd, zapoznat
sie z osiggnieciami arabskich matematykow i pomogt
rozprzestrzenic sie tym wiadomosciom w Europie.
Jego najwazniejsze prace “Liber Abaci” (1202)
traktat o arytmetyce i o algebrze oraz

“Practica Geometriae” (1220) zapoczatkowaty
zastosowanie algebraicznych metod do geometrii.
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158 § 3. CIAGI LICZBOWE

v,
1 mies. {&}

2 mies. %
s
3 mies. “{2%}

Rys. 15.1

jedna. Wtedy, ilo§¢ sposobéw przejscia tej Sciezki o n plytek odpowiada
n-temu wyrazowi ciagu Fibonacci (sprawdz to samodzielnie) na przyktad
dla n = 8).

Nawet niektore zjawiska przyrody sa $cisle powiazane z liczbami
Fibonacci.

Patrzac na nasiona w sloneczniku lub na rumianek, mozna zauwa-
zy¢, ze ziarenka sa rozmieszczone w postaci dwoch rodzin spirali, ktore
zakrecone sa w dwoch réznych kierunkach. Iloé¢ spirali w tych rodzinach
sa sasiednimi wyrazami ciagu Fibonacci. Przewaznie dla slonecznika
liczby te sg rowne 34 1 55, lecz spotyka sie 1 giganty, ktére maja 89 i
144 spirali. Podobna wlasno$é! mozna zobaczyé w strukturze szyszek
sosnowych. Te same zjawiska spotyka sie 1 w ananasie, gdzie spirali
zawsze bedzie 81 13.

Jezeli w ciggu Fibonacci dla kazdego naturalnego n mozna obliczyé

u
stosunek —%, to otrzymamy ciag 1; 2; 1,5; 1,(6); 1,6; 1,625; 1,(615384);
uﬂ

1,61(904761); ... .

! Ulistnienie, filotaksja — regularny uktad liéci na lodydze roélin, staly dla
poszczegdlnych gatunkow.
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16. Cigg arytmetyczny 159

Dla tego ciagu istnieje charakterystyczna wtasnoéé: ze wzrostem
numeréw wyrazy tego ciagu coraz mniej 1 mniej réznia sie od liczby
\/g +1

2

~1,618.

Jeszcze w starozytnosci ludzie uwazali, ze ta liczba posiada walory
pieknoscii harmonii. Greccy rzezbiarze dobrze orientowali sie o zwiazku
tej magicznej liczby z proporcja ciata ludzkiego. I niedaremnie starozytni
architekci wykorzystywali wlasnos$ci tej liczby w swojej nieémiertelne;j
architekturze 1 w rzezbie. A wiec, stosunek dtugosci Partenona' do jego
wysokoéci w przyblizeniu wynosi 1,618. Geniusz epoki Odrodzenia Leo-
nardo da Vinci uwazat, z wielu stosunkéw ktory wykorzystuje Stworcea,
istnieje tylko jedno, jedyne niepowtarzalne, ktére nazywatl “zlotym
podziatem”.

Francuski uczony Jacques Binet (1786-1856) podat wzér n-tego

wyrazu ciagu Fibonacci:
(\/g+1jn _(1—\/3],!
2 2
u, = .
NG

Nie mozna nawet przedstawié sobie, ze ten wzor okre§la liczby na-
turalne. Ale jest to fakt.

Ciag arytmetyczny

Rozpatrzymy nastepujace ciagi:
2,7,12, 17, 22, 27, ...;
1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; ...;
3,1,-1,-3,-5,-17, ...

! Partenon — éwiatynia w Atenach, zbudowana w V w. p.n.e.
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160 § 3. CIAGI LICZBOWE

Wszystkie one podporzadkowuja sie charakterystycznej osobliwo-
$ci: kazdy nastepny wyraz ciqgu otrzymuje sie w wyniku dodawania
do poprzedniego jednej i tej samej liczby. W pierwszym ciagu bedzie
to liczba 5, w drugim ciagu bedzie to liczba 0,5; za$ dla trzeciego — to
liczba — 2.

Z podobnymi ciggami starozytni ludzie spotykali sie, gdy przedmioty
liczono parami, piatkami, dziesiatkami, dwunastkami itd. Takie ciagi
nazywaly sie ciaggami arytmetycznymi.

Definicja. Ciggiem arytmetycznym nazywa sie ciag,
w ktorym kazdy wyraz, zaczynajac od drugiego, powstaje przez
dodawanie do wyrazu poprzedniego tej samej liczby.

Liczba, ktéra doréwnuje réznicy miedzy nastepnym a poprzednim
wyrazem ciagu, nazywa sie roznicg ciagu arytmetycznego i oznacza
sie litera d (od pierwszej litery lacinskiego stowa differentia — réznica).

A wiec, gdy (a,) — ciag arytmetyczny o réznicy d, wtedy

d=a,—a,=a;—ay,=a,—az = ...,
oznacza to, ze dla jakiegokolwiek naturalnego n spelnia sie réwnosé
a,,,—a,=d. Stad
a,,.,=a,+d.
A wiec, ciag arytmetyczny mozna podaé rekurentnie:

alza’an+1=an+d

Z tego wynika, Ze aby okreslié ciqg arytmetyczny nalezy podaé pierwszy
jego wyraz oraz roznice.

Podamy kilka przyktadéw.

Gdy a, = 21d = 5, to otrzymamy ciag arytmetyczny, ktéry byt podany
na poczatku punktu:

2,7,12, 17, 22, 27, ... .

Gdy a, = 11d =2, to otrzymamy ciag arytmetyczny — kolejnoé¢ liczb

nieparzystych:
1,3,5,7,9,11, ...

Podalismy przyktady ciagéw arytmetycznych, réznica w ktérych bywa
liczba dodatnia. Ale r6znica moze by¢ takze liczba ujemna 1 nawet zerem.
Wiec, ciag 5, 5, 5, 5, ..., wszystkie wyrazy ktorego sg rowne miedzy soba,
jest ciagiem arytmetycznym, w ktorym a, =5, d = 0.

Pokazemy, jak mozna okreg§li¢ ciag arytmetyczny majac jego wzor
n-tego wyrazu.
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16. Ciag arytmetyczny 161

7Z definicji ciagu arytmetycznego (a,) wynika, ze
a,=a, +d;
a;=a,+d=(a,+d)+d=a,+d-2;
a,=a;+d=(a,+d-2)+d=a,+d-3;
a;=a,+d=(a,+d-3)+d=a,+d-4.

Te réwnoéci pomagaja, zobaczy¢ nastepujaca zaleznoéé: aby znalezé
dowolny wyraz ciagu arytmetycznego nalezy do wyrazu pierwszego do-
dac iloczyn réznicy d 1 liczby, ktéra o 1 mniejsza od numeru szukanego
wyrazu. Stad, na przyklad, ag=a, +d -5, a,=a, + d -6, 1ogbdtem

a,=a,+d(n-1)

Wyzej podana r6wno§é nazywa sie wzorem ogolnego n-tego wy-
razu ciggu arytmetycznego.

Ustalimy bardzo wazng wtasno§é wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,).

Mamy:

a, +a

a, — a; = a; — a,, stad 2a, = a, + a;; a, :%.
a, +a

a; — ay, = a, — as, stad 2a; = a, + a,; a, :%.

Ogotem, dla dowolnego naturalnego n wiekszego od 1 mozna zapisaé,
ze:a,—Qa, ;=4a,,, —a, stad

a, 1 +a’n+1

2

a. =

n

Dowolny wyraz ciqgu arytmetycznego, oprocz pierwszego (oraz
ostatniego, jezeli ciqg jest skoriczony) jest réwny $redniej arytme-
tycznej dwoch sqsiednich wyrazoéw tego ciqgu.

PRZYKLAD Udowodnij, ze ciag (a,), ktory jest okres§lony wzorem
n-tego wyrazu a, = 9n — 2, jest ciagiem arytmetycznym.

Rozwiqzanie. Rozpatrzymy réznice dowolnych dwéch kolejnych
wyrazow ciggu:

a,,,—a,=9(n+1)-2-9n-2)=9n+9-2-9n+2=9.

A wiec, dla dowolnej naturalnej wartosci n spelnia sie réwnosé
a,.,=a,+9,czyli, kazdy wyraz tego ciagu, zaczynajac od drugiego jest
réwny poprzedniemu wyrazowi do ktérego dodano te sama liczbe 9. W ten
sposéb, dany cigg jest ciagiem arytmetycznym. <«
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162 § 3. CIAGI LICZBOWE

. Jaki cigg nazywa sie ciagiem arytmetycznym?

. Jaka liczbe nazwano réznica ciaggu arytmetycznego i jak ona oznacza sie?
. Co nalezy mie¢, aby okresli¢ ciag arytmetyczny?

. Jak mozna okresli¢ cigg arytmetyczny?

. Jaka jest posta¢ ogoélnego n-tego wyrazu ciggu arytmetycznego?

N 1 A W N =

. Jak powiagzane sa miedzy soba dowolny wyraz ciggu arytmetycznego i sasiednie
wyrazy?

I CWICZENIA

16.1.° Poéréd nizej wymienionych ciggéw wskaz ciag arytmetyczny:
1) 3, -6, 12, —24; 3) 5, 10, 5, 10; 5)-5,-3,-1, 1;
2) 4, 8, 12, 16; 4) 42, 39, 36, 33; 6) 1,2; 1,3; 1,5; 1,6.

16.2.° Sprawdz, czy ciag jest ciagiem arytmetycznym (Jezeli odpowiedz
jest stwierdzajaca, to podaj jego réznice):
1) 24, 22, 20, 18; 2) 16, 17, 19, 23; 3)-3,2,7,12?

16.3.° Oblicz cztery kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego, pierwszy
wyraz ktorego jest rowny 1,2, a réznica wynosi —0,3.

16.4.° Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny —7,4, a réznica
wynosi 1,8. Oblicz pieé pierwszych kolejnych wyrazéw ciagu.

16.5.° Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest rowny 4, za$ réznica
wynosi 0,4. Oblicz: 1) as; 2) a,;; 3) Qas.

16.6.° Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest rowny 17, za$
rocznica wynosi —2. Oblicz: 1) a,; 2) a,5; 3) ag.

16.7.° Oblicz réznice oraz dwieécie pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego
2,6;2,9; 3,2; ...

16.8.° Tle doréwnuje rusznica ciggu arytmetycznego (a,), gdy a; = -2,
a,=6?

16.9.° Oblicz rbéznice ciggu arytmetycznego (a,), gdy ags = 3, ag =—12.
16.10.° Oblicz réznice ciagu arytmetycznego (x,), gdy x, = 2, xy = —47.

16.11.° Oblicz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (y,), gdy y,, = 22,
a réznica ciagu d = 0,5.
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16. Ciag arytmetyczny 163

16.12.° Podaj wzor ogdlnego n-tego wyrazu ciagu arytmetycznego:
1) -5, -7,-9, 11, ...; 3) a?, 2a?, 3a?, 4a?, ...;

2) 2, 21, 21, 21, ) Ha+3,a+1l,a-1,a-3, ...
6 3 2
16.13." Sprawdz, czy jest wyrazem ciagu arytmetycznego (c,):

1) liczba 20,4, gdy ¢, = 11,4, za$ r6znica ciagu d = 0,6;
2) liczba 38, gdy ¢, = 8, za$ rdéznica ciggu d = 1,4?

Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj indeks tego wyrazu.

16.14.° Podaj indeks wyrazu ciagu arytmetycznego: 8,1; 8,5; 8,9; 9,3; ...,
ktéry wynosi 13,7.

16.15.° Oblicz drugi wyraz ciagu arytmetycznego, jezeli pierwszy 1 trzeci
wyraz jest odpowiednio réwny —6 1 12.

16.16.° Osmy 1 dziesiaty wyraz ciagu arytmetycznego odpowiednio do-
réownuja 3,51 2,7. Ile dor6wnuje dziewiaty wyraz ciagu?

16.17.° Oblicz pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (b,), gdy b; =11,
b, =-T1.

16.18.° Ile wynosi rbéznica ciggu arytmetycznego (x,), gdy x5 = 58,
X5 =167

16.19.° Jak zmieni sie réznica skonczonego ciaggu arytmetycznego, jezeli
podac¢ go w odwrotnym porzadku?

16.20.° Ile wyrazow dodatnich ma ciag arytmetyczny 5,2; 4,9; 4,6; ...?

16.21.° Jaki indeks ma pierwszy dodatni wyraz ciagu arytmetycznego
-10,2; —9,5; -8,8; ...7

16.22.° Oblicz pierwszy ujemny wyraz ciagu arytmetycznego 7,2; 6,6;
6; ...

16.23." Miedzy liczbami —6 1 3 wstaw pie¢ takich liczb, aby one wraz z
danymi liczbami utworzyly ciag arytmetyczny.

16.24.° Jakie cztery liczby nalezy wstawi¢ miedzy liczbami 4 i -5, aby
one wraz z danymi tworzyly ciag arytmetyczny?

16.25.° Oblicz pierwszy wyraz oraz réznice ciagu arytmetycznego:
1) a;+a,=301a4+ a,;=60;
2) a,+a,,=361a;-a,, =340.
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16.26." Oblicz pierwszy wyraz i rdznice ciggu arytmetycznego (a,),
jezeli:
Das;+a,=411a,,+a,, = 62;
2) a; + a,3=-1041a, - a, = —240.

16.27.° W jakim przypadku dla wyrazéw ciagu arytmetycznego speinia
sie réwnoéé a,a, = a’?

16.28.° Udowodnij, ze wartoSci wyrazow (a + b)?, a® + b2,
(a — b)? sa kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego. g4

16.29.° Czy wypowiedz jest prawdziwa, jezeli dlugosci a
bokéw wypuklego czworokata (rys. 16.1), wziete w ko-
lejnoéci a, b, d 1 ¢, tworzg, ciag arytmetyczny, to w ten  Rys. 16.1
czworokat mozna wpisaé okrag?

16.30.° WielkosSci katéw trojkata tworza ciag arytmetyczny. Jaka jest
miara katowa éredniego wedtug wielkos$ci kata trojkata?

16.31.° Czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, jezeli jest podany wzor
na n-ty wyraz:

1 a,=—6n+3;2)a,=2n*-n;3)a,=-2,8n;4) a, = "

?

n+1
Jezeli odpowiedz jest stwierdzajaca, to podaj jego pierwszy wyraz
oraz rbznice ciagu.

16.32.° Czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, jezeli jest okreSlony
wzorem na n-ty wyraz:
2n-1 1
1) a,=6+T7n; 2) a, = n5 ; 3) a,=—+2?
n
Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj pierwszy wyraz oraz
réznice ciggu.

16.33.° Z ciagu arytmetycznego wylaczono wyrazy o wskaznikach nie-
parzystych. Czy wyrazy, ktére pozostaly tworza ciag arytmetyczny?

16.34." Dane sga dwa nieskonczone ciagi arytmetyczne. Jezeli od kazdego
wyrazu pierwszego ciggu odjaé odpowiedni wyraz drugiego ciagu, to
czy utworzony ciag bedzie ciagiem arytmetycznym?

16.35.° Jezeli w ciagu arytmetycznym, réznica ktérego nie jest réwna
zerowi, wylaczyc jego wyrazy o wskaznikach, ktore sa wielokrotnoscia,
3, to czy utworzony ciag bedzie ciagiem arytmetycznym?
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16.36." Kazdy z wyrazow ciagu arytmetycznego pomnozono przez 4. Czy
nowy ciag bedzie ciagiem arytmetycznym?

16.37.° Udowodnij, ze liczby, ktére sa réwne sumie katow tréjkata, czwo-
rokata, pieciokata itd., tworza ciag arytmetyczny?

16.38.° Przy jakiej wartos$ci x wartoéci wyrazen x? — 4, 5x + 31 3x + 2 beda,
kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego? Oblicz
wyrazy tego ciagu.

16.39.° Przy jakiej wartosci y wartoéci wyrazen y>+ 1, y2+y 1 8y — 10
beda kolejnymi pierwszymi wyrazami ciagu arytmetycznego? Oblicz
wyrazy tego ciagu.

16.40.” Przy jakiej warto$ci y wartosci wyrazen y? — 2y, 3y + 5, 4y + 13
12y? —y + 25 bedg kolejnymi pierwszymi wyrazami ciagu arytmetycz-
nego? Oblicz wyrazy tego ciagu.

16.41.” Przy jakiej warto$ci x warto$ci wyrazen 3x + 4, 2x + 3, x%1 2x% + x
beda kolejnymi pierwszymi wyrazami ciagu arytmetycznego? Oblicz
wyrazy tego ciagu.

16.42." Udowodnij, ze gdy liczby a, b1 ¢ — sa kolejnymi trzema wyrazami
ciagu arytmetycznego, to:
1) a® + 8bc = (2b + ¢)%

2) g(a+b+c)3 =a’(b+c)+b*(a+c)+c’ (a+b).

16.43." Udowodnij, ze gdy liczby dodatnie a, b i ¢ sa trzema kolejnymi
1 2

1
JaiNb Joide Naive

* e . ., 1 1 .1
16.44." Udowodnij, ze gdy warto$ci wyrazen , 1 sa ko-
b+c a+c a+b

lejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, to wartoSci wyrazoéw a2, b?
1 ¢? takze sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

wyrazami ciggu arytmetycznego, to

I ZADANIA NA POWTORZENIE

16.45. Rozwiaz uklad réwnan:
2 _ 2 = 2 _2 2 = _4,
1) {x 3y° =46, 2 {x y
x+y=6;
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166 § 3. CIAGI LICZBOWE

16.46. Ktéra z nizej podanych nieréwnosci jest rownowazna z nierdw-
noécia —5x<10:
1) 5x<-10; 2) 10x>-20; 3) 10x<-20; 4) 5x>10?

16.47. Ile wynosi najmniejsze catkowite rozwiazanie nieréwnosci
3 (x—1)2—3x (x — 5)>-40?

16.48. Upros¢ wyrazenie:

1) (26 -254+696)-23;  2) (5120610 +240)-3 5.

16.49. Udowodnij, ze gdy wszystkie cyfry liczby trzycyfrowej sa jedna-
kowe, wtedy ta liczba jest wielokrotnoscia, 37.

16.50. Robotnik w pewnym terminie mial wyprodukowaé¢ 216 detali.
Pierwsze trzy dni on produkowal ustalona codzienng norme, a na-
stepnie produkowat codziennie o 8 detali ponad norme. Dzien przed
ustalonym terminem wyprodukowano 232 detali. Ile detali robotnik
mial produkowaé codziennie wedlug ustalonej normy?

16.51. (Zadanie Bezauta'.) Kto$ kupit konia i po pewnym czasie sprzedat
go za 24 pistoli. Podczas sprzedazy on stracil tyle odsetek, ile kosz-
towal kon. Pytanie: Za jaka sume on kupit konia?

16.52. Podczas wprowadzenia nowych technologii udalo sie zmniejszyé
czas na produkowanie jednej detali o 12 min. Na ile odsetek bedzie
wykonywat sie plan, jezeli norme czasu nie byto zmieniono?

(VA Suma n poczatkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego

Rozpatrzymy skonczony ciag arytmetyczny a,, @, @s, ..., @, s, Ay _1, Qe
Sume kolejnych poczatkowych jego wyrazéw oznaczymy S,.
Mamy:
S,=a,+a,+a3+..+a, ,+a, ,+a, @)
Wyprowadzimy wzér na obliczenie tej sumy.
Na poczatku rozpatrzymy zadanie, rozwiazanie ktérego podpowie w
jaki sposéb wyprowadzi¢ szukany wzor.

1 Bezout Etienne (1730-1783) — francuski matematyk, podstawowe prace
ktérego tycza sie wyzszej algebry. Wykladal matematyke w gardemaryjskiej
wyzszej szkole, w Krélewskiej artyleryjskiej akademii. Autor sze$ciotomowej
pracy “Kurs matematyki”.
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17. Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu arytmetycznego 167

Rozpatrzymy ciag arytmetyczny
1,2, 3, ..., 98,99, 100
1 obliczymy sume jego wyrazow.
Zapiszemy szukana sume dwoma sposobami a zatem dodamy otrzy-
mane réwnosci:

Sep= 1 + 2 + 3 4+ .. + 98 + 99 + 100
Sip= 100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
28,,= 101 + 101 + 101 + .. + 101 + 101 + 101

100 sktadnikéw

Otrzymamy: 2S,,, =101:100; S, ,, = 5050.

Glosi legenda, ze wybitny niemiecki ma-
tematyk Carl Friedrich Gauss majac 5 lat
wymys$lit wyzej wymienione rozwigzanie.

Skorzystamy z podanego opisu i zastosuje-
my go dla obliczenia sumy (¥).

Zapiszemy sume S, dwoma sposobami.
Na poczatku zapiszemy sume z plerwszym
sktadnikiem réwnym a,, za$ kazdy nastepny
sktadnik otrzymano z poprzedniego do ktérego
dodano réznice d. Zatem zapiszemy sume za-
czynajac z pierwszego sktadnika réwnego a,,
1 kazdego nastepnego sktadnika jako réznica
miedzy poprzednim i réznicy d.

Otrzymamy:
S,=a,+(@,+d)+(a,+2d)+ ...+ (@, +(n—-2)d) + (a, + (n— 1) d),
S,=a,+(@,—d)+(@,—2d)+..+(a,—(n—2)d) + (a,— (n—1) d).

Dodajac te réwnoéci obustronnie, otrzymamy:

28, =(a,+a, +(a, +a, +..+(a, +a,)+ (a, +a,).

Wyrazenie zapisane w prawej stronie ostatniej réwnosci jest suma,
n-sktadnikéw o kazdym z nich réwnym a, + a,,.

Wtedy 28, = (a, + a,) n, czyli:

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

al+—a".n

S, =
2

Otrzymana réwno$é nazywa sie wzorem na sume n kolejnych
pierwszych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Podstawiajac do tego wzoru zamiast a, wyraz a, +d (n— 1), otrzy-
mamy:

g :a1+al+d(n—1)_n
" 2
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168 § 3. CIAGI LICZBOWE

Stad

2a, +d (n-1)
=——-Nn

Sn
2

Ostatni wzér wygodnie zastosowywaé, gdy wiadomy jest pierwszy
wyraz oraz réznica ciagu.

PRZYKLAD 1 Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb, ktore sa
wielokrotnoscig 6.

Rozwiqgzanie. Dane liczby tworza ciag arytmetyczny, w ktorym
pierwszy wyraz a, = 102, za$ réznica d = 6. Wtedy a, =102 +6 (n — 1) =
=6n + 96. Podamy iloé¢ wyrazéw tego ciagu. Poniewaz a, < 1000, to wtedy
iloé¢ wyrazéw — to najwieksze rozwigzanie nieréwnosci 6n + 96<1000.
Otrzymamy:

6n<904;

2
n<150-.
3
A wiec, n = 150. Teraz mozemy znalezé szukanag sume:

5. - 2-102+6-(150-1) | 0 ooon
2

OdpowiedZz: 82 350. «

PRZYKLAD 2 Suma siedemdziesieciu pieciu kolejnych wyrazéw
ciagu arytmetycznego wynosi 450. Oblicz trzydziesty 6smy wyraz ciagu.

Rozwiqgzanie. Przyjmiemy, ze pierwszy wyraz ciagu oraz jego roz-
nica sg odpowiednio rowne a, 1 d. Wtedy mozemy zapisac:

2 74d
S, = % .75 =75, +37d )= 450.
Poniewaz as; = a, + 37d, to szukany wyraz ciagu
s =450:75=6.

OdpowiedZ:. 6. <

‘)
1 1. Jak okresli¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, jezeli wia-
domy pierwszy i ostatni wyraz?
2. Jak okresli¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, gdy wia-
domy pierwszy jego wyraz i réznica?
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17.Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego 169

I CWICZENIA

17.1.° Ilu jest réwna suma siedmiu poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego (a,), gdy a, =91 a, = 15?

17.2.° Tlu jest réwna suma szeSciu poczatkowych wyrazéw ciggu aryt-
metycznego (b,), gdy b, = 191 by = 14?

17.3.° Oblicz sume dwunastu wyrazéw poczatkowych ciggu arytmetycz-
nego, w ktérym a, =—61d = 4.

17.4.° Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu arytme-
tycznego —8, —6, —4, ... .

17.5.° Miejsca w sektorze cyrku rozmieszczono w taki sposéb, ze w
pierwszym rzedzie jest 6 miejsc, a w kazdym nastepnym o 3 miejsca
wiecej od poprzedniego rzedu. Ile miejsc jest w sektorze, jezeli on
miesci 16 rzedoéw?

17.6.° Dymitr wypozyczyl ksiazke w bibliotece. W ciggu pierwszego dnia
on przeczytal 40 stronic, a kazdego nastepnego dnia on czytat o 10
stronic wiecej od poprzedniego dnia. Ile stronic miata ksiazka, jezeli
Dymitr czytat ja 7 dni?

17.7.° Ciag arytmetyczny (a,) jest okreS§lony wzorem n-tego wyrazu
a, =—4n + 1. Oblicz sume trzydziestu dwdch poczatkowych wyrazéw
ciagu.

17.8.° Ciag arytmetyczny (c,) okre§lony wzorem n-tego wyrazu c, = 5n — 2.
Oblicz sume dwudziestu szeéciu wyrazow poczatkowych ciagu.

17.9.° Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu arytme-
tycznego (a,), gdy:
1) a, =6, ay = 22; 2) ag =49, a, = 1.

17.10.° Ile wynosi suma czterdziestu poczatkowych wyrazéw ciggu aryt-
metycznego (x,), gdy xs = —14, x50 = —3?

17.11.° Tle uderzen zrobi zegar w ciagu doby, jezeli on uderza tylko cata
iloé¢ godzin od 1 do 12?

17.12.° Oblicz sume dwudziestu pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego (a,), jezeli a,, = 44, za$ rb6znica ciagu d = 4.

17.13.° Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu arytme-
tycznego (a,), w ktorym ag + ag— a;, = —17 1 a5 + @y = 101.

17.14.° Oblicz sume trzydziestu trzech wyrazow ciagu arytmetycznego
(a,), gdya;+a;+a,;=331a,;;—as—a,,=—1.
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170 § 3. CIAGI LICZBOWE

17.15.° Dla jakiejkolwiek wartoSci n sume n-poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego mozna obliczyé wedtug wzoru S, = 3n? + 5n. Oblicz
trzy poczatkowe wyrazy tego ciagu.

17.16." Dla jakiejkolwiek warto$ci n sume n-poczatkowych wyrazow
pewnego ciagu arytmetycznego mozna obliczy¢ wedlug wzoru
S, = 9n — 2n?% Oblicz sibdmy wyraz tego ciagu.

17.17.° (Starozytne zadanie Egiptu) Sto miar chleba nalezato rozdzielié
miedzy piecioma osobami tak, aby druga osoba otrzymata o tyle wiecej
od pierwszej, o ile trzecia otrzymata wiecej od drugiej, czwarta wiece]
od trzeciej, piata wiecej od czwartej. Oprocz tego dwie pierwsze osoby
powinne otrzymacé 7 razy mniej od pozostatych trzech oséb. Ile trzeba
da¢é kazdej osobie?

17.18.° Ile wynosi suma n-poczatkowych:
1) liczb naturalnych; 2) nieparzystych liczb?

17.19.° Ile wynosi suma n poczatkowych liczb parzystych?

17.20.” Jaka liczba naturalna jest réwna sumie wszystkich poprzedza-
jacych ja liczb naturalnych?

17.21.” Oblicz sume wszystkich ujemnych wyrazéw ciggu arytmetycz-
nego —6,2; —5,9; —5,6; ... .

17.22.” Oblicz sume wszystkich dodatnich wyrazéw ciagu arytmetycz-
nego 8,4; 7,8; 7,2; ... .

17.23.” Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktore sa wielokrot-
noécia 5 1 nie wieksze od 240.

17.24." Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktére sa wielokrot-
noécia 4 1 mniejsze od 130.

17.25.” Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktore sa wielokrot-
noécig 12 1 mniejsze od 200.

17.26." Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb wielokrotnoéci 8.
17.27." Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb wielokrotnoéci 7.

17.28.” Oblicz réznice ciagu arytmetycznego, pierwszy wyraz ktorego
jest rowny 8,5, a suma szesnastu poczatkowych wyrazéow wynosi 172.

17.29.” Oblicz pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego, réznica ktérego
jest rowna —4, a suma dziewieciu poczatkowych wyrazow wynosi —54.

17.30.” Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny —9, a rdéznica
réwna 6. Ile nalezy wziaé poczatkowych wyrazow ciagu, aby ich suma
wynosita 9607
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17. Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu arytmetycznego 171

17.31.” Jaka najmniejsza ilo$¢ kolejnych nieparzystych liczb natural-
nych zaczynajac od 7 nalezy dodaé, aby otrzymac ich sume wieksza,
od 3157

17.32.” Czy suma jakichkolwiek pieciu kolejnych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego 3, 7, 11, ... moze wynosi¢ 135? Jezeli odpowiedz bedzie
stwierdzajaca, to oblicz te liczby.

17.33.” Czy suma czterech wyrazéw kolejnych ciagu arytmetycznego 2,
8, 14, ... moze wynosi¢ 176? Jezeli odpowiedzZ bedzie stwierdzajaca,
to oblicz te liczby.

17.34.” Podczas wolnego padania cialo w ciagu pierwsze) sekundy
spada na 4,9 m, a w ciagu kazdej za$ nastepnej — 0 9,8 m wiecej
od poprzedniej sekundy, jezeli nie bra¢ pod uwage opdr powietrza.
Oblicz czas padania ciata z wysokosci 490 m (nie braé¢ pod uwage
opér powietrza).

17.35.” Suma nieparzystych stronic w ksiazce jest liczba nieparzysta,
ktoéra jest wieksza od 450 1 mniejsza od 500. Ile stronic ma ksiazka?

17.36.” Oblicz sume wyrazéw ciagu arytmetycznego od 6smego wiacznie
do dwudziestego, jezeli pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny 24, a
réznica ciagu jest —8.

17.37.” Oblicz sume ciggu arytmetycznego (x,) od dziesiatego do wlacznie
dwudziestego piatego jego wyrazow, jezeli x, = -3 1 x;, = 12.

17.38.” Suma poczatkowych sze$ciu wyrazéw ciagu arytmetycznego
wynosi 39, za$ suma poczatkowych czternastu wyrazéw wynosi —77.
Oblicz pierwszy wyraz 1 réznice ciagu.

17.39.” Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 100, a suma
szeéciu poczatkowych wyrazow jest 5 razy wieksza od sumy nastep-
nych szeéciu wyrazoéw. Ile wynosi réznica ciagu?

17.40.” Réznica ciagu arytmetycznego jest rowna 28, za$ suma kolejnych
poczatkowych wyrazéw jest 4 razy mniejsza od sumy nastepnych
szeéciu wyrazow. Ile wynosi pierwszy wyraz ciggu?

17.41.” Dwunasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 30. Oblicz
sume dwudziestu trzech wyrazéw tego ciagu.

17.42.” Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu arytme-
tycznego (a,), jezeli a; + a, + a5 + a5 = 50.

17.43.” Rozwiaz réwnanie:
1) 7+ 13+ 19+ ... + (6n + 1) = 480, gdzie n — liczba naturalna;
2)5+ 8+ 11 + ...+ x =124, gdzie x — liczba naturalna.
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172 § 3. CIAGI LICZBOWE

17.44.” Rozwiaz réwnania:
1) 11+ 19+ 27 + ... + (8n + 3) = 470, gdzie n — liczba naturalna;
2)1+5+9+..+x=630, gdzie x — liczba naturalna.

17.45.” Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego w ktérym
$rednia arytmetyczna n poczatkowych wyrazéw jest roéwna ich iloSci
przy jakiejkolwiek wartosci n.

17.46.” (Zadanie Hypsiklesa z Aleksandrii') Udowodnij, ze w ciagu aryt-
metycznym o parzystej ilosci wyrazoéw, ktore sktada sie z liczb catko-
witych suma pierwszej potowy jest mniejsza od sumy drugiej polowy
o liczbe, ktéra jest wielokrotnosécia kwadratu potowy ilo$ci wyrazow.

17.47.” Udowodnij, ze kiedy suma n poczatkowych wyrazéw ciggu oblicza
sie wedlug wzoru S, = n? — 3n, to ten ciag jest ciagiem arytmetycznym.
Oblicz pierwszy wyraz oraz réznice tego ciagu.

17.48." Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore nie dzielg sie
bez reszty ani przez 3 ani przez 5?

I ZADANIA NA POWTORZENIE

17.49. Sporzadz wykres funkcji
1) y=ua—4x+ 4; 2) y = 2x%+ 8x + 8.

Korzystajac z konstrukeji wykresu, podaj zbidr wartosci, przedziaty
w ktorych funkcja roénie 1 maleje.

17.50. Oblicze:
49 48 5*.117 19°
3 2 L 9l = 2
9 8 55 18
17.51. Dla jakiej wartoéci k wykres funkcjiy = kx — 31y = x? przecina sie
w punkcie o odcietej rownej —2?

17.52. Uproé¢ wyrazenie:
Ja-b  a-e , 449 4+d +24
+ ; .
Jab Joe d+12d +36 3+d +21

17.53. W ciagu kazdej minuty rowerzysta przejezdza o 600 m mniej od
motocyklisty, wskutek tego na drodze 120 km on traci o 3 godz wiece]
od motocyklisty. Oblicz predkoéé motocyklisty.

D

! Hypsikles z Aleksandrii (Il w. p.n.e.) — starogrecki uczony, autor XIV
ksiegi “Poczatek” Euklidesa.
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17.54. Jedna robotnica moze wyhaftowaé¢ komplet serwetek za 6 godz.,
za$ druga — za 4 godz. Przy wspdlnej pracy ich wydajno§¢ zwiek-
szy sie o 20 %. Za jaki czas, pracujac wspélnie, one wyhaftuja ten
komplet?

17.55. Zmieszano 30-odsetkowy roztwor kwasu solnego z 10-odsetkowym

roztworem 1 otrzymano 800 g 15-odsetkowego roztworu. Ile gramoéow
kazdego roztworu wzieto?

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

17.56. Znajdz wszystkie pary liczb (x; y), ktére spelniaja réwnanie

Vi 41+ +1 =x% +y° + 2.

Ciag geometryczny

Rozpatrzymy nastepujace ciagi:
1, 3,9, 27, 81, 243, ...,
1 1 1 1
2,1, =

"27 4 8" 16"
5; —0,5; 0,05; —0,005; 0,0005; ... .
One przyporzadkowuja sie nastepujacej charakterystyce: kazdy na-
stepny wyraz ciqgu otrzymuje sie w wyniku mnozenia wyrazu poprzed-
niego przez jedna i tq samq liczbe. Dla pierwszego ciagu bedzie to liczba

.oy

3, dla drugiego ciagu jest to liczba réwna 3’ za$ dla trzeciego jest to

liczba réwna —0,1.

7 ciagami podobnymi mozemy spotkac sie, na przyktad, podczas nauki
populacji kolonii bakterii, comiesiecznym pierwszym obliczeniom odsetek
na ulokowane finanse w banku oprocentowaniem. Takie ciagi nazywaja,
sie ciagami geometrycznymi.

Definicja. Ciagiem geometrycznym nazywa sie ciag,
o0 pierwszym wyrazie roznym od zera, w ktorym kazdy wyraz,
zaczynajac od drugiego jest rOwny poprzedniemu pomnozonemu
przez jedna i te sama liczbe r6zna od zera.

Liczba, ktora jest réwna stosunkowi nastepnego do poprzedniego
wyrazu ciggu nazywa sie ilorazem ciggu geometrycznego i oznacza
sie litera g (pierwszej litera stowa francuskiego quotieut — iloraz).
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174 § 3. CIAGI LICZBOWE

A wiec, jezeli (b,) — to ciag geometryczny o ilorazie g, to:
_ b2 _ b3 _ b4 _
b b, b
co oznacza, ze dla jakiejkolwiek naturalnej wielkoéci n spelnia sie réwnos§é

eey

n+1

= q. Stad, otrzymamy rekurencyjny wzor: b,,, = b,q.

Zatem, ciag geometryczny mozna okre§li¢ rekurencyjnie:

bI:b’ bn+1=bnq

A wiec, aby okreslié ciqg geometryczny, nalezy podaé jego pierwszy
wyraz i iloraz.

Podamy kilka nastepujacych przyktadow.

Jezeli b, = 11q = 3, to otrzymamy ciag geometryczny, ktory byt podany
na poczatku punktu:

1, 3,9, 27, 81, 243, ....

Jezeli b, =21 q = 2, to otrzymamy ciag geometryczny, ktory jest cia-
giem naturalnych poteg liczby 2:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .

Zauwazymy, ze ciag geometryczny o ilorazie réwnym 1 jest ciagiem,
wszystkie wyrazy ktérego sa rowne. Wiec, ciag 5, 5, 5, b, ... jest ciagiem
geometrycznym, w ktorym b, = 5, ¢ = 1. Jednoczeénie, ten ciag mozemy
rozpatrywac jako ciag arytmetyczny, gdzie a, =5, d = 0.

Ogétem, jakikolwiek ciag, wyrazy ktérego sa réwne miedzy soba
lecz r6zne od zera, sa jednoczes$nie ciagiem i geometrycznym i ciggiem
arytmetycznym. Ciag 0, 0, 0, 0, ..., wszystkie wyrazy ktdrego sa rowne
zeru, jest tylko ciagiem arytmetycznym.

Przekonamy sie, jak mozna okre§li¢ ciag geometryczny wedtug wzoru
n-tego wyrazu.

7Z definicji ciagu geometrycznego wynika, ze:

b, =b, ' q;
by =b,-q=(09) q=bg";
by=b,-q= (blqz) q= b1q3;
b5 = b4 q = (b1q3) q= b1q4'

Te przykitady pomoga nam zrozumieé nastepujaca wltasnoéé: aby
znalezé jakikolwiek wyraz ciagu geometrycznego nalezy pierwszy wy-
raz pomnozy¢ przez potege o podstawie q 1 wyktadnikiem, ktéry jest o 1
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18. Ciagg geometryczny 175

mniejszy od wskaznika szukanego wyrazu. Stad, na przyktad, by = b,q°,
b; = b,q% 1 ogdlnie:

bn = blqn_l

Wyzej wymieniona réwno§é nazywa sie wzorem na n-ty wyraz
ciggu geometrycznego.

Ustalimy bardzo wazna wtasno§é wyrazow ciagu geometrycznego (b,,).

Otrzymamy:

b
2= stad b] =b; by
bl b2
b. b
=2 =2, stad b; =b,-b,
2 3

Ogoétem, dla dowolnej wartosci h wiekszej od 1 mozna zapisac:

b by
_":L. Std
b b A

n-1 n

b>=b

n n-1

-b

n+1

Kwadrat jakiegokolwiek wyrazu ciqgu geometrycznego oprocz
pierwszego (i ostatniego, jezeli ciqg jest skornczony) jest rowny
iloczynowi dwéch sqgsiednich wyrazow.

Jezeli wszystkie wyrazy ciagu geometrycznego (b,) sa dodatnie, to
réwnoéé b2 =b, | +b, ., mozna podaé nastepujaco:
b = bn—l : bn+ 1°

A wiec, kazdy wyraz ciagu geometrycznego, oprocz pierwszego (i ostat-
niego, jezeli ciag jest skonczony), jest éredniag geometryczna wielko$cig
dwoéch sasiednich jego wyrazow.

Rozpatrzymy dwa ciagi.

Arytmetyczny ciag (a,), w ktorym a, =1, d = 2:

1,3,5,7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21, ....

Geometryczny ciag (b,), w ktorym b, =1, ¢ = 2:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .

Pierwsze wyrazy tych ciagéow sa jednakowe. Obydwa te ciagi sa skon-
struowane za pomoca, tej samej liczby 2 (d = q = 2). Jednocze$nie, porow-
nujac odpowiednie wyrazy tych ciqgéw, mozemy zauwazyé, ze ciag
geometryczny “ro$nie” o wiele predzej od ciagu arytmetycznego. Na
przyklad, w ciagu arytmetycznym @,, =1+2-19 =39, zaé w ciagu geo-
metrycznym by, =1-2" =524 288.
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176 § 3. CIAGI LICZBOWE

Juz wiecie, ze bakterie rozmnazajq sie przez podzial: jedna bakteria
dzieli sie na dwie czeSci. Teraz mozemy zrozumied, dlaczego tak predko
ro$nie populacja bakterii, jezeli ich umies$ci¢ w odpowiednie $rodowisko.

Mozliwie, ze z tym przyktadem jest powiazane to, ze czesto w zyciu
codziennym, gdy trzeba podkresli¢ szybki wzrost wielkoS$ci, uzywa sie
wypowiedzi: “roénie jak ciag geometryczny”.

1

PRZYKELAD 1 W ciggu geometrycznym (b,) o ilorazie q = P oblicz b,
5
dy b, = —.
gay 0Oq 31

Rozwiqgzanie. Poniewaz bg = b,q°, to
5
5 1 5
b =b,: 5:—:(—j =—-38"=5-3=15.
1= T 5) T
OdpowiedZ: 15. 4

PRZYKLAD 2 Oblicz czwarty wyraz 1 iloraz ciagu geometrycznego
(b,), w ktéorym b, = 36, b, = 49.

Rozwigzanie. Wedlug wlasnoéci ciaggu geometrycznego, otrzymamy
b? = b,b,, stad b, =\bb, =/36-49=6-7=42 1up b, = - /b,b, = —42.

L. . . 42 C .
Jezeli b, = 42, to iloraz ciagu q=0b, : b, = 36 = %; jezeli b, =—-42, to
g= _7
r

. . 7 7
Odpowiedz: b,=42, q = 5 lub b,=-42, g = s <
PRZYKELAD 3 Oblicz pierwszy wyraz 1 iloraz ciggu geometrycznego
(b,), w ktorym b, + by =504 1 b, — b; + by = 378.
Rozwiqzanie. Przyjmiemy, ze g — iloraz ciagu geometrycznego.
Otrzymamy uklad dwéch réwnan z dwiema zmiennymi b, 1 q:

bq” +b,q° =504,
{blq3 -b,q* +b,q° =3178.
Podzielimy obustronnie lewe 1 prawe strony rownan uktadu.
big’ (1+q%) _ 504
bg® (1-q+q¢°) 378
Nastepnie otrzymamy:
b’ A+q)(-g+q*) _4,

b’ (A-q+q°) 3’
1+q 4,
g 8
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18. Ciagg geometryczny 177

4q =3 + 3q;
q=3.
Podstawiajac wartoéé q do pierwszego rownania uktadu, otrzymamy:
9b, + 243b, = 504; stad 252b, = 504; b, = 2.
OdpowiedZz: b,=2,q=3. 4

PRZYKLAD 4 Dlajakiej wartoéci x wyrazenia 3x, 7 —x15x + 7 beda,
kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego? Oblicz te liczby.

Rozwiqzanie. Jezeli warto$ci wyrazen 3x, 7—x 1 5x + 7 sg wyra-
zami ciagu geometrycznego, to powinna spetniaé sie rownosé: (7 — x)? =
=3x (bx + 7).

Dalej otrzymamy:

49 — 14x + x? = 15x% + 21x;
14x% + 3bx — 49 = 0;
2x2+bx—T7=0;

x=11lub x = —Z.
2
Jezeli x = 1, to otrzymamy nastepujacy ciag geometryczny: 3, 6, 12.
L. 7 . . 21
Jezeli x = —5, to otrzymamy nastepujacy ciag geometryczny: —?,

21 21

’

2 2
OdpowiedZz: dla x =1 mamy, ze: 3, 6, 12; dla x = —g otrzymamy:

21 21 21

2’ 27 2’
Rozwiazemy zadanie stosowane, z jakim bardzo czesto spotykaja sie

pracownicy banku, oraz ci, ktérzy ulokowali swoje koszty na depozycie
w banku.

PRZYKLAD 5 Przypu$émy, ze wktadca wptacit do banku 100 000 hrn
pod 10 % rocznych. Jaka kwota bedzie na koncie po 7 latach pod
warunkiem, ze wkladca nie zabierze tej kwoty w ciagu tego czasu?

Rozwiqgzanie. Przyjmiemy, ze a,— to poczatkowy kapitat wktadcy,
czyli
a, = 100 000 hrn.
Oznaczymy przez a,, as, ..., a, 1lo§¢ kwoty na koncie odpowiednio
w koncu pierwszego, drugiego, ..., sibddmego roku. Oczywiécie, ze ciag
Qy, Ay, Ay, ..., A, jest clagiem geometrycznym, iloraz ktérego jest réwny
110 %, czyli 1,1.
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178 § 3. CIAGI LICZBOWE

Wtedy
a, =a,-1,1" =100000-1,1" =194 871,71 (hrn).
OdpowiedZ: 194 871,71 hrn. <
Analogicznie mozna rozwigzacé to zadanie w ogdlnej postaci, biorac ze
poczatkowy kapital réwny a,, byt wtozony do banku z oprocentowaniem
p % rocznym. Wtedy w koncu n-tego roku bedziemy miec:

a, :ao(1+ﬁ]

Otrzymaliémy wzor, ktéry nazywa sie wzorem skltadnych odsetek.

‘)
1 1. Jaki ciagg nazywa sie ciggiem geometrycznym?
2. Jaka liczba nazywa sie ilorazem ciggu geometrycznego?
3. Jaka posta¢ ma wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego?
4. Jaka jest zaleznos¢ miedzy trzema wyrazami ciaggu geometrycznego?
5. Jaka posta¢ ma wzér sktadnych odsetek? Uzasadnij go.

I ¢WICZENIA

18.1.° Poéréd nizej wymienionych ciagdéw wskaz ciagi geometryczne, ich
pierwszy wyraz oraz iloraz kazdego z nich:

1) 2, 6, 18, 36; 4) 81,27, 9, 3; 7) -9, -9, -9, -9;
2) 4, 8, 16, 32; 5)2, -2, 2, -2 8) 1,23, 5;
3) 10, 20, 30, 40; 6) —i, % 1,2 9) V2, 2, 22, 4.

18.2.° Szbsty wyraz ciggu geometrycznego (b,) jest réwny 8, za$ iloraz
wynosi —4. Oblicz sibdmy wyraz ciagu.

18.3.° Oblicz si6dmy wyraz ciagu geometrycznego (b,), jezeli by = 16, za$

. . 3
iloraz ciagu ¢q = T

18.4.° Ile wynosi iloraz ciagu geometrycznego (b,), jezeli:
1)b,=6,b,=-3;  2)b,=-9,b,=15;  3) b, =33, b, =9?
18.5.° Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (b,), jezeli:
2 4
1) blZ = 24, b13 = 4, 2) b4 = —5, b5 = E.
18.6.° Ile wynosi pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (b,), jezeli b, = 12,

, . . 1
za$ iloraz ciggu q = g?
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18. Cigg geometryczny 179

18.7.° Si6dmy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny oL za$ jego iloraz

wynosi 4. Oblicz szdsty wyraz ciagu.

18.8.° Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego (x,), jezeli
x, = 0,2, za$ iloraz ciagu q = —5.

. . . , 1 .
18.9.° Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 57 a iloraz

réwny 3. Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazow ciagu.

18.10.° W ciagu geometrycznym (y,) pierwszy wyraz y, = 64, za$ iloraz
1 .
q= _5- Oblicz: 1) y3; 2) ¥ 3) Y1o-
18.11.° W ciagu geometrycznym (c,) pierwszy wyraz ¢, =9, za$ iloraz
q =—1. Oblicz: 1) ¢yy; 2) cx.

. . 1 . .
18.12.° Pierwszy wyraz ciaggu geometrycznego b, = 125 a jego iloraz

q = 5. Oblicz: 1) b,; 2) b..

N . . 1 1
18.13.° Oblicz iloraz oraz piaty wyraz ciagu geometrycznego 216" 36’
1
Pk

18.14.° Oblicz iloraz oraz szdsty wyraz ciaggu geometrycznego. 18, 12,
8, ...

18.15.° Udowodnij, ze, gdy ciag (x,) — jest ciagiem geometrycznym, to
XgX13 = X5X11-

18.16.° Udowodnij, ze, gdy ciag (y,) — jest ciagiem geometrycznym, to
YaYa1 = YV

18.17.° Wktladca ulokowat do banku 5000 hrn pod 8 % rocznych. Jaka
kwota bedzie na jego koncie po upltywie roku?

18.18.° Cztery lata temu przedsiebiorstwo produkowato 10 000 jednostek
pewnego wyrobu w ciagu roku. Zawdzieczajac modernizacji 1 zwiek-
szeniu wydajnoéci pracy otrzyma przyrost produkeji o 20 %. Ile sztuk
danego wyrobu bedzie sie produkowaé w tym roku?

18.19.° Po dwdch kolejnych znizkach ceny o 10 % stét kosztuje 2916 hrn.
Oblicz odsetkowa, cene stotu.

18.20.° Po dwoch kolejnych podwyzkach o 25 % zyrandol kosztuje 937 hrn
50 kop. Oblicz poczatkowa, cene zyrandola.
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180 § 3. CIAGI LICZBOWE

18.21.° I1oé¢ ludnosci w mieScie w ciagu dwoch lat zwiekszyta sie z 40 000
do 44 100. Oblicz $redni coroczny przyrost ludnosci w tym miescie.

18.22.° Wskutek dwoch kolejnych obnizek cen o te sama iloéé odsetek
cena krzesta obnizyta sie z 800 hrn do 578 hrn. O ile odsetek kazdego
razu obnizyla sie cena?

18.23.° Wyraz wyrazy bg, b,; 1 by, ciagu geometrycznego (b,) przez b,
11iloraz q.

18.24." Wyraz wyrazy s, Cs 1 Cs Clagu geometrycznego (c,) przez ci,
iiloraz q.

18.25.° Oblicz iloraz ciggu geometrycznego (b,), jezeli:
1) b, = é by = 64 9) by = 75, by = 217.

18.26.° Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (c,), jezeli:
1) e = é, iloraz ¢q = %; 2) ¢ = 100, ¢y = 100 000.

18.27.° Liczba 486 jest wyrazem ciagu geometrycznego 2, 6, 18, ... . Podaj
wskaznik tej liczby.

18.28.° Liczba 96 jest wyrazem ciagu geometrycznego %, z, g, e
Podaj wskaznik tej liczby.

18.29.° Jakie dwie liczby nalezy wstawi¢ miedzy liczbami 6 1 750, aby
wraz z podanymi tworzyly ciag geometryczny?

18.30.° Jakie cztery liczby nalezy umies$ci¢ miedzy liczbami 0,51 16, aby
wraz z podanymi tworzyly ciag geometryczny?

18.31." Ciag (b,) okreslony wzorem n-tego wyrazu b, =5-4" "% Czy ten
ciag bedzie ciagiem geometrycznym? Czy odpowiedz bedzie stwier-
dzajaca, to wskaz jego pierwszy wyraz 1 iloraz.

18.32.° Udowodnij, ze ciag (x,), okre§lony wzorem n-tego wyrazu x, = 7 +1,
jest ciagiem geometrycznym oraz podaj jego pierwszy wyraz i iloraz.

18.33.° Ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym. Oblicz:
1) b;, jezeli b, = 9, bs = 25; 3) by, jezeli by =2, b,g=10.
2) by, jezeli by =-3, by, =—12;

18.34.° Dla jakiej warto$ci zmiennej x liczby x, 3x 1 18 beda kolejnymi
wyrazami ciagu geometrycznego?
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18. Cigg geometryczny 181

18.35.° Dla jakiej warto$ci zmiennej y liczby —1, 2y 1 —8 beda kolejnymi
wyrazami ciagu geometrycznego?

18.36." Drugi wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 6. Oblicz iloczyn
trzech poczatkowych wyrazow ciagu.

18.37.° Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 3. Oblicz iloczyn
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

18.38.° Udowodnij, ze w skonczonym ciagu
geometrycznym iloczyn wyrazéw row-
nooddalonych od koncéw jest réwny
iloczynowi skrajnych wyrazow.

18.39." W foremny tréjkat o boku a kolejno
sa wpisane trojkaty w taki sposéb, ze
wierzchotki kazdego nastepnego trojkata
sa $rodkami bokéw poprzedniego trojka-
ta (rys. 18.1). Udowodnij, ze obwody tych
trojkatow tworza ciag geometryczny oraz Rys. 18.1
podaj wzoér na n-ty wyraz ciagu.

18.40." Czy podane ciagi sa ciggami geometrycznymi, jezeli:
1) 2—}1, 2—2n, 2—3n, 2—4n; 3) 2n’ 2n+ 1, 2n+2’ 2n+3‘?
2) 2n, 27, 2", 2,
Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, wtedy wskaz iloraz tego ciagu.
18.41.° Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym q. Czy nizej wymienione
clagi sq geometrycznymi:

1) by, by, ..., by, _3; 3) b, +b,, by +by,....,b, +b,;
9) 2b,, 2b,, ..., 2b : ot Lo 1
bl b2 bn

Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, wtedy wskaz iloraz tego ciagu.

18.42.° Ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie q. Czy nizej wy-
mienione ciagl sa geometrycznymi:

1) by, by, ..., byy; 2) b,b,, byb,, b3bs, ..., b, 5b,?
Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj iloraz ciagu.

18.43." Miedzy liczbami 80 1 5 zapisz trzy takie liczby, aby z danymi
wyrazami tworzyly ciag geometryczny.

18.44.” Miedzy liczbami 6 1 486 zapisz trzy takie liczby, aby wraz z da-
nymi liczbami tworzyly ciag geometryczny.
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182 § 3. CIAGI LICZBOWE

18.45.” Oblicz pierwszy wyraziiloraz wymienionych ciagéw geometrycz-
nych (b,), w ktérych:
1) b,=3b,1 by — b, = 48; 3) b;—b,=1681b, + b, =—28.
. 14
2) b, +b, =% 1b-b,+b, =?;
18.46. Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz ciggu geometrycznego: (b,),
w ktérych:
1)b,—b,=301b,— b, =24;
2) by—b,=781b;+ b, + b;=-117.

18.47.* Dla jakiej warto$ci x warto$ci wyrazen 2x + 1, x + 51x + 11 beda
ciggiem geometrycznym? Oblicz wyrazy tego ciagu.

18.48." Dla jakiej wartosci x wyrazenia x + 6, x + 21 3x — 4 beda stanowity
ciag geometryczny? Oblicz wyrazy tego ciagu.

18.49.” Udowodnij ze gdy wyrazy ciagu (b,) sa rbézne od zera oraz dla
jakiejkolwiek wartoéci naturalniej n>1 spelnia sie réwnos§é
b?=b, ,-b,.,, to ten ciag (b,) bedzie ciagiem geometrycznym.

18.50. Podaj ciag geometryczny, ktéry sktada sie z 6 wyrazoéw, jezeli
suma trzech pierwszych wyrazéw wynosi 168, a suma trzech pozo-
stalych wynosi 21.

18.51.” Dane sa trzy liczby dodatnie, ktére tworza ciag arytmetyczny,
suma ktérych jest rowna 21. Jezeli te liczby dopelnié liczbami 2, 3
19, to otrzymane liczby tworza ciag geometryczny. Oblicz dane liczby.

18.52.” Dane sq trzy wyrazy, ktore tworza ciag arytmetyczny. Ich suma
wynosi 30. Jezeli od pierwszej liczby odjac 5, od drugiej liczby odjaé 4,
za$ trzecig liczbe pozostawi¢ bez zmian, to otrzymane liczby tworza,
ciag geometryczny. Oblicz dane liczby.

18.53." Dane sq trzy liczby, ktore tworza ciag geometryczny. Suma tych
liczb jest rowna 65. Jezeli od pierwszej z tych liczb odjaé 1, a drugg
liczbe pozostawié bez zmian, oraz od trzeciej liczby odjaé 19, to otrzy-
mane liczby beda tworzy¢ ciag arytmetyczny. Oblicz dane liczby.

18.54.” Dane sa trzy liczby, ktore tworza ciag geometryczny, suma kto-
rych jest roéwna 26. Jezeli do tych liczb dodaé¢ odpowiednio liczby 1,
61 3, to otrzymane liczby beda tworzy¢ ciag arytmetyczny. Oblicz te
dane liczby.
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I ZADANIA NA POWTORZENIE

18.55. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

7° 125° 32° 39°
1 ST 2) i 3) PyvE 4) 10 7
7 25 64 3 -13
18.56. Przeksztal¢ dane wyrazenie w ulamek:
1) 2 + 3 : 2) a+1+a—1; 3) c—7_c—3-
xX+y x-yY a-4 a-6 c+l c¢-5

18.57. Udowodnij tozsamos§é:
(21) L 1-b 2 )'b2—2b+1.b—1_l
P+l b -b+1 b-1

4 b+l 2
18.58. Udowodnij, ze warto$¢ wyrazenia jest wymiernag, liczba;

D V10 Jio o, 2-\5 2445

+

\/\/B+9—3_\/\/E+9+3’ 2445 2-+5

18.59. Trzech robotnikéw pracujac razem wykopali ziemniaki za 3 dni,
pracujac codziennie 8 godz. W ciggu ilu dni ziemniaki wykopia 6
robotnikéw pracujac codziennie 6 godz., jezeli wydajno$é ich pracy
jest jednakowa.

18.60. Do stopu miedzi z cynkiem, ktéry zawiera o 12 kg miedzi wiecej
od cynku, dodano 6 kg miedzi. Wskutek tego odsetkowa zawarto§é
cynku w stopie zmniejszyla sie o 5 %. Ile kilograméw cynku oraz ile
kilogramoéw miedzi zawieral poczatkowy stop?

18.61. Do stopu magnezu 1 aluminium, zawierajacego 12 % aluminium
dodano 5 % magnezu, wskutek tego odsetkowa zawarto$¢ magnezu
w stopie zwiekszyla sie o 20 %. Ile kilograméw magnezu bylo na
poczatku w stopie?

18.62. Deponent zlozyl do banku 4000 hrn. W ciagu pierwszego roku
naliczono mu pewny odsetek roczny, a w ciagu drugiego roku odsetek
bankowy zwiekszono o 4%. Po dwéch latach na koncie byto 4664 hrn.
Jaki byl odsetek bankowy w ciagu pierwszego roku?

18.63. Deponent zlozyt do banku 10 000 hrn. W ciagu pierwszego roku
naliczono mu pewny odsetek roczny. W nastepnym roku odsetek
bankowy zmniejszono o 2 %. W koncu drugiego roku na koncie byto
11 880. Ile odsetek stanowila stopa bankowa w pierwszym roku?
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184 § 3. CIAGI LICZBOWE

Jak unikna¢ niejednoznacznosci _yﬂ

w obliczeniach odsetkowych =

Zadania, ktore zawieraja odsetkowe stawki moga czasami sprawiaé
trudnoéci. Zadania 18.62 1 18.63 sa typowymi przykladami o zwieksze-
niu (o zmniejszeniu) “odsetku bankierskiego”. Stopa odsetkowa — to
taka sama wielko§é, jak 1 inne zmienne wielkosci — predkoéé, odleglose,
cena 1 inne. Réznica polega w tym, ze ta wielko$¢ jest wyrazona takze
w odsetkach. Dlatego sytuacja, w ktorej moéwi sie o zmienianiu sie tej
wielkoéci, jest niejednoznaczna.

. . Model matematyczny,
. . Podwyzszenie , L
Podwyzszenie cen x . ktory opisuje nowe

odsetkowej stopy x Y

wartoscl
Cena podwyzszyla Odsetkowa stopa 4+ 10

sie 0 10 hrn podwyzszyla sie 0 10 %
Cena podwyzszyla Odsetkowa stopa 1 1x
sieo 10 % podwyzszyla sie 10 % ’

Widzimy, ze w przypadku stopy odsetkowej podanie opisowe dla
wszystkich modeli matematycznych jest jednakowe.

Aby uniknaé niejednoznacznos$ci w ekonomice 1 w innych dziedzinach
gdzie zastosowuje sie odsetkowe obliczenie uzywa sie pojecie “punkty
procentowe”.

Podamy charakterystyczny przyktad.

W klasach dziewiatych uczy sie 100 uczniéw, z ktérych na poczatku
roku szkolnego 20 % byli celujacymi.

Jezeli powiemy, ze na koniec roku iloé¢ celujacych zwiekszyla sie
0 5 %, wtedy to zdanie oznacza, ze iloé¢ celujacych (wyrazona iloécia
0s6b) zwiekszyla sie 0 5 % od danej ilosci. Iloéciowo celujacych w tym
przykladzie bylo 20 os6b, gdy ta iloé¢ zwiekszyla sie o 5 %, to wtedy
bedzie 21 oséb.

Jezeli chcemy powiedzied, ze wyznacznik “20 %” zwiekszyl sie i teraz
jest rowny 25 %, to nalezy uzy¢ slow “punktéow procentowych”: “na koniec
roku iloé¢ celujacych zwiekszyla sie o 5 punktéw procentowych”. Zgodnie
z takim formulowaniem ilo$¢ celujacych na koniec roku wynosita 25 oséb.
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19. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego 185

Teraz zadanie mozna przefrazowaé tak, aby uniknaé¢ blednego ttu-
maczenia.

18.62. Deponent ztozyt do banku 4000 hrn. Za pierwszy rok naliczono
pewny odsetek roczny, a w drugim roku odsetek bankowy zwiekszo-
no o 4 punkty procentowe. Pod koniec drugiego roku na koncie bylo
4664 hrn. Ile odsetek stanowita stopa bankowa pierwszego roku?

Suma n poczatkowych
wyrazow ciagu geometrycznego

Rozpatrzymy skonczony ciag geometryczny b,, b,, b, ..., b, 1, b,.
Oznaczymy sume tego ciagu przez S,,.
Otrzymamy:
S,=b,+by,+b,+...+b,_+b,. @)
Wyprowadzimy wzér na obliczenie tej sumy.
Na poczatku rozpatrzymy zadanie, rozwigzanie ktérego bedzie dro-
gowskazem do wyprowadzenia szukanego wzoru.
Rozpatrzymy ciag geometryczny 1, 2, 22, ..., 262, 2631 obliczymy sume
jego wyrazoéw Sg,:
Sea=1+2+22+ ... + 252426
Obie strony zapisanej rownosci pomnozymy przez iloraz ciggu — licz-
be 2, wtedy:
286, =2+ 2%+ ... + 262 + 263 4 264,
Obliczymy réznice 2Sg, — Sq,:
28, = 2+ 224 23 + .+ 28 + 2%
h Se= 1+ 2 + 22+ 28 + .+ 28

28, —-Sgu=-1+ 0 + 0+ 0 + .. + 0 + 26

Stad Sg, = 2% - 1.

Moze wynikna¢ pytanie: Dlaczego dla przyktadu obraliémy taki ciag
1, 2, 22, ..., 262, 2657

7 tym ciagiem powigzana jest legenda. Hinduski medrzec, ktory wy-
nalazl gre w szachy, za swdj wynalazek poprosit radze, jak sie wydaje,
niewielka nagrode: za pierwsze pole szachownicy — 1 ziarenko pszenicy,
za drugie — 2 ziarenka, za trzecie — 4 itd. — za kazde nastepne pole sza-
chownicy dwa razy wiecej ziarenek niz za poprzednie pole.

Oczywiscie, ze ogélna iloéé¢ ziarenek, jaka poprosil wynalazca, wy-
nosita Sy, = 264 — 1.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



186 § 3. CIAGI LICZBOWE

Bogaty radza byt zaskoczony, gdy dowiedziatl sie, ze on nie bedzie mégt
spelié¢ “skromne” zyczenie medrca. Rzecz w tym, ze warto§¢ wyrazenia
264 — 1 wynosi 18 446 744 073 709 551 615.

Aby zrozumie¢, jak wielka jest ta warto§¢ wyobrazimy sobie, ze ziar-
no chroni sie w komorze o polu 12 ha. Wtedy wysoko§¢ jej powinna by¢
wieksza od odleglos$ci Ziemi do Stonca.

Skorzystamy z opisanego sposobu, aby obliczy¢ sume (*).

Przepiszemy réwnoéé (*) w nastepujacej postaci:

S,=b,+b,g+b,¢°+b,¢*+... + byg" 2+ b,q" ..

Pomnozymy obie strony tej réwnosci przez q:

S,g=b,9+b,¢*+b,¢*+ b,g*+ ... + b,g" ' + b,q™.
Obliczymy réznice S,q — S,

S,q = big +b,g* +b,9°+ .. +bg" " +bq"
S,= b+ big +b,¢*+bg°+ ... +bg"!

n

Sq-S,=-b,+ 0 + 0 + 0 + ..+ 0 +bgq"
A wiec,
S,q—S,=b,g"-b,.

Stad S, (g —1)=b,(¢" - 1).
Dla g # 1 otrzymamy:

b -1
q-1

S,

n

Ta ré6wnos$¢ nazywa sie wzorem n poczatkowych wyrazow ciggu
geometrycznego o ilorazie r6znym od 1.

Gdy g = 1, to wszystkie wyrazy ciagu sa rowne pierwszemu wyrazowl.
Wtedy S, = nb,.

PRZYKELAD  Dlajakiejkolwiek wartosci naturalnej n suma n poczat-
kowych wyrazow ciggu geometrycznego oblicza sie zgodnie ze wzorem
S, =10 (2" — 1). Oblicz pierwszy wyraz 1 iloraz ciagu.

Rozwiqzanie. Przyjmiemy, ze b, — pierwszy wyraz danego ciagu,
q — jego iloraz.
Wtedy b,=8,=10 2-1)=10; b, + b,=8,=10 (22— 1) = 30. Stad

b,
b,=30—b,=20; g=-2=2.
bl

OdpowiedZ:b,=10,q9q=2. 4
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19. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego 187

? 1. Jak obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego o ilorazie,
réznym od jedynki?
2. Czemu jest réwna suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
o ilorazie rownym jedynce?

I CWICZENIA

19.1.° Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (b,)
o ilorazie ¢, gdy:
1)b,=10,q9q=3,n=4;
2)b,=—4,q=-1,n=10;
3)b,=0,6,9=2,n=>5;

4) b, =4,5, q:é, n==_§;
5) b1:_9’ q:\/§7 n:69
6)b, =8, q:—%, n=4.

19.2.° Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (b,)
o ilorazie q, gdy:

Db, =1,9=2,n=9;
2 b, =15, ¢=2, n=3;
3
1
3) b1:18’ q:—g, n=>5;

4)b,=4, g=—2, n=4.

19.3.° Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego:

1) 12, 72, 432, . g L 1 1
16 8 4
19.4.° Oblicz sume czterech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycz-
nego:
1) -0,6; 3; -15; ...; 2) 56; 42; 31,5; ... .

19.5.° Oblicz sume szeéciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
(c,), gdy:
1) ¢, = 216, za$ iloraz ciagu q = —3;

2) ¢, =55, ¢, =125+/5, za$ iloraz ciagu q>0.
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188 § 3. CIAGI LICZBOWE

19.6.° Oblicz sume siedmiu wyrazéw ciagu geometrycznego (x,), gdy
X3= 24, xg = 768.

19.7.° Ciag geometryczny (b,) okre§lono wzorem n-tego wyrazu
b, =10-3""". Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu.

19.8.° Ciag geometryczny (y,) okreslony wzorem n-tego wyrazu
B (_2)n+1

. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazoéw ciagu.

n

. . , 2
19.9.° Iloraz ciagu geometrycznego jest rowny 3’ a suma czterech po-
czatkowych wyrazow wynosi 65. Podaj pierwszy wyraz ciggu.

19.10.° Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego wy-
nosi 516, pierwszy wyraz jest rowny 12. Oblicz iloraz ciagu.

19.11.° Suma wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego wynosi 605.
Oblicz iloé¢ wyrazdw ciagu, jezeli jego pierwszy wyraz b, = 5, a iloraz
ciagu q = 3.

19.12.° Bakteria, znajdujaca w sprzyjajacym Srodowisku, przy koncu
dwudziestej minuty dzieli sie na dwie bakterie, kazda z ktérych przy

koncu nastepnych 20 min dzieli sie znowu na dwie itd. Ile bakterii
utworzy sie z jednej bakterii w ciggu doby?

19.13.° Dla dowolnej wartosci n suma n poczatkowych wyrazéow ciagu
geometrycznego S, = 4 (3" — 1). Oblicz trzeci wyraz ciagu.
19.14.° Dla dowolnej wartos$ci n suma n poczatkowych wyrazéow ciagu

1Y . :
geometrycznego S, =6 ((—Ej - 1]. Oblicz czwarty wyraz ciagu.

19.15.” Oblicz sume kwadratéw szesciu poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego, pierwszy wyraz ktorego jest rowny 2 V3, zaéiloraz
jest rowny J3.

19.16.” Oblicz sume szeSciandéw czterech poczatkowych wyrazoéw ciagu
geometrycznego(b,), gdy b, = 31 b, = —6.

19.17.” Udowodnij tozsamo$é

at—1=@-1D@ '+a"?+...+a+1).
19.18.” Udowodnij tozsamosé

a*l+l=(@+1) (@ —-a> '+..+a*—a+1).
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19. Ciag geometryczny 189

19.19." Znajdz iloéé wyrazdéw ciagu geometrycznego, iloraz ktérego q = 3,
ostatni wyraz za$ ¢, = 162, suma wszystkich wyrazow S, = 242,

I ZADANIA NA POWTORZENIE

19.20. Rozwiagz uklad nieréwnosci:
1 (x+2)(x-6)<(x+2)(x+1)+4,
2(6x—-1)=72x—4);
x-1 x-2_x-3
- > - X,
2)7 2 3 4
1-x>0,5x-5.
19.21. Podaj przedzial, w ktérym funkcja roénie:
1) f(x) = 0,5x? — 3x + 4;
2) f (x) =—3x? — 2x + 4.

19.22. Sporzadz wykres funkcji:

1)y:—9+3; 3) y=- +3.
x x+3
6

2) y=-— ;

) x+3

19.23. Dwéch robotnikéw za pierwszy dzien wyprodukowali 90 detali.
W drugim dniu pierwszy robotnik wyprodukowat o 10 % wiecej, za$
drugi — o 15 % wiecej niz oni produkowali w pierwszym dniu. Ogé-
lem w ciagu drugiego dnia oni wyprodukowali 101 detali. Ile detali
wyprodukowal kazdy z nich w ciagu pierwszego dnia?

19.24. Uproé¢ wyrazenie:

1) {(a-b)* +16a”, gdy a<01i b>0;
2) \J(x—y)* —/9y°, gdy x>01 y<O.

19.25. Ubranie kosztowalo 600 hrn. Po podwéjnym obnizeniu ceny,
ubranie kosztowato 432 hrn, przy czym odsetek obnizenia drugie-
go byt 2 razy wiekszy od pierwszego. Na ile odsetek kazdego razu
obnizyta sie cena?

19.26. Pewny towar kosztowatl 200 hrn. Na poczatku jego cene podwyz-
szono o kilka odsetek, zatem obnizono o taka sama iloé¢ odsetek, wiec
warto$c¢ jego wynosita 192 hrn. O ile odsetek kazdego razu odbyla sie
zmiana ceny towaru?
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190 § 3. CIAGI LICZBOWE

I UCZYMY SIE NIESTANDARDOWEGO MYSLENIA

19.27. Na plaszczyznie umieszczono 100 punktéw. Wiadomo, ze przez
kazda czwarta z nich przechodzi wykres pewnej funkeji kwadrato-
wej. Udowodnij, ze wszystkie 100 punktéw naleza do jednej funkcji
kwadratowe;.

Sumowanie L&Yﬁ

Jednoczeénie z kazdym ciagiem a,, as, Qs, ..., @,, ... mozna rozpatrywac
takze nastepny ciag (S,):

Si=a,S;=a,+a,, Sy=a,+a,+a,, ...,
S,=a,+a;+ ...+ a, ...

Znalezienie wzoru n-tego wyrazu ciggu (S,) nazywa sie suma po-
czatkowych n wyrazow ciagu (a,).

O ile znacie wzory na obliczenie n poczatkowych wyrazow ciagdw
arytmetycznego 1 geometrycznego, to w ten sposéb umiecie obliczaé
sume tych ciagéw.

Za pomoca litery greckiej X (sigma) sume a, + a, + ... + @, mozna za-

pisacé, jako: Z a,.
k=1
Na przyklad, 1 +2° +3* +...+n’ = Z k2
k=1

13+23+33+...+n3:z K.
k=1

Jednym z efektywnych sposobéw zapisywania sumy jest wykorzysta-
nie wyzej udowodnionych wzorow.
PRZYKLAD 1 Oblicz sume §+g+§+---+u-
2 4 8 2"
1
2"
Wtedy dang sume mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposoéb:

(1+llj+(2+i2)+(3+i3)+...+(n+inj.

2 2 2 2

(1+il)+(2+i2)+(3+i3)+...+(n+i):
2 2 2 2"
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Rozwiqzanie. Mamy: T =k

Stad
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1 1 1 1
=1+2+3+..An)+| -+ttt |=
2 2° 2 2"
:n(n+1)+1_i.
2 2"
2" k+1 n(n+1) 1

-,
2 2" <

A wiec, Z

PRZYKELAD 2 Obliczsume 7T+77+777+77...7.

—
n

Rozwigzanie. Poniewaz 77...7=7-11...1, to dla rozwiazania
—_—

zadania wystarczy znalez¢ sume S, =1+11+111+...+11...1 i otrzy-
[ —
many wynik pomnozy¢ przez 7.
Mamy:
10-1 10°-1 10°-1 10" -1
S, = + + +...+ =
9 9 9 9
1 2 " 1
==(10+10°+...+10")—=(1+1+...+1) =
~1.1000"-1) n_10(10"-1) =n
9 10-1 9 81 9
. , 10" -1
Szukana suma jest réwna 7040 -b _ 7_n |

81 9

Gdy dla danego ciagu (a,) uda sie znalezé taki ciag (b,),ze a,=b,,, — b

n’

n
wtedy sume Z a, bardzo latwo obliczy¢. Oczywiscie, a, + a, + ... + @, =
k=1

=(by—b) +(by—by) +(by—b)) +...+(b,.,—b)=b,.,—b,.

PRZYKLAD 3 Obliczsume 1-11+2-21+3-3!+...+n-nl
Rozwigzanie. Mamy:
n-nl=(n+1)!-nl
Wtedy mozna zapisac:

i E-Rl=2!1-1D)+3B!-2D)+4!-3)+...+ (n+D!-n)=(n+1)!-1. 4

k=1
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192 § 3. CIAGI LICZBOWE

PRZYKLAD 4 Udowodnij, ze gdy ciag (a,) — jest arytmetycznym cia;

giem z niezerowymi wyrazami, to

1 1 1 n
+ +ouat = .
4,0y Gy0; a8, 40,
R . o M 1 1 1 1 dzie d — réims
ozwigzanie. Mamy: =l ——— "= e d — rbznica
iq i my . o a. ;> gdz rézni
ciggu. Wtedy
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ ot =l ——— | =+ == =+t ——— |- ==
a,a, ayag a,a, .1 a a,)d \a, a ) d a, a,,)d
_if1 11 1 1 1) 1(1 1 )_
dla, a, a, a, a, 4, dla, a,,
a,,1-4 a +dn-a n
d = = 4
a, " a,, da,-a, a4,
) 5 ,18 25 2n® +2n+1
PRZYKLAD |5 Oblicz sume o+ oo ¥ 57+ nntl)
Rozwigzanie. Mamy:
2n® +2n+1 2 1)+1 1 11
n“+2n+l_ n(n+1)+ —9. 9 L.
n(n+1) nn+1) n(n+1) n n+l
Wtedy mozna zapisacé:
2K% + 2k +1 11 11 11 11
2 r2kil o, 11 +(2+———j+(2 ———j+...+(2+—— j:
“= E(k+1) 1 2 3 n o n+l
1 2
_on41__ L _n@n+3) o
n+1 n+1

I CWICZENIA

5" k-1
1. Oblicz sume Z 5
8" k43" k41

2. Oblicz sume Z 3

3. Oblicz sume:

1) 9+99+999+...+99...9;
—

n

2) 5+55+555+...+55...5.
%r_/

n
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4. Udowodnij, ze gdy ciag (a,) — to ciag arytmetyczny z wyrazami do-
datnimi, to

1 1 1 n
+ ot = .
NS N Y N s Y Pl

5. Oblicz sume:
1 1

1) et 1 ot ! ;
1-5 5-9 9-13 (4n—-"7)(4n-3)
3
1-2

7 13 n®+n+1
+—F—F i F—
2:3 3-4 nn+1)
3)l+£+i+... n
21 3! 4! (n+1)!
4) §+£+L+...+%.
4 36 144 n?(n+1)

6. Oblicz sume:

2)

2

1 1 1 1
=+ + +.ooot 5
2-7 7-12 12-17 (5n.-38) (5n +2)
3 13 37 n’+n”+1

1
eet .
1-2 2-3 3-4 n(n+1)

. = 1
7. Oblicz sum —_—
Q,;(k+1)2—1

. Lo e

8. Oblicz sume 175 3" 5.3.4 n(n+1)(n+2)

9. Oblicz sume S, =1+2a+3a”* +4a’ +...+n-a""!, gdzie a 1.
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194 § 3. CIAGI LICZBOWE

ZADANIE TESTOWE N 4 “SPRAWDZ SIEBIE”

1. Z nizej wymienionych ciagéw wybierz ciag arytmetyczny.
A)6,9,12,13; C) 2,8, 14, 21;
B) 2,9, 16,23; D)2,09, 16, 21.

2. Ktéry z wymienionych ciagéw jest ciagiem geometrycznym?
A)3,6,9, 12; C) 3, 6,12, 24;
B) 3, 5,17, 14; D) 5, 8, 12, 16.

3. Ilu jest rowny szdsty wyraz ciagu arytmetycznego, pierwszy wyraz
ktérego réwny 12, za$ réznica jest rowna 0,4?

A) 14,4; B) 14; C) 13,6; D) 13.
4. Oblicz rbznice ciagu arytmetycznego (a,), gdy a, = -7, a, = 5.
A) -2; B) 2; C) -12; D) 12.

5. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego,
pierwszy wyraz ktérego jest réwny a, =—16, a réznica d = 3.
A) -10; B) -15; C) —20; D) —25.

6. Oblicz czwarty wyraz ciaggu geometrycznego, pierwszy wyraz ktorego

. 1 .
jest b, = Y a iloraz q = 2.

A) -2; B) -1; 0) 1; D) 2.
7. Ile wynosi iloraz ciagu geometrycznego (b,), gdy b, = 36, b, = 9?
A) i; B) 4; C) 27; D) -27.

8. Oblicz sume czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego,
pierwszy wyraz ktorego jest b, = 2, za$ iloraz g = 3.
A) 56; B) 80; C) 96; D) 192.

9. Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego
(a,), okreslony wzorem n-tego wyrazu a, = —4n + 13.
A) -300; B) —285; C) —275; D) —250.

10. Jaki wskaznik ma wyraz ciagu arytmetycznego (a,), ktory jest rowny
6,2, gdy a, = 0,2, a réznica d = 0,4?
A) 14, B) 15; C) 16; D) 17.

11. Ile dodatnich wyrazéw zawiera ciag arytmetyczny (a,), gdy a, = 41
ia,=38?

A) 13; B) 14; C) 15; D) 16.
12. Oblicz réznice ciagu arytmetycznego (a,,), gdy a, + a; = 281a, + a; = 24.
A) 4; B) 3; C) 2,5; D) 2.
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Zadanie testowe N 4 “Sprawdz siebie” 195

13. Deponent zlozyl w banku 4000 hrn pod 10 % rocznych. Jaka kwota
bedzie na jego koncie po 2 latach?
A) 4840 hrn; B) 4800 hrn; C) 4080 hrn; D) 4440 hrn.

14. Szafa kosztowata 15 000 hrn. Po dwéch kolejnych obnizkach jej ceny o
jedna i te sama ilo$¢ odsetek, ona kosztowala 9600 hrn. O ile odsetek
kazdego razu obnizano cene?

A) 25 %; B) 10 %; C) 15 %; D) 20 %.

15. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktére sg wielokrotnoécig
91 mniejsze od 120.
A) 810; B) 702; C) 819; D) 882.

16. Ile wynosi suma dziewieciu wyrazow ciagu arytmetycznego (a,), gdy
a, +a,+a,,=187
A) 48; C) 72;
B) 54; D) nie da sie obliczy¢.

17. Dla jakiej wartoéci x warto$ci wyrazow 7x — 8, 2x + 11 x + 6 sa kolej-
nymi wyrazami ciggu arytmetycznego?
A) 1; C) -1;
B) 2; D) taka warto$¢ nie istnieje.

18. Dla jakiej dodatniej wartos$ci x wartoéci wyrazen x + 1, 3x — 112x + 10
sq kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego?
A) 1,5; C) 3;
B) 4; D) taka warto$¢ nie istnieje.
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196 § 3. CIAGI LICZBOWE

' GLOWNE W PARAGRAFIE 3 1

Ciagi
Obiekty, ktore sg ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi 1,
2,3, ...,n, .., tworza ciag.

Ciag arytmetycznym

Ciag, w ktéorym kazdy wyraz, zaczynajac od drugiego, jest réwny
poprzedniemu, do ktérego dodano jedna i te sama liczbe, nazywa sie
ciggiem arytmetycznym.

Wzér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego

a,=a;,+d(n-1)

Wlasnosci wyrazow ciggu arytmetycznego

Jakikolwiek wyraz ciagu arytmetycznego, oprocz pierwszego (ostat-
niego, jezeli ciag jest skonczony) jest Srednia arytmetyczna wielko$cia,
dwoéch sgsiednich jego wyrazow.

@, 118,

2

a, =
Wzér na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego.

a +a,

S, = n;
2

Ciag geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywa sie ciag o pierwszym wyrazie roz-
nym od zera, w ktéorym kazdy wyraz, zaczynajac od drugiego jest
réwny poprzedniemu pomnozonemu przez jedna i ta sama liczbe
réznag od zera.
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Glowne w paragrafie 3 197

Wzér n-tego wyrazu ciagu geometrycznego
bn = blqn71

Wlasnoéé wyrazéw ciggu geometrycznego

Kwadrat jakiegokolwiek wyrazu ciagu geometrycznego, oprocz pierw-
szego (i1 ostatniego jezeli ciag jest skonczony) jest réwny iloczynowi
dwoch sasiednich jego wyrazow:

b2 =b, b

n+1°

Wz6r na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego

_b(q" -1
qg-1

S

n
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198

Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry
klasy 9.

20.1. Podaj wypowiedzi w postaci nier6wnosci:
1) a — liczba dodatnia;
2) b — liczba ujemna;
3) modut liczby ¢ — nieujemna liczba;
4) modut sumy dwdéch liczb rzeczywistych a i1 b nie wiekszy od sumy
modutéw tych liczb.

20.2. Udowodnij nieréwno$c:
1) 3a (a + 6)<(3a + 6) (a + 4);
2) (26 -1)(3b +2)<(3b—1)(2b + 1);
3) 25m® +n® >10mn;
4) 20’ - 4a + 5>0;
5) x*+x+1>0;
6) 4y® -12>12y - 21;
7 a® +b*+2>2(a+b);
8) a®+b2+c*+3>2(a+b+c);
9) 2a? + 5b% + 2ab + 1>0;
10) x% + y2 + 15>6x + 4y.
20.3. Udowodnij, ze nieréwnosé jest prawdziwa:
1) a®* -5>5a* —a, gdy a>5;
2) b®*+b+2>0, gdy b>-1;
3) ®+¢<8c*+3, gdy c<3.

20.4. Wiadomo, ze a>3. Poréwnaj wzgledem zera warto§¢ wyrazenia:

1) 2a — 6; 4) (a—-3)2-a);
2) 15 — 5a; 5 272,
a-1
3) 2a — 4; 6) i
3-a
20.5. Wiadomo, ze b<2. Poréwnaj warto§é wyrazenia wzgledem zera:
1) 4b - 8; 3) __b=3
2-b)(b-4)

2) (b-2)*(b-3);
20.6. Udowodnij, ze, gdy a>b>1, wtedy
a?b + b? + a>ab®>+ a’+ b.
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20. Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry klasy 9. 199

20.7. Udowodnij, ze, gdy a<b<2, to
a’b + 2b% + 4a<ab? + 2a® + 4b.

20.8. Poréwnaj liczbe a wzgledem zera, gdy:

1) 6a<ba; 3) 9a>4a;

2) —2a<2aq; 4) -37a>-3a.
20.9. Udowodnij, ze, gdy a>71 b>3, to:

1) 4a + b>31; 2) 10a + 3b>175.
20.10. Udowodnij, ze, gdy a>51 b<-2, to:

1) 8a—b>17; 2) 5b — 2a<-10.

20.11. Poréwnaj, jezeli jest to mozliwe:
Dda+b112,gdya>21b>5;
2)b—2a10, gdy a>41b<6;
3)b—-3ail, gdy a<61b<0;
4)a-5bil,gdya<l21b>2.
20.12. Liczby dodatnie a, b, c1d sq takie, ze a>b, d<b1c>a. Uporzad-
kuj liczby w kolejnosSci rosnacej l, 1, 1 1 l
a b ¢ d
20.13. Wiadomo, ze 5<a<8. Ocen warto$¢ wyrazenia:
1) 0,4q; 3) 2a + 1;
2)a-—3; 4) —-3a + 2.

20.14. Wiadomo, ze 3,1 < \/ﬁ < 3,2. Ocen warto$¢ wyrazenia:
1) 2410; 2) —44/10; 3) 3410 -5.

20.15. Wiadomo, ze 3<m<41-3<n<-2. Ocen warto$¢ wyrazenia:

1) 2m + 3n; 3) —-bm + 4n;
2)0,2m — n; 4) m—%.
20.16. Rozwiaz nieréwnosc:
1) 16-4n>8; ) 423% g,
2) 10x>13x + 6; 5) 3x + 4<bx — 4;
3) 6x + 3>bx — 2; 6) 4x — 7>Tx — 6.

20.17. Oblicz sume liczb naturalnych, ktére naleza do przedziatu dzie-
dziny okreélenia funkcji y =10 —3x.

20.18. Dana jest funkcja f (x) = 3x + 12. Dla jakich warto$ci argumentu
funkcji osiaga:
1) wartoéci dodatnie;
2) wartoéci ujemne;
3) wartoéci, nalezace do przedziatu [—4; 7]?
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200 20. Cwiczenia powtorzeniowe z kursu algebry klasy 9.

20.19. Podaj nieréwno$é postaci ax + b>0, w ktérej x — zmienna, zas,
a1 b — pewne liczby, zbiorem rozwigzan ktorych jest:
1) przedzial (-3; +0);
2) przedzial (—oc; —1,6);
3) zbidr liczb rzeczywistych;
4) zbidr pusty.
20.20. Podaj zbiér rozwiazan nier6wnosci:
1) 2x-3)’<(4x-1)(x-2)+T;
2) (x-2)2+x)=22—-(x+4)(1-x);

1- 2 1
3) ¥ yg<gx X1,
2 4

3x —37 7-2x

4) -9> + 2x;

5x -3 > 3x+4 29
5 3 15
20.21. Ile wynosi najmniejsze calkowite rozwiazanie nier6wnosci
3x+5 1< x—-2
4
20.22. Jakie jest najwieksze catkowite rozwigzanie nieréwnosci
3x+5 < 8-x 9
2 3
20.23. Czy nieréwnosci sie rownowazne:
1 -1 .
1) "; +xT<1 i3+ +2x-1)<1;
2)(x+3)(x*+4)>01x+ 3>0;

5)

+x?

1
>3+ ;
x-5 x-5

Hx—1>31x-1+

4)x+2<11 x+2+1<1+l?
X x

20.24. Rozwiaz uktad nieréwnosci:

1 x—-3<2x-3, 3 (x-5)>-15>(x - 3) (x —4) - 50,

4x+5>10-x; 4(x+7)-16>2—x;

x-1 x+1,7_3x+1

+ >

%) 9+2x<3x+7, 4 4 3 5

x—2>2x-05; x+2_x+8<3x—1

4 5 10
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20. Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry klasy 9. 201

20.25. Oblicz sume catkowitych rozwiazan nieréwnoséci:
3x—-5<23-4x,
) {7x—9<9x+1;
%) {2(3x—4) <3(4x-5)+23,
4(x+1)<3x+5.
20.26. Wymys$l uklad dwoéch liniowych nieréwnosci z jedna zmienna,

zbiorem rozwigzan ktorego jest:
1) przedzial (-2; +o0);

2) przedziat {—4; %},

3) przedziat (—o0; —10];
4) zbidr pusty;
5) zbidr, do ktérego nalezy dokladnie jedna liczba 8;
6) zbidr liczb rzeczywistych.
20.27. Wiadomo, ze 1<a<4. Ile calkowitych wartoéci moze posiadaé
wyrazenie 0,5a — 3?
20.28. Rozwiaz podwojona nieréwnosc:

1) -8<2x-1<5; 3) 2<7—4x<11;
9) —1<3x-9<6; 4) -2<1_Tx<1.
20.29. Dla jakich wartosci a uktad nieréwnosci posiada chociazby jedno
rozwiazanie:
4,
1) {x - 3) {
x> a; x>m
<2,
R 4)
x> a; x < a"
20.30. Dla jakich wartosci a uklad nieréwnosci nie ma rozwiazan:
x <6,
1) 3)
x> a; x>%
x <5, x>0,
2) 4)
x> a; x<a?

20.31. Dla jakich wartosci a zbiorem rozwiazan ukladu nieréwnosci
x =3, .
bedzie:

x>a
1) przedzial [7; +o0); 3) przedziat (—2; +o0);
2) przedziat [3; +o0); 4) zbidr pusty?
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202 20. Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry klasy 9.

20.32. Dla jakich wartoéci a réwnanie
x>—-2a+2)x—2a—-3=0
ma dwa rézne ujemne pierwiastki?
20.33. Dla jakich wartosci a rownanie
x¥*-Q2a-1)x+a’-a—-6=0
ma dwa rézne pierwiastki, ktére naleza do przedziatu [-3; 2]?

20.34. Na rysunku 20.1 przedstawiono wykres funkcji y = f (x), okre§lone;j
w zbiorze liczb rzeczywistych. Korzystajac z wykresu, podaj:
1) zera funkcji;
2) przedziaty, w ktérych funkcja roénie i maleje;
3) zbidr rozwigzan nieréwnosci f (x)>0.

YA

-

o
]Y

Rys. 20.1

20.35. Na rysunku 20.2 jest przedstawiony wykres funkcji y =g (x),
okre§lonej w przedziale [-5; 6]. Korzystajac z rysunku, podaj:
1) zbiér wartosci funkcji;
2) zera funkcji;
3) przedziaty, w ktérych funkcja roénie i maleje;
4) zbidr rozwigzan nieréwnosci g (x)<O0.

vk
/
[\ 14
5 | 2\ o] 1/2 4 x
N
13
Rys. 20.2
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20. Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry klasy 9. 203

20.36. Ustal, ktére z wymienionych nizej funkeji liniowych sa rosnacymi,
a ktoére malejacymi:

1) y=—4x; 3) y=§;
2 y=4x-1T, 4)y=4—x.
20.37. Ktora z wymienionych funkcji jest malejaca:
Dy=x% 3) ¥y =—2x;
2)y:%; 4) y = 2x?

20.38. Rozwiaz graficznie rownanie:
1) (x+1)2:—g; 4)L=x+3;
x x—2
2) x* -2 =—/x; 5) (x+2)% =+/x +4;
) Vril=5-2  6) >+3=(x-3).
X

20.39. Podaj odcietq wierzchotka paraboli:
1) y=4x*—12x + 1,
2) y =-0,2x? — 2x + 37

20.40. Ustal, wierzchotek ktérej paraboli lezy na osi rzednych, a ktoérej —
na osi odcietych:
1) y=x%—4x + 3; 3)y=x>—6x+9;
2)y=x>-28; 4) y =x%+ 2x.

20.41. Podaj wartoéci b 1 ¢ dla ktérych funkcja y = 22 + bx + c:
1) ma jedno miejsce zerowe w punkcie x = —3;
2) osiaga najmniejszg warto$é, ktora jest réwna 4 w punkcie x = 0;
3) posiada miejsce zerowe w punktach x=-21x = 5.

20.42. Sporzadz wykres funkcji, podaj jej zbiér wartosci, oraz przedziaty,
w ktérych ona ro$nie 1 maleje:

1) y=-2x%+1; 5) y=—x®+4x—3;
2) y=0,5x% - 2; 6) y=x>—4x + 5;

3)y=x2+6x+5; T y=2x>-3x—2;
4) y=4x —x% 8) y =—-3x%+ 8x + 3.

20.43. Dla jakich wartoéci ¢ wykres funkeji y = x2 — 6x + c:
1) przechodzi przez poczatek wspélrzednych;
2) posiada z osia odcietych tylko jeden wspdlny punkt;
3) przecina o$ rzednych w punkcie A (0; —4);
4) przecina o$ odcietych w punkcie B (2; 0)?
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204 20. Cwiczenia powtorzeniowe z kursu algebry klasy 9.

20.44. Przy jakiej wartoéci b wykres funkcji y = x% + bx + 2:
1) przecina o$ odcietych w jednym punkcie;
2) nie ma z osig odcietych wspélnych punktow;
3) przecina o$ odcietych w punktach odlegtoé¢é miedzy ktérymi wy-

nosi 4?

20.45. Wykres funkeji y = x% + px + ¢ przechodzi przez punkt A (1; 1)
1 B (2; 2). Czy wykres funkcji bedzie przechodzié przez punkt:
1) C(-1;-1); 2) D (3; 5)?

20.46. Parabola y = ax? + bx + ¢ przechodzi przez punkt (0; 10), o wierz-
chotku w punkcie (6; —2). Oblicz wspdtezynniki a, b 1 c.

20.47. Wartoé¢ funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢ w punkcie x =—1

. , 1 . . . .. . L,
wynosi 0, zaé dla x = " funkcja osiaga najmniejsza swoja wartosé,

) 25 . , . .
réowna, 5 Oblicz wspélczynniki a, b 1 c.

20.48. Dla jakiej wartosci m:
1) najmniejsza warto$¢ funkeji y = x2 — 6x + m jest rowna —8;
2) najwieksza wartosé funkcji y = —x? + 4x — m jest rowna 12?

20.49. Sporzadz wykres funkcji:

3 2 4

x° +4x” - b5x x" -1
) y=——"7-7-; 3 y= 3 H

x x° -1

3 4 2

x° +8 x  —13x" +36
2 = -3; 4 =
)y x+2 )y -9

20.50. Dla jakiej warto$ci ¢ suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania
x2+ ax + a — 2 = 0 osiaga najmniejsza wartosS¢?

20.51. Wiadomo, ze a + 3b = 10. Jaka najmniejszg warto§¢é moze osiggnaé
wyrazenie a + b? oraz dla jakich wartosci a1 b?

20.52. Rozwiaz nieréwnoéc¢:

1) x® — 4x + 3>0; 5) —=3x? + 2x + 1>0;
2) x* —6x—-40<0; 6) x — x2<0;

3) x*+x+1>0; 7) x*+25>0;

4) x2—x + 1<0; 8) 0,1x* -2<0.

20.53. Podaj calkowite rozwigzania nieréwnosci:
1) %x2+3x+6<0; 2) —4x® +3x+1>0.

20.54. Dla jakich wartosci ¢ tréjmian 2x? — 2x + 5c¢ osiaga wartosci do-
datnie dla jakiejkolwiek wartos$ci x?
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20. Cwiczenia powtérzeniowe z kursu algebry klasy 9. 205

20.55. Rozwiaz uktady nieréwnosci:
1 x2-5x-6<0,
x>-1,2;

x> 0;

2_ p—

3) x°-bx-6<0,
x 2 6;

) 6x>+x-2>0,
% {x —5x-6<0, 6){ y

Z_Bx-6<
4) x°-5x-6<0,
x 2 6;

20.56. Rozwiaz nieréwno$c:

2 2
1) x —16<0; 2) x —5x—14>0.
[ x+1]| | x-8]

20.57. Podaj dziedzine okre§lenia funkcji:

4 1
Dy=— + ;
2 +8x-10 3x-9

6 2
2)y= - ;
V121x—x? 2 -4

3) y=v49-x* i
Vx® +3x -4
20.58. Dla jakich wartoéci a rownanie ma dwa rbézne pierwiastki:
1) 2 +ax+a—2=0;
2)2a-1)x>+(@—-3)x+1=0;
ax’*—Ba+1)x+a=0?

20.59. Dla jakich warto$ci a zbiorem rozwigzaniem réwnania jest zbior
liczb rzeczywistych:

1) 5x> —x +a>0;

2) ax? — 10x — 5<0;

3) ax’ —2(a-1)x+4a<0;
H@-1x>-(a@+1D)x+a+1>0?
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20.60. Rozwiaz graficznie uktad réwnan:

_x2:3’ y:x2—4’
1Y 3) ,
x+y=>5; y=—-x"+4x—-4;
x-y="1, x*+y® =25,
d ol
xy =-12 y=x"-5
20.61. Rozwiaz uktad réwnan:
x—4y = -6, X —xy+y’ =71,
1) , . 6) yrty
x“+4y° =8; x-y=1
3x+y=-2, “Hy-1)=-2
%) 2y 7 (x-D@E-1
3x” —2xy = 28; x+y=1
+2y =13, —Y+1)=1,
o[22 g [E-Dw+D
xy = 15; xX-y=3;
1 1
3x -2y =18, 1,13
4) _ 19 9Dx y 8
WETS xty=12;
1 1 4
2 _ 2 _ ———=Z,
5){x y 321’ 10)<x y 5
x+y=-8; yox=4

{
{
|
{
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20.63. Podaj wspélrzedne punktéow przeciecia:
. . . 2
1) prostej 3x —y — 5 =01 paraboli y = gxz —2x +4;
2) prostej 2x — 3y — 3 = 0 1 hiperboli xy = 3;
3) okregu x? + ¥*> = 13 1 hiperboli xy = 6.

20.64. Dla jakiej wartosci a uktad réwnan posiada jedno rozwiazanie:
—y=2, 2 2 _
1 xX—-y 9 x“+y° =6,
Xy =a; x+y=a?
20.65. Przekatna prostokata jest rowna 17 cm, a jego pole —120 cm?.
Oblicz boki prostokata.

20.66. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest rowna 41 cm,
za$ pole —180 cm?. Oblicz przyprostokatne trdojkata.

20.67. Z dwdéch miast odleglych od siebie 0 240 km, wyjechaty jednoczes-
nie na spotkanie dwa samochody. Po 2 godz. od poczatku ich ruchu
odleglo§é miedzy samochodami byta 40 km, przy czym samochody juz
spotkali sie. Oblicz predko$é samochoddow, jezeli cala droge jeden z
nich jechat o jedng godzine predzej od drugiego.

20.68. Z dwoch wiosek, odlegltych miedzy sobg o 20 km, dwaj turysci
wyszli jednoczeénie sobie na spotkanie i spotkali sie po 2 godz. Oblicz
predko$é, z jaka szedl kazdy turysta, jezeli jeden z nich pokonuje
odlegto$¢ miedzy wioskami o 1 godz predzej od drugiego.

20.69. Z punktéw A 1 B jednoczeénie na spotkanie wyruszyli odpowied-
nio rowerzystka i pieszy, ktoérzy spotkali sie po 1 godz. od poczatku
ruchu. Oblicz predkoéé kazdego z nich, jezeli rowerzystka przybyla
do punktu B o 2 godz. 40 min predzej niz pieszy przyszedt do punktu
A. Odlegloé¢ miedzy tymi punktami wynosita 16 km.

20.70. Z miasta A do miasta B jednocze$nie wyjechali autobus 1 samo-
chdd. Po 1 godz 30 min od poczatku ruchu samochdéd wyprzedzit
autobus o 30 km. Gdy samochdéd przybyt do miasta B, to autobus
byl na odlegto$ci 80 km od tego miasta. Oblicz predko$§é samochodu
1 predkos§¢ autobusu, jezeli odlegtoé¢ miedzy miastami A 1 B wynosi
300 km.

20.71. Do basenu podlaczono dwie rury. Jezeli otworzy¢ jednoczeénie
dwie rury, to basen napelni sie woda w ciagu 1,5 godz., a jezeli potowe
basenu napetnié przez pierwsza rure, a zatem reszte — przez druga,
to basen napelni sie w ciggu 4 godz. Ile czasu potrzeba aby napelnié
basen woda, przez kazda rure?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



208 20. Cwiczenia powtorzeniowe z kursu algebry klasy 9.

20.72. Dwie robotnice moga wykonac zadanie za 9 godz. Jezeli pierwsza
robotnica bedzie pracowacé 1 godz. 12 min, a zatem druga — 2 godz.,
to bedzie wykonane 20% zadania. W ciagu jakiego czasu moze samo-
dzielnie wykona¢é kazda robotnica to zadanie?

20.73. Statek przeptywa 15 km z pradem rzekii 12 km pod prad w ciggu
tego samego czasu. Ile wynosi predko$é pradu rzeki, jezeli 1 km z
pradem i 1 km pod prad statek przeplywa w ciagu 27 min?

20.74. Kolarz przejechat z wioski na dworzec kolejowy autostrada o
dtugosci 10 km i wrécit droga gruntowg o dtugosci 5 km, tracac na
cala droge 1 godz. 5 min. Oblicz predko$é¢ kolarza na autostradzie i
predkosé na drodze gruntowej, jezeli droga powrotna zajeta o 15 min
mniej, niz droga do stacji.

20.75. Z miasta A do B oddalonych miedzy soba o 180 km wyjechaty
jednoczeénie na spotkanie sobie autobus i ciezaréwka. Po ich spotka-
niu, autobus, ktéry wyjechat z miasta A przybyt do miasta B w ciggu
1 godz., za$ ciezarowka przybyta do miasta A po 2 godz. 15 min. Oblicz
predkosé autobusu 1 ciezaréwki.

20.76. Ciag (a,) okre$lony wzorem n-go ogblnego wyrazu a, = n®> — 4n + 4.
Podaj szesé poczatkowych wyrazéw tego ciggu. Czy bedzie wyrazem
tego ciagu nastepujaca liczba: 1) 256; 2) 361; 3) 1000; 4) 10 000? Gdy
odpowiedz bedzie stwierdzajaca podaj wskaznik tego wyrazu.

20.77. Znajdz i1lo$¢ wyrazéw skonczonego ciaggu arytmetycznego
(a,), jezeli a, = 4, réznica ciagu d = -5, a ostatni wyraz ciagu
wynosi —36.

20.78. Ostatni wyraz ciggu arytmetycznego, zawierajacego 7 wyrazow,

wynosi 35 Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jezeli jego réznica

wynosi 3
.
20.79. Jaki wskaznik posiada pierwszy ujemny wyraz ciagu arytmetycz-
nego 2; 1,9; 1,8; 1,7; ...?

20.80. Jaki wskaznik posiada wyraz ciggu arytmetycznego 8, 11,
14, ..., ktory jest mniejszy od 100 lecz wiekszy od 200?

20.81. Suma ilu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego 105, 98,
91, ... jest rowna 0?

20.82. Znajdz wielko§¢ katéw wypuklego czworokata, jezeli one tworza,
ciag arytmetyczny, réznica ktérego jest rowna 54°.
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20.83. Boki tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Oblicz
dtugoéci przyprostokatnych trojkata, jezeli jego przeciwprostokatna
wynosi 4 cm.

20.84. Wiadomo, ze nieskonczony ciag a,, a,, a,, ... jest ciagiem arytme-
tycznym o réznicy d # 0. Czy bedzie ciagiem arytmetycznym naste-
pujacy ciag:

1) —a,, —ay, —Qg, —As, -
2)a,+5,a,+5,a,+5, ...;
1-a,1l1-—ay,l-a,,..;
4) af, a3, a3, ..;

1 1 1
5) Ty T Ty e

a a, ag
6) a, + a,, ay + s, Az + Qy, ...}

7 a, + a,, a; + a,, a; + ag, ...7

Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to podaj wielko$é réznicy
ciagu.

20.85. Suma trzech liczb, ktére tworza ciag arytmetyczny, wynosi 12,
za$ suma ich kwadratéw wynosi 80. Podaj te liczby.

20.86. Udowodnij, ze gdy liczby a, b 1 ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu aryt-
metycznego, to warto$ci wyrazen a® + ab + b2, a®> + ac + ¢2, b2 + bc + ¢?
tez sq kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.

20.87. Udowodnij, ze:

1) gdy dlugosci bokéw a, b i c trojkata tworza ciag arytmetyczny, to
ac = 6Rr, gdzie R i r — odpowiednio promienie opisanego 1 wpisa-
nego okregu w tréjkacie;

2) gdy dlugoéci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny, to réznica tego ciagu jest rowna promieniowi okregu
wpisanego w ten kat;

3) gdy boki trojkata o kacie rownym 120° tworza ciag arytmetyczny,
to stosunek ich bedzie r6wny 3: 5 : 7.

20.88. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu:
1) a—1’ a—3’ a—5, "
a a a
a-b 3a-b 5a-b

, , y e
a+b a+b a+b

2)
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20.89. Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 11, a siédmy jest
réwny 27. Ile wyrazéw tego ciagu nalezy wziaé, aby suma ich wyno-
sita 2537

20.90. Niech S, — suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego
(a,). Oblicz pierwszy wyraz oraz rbéznice ciagu, jezeli:
Das;+as+as=181a,+a, =-2;

2) a;—a;=—41a,a,=-3;

3) a, + a, +ag= 361 a,a; = 54;
4)8S;,-S,—a;=0,11a,+8S,=0,1;
5)8,=918,=22,5.

20.91. Suma trzech poczatkowych wyrazéw skonczonego ciagu arytme-
tycznego wynosi 3, za$ suma czterech poczatkowych wyrazéw wynosi
16, a suma wszystkich wyrazéw wynosi 220. Podaj ilo§¢ wyrazéw
tego ciagu.

20.92. [le wynosi suma siedemnastu wyrazéw poczatkowych ciagu aryt-
metycznego, jezeli jego dziewiaty wyraz wynosi 15?

20.93. Dtugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytme-
tyczny, a jego mniejsza przyprostokatna jest réwna a. Oblicz pole
tréjkata.

20.94. Oblicz sume dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych, przy
dzieleniu ktérych przez 3 otrzymuje sie reszte rowna 1.

20.95. Ile wynosi suma liczb dwucyfrowych, ktére nie dziela sie przez 3
ani przez 5 bez reszty?

20.96. Czy dtugosci bokéw trojkata prostokatnego tworzyé ciag geome-
tryczny? Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, to znajdz iloraz tego
ciagu.

20.97. Po dwéch kolejnych obnizkach o te sama 1lo$¢ odsetek cena ron-

dla obnizyla sie z 300 hrn do 192 hrn. Na ile odsetek kazdego razu
obnizatla sie cena rondla?

20.98. Dany jest ciag geometryczny (b,) o ilorazie q. Oblicz:

16 2

1) b, jezeli b =—, g=—=;

) 1.] 5 27 q 3
. . 2 9
2) q,jezeli b, ==, b, =—;
) Q] =5 b=

3) sume siedmiu poczatkowych wyrazow ciagu, jezeli b, = 192, q = 2;
4) sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu, jezeli b, = 9 6, q= J3.
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20.99. Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, ktory
zawiera 6 wyrazow, jest 8 razy mniejsza od sumy trzech ostatnich.
Ile wynosi iloraz ciagu?

20.100. Znajdz 4 liczby, ktére tworza ciag geometryczny, jezeli suma ich
skrajnych wyrazow jest réwna %, a suma Srodkowych liczb jest

réwna 10.

20.101. Wiadomo, ze nieskonczony ciag b,, b, b,, ... jest ciagiem geo-
metrycznym o ilorazie q # 1. Czy bedzie ciagiem geometryczny ciag:
1) b,, by, b, ...;
2)b,+1,b,+1,b;+1, ..

3) b3, b3, b3, ...;
4) _bl’ _b3, _bs, ces
5) b,+ by, by+ by, bo+ by, ...
oL, L L1 o
bl b2 b3

Gdy odpowiedz bedzie stwierdzajaca, podaj iloraz tego ciagu.
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Dla tych, kto chce wiedzie¢ wiecej

Podstawowe reguly kombinatoryki

Tloma sposobami uczniowie waszej klasy moga stanaé w kolejce do
bufetu? Iloma sposobami w waszej klasie mozna wybraé staroste oraz jego
zastepce? Iloma sposobami moga by¢ podzielone medale ztote, srebrne 1
brazowe na mistrzostwie pitkarskim?

Aby odpowiedzieé¢ na te pytania, nalezy policzy¢ ile réznych kombi-
nacji, utworzonych wedtug pewnych zasad, mozna utozy¢ z elementéow
danego skonczonego zbioru. Rozdzial matematyki, ktory zajmuje sie
rozwiazywaniem zadan podobnych do rozpatrywanych, nazywa sie
kombinatoryka.

W podstawie rozwigzywan wiekszosci probleméw kombinatorycznych
leza dwie reguly: regula dodawania i1 reguta mnozenia. Rozpatrzymy
nastepujacy przyktad.

Turysta zaciekawil sie 5 trasami po Dnieprze 1 7 trasami po Karpa-
tach. Wyjaénijmy, iloma réznymi sposobami on moze spedzi¢ swoj urlop,
jezeli ma czas tylko na jedna trase.

O ile jest wszystkiego 5 + 7 = 12 réznych tras, to on moze wybraé tylko
jedna z nich 12 sposobami.

Uwzgledniajac ten przyktad mozna podaé¢ nastepujaca regule doda-
wania.

Regula dodawania. Jezeli zbior A sklada sie¢ z m elemen-
tow, a zbior B- z k elementéw, przy czym te zbiory nie posiadaja
wspolnych elementow, to wybor “a lub b”, gdzie a € A, b € B, jest
takim wyborem, ze mozna go dokonaé¢ m + k sposobami.

Regule dodawania mozna uogdlnié¢ dla trzech lub wiecej zbioréw.
Na przyklad, jezeli sa zbiory A, B i C sktadajace sie odpowiednio z m,
k 1 n elementéw przy czym zaden z dwéch zbioréw nie ma wspdlnych
elementéw, to wyboru “a lub b lub ¢”, gdzie a € A, b € B, ¢ € C, mozna
dokonaé¢ m + k + n sposobami.

Znowu powrdémy do przykladu wyboru tras. Jezeli turysta ma czas
na zrealizowanie dwoch tras oraz chce zwiedzi¢ na poczatku okolice
Dniepru, a nastepnie Karpaty, to on moze organizowac swéj odpoczynek
35 sposobami. W rzeczywistosci, jezeli wybraé jedna trase po Dnieprze,
to w parze wraz z nig moze by¢ 7 Karpackich tras. O ile tras po Dnieprze
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21. Podstawowe reguty kombinatoryki 213

jest 5, to 1loé¢ par (trasa po Dnieprze, trasa w Karpatach) jest réwna
T+T7+7T+7+7=T-5=35.
Powyzsze rozwigzania ilustruje nastepujaca tabela:

Trasy w Karpatach
1 2 3 4 5 6 7

11 (L) (1;2) [ (13) ;4| @;56) ] (1;6) | (1;7)

T 21(2;1) | (2;2) [ (2;38) | (2;4) | (2;5) | (2;6) | (2;7)
rasy po - . . . . . .

Dnieprze i G | (3;2) | (353) [ (3;4) ] (3;5) | (3;6) | (3;7)

4D | (42) | 43| 454) | (455) | 4;6) | (47
G; D) | (5;2) | (5;3) | (5;4) | (5;5) | (5;6) | (5;7)

ot

Uogdlnieniem tego przyktadu jest nastepujaca regula.

Regula mnozenia. Jezeli element ¢ mozna wybraé¢ m spo-
sobami i po kazdym takim wyborze mozna element b wybra¢ k
sposobamil, to wyboru “a i b w wymienionej kolejno$ci mozna
dokonaé na mk sposobow.

Regule mnozenia mozna uogélni¢. Na przyklad, jezeli element a
mozna wybraé¢ m sposobami i po takim tym wyborze mozna element
b wybraé¢ k sposobami 1 zatem jak wybrano elementy a 1 b, mozna
element ¢ wybraé¢ n sposobami to wyboru “a 1 b1 ¢” mozna dokonaé
mnk sposobami.

PRZYKEAD 1 W Kklasie, w ktorej uczy sie 28 uczniéw, nalezy wybrac
trzech dyzurnych po jednym na kazdym z trzech pietr szkoty. Iloma
sposobami to mozna zrobi¢?

Rozwigzanie. Istnieje 28 sposobéw wyboru dyzurnego na pierwszym
pietrze, zatem jak ten wybdr bedzie zrobiony, to pozostaje 27 uczniéw,
kazdy z ktérych moze by¢ dyzurnym na drugim pietrze, po wyborze dy-
zurnego na pierwszym i drugim pietrze dyzurnego na trzecim piatrze
mozna wybraé¢ 26 sposobami.

W taki sposéb, wedlug reguly iloczynu, ilo§¢ sposobéw wyboru trzech
dyzurnych wynosi: 28-27-26 = 19 656.

OdpowiedZ: 19 656 sposobami. <«

! Bedziemy nazywac te wlasciwos$é "zasada niezaleznosci iloSci wyboréw”.
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214 DLA TYCH, KTO CHCE WIEDZIEC WIECEJ

PRZYKELAD 2 Narysunku 21.1 przedstawiono schemat drég miedzy
miastami A i B. Iloma sposobami mozna przejechaé¢ z miasta A do
miasta B?

M Rozwigzanie. Korzystajac z reguly ilo-
czynu mozemy wnioskowaé, ze z miasta A
do miasta B przez miasto M mozna dojechaé

A B 3.2 =6 sposobami, a przez miasto N 4-3=12
sposobami. Wtedy, wedtug reguly sumy ogél-
N na ilo§¢ sposobéw wynosi: 6 + 12 = 18 sposo-
béw.
Rys. 21.1 OdpowiedZ: 18 sposobami. «
?
1. Podaj regute sumy.
| 2. Podaj regute iloczynu.

I CWICZENIA

21.1.° Podnéze gury i jej wierzchotka tacza trzy $éciezki. Ile jest
tras od podnéza do wierzchotku, a potem do dolu do podnéza?

21.2.° Druzynie zaproponowano koszulki trzech koloréow: czerwone, zie-
lone 1 btekitne, oraz spodenki dwéch koloréw — biate 1 zétte. Ile jest
opcji wyboru formy dla druzyny?

21.3.° Kasia ma pieé¢ sukienek 1 trzy pary bucikéw. Ile opcji wyboru
stroju ma Kasia?

21.4.° W klasie jest 10 chtopcow 1 7 dziewczynek. Ile istnieje sposobéw
utozenia par tanecznych skladajacych sie z jednego chlopca 1 jednej
dziewczynki?

21.5.° Ile réznych trzycyfrowych liczb mozna utozy¢ z cyfr:
1) 112 2)0i1
(cyfry moga powtarzacé sie)?

21.6.° Z miasta A do miasta B prowadza 4 drogi, a z miasta B do miasta
C prowadza, 3 drogi (rys. 22.2). Iloma sposobami mozna dojechaé z
miasta A do miasta C?

A B C

Rys. 21.2
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21.7.° Kawiarnia proponuje menu z trzech potraw pierwszych, 6 potraw
drugich i 5 potraw trzecich. Ile jest sposobéw wyboru obiadu z trzech
potraw (po jednej potrawie z kazdego wyboru)?

21.8.° Rozpatrzymy sklady z dwdéch liter: pierwsza z ktérych oznacza
spélgloski, a druga — samogloski. Ile takich réznych potaczen mozna
utozy¢ z liter slowa:
1) Poltawa; 2) Charkow?

21.9.° Ile czterocyfrowych liczb wszystkie cyfry ktérych sa rézne, moz-
na utozyé z cyfr 1, 2, 3, 4, jezeli te liczby powinne zaczynaé sie:
1) z cyfry 4, 2) z zapisu “23”?

21.10.° Ile trzycyfrowych liczb mozna zapisaé za pomoca cyfr 0, 1, 2, 3, 4?

21.11.- Ile istnieje dwucyfrowych liczb, wszystkie cyfry ktorej sa pa-
rzyste?

21.12.° Ile istnieje dwucyfrowych liczb, wszystkie cyfry ktorych sa nie-
parzyste?

21.13." Monete podrzucono 3 razy. Ile réznych ciggéw herbéw i cyfr
mozna otrzymac?

21.14." Kostke do gry podrzucono 3 razy. Ile réznych kolejnych oczek
mozna otrzymac?

21.15." Kazde kratke kwadratu 2x2 mozna pofarbowaé¢ w btekitny lub
czerwony kolor. Ile istnieje sposobéw pofarbowania tego kwadratu?

21.16.° Iloma sposobami mozna wybra¢ na szachownicy biate i czarne
pole, jakie nie leza na tej same) poziome;j i pionowej linii?

21.17.” Ile istnieje parzystych pieciocyfrowych liczb?
21.18. Ile istnieje pieciocyfrowych liczb ktore sa wielokrotnoécig 10?

21.19.” Jeden kolekcjoner posiada do wymiany 11 znaczkéw i 8 monet,
a drugi — 9 znaczkoéw 1 7 monet. Iloma sposobami kolekcjonerze moga,
wymienié¢ znaczek na znaczek, zaé monete na monete?

21.20.” Tle istnieje pieciocyfrowych liczb, wszystkie cyfry ktérych maja
jednakowa parzysto$é?
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Czestosc i prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego

Nie rzadko zdarza sie nam obserwowac, eksperymentowac, uczestni-
czy¢ w doswiadczeniach. Czesto konezy sie to jakim$ skutkiem, ktérego
nie da sie przewidziec.

Rozpatrzymy kilka charakterystycznych przyktadow.

o Jezeli otworzymy na o$lep ksiazke, to niemozliwie przewidzied,

jaki numer stronicy zobaczymy.

e Nie da sie zanim rozpocznie sie mecz pitki noznej ustali¢ wynik

gry.

e Nie mozna mie¢ pewnosci, ze kiedy wlaczenie zostanie wlaczony,

zapali sie lampka.

e Nie ma gwarancji, ze wyjdzie kurczak z jajka kurczaka, pomiesz-

czonego w inkubatorze.

Z reguty obserwacja lub eksperyment wyznacza zestaw warunku, na
przyklad, mecz pitkarski powinien odbywac sie zgodnie z zasadami, jaja
kurczaka powinny znajdowaé sie w inkubatorze nie mniej niz 21 dni z
przestrzeganiem zalecanych metod zmiany temperatury 1 wilgotnosci
w ciggu dnia.

Wynik obserwacji, eksperymentu nazywa sie zdarzeniem.

Zdarzeniem losowym nazywa sie wynik obserwacji lub ekspery-
mentu, ktéry moze wystapi¢ lub moze nie wystepowaé w przypadku
przestrzegania danego zespotu stanu.

Na przyklad, jezeli rzuci¢ monete, przypadkiem jest to ze wypadnie
orzet.

Znalezienie listu przy sprawdzeniu skrzynki pocztowej jest zda-
rzeniem losowym.

Wyobraz sobie, ze 1 000 000 loséw na loterie zostal rozegrany jeden
samochdéd. Czy mozna wygrac ta nagrode po kupieniu losu? Oczywiscie,
choé to zdarzenie jest mafo prawdopodobne. A jezeli bedzie rozegrywaé
sie 10 samochodéw? Oczywiscie, prawdopodobienstwo zwyciestwa
wzro$nie. A jeSli bedzie 999 999 samochodéw do wygrania, to prawdo-
podobienstwo do wygrania staje sie znacznie wieksze.

A wiec, prawdopodobienstwo zdarzen losowych mozna po-
rownacé. W tym celu konieczne jest uzgodnienie sposobu okre§lania
1loSciowe) mozliwosci tego lub innego zdarzenia.

Podstawg takiej oceny moze by¢ liczne obserwacje lub ekspery-
menty.
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Ludzie dawno temu zauwazyli, ze duzo zdarzen odbywa sie na podziw,
ze stala czestoscia.

Badaczy demografii’ dobrze znaja liczbe 0,512. Statystycznie dane,
otrzymane w réznych czasach 1 w réznych panstwach $wiadcza o tym,
ze na 1000 nowo narodzonych przypada $rednio 512 chlopczykéw. Licz-
ba 0,512 nazywa sie czesto$cia zdarzenia losowego “urodzenia
chtopczyka”. Ona wyraza sie wzorem:

1lo§¢ nowonarodzonych chlopczykow

Czestosé = -
1lo§¢ wszystkich nowonarodzonych

Przypominamy, ze liczba ta jest
otrzymana w wyniku analizy wielu spo-
strzezen. W takich przypadkach uwaza
sie, ze prawdopodobiehstwo zdarzenia
“narodzenia” chlopczykéw w przyblizeniu
wynosi 0,512.

Wiecie, ze palenie jest szkodliwe dla
zdrowia. Wedlug danych organizacji ochro-
ny zdrowia, z palacych oséb jest 92% chorych
na raka ptuc. Liczba 0,92 — czesto$é¢ zda-
rzenia losowego “ci, ktorzy choruja na raka
pluc —to palaczy”, okresla sie nastepujacym
stosunkiem:

1lo$é palaczy posérdd chorych na raka ptuc

Czestosé =— - - .
1lo$¢ wszystkich ludzi chorych na raka ptuc

W takich przypadkach méwi sie, ze prawdopodobienstwo trafi¢ na
palacza posréd chorych, ktorzy zachorowal na raka pluc, w przyblizeniu
jest rowna 0,92 (lub 92%).

Aby szczegdlniej zapoznaé sie z pojeciem prawdopodobienstwa loso-
wego zdarzenia, zwrdcimy sie do klasycznego przyktadu rzutu monety.

Przypuéémy, ze w wyniku dwoéch rzutéw monety wypadt orzet. Wtedy
w danej serii, ktéra sktada sie z dwéch prob, czesto§é wypadania orta
Wynosi:

1lo$¢ wypadania orta

s 2
Czestos$é= = 5 =1.

1los¢ wszystkich rzutéow

Czy oznacza to, ze prawdopodobienstwo wypadania orla jest réwne 1?
Oczywiécie, nie.

! Demografia — nauka o ludnoéci.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



218

DLA TYCH, KTO CHCE WIEDZIEC WIECE)

Aby za pomocq czestosci zdarzenia losowego byto mozna ocenié jego
prawdopodobienistwo, nalezy mieé¢ wystarczajqca ilosé doswiadczen.
Zaczynajac z XVIII wieku wielu badaczy przeprowadzili serie do-

$wiadczen z rzutem monety.

W tabeli umieszczone wyniki niektérych do§wiadczen.

Ilosé Ilosé Czestosé
Badacz podrzucerr | wypadania | wypadania
monety orta orta

Georges-lous de Bufon (1707-1788) 4040 2048 0,5069
Augustus de Morgan (1806-1871) 4092 2048 0,5005
William Jevon (1835-1882) 20480 | 10379 | 0,5068
Wsiewolod Romanow (1879-1954) 80 640 39699 | 0,4923
Karl Person (1857-1936) 24 000 | 12012 | 0,5005
Viliam Feller (1906-1970) 10 000 4979 0,4979

Wedlug wyzej wymienionych danych spostrzega sie prawowiernos$é:
przy wielokrotnym rzucie monety czesto$¢é pojawienia orta bardzo mato
rézni sie od liczby 0,5.

A wiec, mozna uwazacé, ze prawdopodobienstwo ze “wypadnie orzel”
w przyblizeniu jest réwne 0,5.

W kazdym z rozpatrywanych przyktadow bylo stosowane pojecie cze-
stoéci zdarzenia losowego. Ta wielko$é obliczaliSmy wedlug wzoru:

iloé¢ wystapienia zdarzen, ktére nas interesuja

Czestosé = — - :
iloé¢ badan obserwacyjnych

Powréémy do rozpatrywanej tabeli. Czy mozna na podstawie jej
danych stwierdzié, ze prawdopodobiehstwo zdarzenia losowego, ze
“wypadanie orla” jest réwne liczbie 0,57 Odpowiedz na to pytanie jest
przeczaca. Rzeczywiscie na podstawie tych danych mozna stwierdzié, ze
czesto§é pojawienia orta niewiele rézni sie od liczby 0,52 lub od liczby
0,4997, czyli liczba 0,5 nie ma zadnych przywilejéw przed liczba 0,52
lub liczba 0,4997.

W taki sposéb, czesto§é zdarzenia losowego umozliwia tylko w
przyblizeniu ocene prawdopodobienstwa zdarzenia wypadkowego czym
wiecej przeprowadzic¢ doswiadczen, tym bardziej bedzie doktadna ocena
prawdopodobienstwa zdarzenia wypadkowego 1 jego czestosci.
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Taka ocena prawdopodobienstwa zdarzenia losowego nazywa sie
statystyczna. Ona zastosowuje sie w réznych dziedzinach dziatalnosci
cztowieka: w fizyce, w chemii, w biologii, w biznesie ubezpieczeniowym,
w socjologii, w ekonomice, w ochronie zdrowia, w sporcie 1 in.

Prawdopodobienstwo zdarzen oznacza sie litera P (od pierwszej litery
stowa francuskiego probalite — prawdopodobienstwo).

Jezeli w pierwszym przykltadzie zdarzenie “narodzenie chlopczyka”
oznaczy¢ litera A, to otrzymany wynik zapisuje sie w nastepujacej postaci:
P (A) ~0,512.

Biorac pod uwage przyblizenie statystycznego oceniania otrzymane
dane mozna zaokragli¢. Na przyktad, gdy czesto$é zdarzenia wypadko-
wego jest rowna 0,512, to mozna zapisad, ze P (4) =~ 0,51 lub P (A) ~ 0,5.

Jezeli zdarzenie wypadania orta oznaczy¢ B, to

P (B)~0,5.

Na koniec tego punktu zwrécimy uwage na nastepujace kwestie.

Czesto w zyciu codziennym podejmujemy wiasciwe 1 optymalne decyzje
uzywajac probabilistycznych wtasciwosci, otaczajacych zjawisk i przedmio-
tow.

Rozpatrzymy kilka przyktadéw.

o Jezeli chcemy dowidzieé¢ sie w jaki sposéb rozwiazywaé zadanie do-
mowe, to przede wszystkim zatelefonuj koledze, ktéry dobrze umie
matematyke. Ten wybor bazuje sie na tym, ze dla zdolnego ucznia
rozwiazanie zadania jest bardziej mozliwe niz dla stabszego ucznia.

e Towary popularnych firm sa drozsze od analogicznych towaréw mato
znanych firm. Jednak czesto kupujemy drozsze towary. Decyzja ta w
duzej mierze jest zdeterminowana przez fakt, ze prawdopodobienstwo
kupié niskiej jakoéci produkt w firmie znanej jest mniejsze niz w mato
znanej firmie.

¢ Niech praca kontrolna sktada sie z dziesieciu zadan napisana w testo-
we) postaci z wyborem odpowiedniej odpowiedzi. Zatézmy, ze daliscie
rade rozwiazaé dziewieé zadan, lecz z dziesiatym nie poradzicie sobie.
Pozostaje tylko jedno — odpowiedZ odgadnaé. Najprawdopodobniej nie
bedziecie wybierac litere, ktéra najczesciej w dziewieciu poprzednich
zadaniach wystepowata. Rozwazania te opieraja sie na fakcie, iz malto
prawdopodobnie, ze autorzy zadan testowych rozmieszcza odpowiedzi
do wariantéw tak, ze jaka$ litera, ktéra odpowiada prawidtowemu
rozwiazaniu wystepowata o wiele czeSciej od innej.

Zauwazymy, ze oddzielnie wziety wybdr, ktéry zrobiony na podstawie
prawdopodobienstwa, moze by¢ nie udanym. Nie zwazajac na to, podczas
dalszych analogicznych rozwiazan nie nalezy odrzucaé¢ wybrana strategie,
ktéra charakteryzuje prawdopodobienstwa, poniewaz takie podejécie
zwieksza szanse powodzenia.
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I 1. Podaj przyktady zdarzen losowych.
? Podaj przyktady zdarzen | h
2. Opisz jaka jest czestos¢ zdarzenia losowego.
3. Wjakich warunkach czestos$¢ zdarzen losowych moze oceni¢ prawdopodo-

biefAstwo zdarzen losowych?

4. Jak oznacza sie prawdopodobienstwo zdarzenia A?

I CWICZENIA

22.1.° Podaj przyktady badan, wynikiem ktérych twoim zdaniem jest:
1) malo prawdopodobne zdarzenie; 2) bardzo prawdopodobne zda-

rzenie.

22.2.° Czy mozna uwaza¢ mato prawdopodobnym zdarzenie:
1) przy rzucie monety 200 razy z rzedu wypadat orzel;
2) wnastepnym tygodniu nauczyciel zawota Cie do tablicy chociazby

jeden raz;

3) mecz pitkarski “Szachtar — Dynamo” (Kijéw) zakonczyl sie wyni-

kiem 1:1;

4) naciskajac na oélep klawisze klawiatury komputera byto uzyskane

stowo “matematyka”?

22.3.° Eksperyment polega na rzut przycisku.
Przycisk moze upasé ostrzem do dotu lub na
kapelusz (rys. 22.1). Podrzuécie przycisk:
1) 10 razy; 2) 20 razy; 3) 50 razy; 4) 100
razy; 5) 200 razy. Wyniki uzyskane w pieciu

. . ; Rys. 22.1
seriach eksperymentu podaj w tabeli.
Numer serii 1 2 3 4 5
Ilo$¢ eksperymentéw (rzutu) w 10 20 50 100 | 200

serii

Ilo$¢ wypadniecia przycisku
ostrzem do dotu

Iloé¢ wypadania przycisku
ostrzem do géry

W kazdej z pieciu serii eksperymentu oblicz czesto$¢ wypadania
przycisku ostrzem do géry 1 ocen prawdopodobienstwo pojawienia sie
tego zdarzenia. Jakie zdarzenie jest wiecej prawdopodobne: “przycisk
upadnie ostrzem do dotu” lub “przycisk upadnie ostrzem do géry”.

22.4.° Zdarzenie polega na rzucie dwoch monet. Wykonaj to zdarzenie:
1) 10 razy; 2) 20 razy; 3) 50 razy; 4) 150 razy. Wyniki uzyskane w

kazdej z czterech serii zdarzen podaj do tabeli.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



22, Czestos¢ i prawdopodobienstwo zdarzenia losowego 221

Numer serii 1 2 3 4

Tloé¢ zdarzen (podrzucenie) w serii 10 | 20 | 50 | 150

Tloé¢ zdarzen, w ktorych wypada 2 orty

Tloé¢ zdarzen, w ktérych wypad? tylko jeden orzet

Iloé¢ zdarzen, w ktérych nie wypadl orzet

W kazdej z czterech serii zdarzen oblicz czesto$é zdarzen losowych:
1) wypadnie dwa orly,
2) wypadnie tylko jeden orzel
3) wypadnie dwie reszki.
Czy mozna na podstawie tych obserwacji zrobi¢ wniosek, ze zdarze-
nie, ze “wypadnie jeden orzel” jest wiecej prawdopodobna od zda-
rzenia, ze “nie wypadnie zadnego orta”? Na czym opiera sie takie
przepuszczenie? Czy mozna na podstawie tych spostrzezen gwaran-
towad, ze pierwsze z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobna niz
drugie?
22.5.° PrzeprowadZcie serie, ktora sktada sie ze 100 zda-
rzen, w ktérych podrzuca sie guzik z petla (rys. 22.2). \
Znajdz czesto$¢ zdarzenia “guzik upadnie petla do
dotu”. Ocen prawdopodobienstwo zdarzenia “guzik
upadnie petla do goéry” w przeprowadzonej serii
zdarzen.
22.6.° W tabeli podane dane narodzenia dzieci w mieécie M w ciggu
2016 r.

Rys. 22.2

Ne| © . g & = =]
o g g | 2 Z g 2|8 g | .8
Miesiac N 8 3 E g a8 & [8 &l <
13 b o 1 — é; o= = N NS + =]
> =1 < 2 ) N =N (5] =~ < = 2] =

o) = 1 =] =1
h |l Q| 2|2l 8lrn|E|aE 3|

Iloé¢ na-

rodzonych 1198|1053|1220|1151|1151|1279|1338|1347|1329|1287|1196|1243
chtopcow

Iloé¢ na-
rodzonych 1193(1065|1137|1063|1163|1228|1258|1335|1218|1239|1066|1120
dziewczat

Oblicz czestoéé rodzenia sie chtopczykéw w kazdym miesigcu oraz
za caly 2016 r. Ocen prawdopodobienstwo narodzenia dziewczynek w
2016 r.
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22.7.° Operator stuzby informacyjnej w ciagu godzin pracy (9:00—-17:00)
$rednio odpowiada telefonicznie 6 godz. Jakie prawdopodobienstwo
tego, ze gdy zatelefonowacé do stuzby informacyjnej w ten czas telefon
okaze sie nie zajety.

22.8.° Wedtug statystyki w Odessie w ciagu lata iloé¢ dni stonecznych
jest érednio 70. Oblicz prawdopodobienstwo, ze przyjechawszy w lecie
do Odessy na jeden dzien, goé¢ bedzie miat ten dzien pochmurny.

22.9.° Z wielkiej iloéci zaréwek wybrano 1000, i stwierdzono, ze 5 zaré-
wek jest wadliwych. Oblicz prawdopodobienstwo kupienia zaréwki
wadliwej.

22.10.° Podczas epidemii na grype sposrod zbadanych 40 000 os6b oka-
zato sie 7900 chorych. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze “na
oélep wybrana osoba bedzie chora na grype”.

22.11.° Prawdopodobienstwo kupienia baterii wadliwej wynosi 0,02.
Czy mozna stwierdzié, ze w jakiejkolwiek partii ze 100 baterii okaza
sie wadliwe?

22.12.° Prawdopodobienstwo trafienia w tarcze wynosi 95% czy jest mozli-
wym aby podczas serii ze 100 wystrzatéw byto 98 trafionych do tarczy?

22.13.° Nizej podana tabela nazywa sie “Plan nauczania w klasie 9.
ogélnoksztatcacej szkoty:

Przedmioty g{)lgzéién Przedmioty g{)lgzéién
Jezyk ukrainski 2 Geometria 2
Literatura ukrainska 2 Biologia 2
Jezyk obcy 3 Geografia 2
Literatura Swiatowa 2 Fizyka 3
Historia Ukrainy 2 Chemia 2
Historia powszechna 1 Praca 1
Prawoznawstwo 1 Informatyka 2
Sztuka 1 Podstawy zdrowia 1
Algebra 2 Wychowanie fizyczne 3

Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybrany przedmiot lekcyjny z ty-

godniowego planu klasy 9. okaze sie: 1) algebra, 2) geometria, 3)

matematyka; 4) wychowaniem fizycznym, 5) jezykiem obcym.
22.14." Wybierz na o§lep jedng ze stronic powieSci Marka Wowczka

“Instytutka”. Oblicz ile razy na tej stronicy spotykaja sie litery: “n”,

0”7, 9", “ju” oraz ile wszystkiego na niej liter. Oblicz prawdopodobien-
stwo obecnoéci tych liter w wybranym tekécie. To obliczenie wskaze
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ci dlaczego na klawiaturze maszynki drukarskiej oraz komputera

(rys.) litery “n” 1 “0” rozmieszczono blizej do $rodka, za$ litery “” 1
“ja” blizej do kraju.

Rys. 22.3

22.15.° W tabeli sa umieszczone wiadomosci o ilosci dni w 2016 roku, w
ktorych o 12.00 byto zanotowano dana temperature oraz dany poziom
wilgotnoéci powietrza w miescie N.

Skala wilgotnoéci powietrza, %

Skala fomperafty | x| U | = | x| £ | =5 Ti

e S EFHENEEH R

o s o s (O] (O (O] (O ~

Mniejsza od —11 °C 0 1 1 3 2 0 7
0Od -10°do -1 °C 0 0 11 15 13 44
0d 0° do 10 °C 10 19 12 13 19 47 120
0Od 11° do 20 °C 23 27 15 6 10 2 83
0Od 21° do 30 °C 57 32 6 2 1 0 98
Wiecej od 31 °C 9 4 0 0 0 0 13
Razem dni 99 83 45 39 45 54 365

Oblicz czesto$é spostrzezen w 2016 roku:

1) temperatury powietrza w skali od 11 °C do 20 °C poéréd tych dni,
kiedy zanotowana wilgotno$¢ nie przewyzszata 40 %;

2) wilgotno$ci powietrza w skali od 71 % do 80 % poérdd tych dni, w
ktorych zanotowana temperatura byta mniejsza od 0 °C;

3) temperatury powietrza w skali od 21 °C do 30 °C oraz jednoczesnie
wilgotnoéci powietrza w skali od 41 % do 70 %.
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Dla obliczenia prawdopodobienstwa niektérych zdarzen nie obowiaz-
kowo przeprowadzaé doswiadczenia lub obserwacje. Wystarczy kierowaé
sie zyciowym doswiadczeniem i zdrowym rozsadkiem.

PRZYKELAD 1 Niech w pudetku jest 10 kulek czerwonych. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze na oélep wybrana kulka bedzie koloru
czerwonego?

Wedlug warunku jakakolwiek wybrana na o$lep kulka bedzie czer-
wonego koloru.

Zdarzenie, ktore wedtug danych zbiorem warunkéw obowigqzkowo
zawsze odbedzie sie w jakichkolwiek doswiadczeniach nazywa sie praw-
dopodobnym (wiarygodnym): Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia
uwaza sie rowne 1, czyli jezeli A — prawdopodobne zdarzenie, to

P =1.

A wiec, prawdopodobienstwo, ze wzieta na o$lep kulka bedzie koloru
czerwonego jest réwna 1.

O ile w pudelku nie ma kulek zéttego koloru, to wyjaé kulke zottego
koloru jest niemozliwym.

Zdarzenie, wedtug pewnych danych warunkoéw nie moze odbyé sie w
zadnym z doswiadczen nazywa sie niemozliwym. Prawdopodobieristwo
takiego zdarzenia uwaza sie réwne 0, czyli:

jezeli A — zdarzenie niemozliwe, to

P)=0.

A wiec, prawdopodobienstwo, ze na oslep wzieta kulka bedzie koloru

z6ltego jest rowne 0. <«

PRZYKLAD 2 Pewna monete rzucimy jeden raz. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze wypadnie orzet?

W tym do$éwiadczeniu mozna otrzymac jeden z dwoch wynikéw: wy-
padnie orzel. Przy czym zadne z nich nie ma przewagi. Taki wynik na-
zywa sie rOwno mozliwym, a odpowiednie zdarzenia losowe — rOwno
prawdopodobnym. Wtedy mozna uwazaé, ze prawdopodobienstwo
kazdego ze zdarzen, ze “wypadnie orzel” 1 ze “wypadnie reszka” jest

. 1
rowne —.
2

Wyzej wypowiedziane zdanie nie oznacza, ze w jakiejkolwiek serii
do$wiadczen z rzutem monety réwno na potowe wynikéw bedzie, ze
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wypadnie orzel oraz réwno potowa — wypadnie reszka. Mozemy tylko
mysleé, ze w wypadku licznych do$§wiadczen czesto$é wypadania orta w

e , 1
przyblizeniu jest rowna 5

Rozpatrzymy jeszcze kilka przyktadéow doéwiadczen z takim zestawem
warunkow, ktére robigq wszystkie wyniki do$éwiadczen mozliwymi.

PRZYKEAD 3 SzeSciennakostke do gry (rys. 23.1) rzucono jeden raz.
Jakie prawdopodobienstwo jest, ze wypadnie cyfra 4?

W tym do$wiadczeniu mozna otrzymac jeden z sze$-
ciu wynikéw: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Wszystkie te wy-
niki sa réwno mozliwe. Dlatego mozna uwazaé, ze
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze “wypadnie 4 oczka”

. , 1
jest rowne rs <

PRZYKELAD 4 Niech nadrukowano 1 000 000 biletéw
loterii, 20 z ktérych wygrywaja. Oblicz prawdopodobieni-

. i A . Rys. 23.1
stwo wygrania kupujac tylko jeden bilet?

Doséwiadczenie polega na tym, ze kupiono jeden bilet. W do$wiadcze-
niu mozna otrzymac jeden z 1 00000 réwno mozliwych wynikéw: kupié
bilet z numerem 1, kupi¢ bilet z numerem 2 itd. Z nich 20 wynikéw do-
prowadzaja do wygrania. Mozna uwazacé, ze prawdopodobienstwo wygra-

20 1

nia, gdy kupiono jeden bilet wynosi —=——. «
gcy xup ) Y 100000 5000

PRZYKELAD 5 W pudetkulezy 15 kul bilardowych, prenumerowanych
od 1 do 15. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wyjeta na oslep kula
moze mie¢ numer wielokrotnoéci 3?

W tym doéwiadczeniu mozna otrzymac jeden z 15 réwno mozliwych
wynikow: wyjeta kula ma numer 1, wyjeta kula ma numer 2 itd. Z nich
do odbycia sie zdarzenia, ze “wyciagnieta kula ma numer 3 wielokrotny
3” posiada 5 wynikéw: wypadnie kula o numerze 3 lub 6 lub 9 lub 12 lub
15. Dlatego mozna uwazaé, ze szukane prawdopodobienstwo wynosi

5 1

15 3

Oproécz tego, ze w przyktadach 1+5 rozpatrywane sa rézne do$wiad-
czenia, jeszcze ich moze opisywaé inny model matematyczny. Objaénimy
podane wyzej.
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* W kazdym przyktadzie przy do$wiadczeniach mozna otrzymac jeden
z n réwno mozliwych wynikow.

Przyktad 1: n = 10.

Przyklad 2: n = 2.

Przyktad 3: n = 6.

Przyktad 4: n = 100 000.

Przyklad 5: n = 15.

* W kazdym z przykladéw rozpatruje sie pewne zdarzenie A, do od-
bycia ktérej przyprowadzaja m wynikow. Nazwiemy ich sprzyjajacymi.

Przyktad 1: A — wyjmowanie czerwonej kuli, m = 10, lub A — wyjmo-
wanie z6ttej kuli, m = 0.

Przyktad 2: A — wypadanie orta, m = 1.

Przyktad 3: A — wypadla na poczatku podana ilo$é¢ oczek na $cianie
szes$cianu, m = 1.

Przyktad 4: A — wygranie loterii, m = 20.

Przyklad 5: A — wyjecie kuli, numer jakiej jest wielokrotnoscia 3, m = 5.

e W kazdym z rozpatrywanych przyktadach prawdopodobienstwo
zdarzenia A mozna obliczy¢ wedlug wzoru:

P=-=

n

Definicja. Jezeli do§wiadczenie mozna zakonczyé jednym
z n ro6wno mozliwych wynikow z ktérych m powoduja pojawienie
sie zdarzenia A, to prawdopodobienstwem zdarzenia A
nazywa sie stosunek =
n
Taka definicja nazywa sie klasyczna.

Zwracamy uwage, ze gdy zespot warunkow doswiadczer taki, ze jego
wynikami nie sq réwno mozliwe to klasyczna definicja prawdopodobieri-
stwa do takiego doswiadczenia zastosowac nie mozna.

PRZYKELAD 6 Rzucono dwie kostki do gry: niebieska i1 zétta. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wypadng dwie szdstki?

Za pomocag tabeli umieszczonej na rysunku 23.2 mozna ustali¢ ze w
danym doéwiadczeniu mozna otrzymaé 36 réwno mozliwych wynikéw,
z jakich sprzyjajacych jest tylko jedna. Dlatego szukane prawdopodo-

., .1
bienstwo wynosi 36 |
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Iloé¢ oczek na niebieskim sze$cianie

Rl Bl B
Q@HOOOHO
' QOUOOOHO
&
&

—

/

! 0 L 0 N 6 iy
POOOOH

Rys. 23.2

Tloé¢é oczek na zottym szeScianie

PRZYKLAD 7 (zadanie d’Alambera).
Rzucono jednocze$nie dwie monety jednakowe. Piorwsza Druga
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wypad- moneta moneta
nie orzet chociazby jeden raz?

To zadanie jest podobne do przyktadu 6.
Réznica tylko w tym, ze sze$ciany r6znity sie
kolorem, za$ monety sa nie do odréznienia (jed-
nakowe). Aby utworzyé w tym doéwiadczeniu
zestaw warunkéw, wedlug ktérych wszystkie
jego wyniki beda ré6wno mozliwe, bedziemy
odrézniaé monety, uprzednio numerowane.
Wtedy mozna otrzymaé cztery réwno mozliwe
wyniki (rys. 23.3).

W pierwszych trzech wynikach chociazby
jeden raz wypad? orzel. Te wyniki sq sprzyjaja-
ce. Dlatego prawdopodobienstwo, ze przy jed-
noczesnym rzucie dwéch monet wypadnie cho-

ciazby jeden raz orzel, wynosi 2 |
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PRZYKELAD 8 Rzucamy jednoczeénie dwie jednakowe kostki do gry.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wypadna liczby, suma ktérych
jest rowna 11?

Dane do$wiadczenie posiada 11 wynikéw. Suma liczb, jaka moze
wypaéé, wynosi 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12. Lecz tutaj bedzie bledem
uwazac, ze prawdopodobienstwo zdarzenia “suma liczb, ktére wypadna,

jest ro6wna 11” wynosi TR Rzecz w tym, ze z przeliczonych 11 wynikéw

badania nie jest réwno mozliwym. Na przyklad, wynik “suma liczb doréw-
nuje 2” by¢ mégt otrzymany tylko jednym sposobem, za$§ wynik “suma liczb
doréwnuje 6% — piecioma sposobami (przekonaj sie w tym samodzielnie).

Aby mozna byto skorzystac sie z klasycznej definicji prawdopodobienistwa
opiszemy warunki doéwiadczen w taki sposob, aby wszystkie jego wyniki
byle réwno mozliwymi.

W tym celu bedziemy warunkowo odréznia¢ kostki na przyktad, wzgle-
dem koloréw. Wtedy mozna otrzymacé¢ 36 réwno mozliwych wynikéw
(rys. 24.2). Ile wszystkich tylko dwa sa sprzyjajace. Dlatego szukane praw-
dopodobienstwo jest roéwne 2 i

36 18
PRZYKELAD 9 Rozpatrujag sie wszystkie rodziny majace dwoje dzieci,
z ktorych chociazby jedno dziecko — to chtopiec. Jakie prawdopodobien-
stwo tego, ze w wybranej na oSlep w ten sposéb rodzinie sa dwaj chtopcy?
(Uwazamy, ze urodzenie chlopczyka oraz urodzenie dziewczynek sa
réwno prawdopodobne).

Zdaje sie, ze w tym zadaniu odpowiedziq jest liczba 5 Przeciez jeden

chlopezyk w rodzinie juz jest, a wiec drugim dzieckiem w rodzinie z
jednakowym prawdopodobienstwem bedzie lub chtopczyk lub dziew-
czynka.

W rzeczywisto$ci, wyzej przeprowadzone rozumowania — to rozwia-
zanie innego zadania, a mianowicie: rozpatruja sie wszystkie rodziny z
dwiema dzieémi, w ktorych starsze dziecko — chtopiec. Jakie prawdopo-
dobienstwo tego, ze wybrana na o$lep rodzina ma dwdéch chlopezykéw?

Zestaw warunkéw naszego wyboru podaje jednakowo mozliwe wyniki:

starsze dziecko — chlopczyk, mlodsze dziecko — chlopczyk;
starsze dziecko — dziewczynka;

starsze dziecko — dziewczynka, mtodsze dziecko — chtopczyk.

. ., .1
A wiec, szukane prawdopodobienstwo wynosi 3 |
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23. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa 229

Na zakonczenie tego punktu zaznaczymy nastepujace wiadomosci.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze wieloma zjawiskami, ktére dzieja,
wokol nas kieruje “jego krélewska moéé — zdarzenie”. Jednak z doktad-
niejsza analiza okazuje sie, ze z powodu chaosu losowego wynika to, co
mozna okreéli¢ ilo§ciowo. Nauka, ktéra zajmuje sie takimi okre§leniami
nazywa sie teorig prawdopodobienstwa.

‘?

1. Jakie zdarzenie nazywa sie wiarygodnym.

2. Jakie zdarzenie nazywa sie niemozliwym.

3. Jakie prawdopodobienstwo jest 1) wiarogodnego zdarzenia; 2) niemozli-
wego zdarzenia?

4. Podaj przyktady zdarzen réwno prawdopodobnych.

5. Sformutuj klasyczng definicje prawdopodobieristwa.

6. Do jakiejsytuacji niemozliwie zastosowac klasyczng definicje prawdopodo-
bieAstwa?

I CWICZENIA

23.1.° Podaj przyktady zdarzen wiarygodnych.

23.2.° Podaj przyklady zdarzen niemozliwych.

23.3.° W koszyku leza 10 czerwonych 1 15 zielonych jabtek. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wyciagajac na oslep, wyciagniemy
gruszke? Jabtko?

23.4.° Wybrano na oflep trzy cyfry parzyste. Jakie prawdopodobienstwo
tego, ze liczba zapisana tymi cyframi bedzie nieparzysta?

23.5.° Wybrano na oélep trzy cyfry nieparzyste. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze liczba zapisana tymi cyframi bedzie nieparzysta?

23.6.° Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przestawiajac litery w
stowie “algebra” mozna otrzymac stowo “geometria”?

23.7.° Podaj przyktady zdarzen réwno mozliwymi wynikami.

23.8.° Podaj przyktady zdarzen z ré6wno mozliwymi wynikami.

23.9.° Czy zdarzenia A 1 B sa rownoprawno prawdopodobne:

1) zdarzenie A: z 15 kul bilardowych o numerach 1 do 15 wzieta na
o$lep kula bedzie oznaczona numerem 1;
zdarzenie B: z 15 kul bilardowych z numerami od 1 do 15 wzieto
na o§lep jedna kule, ktéra jest z numerem 7,

2) zdarzenie A: z 15 kul bilardowych prenumerowanych od 1 do 15
wzieto na oélep kule z numerem parzystym,;
zdarzenie B: z 15 kul bilardowych prenumerowanych od 1 do 15
wybrano na oélep kule z nieparzystym numerem?
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23.10.° Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy rzucie szeSciennej
kostki do gry iloé¢ oczek na $cianach bedzie réwna:
1) jednej;
2) trzem;
3) liczbie nieparzyste;j;
4) liczbie wielokrotnej 5;
5) liczbie, ktéra nie dzieli sie bez reszty przez 3;
6) liczbie wielokrotnej 9?
23.11.° Wyobraz sobie, ze w klasie w ktorej uczysz sie
rozgrywa sie jedna bezptatna turystyczna podréz
do Londynu. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze do
Londynu pojedziesz ty?
23.12.° Do egzaminu z matematyki trzeba nauczyé
sie 35 biletéow. Uczen bardzo dobrze nauczyl sie
30 biletéw. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze odpowiadajac na jeden bilet wybrany na oSlep,
on otrzyma 12 punktow?
23.13.° Aby zdaé egzamin z matematyki nalezy nauczy¢
sie 30 biletéw. Uczen nie nauczyt sie tylko jednego
biletu. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze on
nie zda egzamin odpowiadajac na jeden bilet?
23.14.° Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze uczennica z waszej klasy,
ktora zapytaja na lekcji matematyki u tablicy, nazywa sie Katarzyna?
23.15.° W loterii jest 20 wygranych biletow 1 280 biletéw bez wygran.
Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania, jezeli kupiono jeden bilet?
23.16.° W pudetku jest 7 niebieskich i 5 zéttych kul. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze wybrana na oélep kula okaze sie: 1) zdlta;
2) niebieska?
23.17.° W pudetku byto 23 kartki ponumerowane od 1 do 23 wlacznie iz
pudetka wzieto na oslep jedna kartke. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze na tej kartce jest zapisana liczba:
1) 11;
2) 24;
3) wielokrotna 6;
4) wielokrotna 5;
5) jednocyfrowa;
6) ztozona;
7) w zapisie ktorej jest cyfra 7;
8) w zapisie ktorej jest cyfra 2;
9) w zapisie ktorej nie ma cyfry 4,
10) suma cyfr ktorej dzieli sie przez 3;

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



23. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa 231

11) ktéra przy dzieleniu przez 11 daje reszte 2;
12) w zapisie ktorej nie ma cyfry 17

23.18.° Z liczb naturalnych od 1 do 30 na o§lep wybrano jedna liczbe.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze ta liczba bedzie:
1) pierwsza;
2) dzielnikiem liczby 18;
3) kwadratem liczby naturalne;j?

23.19.° Nabierajac numer telefonu swego kolegi Mikotaj zapomniat:
1) ostatnig cyfre; 2) pierwsza 1 ostatnig cyfre. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze on odrazu nabierze prawidtowy numer?

23.20.° Abonent zapomnial dwie ostatnie cyfry numeru telefonu i nabiera
je na o§lep. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze mozna prawidlo-
wo nabraé¢ numer, jezeli abonent pamieta tylko dwie ostatnie cyfry:
1) nieparzyste; 2) rézne 1 parzyste?

23.21." Jakie prawdopodobienstwo tego, ze twdj najszczesliwszy dzien
w nastepnym roku wypadnie na: 1) 7 dzien; 2) 31 dzien; 3) 29 dzien?

23.22.° Sciany sze$cianu pofarbowano w czerwony lub biaty kolor (kazda,
$ciane w jeden kolor). Prawdopodobienstwo wypadniecia czerwone;]

$ciany wynosi 5’ za$ prawdopodobienstwo wypadniecia biatej écian-

ki . Ile bylo czerwonych 1 biatych §cian w szeScianie?

23.23.° W pudelku lezy 4 niebieskie kule oraz kilka czerwonych. Ile
czerwonych kul jest w pudelku, jezeli prawdopodobienstwo tego, ze

, .. C . .2
na o$lep wybrana kula okaze sie niebieska, wynosi ;?

23.24.° Poéréd dwoch dwucyfrowych liczb wybrano na oélep jedna liczbe.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze:
1) jego cyfra w rzedzie dziesiatek jest wieksza od cyfry w rzedzie

jednostek;

2) jego cyfra w rzedzie dziesiatek 1 jednostek jest jednakowa;
3) ta liczba dzieli sie catkowicie przez 9?

23.25.° Kartki o numerach 1, 2, 3 w dowolny sposéb utozono w rzad. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze kartki z nieparzystymi numerami
okaza_sie obok siebie?

23.26." Na tawce siadaja dowolnie dwdch chlopezykdow 1jedna dziewezynka.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze chtopczyki okaza sie obok siebie?

23.27.° W pudelku lezy 5 zielonych 1 7 niebieskich otéwkow. Jaka najmnie;j-
sza 1lo§¢ olowkow trzeba wyjacé na oslep, aby prawdopodobienstwo tego,
ze poéréd wybranych oléwkéw bedzie zielonego koloru wynosito 1?
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23.28." W pudetku leza 3 czerwonych, 7 zéttych 1 11 niebieskich otéwkow.
Jaka najmniejsza 1lo§¢ otdwkoéw trzeba wyjaé na oslep z pudetka,
aby prawdopodobienstwo tego, ze posréd wyjetych otowkow bedzie
czerwony, bylo réwne 1?

23.29.” Rzucono raz dwiema kostkami do gry. Wedlug rysunku 23.2
ustal jakie prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie:

1) dwie jedynki;

2) dwie liczby jednakowe;

3) liczby, suma ktorych jest réwna 7;

4) liczby, suma ktérych jest wieksza od 10;
5) liczby, iloczyn ktérych jest réwny 6.

23.30.” Rzucono kostke do gry dwa razy. Jakie jest prawdopodobienstwo
otrzymania:

1) ze za pierwszym razem wypadnie mniej niz 4 oczka, a za drugim
razem — wiecej od 4.

2) za pierwszym razem wypadnie mniej oczek od drugiego razu

3) w sumie za dwa rzuty wypadnie 5 oczek?

23.31." Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy dwoéch rzutéw
kostki do gry:

1) za pierwszym razem wypadnie liczba mniejsza od 5, a w drugim —
mniejsza od 4;

2) szbstka wypadnie tylko z drugiego razu;

3) pierwszego razu wypadnie wiecej oczek niz w drugim?

23.32." Dmytro i Piotr jednoczeénie rzucajq po jednej kostce do gry. Jezeli
suma oczek, co wypadnie jest rowna 6, to wygra Dmytro, a jezeli w
sumie wypadnie 7 oczek, to wygra Piotr. U kogo z graczy jest wieksza
szansa do wygrania w tej grze?

23.33." Rzucono dwa razy monete symetryczna. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze wypadnie: 1) dwa orla; 2) orzet i reszka?

23.34.” Z pieciu prenumerowanych kartek na oslep wybrano jedna 1
zapamietano jej numer i powréocono do pozostalych kartek, zatem
znowu wybierano na o§lep z tych pieciu kartek jedna. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze dwa razy wybrano z jednakowymi liczbami?

23.35." Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy trzykrotnym rzucie
monety: 1) trzykrotnie wypadnie orzet; 2) dwukrotnie wypadnie orzet;
3) jednokrotnie wypadnie orzet; 4) chociazby jeden raz wypadnie orzet?

23.36." Za okragltym stotem wypadkowo siadlo n oséb (n>2). Z nich tylko
dwoje znaja sie miedzy soba. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
dwoje znajomych beda siedzie¢ obok siebie?

23.37. W kolejke ustawia sie w przypadkowy sposob czworo ludzi: A, B,
C, D. Biorac pod uwage rézne warianty ich rozmieszczenia A, B, C, D
mozliwe, oblicz prawdopodobienstwo tego, ze A bedzie staé przed B.
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Na poczatku byta gra @

Znasz wiele gier, ktorych wynik zalezy od umiejetnosci uczestnikow.
Jednak takie gry nie zalezg od mozliwosci graczy. Wszystko zalezy od
wypadku. Do ostatniej nalezy gra w kostki. Uwaza sie, ze z niej zaczyna
sie nauka o przypadkowosci.

Rzecznik francuskiego kréla Ludwika XIV, hazardzista, filozof i pisarz
kawaler de Méré zwrécit sie do wybitnego uczonego Blaise’a Pascala z
pro$ba o wyjasnieniu nastepujacego paradoksu. Z jednej strony, bogaty
doéwiadczenie w grach de Méré §wiadczyto o tym, ze podczas rzutu kostki
do gry suma 11 oczek wypada czesciej od sumy 12 oczek.

7 drugiej strony ten fakt byl sprzeczny z takimi rozwazaniami. Sume
w 11 oczek mozna otrzymaé z szeéciu r6znych kombinacji sze$ciennych
kostek do gry:
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A wiec, do pojawienia sumy 11 1 12 oczek prowadzi ta sama ilo§¢
sprzyjajacych wynikow.

Takie zdarzenia majg te same szanse, co jest sprzeczne z praktyka,
Pascal zrozumial: blad polegal na tym, ze zdarzenia, ktore rozpatrywat
de Méré sa nieréwno prawdopodobne. Na przykiad, sume 11 oczek za
pomoca kombinacji 6-4—1 mozna uzyskac przy 6 réznych wynikéw rzutu
kostki do gry: (6; 4; 1); (6; 1; 4); (4; 6; 1); (4; 1; 6); (1; 6; 4); (1; 4; 6).
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Jezeli mozemy obliczy¢ dla kazdej kombinacji sposoby jej pochodze-
nia, to otrzymujemy: dla sumy 11 iloé¢ sprzyjajacych wynikéw wynosi
27, a dla sumy 12 — 25. Przy czym, wszystkie wyniki sa réwnomozli-
wymi.

To oraz inne zadania, ktore sa zwigzane z hazardem, Blaise Pascal
omawial korespondencyjnie z Pierre Fermatem. Uwaza sie, ze ta kore-
spondencja potozyla fundament dla teorii prawdopodobienstwa.

To ciekawe, ze podobny btad, ktéry wykonat de Méré zrobit francuski
matematyk Jean le Rond d’Alembert rozwigzujac nastepujace zadanie:
“Monete podrzuca sie dwukrotnie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze przynajmniej jeden raz wypadnie orzel?” Tak on my$lat w przyblizeniu.

Sa mozliwe trzy wyniki: Orzel wypadl pierwszego razu, orzel wypad?
drugiego razu oraz orzet nie wypadl wcale. Wtedy z trzech prawdopo-
dobnych wynikach tylko sprzyjajace, znaczy szukane prawdopodobien-

. , 2

stwo jest rOwne 5

Oprécz tego z przyktadu 7 p. 23 wiecie, ze odpowiedz prawidtowa
. 3
est —.
) 4

Btad polegal na tym, ze wyznaczone trzy wyniki sa nie rOwnomoz-
liwymi. (PomyS§lcie dlaczego). Najprawdopodobniej ten btad wskazuje
na to, ze w XVIII w. teoria prawdopodobienstwa byta “mloda” nauka,

ktéra potrzebowata wyjasnienia samego pojecia “prawdopodobienstwa
zdarzen”.

Blaise Pascal
(1623-1662)

Francuski matematyk, fizyk i filozof religii.

W mtodym wieku wykazat zdolnosci matematyczne.
Przeszedt do historii jako klasyczny przyktad naukowcy,
nastoletniego geniusza. Jego gtéwne matematyczne
zainteresowania byty bardzo szerokie. W szczegélnosci
wymyslit ogélny algorytm dla znalezienia cech
podzielnosci dowolnej liczby catkowitej,

sformutowat szereg podstawowych pojec teorii
prawdopodobienstwa, podat metody obliczenia pola
figur, pola powierzchni i objetosci bryt.

Skonstruowat jedng z pierwszych maszyn

do dodawania - Sumator.
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Formacja 1 rozw(j teorii prawdopodobienstwa sa powiazane z praca,
wybitnych naukowcow, jak Jakob Bernoulli (1654—-1705), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827), Richard von Mises (1883—1953). W XX w. osobliwe
znaczenie otrzymaly prace wybitnego radzieckiego matematyka Andrzeja
Kotmogorowa.

Ukrainska nauka podarowata §wiatu wiele fachowcéw w teorii
prawdopodobienstwa. Nazwiska, jak J.I. Gichman, B.W. Hnedenko,
A.W. Skorochod, M.d. Jadrenko sa znane w calym Swiecie.

A. M. Kotmogorow M. J. Jadrenko
(1903-1987) (1932-2004)

M.d. Jadrenko — stynny matematyk,
oddat wiele sit twérczych na dziatanie pe-
dagogiczne. On duzo pracowat z uzdolniona,
mtodzieza, byt zatozycielem Ogdlnoukrain-
skich olimpiad dla mlodych matematykéw. M.d. Jadrenko udzielat duzo
czasu dziatalnosci edukacyjnej. W szczegdlnoéci z jego inicjatywy w 1968
r. bylo utworzono pierwszy na Ukrainie popularnonaukowego wydania
“W $wiecie matematyki”.

P8 Poczatkowe wiadomosci o statystyce

Jakim nakladem nalezy wydrukowaé podrecznik algebry klasy 9.?

Czy warto pewnemu polityku kandydowaé w kolejnych wyborach
burmistrza?

Tle kilograméw ryb 1 zywnos$ci morskiej Srednio spozywa za rok jeden
mieszkaniec Ukrainy?

Czy jest korzystne arendowac stadion dla koncertu danego artysty?

Na te 1 wiele innych pytan pomoze odpowiedzie¢ statystyka.
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Definicja. Statystyka (z lac. status — stan) — nauka, ktorej
przedmiotem zainteresowania sa metody pozyskiwania i prezen-
tacji, a przede wszystkim analizy danych opisujacych zjawiska,
w tym masowe.

Statystyczne badania sktadaja sie z kilku etapéw:

Zbiér danych

v

Opracowanie danych
1 prezentacja w dogodne;j
formie

v

Analiza danych

v

Whnioski i propozycji

Osobno zatrzymamy sie na kazdym etapie.

Zbioér danych

Wiecie, ze zte nawyki, niedozywienie, malo ruchomy tryb zycia prowa-
dza do choréb sercowo-naczyniowych. Do takiego wniosku doszli lekarze
sprawdzajac oczywiscie nie wszystkich ludzi naszej planety.

Wiadomo, ze badania byly selektywne lecz nosily masowy charakter.

W statystyce zbior obiektéw na podstawie ktorych prowadzi sie ba-
dania nazywa sie probka.

W danym przykladzie prébka sktada sie z kilku milionéw oséb.

Warto zauwazyd, ze statystyczny wniosek, oparty jedynie na wielko$ci
prébek, nie zawsze jest wiarygodny. Na przyklad, jezeli badajac popular-
noé¢ artysty, ograniczymy sie opytywaniem ludzi, ktérzy przyszli na jego
koncert, to uzyskane wnioski nie beda obiektywne, poniewaz przyszli na
koncert doktadnie dlatego, ze tego artyste lubia. Statystycy twierdza, ze
prébka powinna by¢ reprezentatywna (z fr. représentatif — pokazowy).

W taki sposéb lekarze badajg czynniki ryzyka choréb sercowo-na-
czyniowych, badajac ludzi w réznym wieku, zawodu, narodowosci itd.

A wiec, zbieranie danych opiera sie na masowosci oraz na repre-
zentatywnoséci probki. Czasami probka moze pokrywaé sie z wieloma
badaniami obiektéw, wobec ktérych prowadzi sie badanie. Przykladem
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takiego badania jest przeprowadzenie panstwowej niezaleznej atestacji
z matematyki w klasie 9.

Sposoby podania danych

Zebrana informacje (zestaw danych) sa dogodnie prezentowane w
formie tabeli, wykreséw, diagramoéw.

Rozpatrzymy kilka przyktadow.

PRZYKELAD 1 W tabeli przedstawiono wyniki wystapien ukrainskich
uczniéw na miedzynarodowych matematycznych olimpiadach w okresie
1993-2016 r. (Druzyna uczestnikéw miedzynarodowej matematycznej
olimpiady sktadala sie nie wiecej niz 6 oséb.)

o Tlo$¢ medali Bez
Rok Lokalizacja Zioty | Srebrny | Brazowy gzﬁeﬁ} medali
1993 Turcja 0 2 3 5 1
1994 Hongkong 1 1 2 4 2
1995 Kanada 1 1 1 3 3
1996 Indie 1 0 5 6 0
1997 Argentyna 3 3 0 6 0
1998 Tajwan 1 3 2 6 0
1999 Rumunia 2 2 1 5 1
2000 Republika Korei 2 2 0 4 2
2001 | Stany Zjednoczone 1 5 0 6 0
2002 Anglia 1 3 0 4 2
2003 Japonia 1 2 3 6 0
2004 Grecja 1 5 0 6 0
2005 Meksyk 2 2 2 6 0
2006 Stowenia 1 2 2 5 1
2007 Wietnam 3 1 2 6 0
2008 Hiszpania 2 2 2 6 0
2009 Niemcy 3 1 2 6 0
2010 Kazachstan 1 2 3 6 0
2011 Niderlandy 1 2 3 6 0
2012 Argentyna 0 3 2 5 1
2013 Kolumbia 1 3 1 5 1
Republika
2014 Potudniowa 2 3 1 6 0
Afryki
2015 Tajlandia 2 3 1 6 0
2016 Hongkong 0 2 4 6 0

W wielu wypadkach dane sa dogodnie prezentowane w postaci
wykresu slupkowego, ktéry nazywany jest histogramem (z grec.
histos — stup 1 gramma — napisanie). Taka informacja jest tatwa do od-
czytania i1 dobrze zapamietuje sie.
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PRZYKELAD 2 Narysunku 24.1 przedstawiono informacje o przyrod-
niczo-rezerwatowych strefach Ukrainy.

Iloé¢ obiektéw
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pryrodnicze

parki

Sady

botaniczne
Parki

zoologiczne
Parki

dendrologiczne
Parki

regionalne
krajobrazowe

Kategorie obiektéw

Rys. 24.1

PRZYKELAD 3 Informacje takze mozna podawaé w postaci wykreséw.
Na rysunku 24.2 przedstawiono wykres corocznego odsetkowego wyrostu
1loéci ludzi korzystajacych z Internetu w Swiecie w okresie lat 1995-2016.
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Diagramy slupkowe oraz wykresy zazwyczaj zastosowujemy,
gdy chcemy zademonstrowac jak z biegiem czasu zmienita sie dana
wielko§¢.

PRZYKELAD 4 Narysunku 24.3 przedstawiono podzial medali, ktére
zdobyli ukrainscy uczniowie na miedzynarodowych olimpiadach w 2016 r.
W tym celu byt zastosowany diagram kolowy, przedstawiajacy ilosé
medali, gdzie kazdy przedmiot spelnia pewny wycinek okregu.

O Matematyka
B Fizyka

O Chemia

O Biologia

B Lingwistyka
O Ekologia

B Astronomia

0O Geografia

Rys. 24.3

Analiza danych, wnioski i propozycji

Statystyczne wiadomoséci pochodza z réznych dziedzin wiedzy i dzia-
lalno$ci ludzkiej: ekonomiki, medycyny, socjologii, demografii, gospodar-
stwa wiejskiego, meteorologii, sportu itp. Jednakze, metody statystycznej
przetwarzania (analizy) danych sa bardzo podobne. Zapoznamy sie z
niektérych z nich.

Wrécimy sie do przyktadu 1. Podana tabela pozwala dowiedzie¢ sie
ile érednio medali w ciggu roku wywalczyli uczniowie Ukrainy na mie-
dzynarodowych matematycznych olimpiadach. W tym celu nalezy ilo$¢
wszystkich medali otrzymanych w rozpatrywanym okresie, podzielié
przez ilo&¢ lat. Na przyktad, na czas lat 1993—-2016 mamy:

5+4+3+6+6+6+5+4+6+4+6+6+6+5+6+6+6+6+6+5+5+6+6+6

24
130 5
== =52,
24 12

Poniewaz za rok mozna wygracé nie wiecej niz 6 medali, wiec obliczo-
na érednia wartosé 55 ktora §wiadezy o tym, ze druzyna Ukrainy

godnie wystepuje na tym prestizowym forumie.
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W informacji statystycznej §rednie wartoSci otrzymanych danych
spotyka sie bardzo czesto. Przykladem jest tabela sprzedazy podstawo-
wych produktéw spozywcezych poprzez sie¢ duzych sklepéw w niektoérych
panstwach (w kilogramach na osobe rocznie).

Panstwo Mieso Ryba i owoce Zboza Warzywa Owoce
morza

Australia 118,1 22,1 86,6 93,8 103,5
Dania 111,9 24,3 139,5 102,2 146,5
Hiszpania 122,0 27,4 98,9 143,3 105,4
Wiochy 91,0 26,2 162,6 178,3 131,0
Kanada 99,0 25,6 119,3 120,3 119,2
USA 123,4 21,1 110,8 123,5 113,5
Ukraina 33,9 15,6 1568,4 116,0 36,4
Francja 98,3 31,2 117,2 142,9 95,5

Taka tabele moga wykorzystywaé, na przyklad ekonomisci, w bada-
niach, wnioskach 1 zaleceniach, sklepikarze 1 producenci w planowaniu
swojej dzialalnosci.

Lecz $rednia warto$¢ nie zawsze doktadnie (odpowiednio) wySwietla
sytuacje. Na przyktad, jezeli w panstwie dochody r6znych warstw ludno-
éci bardzo rbznia sie, to éredni doch6d na osobe dla wiekszoéci ludnoSci
moze nie odzwierciedla¢ ich stan materialny.

Na przyktad, w jakim$ panstwie jest 100 mieszkancéw — bardzo bo-
gaci za$ reszta 5 milionéw — bardzo biedni. W tym przypadku wskaznik
$redniego dochodu moze by¢ nie niski, a wiec nie adekwatnie przedstawia
og6lne ub6stwo ludnosci.

W podobnym przypadku dla analizy danych uzywa sie inne charak-
terystyki.

Za pomoca przyktadu 1 ulozymy tabele, ktéra przedstawia ilo§é me-
dali kazdego rozdziatu:

Zlote medale Srebrne medale Brazowe medale Bez medali

33 55 42 14

Taka tabele nazywaja cze$ciowsq, a liczby podane w drugim rze-
dzie — czestoScia.

Czestoéé 55 wskazuje, ze ukrainscy uczniowie najczeéciej wywalczyli
“srebrne” medale. Wskaznik “srebrne” medale nazywaja modg otrzyma-
nych danych.

Wszyscy znaja to stowo. Czesto méwimy: “wejsé w mode”, “wyjéé

bE 13

z mody”, “hotd dla mody”. W zyciu codziennym moda oznacza zestaw
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pogladéw 1 preferencji, ktore w wiekszo$ci oddaje przewage w danym
momencie czasu.

Ot6z moda jest najwazniejszg charakterystyka wtedy, gdy otrzyma-
ny zbiér jest liczbowym zbiorem. Zademonstrujemy to na nastepnym
przyktadzie.

Jedna dobrze znana firma, ktéra planuje dostarczaé dzinsy na Ukra-
ine przeprowadzita badanie préby reprezentatywnej, ktora sktadala sie
z 500 os6b. Wskutek mamy taka tabele czestotliwosci:

Rozmiar dzinséw XS S M L XL | XXL | XXXL
Czestosé 52 71 | 145 | 126 | 59 | 40 7
Wzgledna czesto$é (%) 10,4 | 14,2 | 29 (252 |11,8| 8 1,4

W trzecim rzedzie tej tabeli jest podany stosunek odpowiedniej cze-
stoséci do wielkoSci proby. Ten stosunek podany w odsetkach nazywa sie
wzgledna czestoscia. Na przyklad, dla rozmiaru XS mamy:

52 100=10,4 (%).
500

Moda danej préby — to rozmiar M, a jej odpowiada wzgledna czestosé
29 %.

W ten sposéb firma zostala poinformowana, ze najwieksza czesé
dostarczania (okoto 29 %) maja dzinsy rozmiaru M.

Zauwazymy, jezeli w tabeli dwie czestosci byty by jednakowe oraz
otrzymaly najwieksza wartos$é, to moda byly by dwa odpowiednie roz-
miary.

Oproécz tego podaliémy powyzej przyklad, ktory wskazuje, ze érednia
warto$¢ nie odzwierciedla sytuacje finansowa ludzi w panstwie. O wiele
pelniejsza charakterystyke mozna otrzymac jezeli érednia wartos¢ do-
pelni¢ wynikiem takiego badania.

Tworza reprezentatywna probe, sktadajaca sie z ludzi kraju i uzyskuja,
zestaw danych skladajacych sie z dochodéw. Nastepnie, wedlug skali,
ktéra determinuje (niski, $redni i wysoki poziom) rozbija sie otrzymana,
serie danych na trzy grupy. Uklada sie tabele, do ktorej wpisano wartosci
czesto$ci wzglednej czestosei:

Poziom dochodéw Niski Sredni Wysoki
Czestosé m n k
Wzgledna czestosé p % q % r %

Moda takiego zestawu danych moze charakteryzowaé poziom docho-
déw w panstwie.
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Zestaw danych badania mozna poréwnacé z praca lekarza, ktéry
diagnozuje chorego. W zaleznoéci od dolegliwoéci lub objawéw choroby
ze obserwuje sie, lekarz wybiera metode znalezienia przyczyny choroby.
Oczywiste, ze ta metoda diagnozowania okresla dokladnoéé diagnozy.
Analogicznie jak 1 w statystyce, na podstawie zebranej informacji oraz
sposobu jej uzyskania zastosowuja sie rézne metody jej opracowania. Te
metody moga dopelniac sie nawzajem, lecz ktéras z nich moze dokladniej
(adekwatniej) od innych odzwierciedla¢ konkretng sytuacje. Otéz, ana-
lizujac wystapienie ukrainskich uczniéw na miedzynarodowych mate-
matycznych olimpiadach mozna ustalié, ze statystyczne charakterystyki
$redniej wartosci 1 mody dobrze skoordynowane. Zas w przyktadzie, ktory
okre$la najbardziej kupny rozmiar dzinséw najwiecej akceptowane jest
szukanie mody.

Czym wigkszy arsenat metodyk opracowania danych, tym obiektyw-
niejszy wniosek mozna otrzymac.

Zapoznamy sie jeszcze z jedna wazna statystyczna charakterystyka.

Rodzina zdecydowata zrobié¢ remont na kuchni i ciekawi sie, ile
kosztuje uktadanie jednego metra ptytki kaflowej. Po zapoznaniu sie z
cennikami 11 firm budowlanych, oni otrzymali taka informacje (ceny
podane w hrywniach w kolejnosci rosnacej):

80, 80, 90, 90, 100, 130, 180, 200, 300, 450, 500.

Rodzina chce wybraé firme o §rednich cenach.

Srednia warto$¢ kompleksu danych jest rowna 200.

Oproécz tego, wedlug otrzymanych danych, cena 200 hrn moze by¢
przypisana do wysokiej niz do éredniej wysokoéci cen.

Zaznaczymy, ze liczba 130 jest na $rodku uporzadkowanego rzedu
danych. Nazwano ja mediana tej proby. W rozpatrywanej sytuacji, a
mianowicie, mediana umozliwia wybraé firme o érednich cenach. Oczy-
wiécie, w uporzadkowanym rzedzie z 11 liczb jest pie¢ mniejszych od 130
oraz pie¢ wiekszych od 130.

Teraz rozpatrzymy uporzadkowany rzad danych, ktéry sktada sie z
parzystej iloéci liczb na przyktad, z oSmiu:

1,4, 4,7, 8,15, 24, 24.

Tutaj “Srodkiem” préb sa jednoczeénie dwie liczby: 7, 8. Uwaza

sie, ze mediana takiej proby jest rowna ich Sredniej arytmetycznej:

7+8:7,5‘

Sredniq warto$¢, mode 1 mediane nazwano miara tendencji cen-
tralnej otrzymanej zbiorem danych.
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I CWICZENIA

24.1.° Korzystajac z tabeli §rednich rocznych temperatur w niektérych
miastach Ukrainy, sporzadz odpowiedni diagram stupkowy.

Miasto Temperatura, °C Miasto Temperatura, °C
Lwow 7,8 Czerkasy 7,7
Uzhorod 10,1 Poltawa 7,6
Kijow 8,4 Donieck 8,5
Sumy 6,8 Fuhansk 8,8
Odessa 10,7 Cherson 10,3
Mikotajow 10,0

24.2.° Korzystajac z tabeli rozwoju Kijowskiego metropolitana, wykresl
wykres wzrostu dltugosci jego linii.

24.3.° Korzystajac z tabeli rozwoju Kijowskiego metropolitana, wykresl
wykres zwiekszenia ilosci jego stacji.

Rok | Tlogé stacyj gﬁgﬁ Rok | Tlogé stacyj fiﬁgﬁ;
1960 5 5,2 2000 40 51,4
1965 10 12,7 2004 43 56,3
1971 14 18,1 2008 46 59,8
1976 17 20,42 2010 49 63,6
1981 23 27,72 2011 50 65,08
1987 28 32,6 2012 52 66
1992 35 43,1 2013 53 67,5

24.4.° Okresl, czy jest reprezentacyjna probka:

1) aby dowiedzieé sie jak czesto obywatele miasta w wolne dni od-
poczywaja na przyrodzie, odpytano czlonkéw trzech spoétdzielni
ogrodowych;

2) w celu wyjawienia wiedzy dziesiecioklasistéw na pamieé wiersza
Lesi Ukrainki losowo odpytano 4 tysiecy dziewiecioklasistow z
réznych regionéw w kraju;

3) dla okreslenia odsetek korzystajacych z Internetu na Ukrainie
opytano losowo 500 mieszkancéw Kijowa;
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4) w celu ustalenia rankingu programéw mtodziezowych losowo ba-
dano 10 tysiecy mtodych ludzi w wieku od 15 do 20 lat.

24.5.° Oblicz miare tendencji centralnej uporzadkowanych danych:
1)3,3,4,4,7,7,7,7, 8, 8, 10;
2) 12, 13, 14, 16, 18, 18, 19, 19, 19.

24.6.° Dziewczynki 9. klasy na lekcji wychowania fizycznego zdawaty
zaliczenie ze skoczkOow na wysokoé¢. Nauczyciel zapisal nastepujacy
ciag wynikéw:
105 ¢cm, 65 cm, 115 cm, 100 cm, 105 cm, 110 cm, 110 cm, 115 cm,
110 cm, 100 cm, 115 cm.
Oblicz $rednig warto$é oraz mediane otrzymanych wynikow.

24.7.° Kierownik klasowy 9. klasy prowadzi ewidencje obecnoéci przez
uczniéw lekcji. W koncu tygodnia jego zapisy miaty wyglad:

Dzien tygodnia Poniedzialek Wtorek Sroda Czwartek Piatek
Iloéé
nieobecnych 3 2 5 4 8

1) Oblicz, ile uczniéw $rednio byto nieobecnych codziennie w ciagu
tygodnia.
2) Oblicz mode otrzymanych danych.

24.8." W klasie 9., w ktorej uczy sie 23 uczniéw, przeprowadzono odpy-
tywanie: ile w przyblizeniu godzin w ciagu tygodnia traci dziewiecio-
klasista na odrobienie zadan domowych. Odpowiedzi uczniéw zostaly
podane w postaci histogramu (rys. 24.4).

8

7

6
5
4
3
2
1

0 godz. 1 godz. 2 godz. 3 godz. 4 godz.
Czas zatracony na odrobienie zadan domowych

Tloéé dziewiecioklasistow

Rys. 24.4

MpaBo anst 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



24, Poczatkowe wiadomosci o statystyce 245

1) Wypelnij tabele:

Czas zatracony na wykonanie
zadan domowych, godz.

Czestosé

Wzgledna czesto$é

2) Ile czasu w ciagu dnia traci $rednio uczen na wykonanie zadan
domowych? (Oblicz $érednia wartoé¢ rzedu danych.)

3) Ile czasu na wykonanie zadania domowego potrzebuje wiekszosé
dziesiecioklasistéw tej klasy? (Oblicz mode tego rzedu.)

24.9.° Na rysunku 24.5 przedstawiono stupkowy diagram wynikéw pracy
pisemnej z algebry w trzech klasach dziewigtych.

—_
N

—_
\S]

7

$¢ uczniéow
—
B~ oY w O

s 7

Ilo
Do

o
1

1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
Punkty

Rys. 24.5

1) Wypelnij czestoéciowa, tabele:

Tloé¢ punktow 112 |34 |5|6|7|8|9]10|11/(12

Czestosé

Wzgledna czesto$é

2) Oblicz éredni punkt otrzymany przez ucznia za te pisemna
prace.
3) Podaj mode otrzymanych danych.
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24.10." Wedtug wynikéw ostatniej pracy kontrolnej z algebry, ktora
byla przeprowadzona w waszej klasie wypelnij czesto$ciowa tabele
podana w zadaniu 24.9.

1) Oblicz éredni punkt otrzymany przez ucznidéw za te prace kont-
rolna.
2) Podaj mode otrzymanych wynikéw.

24.11.° Odpytywano uczniéw z charkowskich szkot, ile razy w zyciu latali
samolotem. Otrzymane dane podano w tabeli:

Ilo$¢é wykonanych lotéw 0 1 2 3 4 | 5
Tlo&¢ uczniow 530 | 92 | 46 | 30 | 8 4
Wzgledna czesto$é (%)

1) Wypelnij trzeci rzad tabeli.

2) Podaj otrzymane dane w postaci stupkowego diagramu.

3) Oblicz mode na $rodkowa warto$é¢ otrzymanych danych.

4) Objasénij, czy mozna uwazacé préobe, ktora rozpatruje sie, jako
reprezentatywna dla wnioskéw wszystkich uczniéw m. Char-
kowa.

24.12.° Wypisz wszystkie swoje oceny z algebry, ktére otrzymates w
ciggu roku. Oblicz $rednia wartoéé, mode, mediane otrzymanego
rzedu danych.

24.13.° Dyrektor firmy otrzymuje 50 000 hrn za miesiac, dwoéch jego
wicedyrektoréow — po 20 000 hrn, a pozostali 17 robotnikéw firmy —
po 4 500 hrn za miesigc. Oblicz érednia warto$é, mode, mediane
wynagrodzenia w tej firmie.

24.14.° Przeczytaj jeden z wiadomych wierszy Tarasa Szewczenki:

Wiéniowy sadek kolo chaty,
Chrabaszczéw nad wisniami brzek,
Powracajacych ptugow szczek.

7 wieczerza,_juz czekaja matki,
Dziewczecych piosnek stychaé dzwiek.

Wieczerza¢ siedli koto chatki;

Léni gwiazdka skro$ galezi splot.
Wieczerzy cérka poda wlot,

Matus chce zrzedzié, lecz jej gadki.
Raz wraz przerywa stowik-trzpiot.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



24, Poczatkowe wiadomosci o statystyce 247

Do snu matula koto chatki
Poktadla mate dzieci juz.
A sama przy nich legla tuz.

.. I tylko stowik 1 dzierlatki.
Dziewczeta nie $pia az do zbrz.!

Dla liter “a”, “e”, “1”, 97, “n”, “0”, “p”, “u”, “f”, “m” uléz tabele cze-
stoéciowq ich obecnosc1 w danym wierszu. PodaJ mode otrzymanych
danych.

24.15." W ciagu maja 2016 r. temperatura powietrza o 8 godz. z rana
wynosila:

Tempera- Tempera- Tempera-
tura, °C Data tura, °C Data tura, °C

01.05.2016 13,1 11.05.2016 17,8 21.05.2016 14,0
02.05.2016 15,3 12.05.2016 15,0 22.05.2016 16,9
03.05.2016 15,7 13.05.2016 16,6 23.05.2016 18,7
04.05.2016 15,4 14.05.2016 12,6 24.05.2016 17,4
05.05.2016 16,2 15.05.2016 13,1 25.05.2016 16,1
06.05.2016 13,1 16.05.2016 13,5 26.05.2016 16,8

Data

07.05.2016 10,5 17.05.2016 8,8 27.05.2016 20,1
08.05.2016 14,2 18.05.2016 12,4 28.05.2016 19,2
09.05.2016 15,5 19.05.2016 9,5 29.05.2016 20,7

10.05.2016 17,5 20.05.2016 10,8 30.05.2016 17,3
31.05.2016 17,4

Oblicz miare tendencji centralnej otrzymanych danych.
24.16.° Zapisz rzad: 1) z pieciu liczb; 2) z szeéciu liczb, w ktérych:

a) érednia warto§é jest rowna medianie;

b) $rednia warto$é jest wieksza od mediany.

1 T.G. Szewczenko. Utwory T. 12. Instytut literatury im. T.G. Szewczenki
Akademii Nauk Ukrainy. — K.: Naukowa dumka, 2003 r. — T. 2. — str. 17.
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Kontynuujecie udoskonalenie swoich umiejetno$ci komputerowych z
poprzednich klas, opanowujecie nowe narzedzia i nowe oprogramowania.
Przypomnijmy, ze oprdcz zadan podanych w tym rozdziale, mozna korzy-
staé z r6znych programéw stworzonych dla poglebienia nauki szkolnego
kursu matematyki. Mozecie odwotaé sie do globalnej sieci Internetu
dla wyszukiwan w nich informacji oraz innej dodatkowej informacji do
kursu algebry.

Jezeli w przesztosci planujecie by¢ matematykiem, to mozna zapoznaé
sie ze specjalnymi pakietami matematycznymi (na przyktad Mathcad,
MATLAB itp.), ktére zawieraja zaawansowane narzedzia do obliczen
matematycznych, geometrycznych konstrukeji 1 innych.

W tym rozdziale podane sa zadania, ktore mozna wykonywac za po-
mocg komputera podczas nauki odpowiednich tematéw. Wiekszosé z tych
zadan — przedluzenie 1 rozwdj tego podrecznika (takie ¢wiczenia ozna-

czono piktogramem “=”, a w danym rozdziale sg podane ich numery).

Dla tych, kto lubi programowanie, proponujemy stworzenie progra-
moéw 1 algorytméw, w ktérych mozna wykorzystaé zdobyta wiedze mate-
matyczna. Zadania zawierajace elementy programowania sg oznaczone
gwiazdka. Dopdki nie nauczyli$cie sie na wystarczajacym poziomie
zadnego jezyka programowania, wystarczy wymy$li¢ algorytm 1 zapi-
saé go stownie lub w formie schematu blokowego; podczas nauki jezyka
programowania mozecie realizowaé te algorytmy w postaci programu.
Zauwazymy, ze umiejetnos¢ sktadania algorytméw (kolejnosé dziatan)
przyda sie nie tylko w programowaniu, lecz 1 w innych obszarach dzia-
lalnosci.

Do p. 1 “Liczbowe nieré6wnoéci”

Znajdz przepisy ruchu drogowego w Internecie. Wybierz te znaki dro-
gowe, ktoére przedstawiaja maksymalne dopuszczalne wartosci liczbowe.
Zapisz, odpowiednie nieréwnosci.

Wykreél prosta wspétrzednych za pomoca redaktora graficznego.
Wskaz, ze mniejsza liczba lezy na prostej wspétrzednych bezpoérednio
po lewej stronie od liczby wieksze;.

Zapisz w pliku do wykorzystania w nastepujacych zadaniach.
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Do p. 2 “Podstawowe wlasnosci nieré6wnosci liczbowych”

W jaki spos6b za pomoca redaktora graficznego mozna zademonstro-
wac wlasno§ci nieréwnosci liczbowych? Jakie instrumenty redaktora
mozna zastosowac?

Do p. 3 “Dodawanie i mnozenie nierownosci liczbowych. Oce-
nianie warto$ci wyrazenia”

Wyszukaj w sieci Internet informacje o najwiekszej 1 najmniejsze]
odlegtosci od planet uktadu Stonecznego do Stonica. W jaki sposdb, moz-
na poda¢ wniosek o najwiekszych i najmniejszych odleglo$ciach miedzy
kazdymi dwoma planetami? U6z tabele za pomocag uktadu tabelarycz-
nego. Czy mozesz wykona¢ tak, aby najmniejsza i najwieksza odleglosci
miedzy kazda para planet obliczy¢ automatycznie?

Do p. 4 “Niero6wnoSci z jedna zmienna”

Wykreél za pomoca redaktora graficznego prostq wspélrzednych.
Zilustruj rozwiazanie przyktadéw 4.5, 4.6, 4.13. Jakie instrumenty
redaktora graficznego pomogly wzorowo zademonstrowaé przebieg roz-
wiazania zadania?

Do p. 5 “Rozwiazywanie liniowych nier6wnosci z jedng zmien-
na. Przedzialy liczbowe”

Wykonaj zadanie 5.1, 5.2, 5.3 za pomoca redaktora graficznego.

Do p. 6 “Uklady liniowych nier6wnosci z jedng zmienng”

Wykonaj zadania 6.3, 6.4 za pomoca graficznego redaktora.

* 6.33. Zapisz rozwiazanie tego zadania metoda sprawozdania.

* 6.54, 6.55, 6.56. Te trzy zadania sa typowymi zadaniami na
odsetki. Opisz kazde z nich w ogdlnej postaci, utwérz model matema-
tyczny, opisz poczatkowe 1 koncowe dane zadania oraz podaj algorytm
rozwigzania.

Do p. 7 “Powtérzenie i rozszerzenie wiadomosci o funkcji”

Jakie sposoby podania funkecji sg zreczne dla tego, aby podacé te
funkcje za pomoca komputera? Jakie instrumenty przy tym mozna
wykorzystacé?

Do p. 8 “Wlasnoéci funkcji”
* Funkcje podano za pomoca tabeli. Podaj algorytm dla znalezienia
przedzialéw statego znaku oraz algorytm dla przedzialéw, w ktérych
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funkcja roénie 1 maleje. Jaki warunek ma spetniaé potozenie informacji
w tabeli?

* 8.31. U6z model matematyczny w ogdlnej postaci. Podaj algorytm
rozwigzania tego zadania w ogdlnej postaci.

Do p. 9 “Jak sporzadzi¢ wykres funkcji y = kf (x), jezeli wia-
domo wykres funkcji y = f (x)”

Za pomoca uktadu tabelarycznego podaj dowolna funkcje y =f (x)
tabelaryczno oraz sporzadz na podstawie tabeli wykres tej funkcji. Jakie
zmiany nalezy wykonaé w tabeli, aby otrzymacé wykres funkejiy = kf (x)?
Jak wykona¢ to automatycznie? Wykresl w taki sposob kilka wykresow
funkeji y = kf (x) dla réznych wartoéci k.

Wykresl wykres dowolnej funkeji y = f (x) za pomoca redaktora graficz-
nego. Jakie instrumenty redaktora graficznego nalezy wykorzystaé, aby z
tego wykresu otrzymac wykres funkcjiy = kf (x) dla k>1;dla 0<k<1;dla
k =—-1? W jaki sposéb zastosowad te instrumenty, aby otrzymacé wykres
funkcji y = kf (x) dla k<01 k #-1?

Do p.10“Jak sporzadzié wykres funkcjiy =f(x) + biy=f(x + a),
wedlug wykresu funkeji y = f (x)”

Za pomoca, ukladu tabelarycznego zadaj dowolna funkcje y =f (x)
tabelaryczno, oprécz tego, wykresl za pomoca tabeli wykres tej funkeji.
Jakie zmiany nalezy wykonaé¢ w tabeli, aby otrzymaé¢ wykres funkcji
y=f@+b?y=f@x+a)? y=f(+a)+ b? Jak wykona¢ to automatycz-
nie? Sporzadz w taki spos6b kilka wykreséw funkejiy =f (x + a) + b dla
réznych wartoséci a1 b.

Sporzadz wykres jakiejkolwiek funkeji y = f(x) za pomoca redaktora
graficznego. Jakie instrumenty redaktora graficznego nalezy wykorzy-
staé, aby z wykresu otrzymacé wykres funkcji y =f (x) + b? y=f (x + a)?
Jak mozna wykorzystaé te instrumenty, aby otrzymac¢ wykres funkcji
y=f(x+a)+b?

Do p. 11 “Funkcja kwadratowa, jej wykres i wlasnosci”

* Parabola podana za pomocg wzoru y = ax? + bx + ¢. Zapisz algorytm
poczatkowymi danymi dla ktorej sa wartosci a, b, c. Algorytm powi-
nien okres$la¢ nastepujace charakterystyki paraboli: kierunek gatezi,
wspolrzedne wierzchotka, punkty przeciecia z osiami wspotrzednych,
na podstawie tego wywnioskuj, jaka czes¢ paraboli nalezy przedstawic
na wykresie.

Automatyzuj proces utozenia odpowiedniej tabeli wartosci funkcji
oraz wykresl wykres funkcji wedltug otrzymanej tabeli. W jaki sposéb
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wybilerzesz znaczenie argumentu funkcji dla tej tabeli, aby wykres byt
jak najwiecej doktadny?

Do odpowiedzi “O pewnych przeksztalceniach wy- 4%\‘3
kresow funkcji” 3

Okresl, w jaki sposob za pomoca uktadu tabelarycznego 1
redaktora graficznego wykres funkcji y = f (x) mozna otrzymac
wykres funkejiy =f (%), y=f(lx1),y=1f( I.

Do p. 12 “Rozwiazanie nier6wnoéci kwadratowych”

* Korzystajac z tabeli podanej w p. 12, podaj algorytm dla rozwigza-
nia nieréwnosci kwadratowej ax? + bx + ¢>0, wejSciowymi danymi dla
ktorego sa a, b, c.

Jakie dane wejSciowe nalezy dodaé do tego algorytmu oraz jak go
zmienié, aby mozna bylto rozwiazaé nieréwnosci ax? + bx + ¢ < 0,
ax® +bx+c¢>0, ax® +bx+c¢<0?

Do p. 13 “Uklady rownan z dwiema zmiennymi”

Ostap Zapominalski cheial rozwiazaé uklad rownan w taki sposéb:
dla kazdego z nich sporzadzi¢ wykres réwnania, podajac w ukladzie ta-
belarycznym tabele odpowiednich warto$ci, a zatem znalezé na ekranie
komputera punkty przeciecia tych wykreséw. Na czym polegaja bledy
tej budowy?

Do p. 14 “Uklad dwoch rownan z dwiema zmiennymi jako
model matematyczny zadania stosowanego”

* Przeanalizuj zadania z tego punktu. Wiele z nich opisuja podobne
sytuacje. Czy mozecie znalez¢ takie zadania oraz zapisaé algorytm ich
rozwiazania w ogdlnej postaci?

Do p. 15 “Ciagi liczbowe”

Za pomoca uktadu tabelarycznego mozna wypetni¢ kratki tabeli wy-
razami ciagu, okreslona za pomoca wzoru n-tego wyrazu ciagu oraz za
pomoca renkurencyjnego wzoru. Opanuj te metody wypelnienia tabeli.

Uwaga. Oczywiscie, w taki sposdb mozna sformowaé tylko ciag
skonczony.

Wykorzystaj te sposoby dla wykonania niektérych zadan z tego
punktu na swéj wyboér.

Do p. 16 “Ciag arytmetyczny”
W ukladzie tabelarycznym utwérz mechanizm dla wypelnienia kratek
tabeli wyrazami skonczonego ciagu arytmetycznego. Zréb, aby ten me-
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chanizm mozna bylo wykorzystaé dla otrzymania ciagu arytmetycznego
z dowolnymi warto$ciami a, 1 d.

Do p. 17 “Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycz-
nego”

Utwoérz w ukladzie tabelarycznym tabele, pierwszy stupek ktorej
zawiera liczbe naturalng £ — numer wyrazu ciagu arytmetycznego,
drugi — wartoéci k-tego wyrazu, trzeci — sume k poczatkowych wyrazoéw
ciggu arytmetycznego. Maksymalne wartoéci k wybierz wedlug wtasnego
uznania. Czy mozna calkowicie automatyzowaé¢ budowe tabeli wedlug
danych znaczen a, i d?

Do p. 18 “Ciag geometryczny”

W uktadzie tabelarycznym utwérz mechanizm dla wypetnienia kratek
tabeli wyrazami skonczonego ciagu geometrycznego. Zréb tak, aby ten
mechanizm mozna byto wykorzystaé dla otrzymania ciagu geometrycz-
nego z dowolnymi wartoéciami b, 1 q.

W jaki sposéb zastosowacé kalkulator dla obliczen wedtug wzoréw odse-
tek sktadanych. Rozwigzaé zadanie 18.17—18.20 za pomocg kalkulatora.

Do p. 19 “Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycz-
nego”

W zadaniu do p. 17 utworzona jest tabela, ktéra konstruuje ciag
arytmetyczny z danymi a, i d. Uzupelnij te tabele czwartym shupkiem,
jaki zawiera wielkoSci k-tego wyrazu ciagu geometrycznego, w ktérym
b,=a,, g=d, 1 piatym stupkiem, ktory zawiera sume k poczatkowych
wyrazow ciagu geometrycznego. Wykresl wykres za pomoca tej tabeli.

Zbadaj, jak prowadza sie arytmetyczny i1 geometryczny ciagi dla
réznych wartosci a, 1 d.
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Odpowiedzi i wskazowki do ¢wiczen

§ 1. Nierownosci

1. Liczbowe nieré6wnosci

1.10. 1) Nie; 2) tak; 3) nie; 4) nie; 5) nie. 1.18. Wartoéé utamka
zwiekszy sie. 1.19. Warto§é utamka zmniejszy sie lub nie zmniejszy sie.
1.22. 1) Nie; 2) tak. 1.26. Tak. 1.28. 1) Wskazéwka. a® + b* + 6a — 4b + 13 =
=(@®+6a+9)+ (b2—4b + 4).

2. Podstawowe wlasnosci nier6wnosci liczbowych

2.13. 3) Poréwnaé niemozliwie. 2.19. 4) Jezeli ¢>0, to ¢?>—4c; jezeli
—4<¢<0, to ¢2<—4c; jezeli ¢ = 0, to nier6wnos¢ prawdziwa otrzymac nie
mozna. 2.21. 1. 2.22, 24.

3. Dodawanie i mnozenie nieré6wnosci liczbowych.
Ocenianie wartoéci wyrazow

3.12. 3) Nie; 4) nie; 5) nie; 6) tak; 8) tak; 10) tak; 11) nie; 12) tak;
13) nie; 14) nie. 3.27. 1) V10 +6 > V11 + /5; 2) 2++/11 < /5 +4/10;
3) V15 -+/5>+2; 4) V21+20>09. 3.28. 1) /6 +/3 >7+2;
2) /26 — /2 < /14. 3.32. 400 %.

4. Nier6wnoSci z jedna zmienna

4.15. 4) Pierwiastkow nie posiada; 5) x — jakakolwiek liczba; 6) —6.
4.16. 6 km.

5. Rozwiazywanie nieré6wnos$ci liniowych z jedna zmienna.
Przedzialy liczbowe

5.25. 3) (=005 =5]; 4) (—0; 1); 5) [7; +0); 6) (—00; 1—61} 7) (=005 =7,5];
8) (1; +o0); 9 (-o0; +o0);  10) &;  11) (005 +o0);  12) (—o0; 0).
5.26. 1) (2400 2) 164005 B) @5 ) (o0 =6% 5) (o5 v
6) (=3,5; +o0). 5.27. 1) —8; 2) —1. 5.28. 1) —6; 2) —3. 5.29. 5 rozwiazah.
5.30. 8 rozwiazati. 5.33. 1) a < —3; 2) a<1,6. 5.34. 1) b<3; 2) b < —%.

5.35. 12 km. 5.36. Takich liczb nie istnieje. 5.37. 18 kulek. 5.38. 44 wis-
ni. 5.39. 21. 5.40. 28, 30, 32. 5.41. 25, 30, 35. 5.42. 1) Dla -4<x <2

1x>2;2)Dlax<—-41-4<x<3; 3) Dla-3<x<-2,-2<x<21x>2;
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4)Dla-1<x<11x>1.5.43.1)Dlax<-31-3<x<9; 2)Dla 7<x<8
1x>8.5.44. 1) 9; 2) -3; 3) 13; 2,2; 4) Pierwiastkéw nie posiada. 5.45. 1)

g; 2)-2;12.5.48.3)Dlaa>-11a+#1.5.49.2) Dlam<71m=0.5.50. 1)
. 9 . 19 .
Dlaa>-11a=0;2)Dla a<E 1a#—1; 3) Dla a<? 1a# 3.5.51.Dla

a< —%. 5.52.1) 3;2) —1. 5.563. 1) —7; 2) —4. 5.54. 1) Jezeli a>0, to x>0;
jezeli a<0, to x<0; jezeli a = 0, to rozwigzan nie posiada; 2) jezeli a>0,

1 .. .. 1 .. .. . . .
to x <—; jezeli a<0, to x > —; jezeli a =0, to x — jakakolwiek liczba;
a a

3)jezelia>0,to x >1; jezelia<O0, to x <1; jezelia = 0, to x — jakakolwiek
liczba; 4) jezeli a<2, to x<-2; jezeli a>2, to x>-2; jezeli a = 2, to rozwia-
zan nie posiada; 5) jezeli a>2, to x>a + 2; jezeli a<2, to x<a + 2; jezeli
a = 2, to rozwiazan nie posiada; 6) jezeli a>-3, to x <a —3; jezeli a<-3,
to x> a - 3; jezeli a = -3, to x — jakakolwiek liczba. 5.55. 1) Jezeli a # 0,
to x<0; jezeli a =0, to x — jakakolwiek liczba; 2) jezeli a>-1, to

X <

- C . 2- c e . . .
‘;; jezeli a<-1, to x > —‘;; jezeli a = -1, to x — jakakolwiek
a+

liczba; 3) jezeli a>—4,to x >

; jezelia<—4,to x < ; jezelia =—4,

a+4 a+4
to rozwigzan nie posiada. 5.59. 15 godz., 10 godz.

6. Uklady niero6wnosci liniowych z jedna zmienna

6.23. 1) G %) 2) (o5 4,25 3) [-2; 8] 4) [0.8 +); 5)
6) (—0; —4]; 7) D; 8) . 6.24. 1) (—%; —zj; 2) [-10; +0); 3) &
4) (~o0; +00). 6.25. 1) ~3;-2;—1; 0;2) 7; 8; 9; 10; 11. 6.26. 1) 4 rozwiazan;
2) 6 rozwiazan. 6.27. 1) [2,5; +o0); 2) [_g; 3); 3) @ 4) (—oc; 4).
6.28.1) (0; 8]; 2) (5; +0). 6.29.1) (-0,5; 6,5); 2) [14; 17]. 6.30. 1) [-1,5; 2,5);
2) [0? 3 6.31. 2) (1,5; 7); 3) (—o0; —2). 6.32.1) &; 2) (1; 3). 6.33. 3 cm,

5cmlub 4 cm, 4 cm. 6.34. 1) [4; 3]; 2) x<—11ub x>3,5; 3) x <1 lub x>8;
4) (-2; 9); 5) (=2; 0,5]; 6) x<-0,8 lub x>6. 6.35. 1) (-3; 2); 2) x < 4 lub

x>8;3) x<-91lub x>1,2; 4) [—i; 10). 6.36. 1) [-1,6; 5,6]; 2) (—4; 1);
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3)x<-121lubx>6;4) x<2 lub x>§; 5) [1; +o0); 6) (—%; +00j. 6.37.1)

x<3,6 lubx >8,4; 2) [-2;-1,2]; 3) (—00; %), 4) (—o0; 2]. 6.38. 1) Dla a>3;

2) Dla a<3. 6.39. 1) Dla a<4; 2) Dla a>1. 6.40. 1) Dla a<-1; 2) Dla
a=1.6.41. Jezeli a<2, to x<a; jezeli a>2, tox<2. 6.42. Jezeli a<-3,
to a<x<-3;jezeli a = -3, torozwigzan nie posiada. 6.43.Dla 10 < a <11.
6.44.Dla 1<b<2. 6.45. Dla 8<a <9. 6.46. Dla -6<b < -5. 6.47. Dla

a<3.6.48. Dla —% <a<3. 6.49. Dla a<-71ub a>8. 6.50. 1) -1; 2) -2; 4.

6.51.1) 2410 —/6; 2) 0,5/2b; 3) -4 /6.

§ 2. Funkcja kwadratowa

7. Powtorzenie i rozszerzenie wiadomoséci o funkcji
7.17. 2) Wszystkie liczby, oprocz 71—7; 4) wszystkie liczba nie mniej-
sze od 4, oproécz liczby 6. 7.27. 60 km/h.

8. Wlasnoéci funkcji

8.17. a < % 8.18.2>9.8.19.2.8.20. m<-2.8.26.a=1,a=21ia=1,5.

8.27. Jezeli a <2, to najwieksza wartos¢ f, i = f (@) = @% najmniejsza
WArtoS¢ foygmn =/ (0) = 0 jezeli @ =2, 10 fryes =f (-2) = =f (2) = 4,
Frmn =1 () = 0; jezeli ~2<a <0, t0 frjyigies =1 (@) =4, fuugua = (0) = 0;
jezeli 0<a<2,t0 fuwickss = f (2) = 4, frajmn = f (@) = @*. 8.30. 10 godz., 40 godz.
8.31. 20 %.

9. Jak sporzadzi¢ wykres funkcji y = k f (x), jezeli wiadomy

wykres funkejiy = f (x)

9.21. 3 t.

10. Jak sporzadzié wykres funkcjiy=f(x)+biy=f(x+ a),

jezeli wiadomy wykres funkcji y =f (x)

10.17. a) y=x2>+3; b) y=—2x2—1. 10.18. a) y=2x2—-6; b) y =

=4-x210.19.a) y=(x—2)% b) y=—3 (x+ 3)2. 10.20. a) y = %(x+4)2;

b) y=—-2 (x—1)%2 10.21. a) y=(x+2)2—-4; b) y=—(x — 2)? + 5;
o) y=§(x—3)2+1. 10.22. @) y= (x—4)2—5; b) y=—2 (x + 6) + 7.
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10.25. Dwa twierdzenia sa prawidtowymi. 10.28. 3) Wskazdéwka.
_2x+2-2 5 2 4032 3.
x-1 x-1 4
11. Funkcja kwadratowa, jej wykres i wlasnos$ci

11.12. —-1; 1; 3. 11.13. 4. 11.14. 1) 2 pierwiastki; 2) 1 pierwiastek.
11.15. 3 pierwiastki. 11.16. 1) (=1;-1), (9; 9); 2) (2; 23), (8; 17). 11.17. (3; 15),
(-=1; 11). 11.23. 1) -25; 2) —-13; 3) —22. 11.24. 1) 26; 2) 17; 3) —10.

11.25.p=1,9=4.11.26. a = —g, b= % 11.27.a0=3,b=5.11.30. b =-16.

11.31. b=18. 11.32. a =1 lub a = 4. 11.33. a>§. 11.34. a<-16.

11.35. ¢ =-8. 11.36. ¢ =14. 11.37. a) a>0, b<0, ¢<0;
b) a<0,b<0,¢>0.11.39.p=-4,9¢=9.1140.a=1,b=-8,c=6.11.41.qa)
—4;b)4.11.42.-1.11.43. 1) 25. Wskazowka. Przypuéémy, ze jedna z tych
liczb wynosi x, wtedy druga liczba jest réwna 10 — x. Rozpatrzymy funk-
cje f (x) =x (10 — x) = 10x — x?; 2) 50. 11.44. Przez 1 godz. 30 min.
11.45. 1600 m%.  11.50. 1) a>—4; 2) a = —4; 3) a<—4. 11.52. a >§.

11.53. a>-0,5. 11.57. 1) 8a+a; 2) 56; 3) 62 -5. 11.58. 4 km/h.
11.59. 20 min, 30 min.

12. Rozwiazywanie nier6wnosci kwadratowych

12.10. 1) (=25 1); 2) (-5 =5] U [2; +0); 3) [—3; —ﬂ; 4) (-o0; —21) U

U (1; +00); 5) (=005 =3) U (45 +0); 6) {—?; 1}. 12.11.1) (—o0; 1] U [4; +00);

11

2) (=5; —3); 3) (g; 5); 4) (o003 ~10) U (I3 +00). 12.12. 1) Dla -% <x< g;

2)Dla x <—-0,2 lub x>2,4. 12.13.1) Dla —g <x< z; 2) Dla—g <x <%.

12.14. Dla —5<x<4. 12.15. Dla 1<x<2,5. 12.16. 1) -5, —4, -3, -2, -1, 0; 2)
-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3; 3) 0; 4) -1, 0, 1, 2,
3,4,5.12.17. 1) 11; 2) 4. 12.18. 1) -6; 2) 2. 12.19. 1) 1; 2) -3. 12.24. 1)

_4<q<4; 2)-8<q<12; 3) §<a<§. 12.25. 1) b<—% lub b>1: 2) b<4
Iub 5 >10. 12.26. 1) (0; 3]; 2) [-4;-0,5]U][6; +0);

3) [-1; 0) > (6; 10]; 4) (5; —3]. 12.27. 1) (—oo; ﬂ u E 3); 2) (-2; 0] >
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>[5; 9).12.28. 1) -4, -3, -2, -1, 0, 1; 2) -3, -2, 1, 2. 12.29. 1) (6; +0);

2) (=3; 5) >(5; 6); 3) (-0 —=9) U (=9; —2] U [T; 9) U (9; +0); 4) (—1; gj
12.30. 1) [-2; 2); 2) (=5; 6) >(6; 7). 12.31. 1) (-11; 11); 2) (—oo; —ﬂ U

U [%, +00j. 12.32. 1) (-o0; —-1]U [-0,4; 0,4] U [1; +0); 2) [-2; 2].
12.33. 1) (=5; 0) > (05 2); 2) [0; 2]; 3) (-1;2) >(2;9); 4) (-0 —5) U
U (=5; =8) U (5; +0); 5) (—o0; —8] U [1; 4) U (4; +0); 6) [-11; —3) > (-3; 1].
12.34. 1) (—00; 0) U (0; 2) U (8; +00); 2) (45 +0); 3) (—o0; —3) U (=3; —2) U

U (3; +0); 4) [—%; 1j>(1; 3]. 12.85.1) (—4; —3) U (5; +0); 2) [-4; —3] >

U[5; +00); 3) (—o0; —4); 4) (-0 —4]U{-8,5}. 12.36. 1) (3; 7);
2) [3; 71 >{-2}; 3) (2; 3); 4) [-2; 3] >{7}. 12.37. 1) Dla a>4; 2) Dla
3
5
2) Dla 3<a<7; 3)Dla a>1. 12.39. 1) Jezeli a<1, to a<x<1 lub x>4;

“1<a<3; 3) Dla 0<a<%; 4) Dla a>§. 12.38. 1) Dla a>9;

jezeli 1<a <4, tox>4;jezelia>4, tox>a; 2) jezeli a <—Z, to rozwigzan

. . T | 1 N 1
nie posiada; jezeli —Z<a<1, to —Z<x<a; jezeli a>1, to —Z<x<1.

12.40. 1) Jezeli a<-8, to —8<x<9; jezeli —-8<a<9, to a<x<9; jezeli
a>9, torozwiagzan nie posiada; 2) jezelia<1, to x<a; jezeli 1<a <8, to

x<1;jezeli a>8, to x<1lub 8<x<a. 12.43. 3 dni. 12.44. 40 1.

13. Uklady réwnan z dwiema zmiennymi

13.3. 1) (55 8), (=35 0); 2) (4; 1), (1; 4); 3) (-1; 1), (=3; —1);
4) (6; 1), (=6; =2); 5) (5; 3), (-1,5; —10); 6) (2; -2). 13.4. 1) (-4; -7, (7; 4);
2) (2; 4), (-5; =3); 3) (-1; 4), (-0,5; 2,5); 4) (4; 2), (20; —-14). 13.5. 1) 2 roz-
wigzania; 2) 3 rozwigzania; 3) 1 rozwigzanie; 4) 2 rozwiazania; 5) roz-
wigzan nie posiada; 6) 3 rozwiagzania. 13.6. 1) 2 rozwigzania; 2) rozwia-
zan nie posiada; 3) 2 rozwigzania; 4) 4 rozwigzania. 13.7. 1) (4; 3); 2) (0;
0 ) ,
(-=2,4; 4,8); 3) (4; =3), (17; 10); 4) (95 —4), (4; 1); 5) (2; 2,5),
(-4,4; -2,3); 6) (4; 1), (0; 3). 13.8. 1) (6; 9), (-9; —6); 2) (1; 0),

(=0.5: 0,75): 3) (2: 4), (3: 3): 4) (1: 1), (g %) 13.9. 1) (% 0),
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(£2:27): 2) (2: 2), (<1; —4): 3) (1: 0), (5; —4): 4) (2 3), (2 493j 13.10. (4;

~1). 18.11. 2) (0,5; 5,5); 3) (—4; 52), (3; 3). 13.12. 1) (3; 4), (4; 6); 2) (=2; 1),

10 _
(—6 5) 13.13. 1) (2; 1), (— —gj 2) (1; 5), (? —zj 13.14. 1) (-5; 1),

(1; -5), (4; 1), (1; 4); 2) (5; ~2), [3 175] 3) (3: 1), (-3; -1), (242; v2),

(-2v2;-v2);  4) (2; 3); 5) (=3; 3), (3; -3);

6) (2; 1), (—é: —4J 7) (1; 0), (—;—? —%) 13.15. 1) (6; 3), (—2 _3); 2)

21 15 11 3
2 -1), (53 53) 3)(—Z 5) 4) (9; 3), (-9; =3); 5) (=2; 1), (_8 ‘ﬂj

6) (=3; 4), (-5; 2), (1; —4), (3; —2). 13.16. 1) (1; 0), (0; 1); 2) (3; -1), (1;-3);
3) (4; 3), (—4;-3); 4) (=3; 2), (3;-2). 13.17. 1) (4; 2), (-2;—4); 2) (1; 3), (=1;-3).

13.18. 1) (1; 2), (7%; —éj; 2) (<7;-5), (4; 6); 3) (—4; —3), (—4; 2), (3; -3), (3;
2); 4) (3; 1), (g _5) 13.19. 1) (4; 1), (1; 4); 2) (1; -2), (g —gj 3) (6; 5),

(4; -5); 4) (5; 4), (-5; —4), (5; —4), (5; 4). 13.20. 1) (7; %) (1; gj 9 (2

1), (2 —4), (% —%) (—%; ?j 3) (4; 3), (3; 4), (-4; -3), (-3; —4); 4) (1;

—1),( ; ) C1: 1), [5 —3) 13.21. 1) (2: 1), (=5: —0,4); 2) (4; 0): 3) (1:
3), (3; 1), (=3;-1), (-1;-3); 4) (-2; 2), (—10; %) (2;—2),( 0; ——) 13.22. 1)

a=32 lub a=-32; 2) =32 <a<3+2; 3) a<-32 lub a >32.
13.23. 1) k=2 lub k=-2; 2) k<-2 lub k>2; 3) -2<k<2. 13.24. 1) Jezeli
a>0, to 2 rozwigzania; jezeli a = 0, to 1 rozwigzanie; jezeli a<0, to roz-
wigzan nie posiada; 2) jezeli —4<a<4, to rozwigzan nie posiada; jezeli
a=—41ub a = 4, to 2 rozwigzania; jezeli a<—4 lub a>4, to 4 rozwiazania;

.. 1 . N, 1 . ..
3) jezeli a > e to 2 rozwiazania; jezell a = L to 1 rozwigzanie; jeze-

. 1 . , . . .. 17
La< L to rozwigzan nie posiada; 4) jezeli a < 1 lub a>2, to roz-
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. , . . T 17 . L.
wigzan nie posiada; jezeli a = Y lub —2<a<2, to 2 rozwigzania; jeze-

R . c e .. . C e
li _T <a<-2, to 4 rozwigzania; jezeli a = -2, to 3 rozwigzania; jezeli

a =2, to 1 rozwigzanie. 13.25. 1) Jezeli a<1, to rozwiazan nie posiada;
jezell a =1, to 2 rozwigzania; jezeli a>1, to 4 rozwiazania; 2) jezeli
a>3+2 lub a<-3, to rozwiazan nie posiada; jezeli a =3 J2 lub -3<
<a<3,to 2 rozwigzania;jezeli 3<a <3 J2, to4 rozwigzania; jezelia = 3,
to 3 rozwiazania; jezeli a = —3, to 1 rozwigzanie; 3) jezeli —2 V2<a<2 \/5,

to rozwigzan nie posiada; jezeli a = -2 J2 lub a =22 , to 2 rozwiagzania;

jezeli a < -2 J2 lub a > 242, to 4 rozwiazania. 13.26. a = —2. Wskazow-
ka. OczywiScie, ze a # 0. Rozpatrzymy uktad, ktéry sklada sie z dwoch

réownan ax>?+x+1=01ax®2+a*x+a=0. 13.28. 5. 13.29. [0; %}

13.30. 40. 13.33. 7% dynary, 9% dynaréw. 13.34. 72 km/h., 10 km/h.

14. Uklad dwéch ro6wnan z dwiema niewiadomymi jako mo-
del matematyczny zadan stosowanych

14.1.9112. 14.2. 61 4. 14.3. 80 m, 30 m. 14.4. 7 cm, 9 cm. 14.5. 36.
14.6.62.14.7.84.14.8.12124.14.9.619. 14.10. 5cm, 12 cm. 14.11. 15
cm, 17 cm. 14.12. 15 ecm 1 12 cm lub 18 ecm 1 10 cm. 14.13. 15 cm, 6 cm.
14.14. 18 cm, 12 cm. 14.15. 80 km/h, 60 km/h. 14.16. 90 km/h, 45 km/h.
14.17. 80 km/h, 60 km/h. 14.18. 500 m/min, 400 m/min. 14.19. 12 dni,
24 dni lub 40 dni, 10 dni. 14.20. 10 godz., 15 godz. lub 12 godz., 12 godz.
14.21. 16 godz., 48 godz. 14.22. 10 godz., 15 godz. 14.23. 60 Om, 90 Om.
14.24. 4 Om, 6 Om lub 3,6 Om, 7,2 Om. 14.25. 2 km/h. 14.26. 27 km/h,
3km/h. 14.27. 24 km/h, 16 km/h. 14.28. 12 km/h. 14.29. 2 km/h, 12 km/h.
14.30. 8,4 d/cm?, 6,4 d/cm?®. 14.31. 15 H, 20 H. 14.32. 60 m, 80 m. 14.33. 1)

1

EEFRPN 2Lb 14.35. 1) (—o0; 2]; 2) (0,16; +00). 14.36. 3. 14.37.
. -

-0,56<x<2,4. 14.38. 1) (—o0; —2,5]; 2) [%, +00j. 14.39. 131 6 lub 67

166.
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260 Odpowiedzi i wskazéwki do ¢wiczen

§ 3. Ciagi liczbowe

15. Ciagi liczbowe
15.11. 8 wyrazéw. 15.12. 13. 15.13. 1, 2, 3, 4, 5.15.14. 8.

15.15. 1) a,=n% 2) 4, = 3n+ 2; 3) a, =% 4) a,= (1) + 1. 15.16. 1)
n

a,=n*+1;2) a, = . 15.18. 2) [-6; 1). 15.20. 32 detale. 15.21.

n(n+1)

60 kg. 15.22. 400 stronic.

16. Cigg arytmetyczny

16.13. 1) Tak, n = 16; 2) nie. 16.14. 15. 16.17. 23. 16.18.—6. 16.20. 18.
16.21. 16. 16.22. -0,6. 16.23. —6; —4,5; —3; —1,5; 0; 1,5; 3. 16.24. 2,2; 0,4;

-1,4; -3,2.16.25. 1) a;, =5,d=2,5;2) a,=—6,d=41ub a,=15, d = %

16.26.1)a,=-2,d=3;2)a,=20,d=-8luba, =51,5,d =-11,5. 16.27. Je-
zeli pierwszy wyraz ciagu jest rowny jej réznicy lub réznica ciagu jest
réwna zeru. 16.30. 60°. 16.31. 1) Tak, a, =-3, d =—6; 2) nie; 3) tak,

a,=-2,8, d=—2,8; 4) nie. 16.32. 1) Tak, a, = 13, d=7; 2) tak, a, =2,
5

d= g; 3) nie. 16.38. Dla x = -1 mamy: a, =-3,a,=-2,a;,=-1;Dlax=8

mamy: a, = 60, a, =43, a;=26. 16.39. y=3; a, =10, a,=12, a; = 14.
16.40.y=1;0,=-1,a,=8,a;=17,0,=26.16.41.x=—1;0,=a,=a;=a,= 1.
16.45. 1) (7;-1), (11;-5); 2) (2; 2), (2; -2), (-2; 2), (-2;-2). 16.47. 4.
16.48. 1) 120 J2; 2) 150-30 V2. 16.50. 24 detali. 16.51. 40 pistony
lub 60 pistonéw. 16.52. 120 %.

17. Suma n poczatkowych wyrazow ciagow arytmetycznych

17.9. 1) 204; 2) 570. 17.10. —310. 17.11. 156 uderzen. 17.12. 1400.
17.13. 710. 17.14. 1188. 17.15. 8, 14, 20. 17.16. —17. 17.17. 12, 10%,

20, 29%, 38%. 17.18. 1) ”(”2”); 2) n2 17.19. n (n + 1). 17.20. 3.

17.21. -67,2. 17.22. 63. 17.23. 5880. 17.24. 2112. 17.25. 1632.
17.26. 61 376. 17.27. 70 336. 17.28. 0,3. 17.29. 10. 17.30. 20. 17.31. 16.
17.32. Tak, 19, 23, 27, 31, 35. 17.33. Nie. 17.34. 10 s. 17.35. 42 stronic.
17.36. —1976. 17.37. 348. 17.38. a, = 14, d =-3. 17.39. —10. 17.40. 10.
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17.41.690.17.42.250.17.43.1) 12;2) 26.17.44.1) 10; 2) 69. 17.45.a, =1,
d=2.17.47. a, =-2, d =2. Wskazéwka. a,=S,—-S,_;. 17.48. 2610.

17.52. 1) “‘*/a; 2) ANd-28 0 oo o kb, 17.54. 2 sodz. 17.55.
abe 3+d +18

200 d, 600 d.

18. Ciag geometryczny
18.17. 6298,56 hrn. 18.18. 29 736 jednostek. 18.19. 3600 hrn.
18.20. 600 hrn. 18.21. 5 %. 18.22. O 15 %. 18.25. 1) 2; 2) g lub —g.

18.26. 1) %; 2) 0,001. 18.27. 6. 18.28. 9. 18.29. 301 150. 18.30. 1; 2; 4;

8.18.31. Tak, b, = %, q=4.18.32.x, =49, ¢ = 7. 18.33. 1) 15 lub —15; 2)

6 lub —6; 3) 25 lub —2+/5. 18.34. 2. 18.35. /2 lub —/2. 18.36. 216.

18.37.243.18.39. P, = 23—“1 18.41. 3) Ciag jest ciagiem geometrycznym,
jezeli g = —1. 18.43. 80, 40, 20, 10, 5 lub 80, —40, 20, —10, 5. 18.44. 6, 18,
54, 162, 486 lub 6, —18, 54, —162, 486. 18.45. 1) b, =2+/3, ¢ =+/3 lub

b, =-23, g=—/3; 2) b, =162, q=§; 3) b,=7, g=-2 lub b;%,
q=-3.18.46.1) b, = %, qg=4;2)b,=-1,q=3.18.47. Dla x = 1 mamy 3,

6, 12; Dla x = —14 mamy —27, -9, —3. 18.48. Dla x = 2 mamy 8, 4, 2; Dla
x=-Tmamy-1,-5,-25.18.50. 96, 48, 24, 12,6, 3.18.51. 3,7, 11. 18.52. 8,
10, 12 1ub 17, 10, 3. 18.53. 5, 15, 45 lub 45, 15, 5. 18.54. 2, 6, 18 lub 18,
6, 2. 18.59. O 2 dnie. 18.60. 6 kg, 18 kg lub 9 kg, 21 kg. 18.61. 3 kg.
18.62. 6 %. 18.63. 10 %.

19. Suma n poczatkowych wyrazow ciaggu geometrycznego

19.5. 1) 1456; 2) 155(5++/5). 19.6. 762. 19.7. 1210. 19.8. —68,2.
19.9. 27. 19.10. -7 lub 6. 19.11. 5. 19.12. (27 — 1) bakterii. 19.13. 72.

19.14. g 19.15. 4368. 19.16. —12 285. 19.19. 5. 19.20. 1) [—%; 13}; 2)

[-1; 4). 19.23. 50 detali, 40 detali. 19.24. 1) b — 5a; 2) x + 2y. 19.25. O
10 % pierwszego razu i o 20 % drugiego. 19.26. 20 %.
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20. Cwiczenia na powtérzenie kursu algebry klasy 9.

20.17. 6. 20.24. 1) (1; +o); 2) [2; 3); 3) [-2; 16]; 4) (-4; T].
20.25. 1) —-9; 2) —2. 20.27. 2. 20.29. 1) a<4; 2) a<2; 3) a<-38;
4) a>1. 20.30.1) a>6; 2) a>5; 3) a>-8;4) a<0. 20.32. a<-1,51a
#-2.20.33.0¢=0.20.41.1)b=6,c=9;2)b=0,c=4;3) b=-3, c=-10.
20.44.3) -2+/2 lub 2/2. 20.46. a = % b=—4,c=10.20.47.a=2,b=—1,
c=-3.20.48.1) 1; 2) -8. 20.50. 1. 20.51. 10 Dlaa =11 b = 3. 20.54. Dla
¢>0,1.20.58. 1) a#4;2) a< %, lub %< a<l, luba>13; 3)a<-1,

lub —%< a<0, luba>0.20.59.1) a> %; 2) a<-5; 3) a<-1; 4)

a> g 20.60. 1) (15 4), (=2; 7); 2) (3;—4), (4;-3); 3) (4; 0), (0; —4); 4) (0; -5),

(3;4), (=35 4). 20.61. 1) (-2; 1), (-0,4; 1,4); 2) (-2; 4), (%; —%J; 3) (3;5),

(10; 1,5); 4) (4; =3), (2; —6); 5) (=5; 2); 6) (3; 2), (=2; =3); 7) (3; =2), (0; 1);
8) (1;-2), (3; 0); 9) (8; 4), (4; 8); 10) (15 5), (5;-1). 20.62. 1) (2; 1), (-2; 1),
(1; 2), (1; =2); 2) (5; 1), (1; 5), (2; 3), (3; 2); 3) (2; 1), (1; 2); 4) (6; 4),

4 6 1 .1 1 1
(_, _gjy 5) (47 1)9 (_Z, 51)1 (_49 _1), (Z’ _5Zj’ 6) (3’ _2)’ (_37 2)’

5
7) (105 5), (-5; —10); 8) (5; 3), (5; =3), (=5; 3), (=5; =3); 9) (3; 4), (4; 3), (=3;
5 2 5 2
—4), (4; -3); 10) (1; 2), (—g, —gj, (-1;-2), (g, gj. 20.63. 1) (3; 4), (4,5;
1

8,5); 2) (3; 1), (-1,5;-2); 3) (3; 2), (2; 3), (=3; —2), (-2;-3). 20.64. 1) a = 5;

2) a=2+3 lub a=-2+3. 20.65. 8 cm, 15 cm. 20.66. 9 cm, 40 cm.

20.67. 80 km/h, 60 km/h. 20.68. 6 km/h, 4 km/h. 20.69. 12 km/h, 4 km/h.
20.70. 55 km/h, 75 km/h. 20.71. 2 godz., 6 godz. 20.72. 36 godz.,
12 godz. 20.73. 0,5 km/h. 20.74. 15 km/h, 12 km/h. 20.75. 72 km/h,

48 km/h. 20.78. i—; 20.80. Z trzydziestego drugiego po sze$édziesiaty
czwarty. 20.83. 2,4 cm, 3,2 cm. 20.84. 6) Tak, 2d; 7) tak, 4d. 20.85. 0, 4,
8.20.88. 1) ~4=". 9 . 20.89. 11. 20.90. 1) a, =7, d = 3; 2)
a

n(na->)

a+b
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a;=5,d=-21ub a,=3,d=-2; 3) a;=d=31lub a,=-33, d=15; 4)
2
a,;=-0,7,d=0,3; 5) a; =0, d =1,5. 20.91. 10. 20.92. 255. 20.93. 2%.
20.94. 1160. 20.95. 2610. Wskazowka. Szukana suma S=S, - S, — S, + S,,
gdzie S; — suma wszystkich dwucyfrowych liczb; S, — suma dwucyfro-
wych liczb, ktére sa wielokrotnoécia 3; S; — suma dwucyfrowych liczb,
ktore sa wielokrotnosScia 5; S, — suma dwucyfrowych liczb, ktore sa
\/g +1
P

wielokrotnoscia 15. 20.96. Tak, g = 20.97. 20 %. 20.99. 2.

20.100. 22, 4,6,9.20.101. 3) Tak, g% 4) tak, g: 5) nie: 6) tak, L.
q

Dla tych, kto chce wiedzie¢ wiecej

21. Podstawowe reguly kombinatoryki

21.1. 9 kurséw. 21.2. 6 wariantéow. 21.3. 15 wariantéow. 21.4.
70. 21.5. 1) 8; 2) 4. 21.6. 4-3. 21.7.3-6-5. 21.8. 1) 4-2; 2) 4- 3.
21.9. 1) 6; 2) 2. 21.10. 100. 21.11. 20. 21.12. 25. 21.13. 8. 21.14. 6°.
21.15. 16. 21.16. 32 - 24. 21.17.9-10-10-10-5.21.18.9-10- 10 - 10.
21.19.11-9+48-7.21.20. 5° + 4 - 5%,

22. Czestosé oraz prawdopodobienstwo zdarzen losowych
22.16. ¢ =1. 22.17. 10 km/h. 22.18. 3.

23. Klasyczna definicja prawdopodobiehnstwa

23.20.1) L. 2) 1. 23.23. 10 kulek. 23.24. 1) 1; 2) =; 3) 1. 23.25.
25 20 2 10 9

2. 23.26. g 23.27. 8 oléwkow. 23.28. 19 oléwkéw. 23.30. 1) %; 2) %;

1 , . .
3) o Wskazowka. Zdarzenia prawdziwe oznaczono na rysunku kolorem

. 2 . o
zielonym. 23.31. 1) 5; 2) %; 3) % Wskazéwka. Rzut dwdch szesScia-
néw — zatem skorzystamy z rysunku 24.2. 23.32. U Piotra.
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2-1raz 2-1raz 2-1raz
1/12[3]4]15]6 112(3]4]15]6 1[2]3]4][5]6
1 1
~ ~ ~
4 4 7
— |5 — |5 —
6 6
1) 2) 3)

Do zadania 23.30

7
23.33.1) l; 2) 1 23.34. 1 23.35.1) 1; 2) §; 3) §; 4) —. Wskazéwka.
4 2 5 8 8 8 8

Trzykrotny rzut monety — analogicznie, jak niezaleznie jedno od dru-
giego rzucié¢ trzy monety. Jezeli prenumerowaé monety, to otrzymamy
8 réwnomozliwych wynikéw, jak wskazane na rysunku.

Pierwsza Druga Trzecia
moneta moneta moneta

D D D

D D C

D C D

D C C

C D D

C D C

C C D

C C C

Do zadania 23.35
2

n-1
z jednakowym prawdopodobienstwem usiaéé na jedno z pozostatych n — 1

23.36.

. Wskazéwka. Jezeli jeden ze znajomych siedzi, to drugi moze

.. 1 . . . .
miejsc. 23.37. > Wskazowka. Kazdemu wariantowi rozmieszczen, w

ktorym A stoi na przodzie od B, odpowiada wariant, gdzie one sa zmie-
nione miejscami A stoi po B. Wtedy ilo§¢ mozliwych wariantéw jest
jednakowa ilos§¢ wszystkich wariantow. 23.38. Wykresem jest parabola

p . . 3
y=x%+ 1, w ktére «<wyrzucono» punkt z odcietg 21 -2. 23.39. ¢ =-1 IZ.
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23.40. 50 km/h. 23.41. 6%.

Odpowiedzi i wskazéwki do tematu «<Sumowanie» z rubryki "Kiedy
odrobione sa lekgji"

nn+1l) 1 1 s 1 1 10(10" -1)
——4 . nn+1)"+—— . S PP Y
2 i1 2 (n+1) 2 2.3 S D 9 =
g) 000D 5n g5 gy n7lgy 22D gy g 1 Wskazéwka.
81 9 4n-3 n+1 (n+1)!
no L1y —% Wskazéwka. 22n+12:%— ! 5
(n+1)! n! (n+1)! (n+1) n®(n+1) n® (n+1)
2 3 2
6. 1) T, 2) n +2n+3)  wekazéwhka. "1,

2(5n+2), 2(n+1) n(n+1) _n n+1

7.1(1+1—L— ! j Wskazo’wka.%:l[l— ! ] g rn+d)
2 2 n+l n+2 (n+1)*-1 2\n n+2 4(n+1)(n+2)

, 1 ;.1(1_;)_1 L
Wskazowka. n(n+1)(n+2)=n+1 o\n n+2) 2 n(n+l) (n+1)(n+2) )

9. 5,="4 41
a-1 (a-1)
Wskazéwka. Rozpatrzymy réwnoéé aS, =a+2a”+3a®+

+4a* +...+n-a".
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Odpowiedzi do zadan testowych

“Sprawdz siebie”

Numer Numer zadania

kolejny (1[2|3|4|5|6|7|8|9]10]11|12|13]14|15(16]17|18
1 B|p|B|c|B|Aa|c|c|c|a|B|D|D|A|D|C|B|B
2 plc|B|cla|p|p|c|c|c|c|p|B|D|[B|C|C|A
3 c/Blalc|p|alalc|clalp|B|D|Cc|D|A|D|B
4 Blc|B|D|D|Cc|Aa|B|B|Cc|BlAalAa|[D|C|B|A]|C
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Skorowidz

Argument funkcji 59

Ciag 151

— skonczony 152

— nieskonczony 152
— liczbowy 151
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Wyklejka 3

Rozciagniecie od osi odcietych i SciSniecie do osi odcietych

vyt y=1x) yt

Przeksztatcenia wykresow funkgji

y=Fkf(x),k>1

Przesuniecie ro6wnolegle wykresu funkcji

M

aains

A
y f(x)+b b>0 y

y=1(x)+b,6<0

x P

VY Y=t

0 X

0 %

y= f(x+a),a>0/—
/é? /?y=f(x)
Y f(x+a),a<0

S/

Potozenie wykresu funkcji kwadratowej

wzgledem osi odcietych

D=0

NZ

D >0
® ©)
a>0
Xy X, X x x
®

xw@ <V

/\

Wyklejka 4
Ciagi

Ciag arytmetyczny Ciag geometryczny

Wz6r na n-ty wyraz ciagu
a =a +d(n-1) b =bq" "

Wz6ér na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu

a, +a 2a, +d(n -1 b, (@™ -1
S === 2( o "=%’q¢1

Wlasnosci wyrazow ciagu

a, -1 + Q42

g, =ttt e b2=b b

2 n n+1

Obliczenia odsetkowe

Obliczenie p % od liczby a:

__ap
100

Obliczenie p % liczby, ktéra wynosi a:

p— @100
P

Obliczenie odsetkowego stosunku liczby a
do liczby b:

=2.100 %
b

Wzor odsetkow skladowych

G = a°(1+ 100)
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