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1. sz. el6zék
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A szerelmem — Ukrajna és a matematika” — olvashato mdar-
vanyba vésve Mihajlo Pilipovics Kravesuk (1892—1942) tudos
szobrdanak posztamensén.

Reméljiik, hogy a kivalo ukran matematikus hazafias kijelenté-
se megbizhato utmutatoul szolgal szamotokra a hivatashoz vezetd
uton.

2. sz. elozék

Az egyenlétlenségek tulajdonsagai
Haa>bés b>c, akkor a> c.
Ha a > b és ¢ — tetsz6leges szam, akkor a + ¢ > b + c.
Ha a > b és ¢ — pozitiv szam, akkor ac > bc.
Ha a > b és ¢ — negativ szam, akkor ac < bc.
Ha ab > 0 és a > b, akkor 1/a < 1/b.
Haa>bésc>d, akkora+c>b+d.
Haa>b,c>dés a, b, c, d— pozitiv szamok, akkor ac > bd.

Ha a > b és a, b — pozitiv szamok, akkor a" > b,
ahol n — természetes szam.

Szamintervallumok

Y < I —
a a b
(a; +o) (a; b)
Y S .
a a b
[a; +o0) [a; b)
T~ B —
a a b
(—o0; a) (a; b]
T~ . B —
a a b
(—o0; a] [a; b]
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. A szerzoktol

KEDVES GYEREKEK!

Ebben a tanévben folytatjatok az algebra tanuldsat. Reméljik, sikeriilt
megszeretnetek a tudomanynak ezt a fontos és szép agat, igy érdeklédéssel
sajatitjatok majd el az 0j ismereteket. Bizunk benne, hogy ebben nagy segitségetekre
lesz az a tankdnyv, amit most a kezetekben tartotok.

Ismerkedjetek meg a felépitésével!

A tankdnyv harom paragrafusbol all, a paragrafusok pedig fejezetekbdl.
A fejezetekben talalhato az elméleti anyag. A legfontosabb tudnivalokat félkovér
vagy dolt betiivel emeltiik ki.

Altalaban az elméleti részt példafeladatok megoldasaval zarjuk. Egy-egy
feladatnak tobb megoldasa is lehet.

A fejezetekben olyan feladatokat is talaltok, amelyeket Onalloan kell
megoldanotok, ezért azt ajanljuk, hogy csak az elméleti rész elsajatitasa utan
fogjatok hozzajuk. A feladatok kozott van konnyli és kozepesen nehéz, de
talalhattok nehezeket is, ezeket csillaggal (*) jeloltiik. A tudasotokat le is
ellendrizhetitek, ha elvégzitek a Tudasproba rovatban talalhato tesztfeladatokat.

A tankdnyv tiz fejezetét a Nem hagyomdnyos modszerek alkalmazdsa rovat
zarja. Ebben olyan feladatokat gytijtottiink Ossze, amelyek megoldasahoz
nincs sziikség kiilonleges algebrai tudasra, csupan egészséges gondolkodasra,
leleményességre és ratermettségre. Ezek annyira hasznos feladatok, mint a
szervezetnek a vitamin. Segitségiikkel megtanulhattok varatlan, a szokvanyostol
eltéro dontéseket hozni nemcsak a matematikaban, hanem az életben is.

Ha a hazi feladat elvégzése utan marad még egy kis szabad idotok, javasoljuk,
hogy nézzetek bele 4 hazi feladat elvégzése utan és a Tudj meg tobbet! rovatba.
Az itt talalhat6 anyag bonyolult, de annal nagyobb kihivas lesz megbirkozni vele!

Hajra! Sok sikert!
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A szerzdktol

KEDVES KOLLEGAK!

Bizunk benne, hogy tankényviink megbizhaté segitséget fog nyujtani Ondk-
nek a nem konnyi, ugyanakkor nemes munkajukban, és 6romiinkre fog szolgalni,
ha hasznosnak talaljak ezt a segédeszkdzt.

Akonyv hatalmas és szertedgazo didaktikus anyagot tartalmaz. Ezért egyetlen
tanév alatt lehetetlen megoldani valamennyi feladatot, de erre nincs is sziikség.
Viszont sokkal kdnnyebb gy dolgozni, ha tudunk vélogatni a feladatok sokasa-
gabol. Tgy lehetdvé valik, hogy az oktatas folyaman a tudasszintnek megfeleléen,
egyénileg is foglalkozhassanak a tanuldkkal.

A hazi feladat elvégzése utdan rovat anyagait fel lehet hasznalni a matematika-
szakkorokon és a fakultativ foglalkozasokon.

Munkéjukhoz szakmai sikereket és tiirelmet kivanunk!

- Egyezményes jelek

nO

n

:-

*

A -

(]l ¢

elégséges és kozepes szintil ismereteket igényld feladatok;

megfeleld szintli ismereteket igényld feladatok;

magas szintii ismereteket igényl6 feladatok;
feladatok matematika-szakkorok és fakultativ foglalkozasok szamara;
a tétel bizonyitasa, példafeladat megoldasa;

komputer segitségével megoldhato feladatok;

A hazi feladati elvégzése utan rovat.

Z0ld szinnel jeloljiikk azoknak a feladatoknak a sorszamat, amelyeket hazi
feladatra ajanlunk, kékkel pedig azokat, amelyeket az egyéni képességeknek
megfelelden a tanar javaslatara szoban is meg lehet oldani.
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EGYENLOTLENSEGEK

- Ebben a fejezetben megtudhatod, hogy mikor tekintheté az a szam na-
gyobbnak (kisebbnek) a b szamtdl; megtanulod az egyenlétlenségek tu-
lajdonsagait; megtudod, mi az egy ismeretlenes egyenlétlenség, illetve
az egy ismeretlenes egyenlbtlenség-rendszer megoldasa.

- Megtanulod felbecsllni a szamkifejezések értékét, igazolni az egyen-
I6tlenségeket, megoldani az egy ismeretlenes linearis egyenlétlensége-
ket, egyenlétlenség-rendszereket.

Egyenlétienségek

A gyakorlatban gyakran kell mennyiségeket Osszehasonlitani. Példaul
a tornaterem teriilete nagyobb az osztalyterem teriileténél, Ukrajna teriilete
(603,5 ezer km?) nagyobb Franciaorszag teriileténél (551,5 ezer km?), A Roman-
Kos hegy (1545 m) alacsonyabb a Hoverlanal (2061 m), a Kijev—Harkov tavolsag
(450 m) az egyenlit6 0,011 részével egyenld.

Ezen o0sszehasonlitasokat egyenl6tlenséggel tudjuk leirni, a <, > jelek
segitségével.

Ha az a szam nagyobb a b szamnal, akkor ezt igy irjuk: a > b, ha viszont a b
nagyobb az a szamnal, akkor pedig igy: a <b.

1 11
Magatol értetddd, hogy 12 > 7, —17 < 3, 2—Z>£, V2 >1. Ezen

egyenldtlenségek igazsagtartalma a valds szamok 6sszehasonlitasara vonatkozo
szabalyokbdl kovetkezik, melyeket az el6z6 osztalyokban tanultal.

Viszont két szamot nemcsak az eddig ismert szabalyok alapjan lehet dssze-
hasonlitani. Egy masik modszer, vagy inkabb altalanos eljaras, azon a kdnnyen
belathato okfejtésen alapszik, hogyha két szam kiilonbsége pozitiv, akkor a kiseb-
bitend6 nagyobb a kivonandoénal, ha pedig negativ, akkor a kisebbitend6 kisebb a
kivonandonal.

Ezen okfejtés alapjan célszerti elfogadni az alabbi meghatarozast.

Meghatarozas. Az a szam nagyobb a b szamnal, ha az a — b kiilonbség
pozitiv, és az a szam kisebb a b szamnal, ha az a — b kiilonbség negativ.

Ez a meghatarozas lehetdséget ad arra, hogy két szam Osszehasonli-
tasakor a szamok kiilonbségét vizsgaljuk. Példaul, ahhoz, hogy
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6 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

2

kiilonbségiiket: +3
2 2-(2-v3)(2++3) _2-(4-3) _ 1
~(2-43)= :

2+ \/5 2+ \/_ 2+ \f 2+ \/g

. 1 ,
Mivel 21 >0, ezért —— 2+\/_ >2-4/3.
Megjegyezziik, hogy két szam kiilonbsége lehet
pozitiv, negativ, de lehet nulla is. Ezért bdrmely két a
A és b szamra csak az egyik reldcio teljesiilhet: a > b,
> ag<ba=h.
Ha a > b, akkor a szamegyenesen az a szamot jelol6
1.1. abra pont a b szamot jel6l6 ponttdl jobbra van (1.1. abra).

A mindennapi életben gyakran hasznaljuk a ,,nem
tobb, mint”, ,,nem kevesebb, mint” kifejezéseket. Példaul az egészségiigyi szabva-
nyoknak megfeleléen egy osztalyban nem lehet 30-nal tobb tanuld. Az 1.2. dbran
lathato kozuti jelzotabla azt jelenti, hogy a személygépkocsik sebes-
sége nem lehet kevesebb, mint 30 km/h.

A matematikaban a ,nem tobb, mint” kifejezés jele <
kisebb vagy egyenld), a ,,nem kevesebb, mint” kifejezés jele >
nagyobb vagy egyenld).

Ha a < b vagy a = b, akkor teljesiil az a < b egyenl6tlenség.

Ha a > b vagy a = b, akkor teljesiil az a > b egyenlétlenség.

Példaul a 7 < 7, 7 < 15, -3 > -5 egyenldtlenségek igazak. Viszont a 7 < 5
egyenldtlenség nem igaz.

A < és > jelek a szigorU egyenlétlenség jelei, a < és > jelek pedig nem
szigoruak.

Osszehasonlitsuk a és 2-+3 kifejezések értékét, vizsgaljuk meg a

a>b

t
a

olv.:
olv.:

(
(

1.2. abra

1. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az a barmely értékére igaz az alabbi
egyenl6tlenség:
@+ @+2)>a@+3).
Megoldas. A megoldashoz elegendd igazolni, hogy az a barmely értékére a
jobb és a bal oldal kiilonbsége pozitiv. igy:
(@+l)(@+2)-a(@+3)=a>+2a+a+2-a>-3a=2. «
Ebben az esetben tigy fogalmazunk, hogy bebizonyitottuk az egyenlétlenséget:
@+ @+2)>a(a+3).
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1. Egyenlétienségek 7

2. PELD A Bizonyitsuk be az (a — 3)2< 2a’— 6a + 10 egyenldtlenséget, ahol a
barmely valos szam.

Megoldas. Vizsgaljuk meg az adott egyenl6tlenség jobb és bal oldalanak
kiilonbségét:
(a-3)-(Ral-6a+10)=a’-6a+9-2a*+6a—-10=
=-a’-1=-a+(-1).
Az abarmely értékére —a’< 0. Egy nemnegativ szam és egy negativ és pozitiv
szam Osszege mindig negativ. Ezért —a* + (-1) <0.
Ebbol kovetkezik, hogy (a — 3)? <2a?— 6a + 10 az a barmely értékére. <«

3. PEUDA  Bizonyitsuk be az 22

b=0.
Megoldas. Vizsgaljuk meg az adott egyenl6tlenség jobb és bal oldalanak

> +Jab egyenlétlenséget, ahol a >0 és

kiilonbségét. Igy:

a+b_m:a+b—2\/ﬁ :(\/E—\/I;)z
2 2 2
 Wa-b)

2
nemnegativ. Tehat a bizonyitando6 egyenldtlenség igaz. €

kifejezés értéke barmely nemnegativ a és b értékekre mindig

Itt jegyezziik meg, hogy a Vab kifejezést mértani kozépnek nevezziik.
Tehat bebizonyitottuk, hogy két nemnegativ szam szamtani kézepe nem kisebb

ezen szamok mértani kézépénél.
4. PELDA Bizonyitsuk be, hogy barmely a és b értékekre a? — ab + b2 > 0.
Megoldas. Végezziink algebrai atalakitast:

2
@ —ab+b? —a? —2-a-2p+ Lo 4 32 :(a—lbj 3,
2 4 4 2 4

2
. , . ‘o 1 .. 3 .
Mivel a és b barmely értékeire (a—gbj =20 ¢és Zb2>0, ezért

2
(a—lbj +§b2 20.
2 4

Tehat a> — ab + b? > 0 az a és b barmely értékeire. <«
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8 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

~
[EnY

. Mikor mondhatjuk, azt hogy az a szam nagyobb a b szamnal?

N

. Mikor mondhatjuk azt, hogy az a szam kisebb a b szamnal?

. Hogyan helyezkedik el a szamegyenesen az a szamot jel6l6 pont a b szamot jelel6lé
ponthoz viszonyitva, ha a > b?

. Milyen jelet hasznalunk a ,nem nagyobb, mint” kifejezésre, és hogyan olvassuk?

. Milyen jelet hasznalunk a ,nem kisebb, mint” kifejezésre, és hogyan olvassuk?

. Mikor igaz az a < b egyenlétlenség?

. Mikor igaz az a > b egyenlétlenség?

. Magyarazd meg, mikor beszéllink szigort, és mikor nem szigort egyenlétlenségrél?

w

N O O bh

I GYAKORLATOK

1.1.° Hasonlitsd 0ssze az a és b szdmokat, ha:

Ha-b=04; 2)a—-b=-3; 3)a-b=0!
1.2.° Tudjuk, hogy m < n. Lehetséges-e, hogy az m — n kiilonbség
1) 4,6; 2)-5,2; 3)0?
1.3.° Az x és y szamok koziil melyik nagyobb, ha
x—y=-8; 2)y—x=10?

1.4.° Hogyan helyezkedik el a szamegyenesen az 4 (a) pont a B (b) ponthoz, ha
Ha-b=2; 3)a-b=0;

2)a-b=-6; 4 b-a=+2?
1.5.° Egyszerre teljesiilhetnek-e az alabbi egyenldtlenségek:
)a>bésa<b; 2) a>b és a<b?

1.6.° Hasonlitsd 6ssze az (a — 2)? és az a(a — 4) kifejezések helyettesitési értékét,
ha az a értéke 1) 6; 2) —3; 3) 2! Megallapithatd-e a kapott eredmények alapjan,
hogy az els6 kifejezés helyettesitési értéke mindig nagyobb a masodik kifejezés
megfelel6 értékénél? Bizonyitsd be, hogy az a barmely értékére az elso kifejezés
helyettesitési értéke nagyobb a masodik kifejezés megfeleld értékénél!

1.7.° Hasonlitsd 6ssze a 4(b + 1) és a b — 2 kifejezések helyettesitési értékét, ha
b értéke 1) —1;2) 0; 3) 3! Megallapithato-e, hogy az elsé kifejezés helyettesitési
értéke a b barmely értékére mindig nagyobb a masodik kifejezés megfeleld
helyettesitési értékénél?
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1. Egyenlétienségek 9

1.8.° Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenldtlenségek a valtozé barmely értéke
esetén igazak:
D@+3)(@+1)>a(a+4)
2)3(b-4)+2b<5b-10;
3)(c—4)(c+4)>c32-20;
4 X(X+6)—x2<2(3x+1);
Hy+5w@-2)=3y-10;
6) 8m*—6m+ 1< (3m—1);
TNa@-2)=>-1;
8) (b + 7)> > 14b + 40!

1.9.° Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenlétlenségek a valtozé barmely értékei
esetén igazak:
D(pE-3)(p+4H<pp+1);
2)(X+ 1) >x(X+2);
H@-5@+2)>@+5)@-93)
Dy +8) < +4);
5) (2a—5)2 < 6a*—20a + 25;
6)a?+4 > 4a

1.10." Igazak-e az alabbi allitasok:
1)haa>b,akkor%>1; 4)ha%>1, akkor a > b

2
2)haa> 1, akkor — < 2; S5)haa?> 1, akkora > 1?
a

3)haa <1, akkor E>2;
a

1.11." Bizonyitsd be a kdvetkez6 egyenlétlenségeket:
1)2a’—8a+ 16> 0;
2)4b? +4b + 3> 0;
3) a®> +ab+b* >0
4)(3a+2)(Ra—-4)—(2a-5)*>3(4a-12);
S)a(@-3)>5@-4);
6) (a—b)(a+5b)<(2a+b)(a+4b)+ab!

1.12." Bizonyitsd be az alabbi egyenlétlenségeket:
1)28a—-32< 7a’—4;
2) 9% —6xy + 4y* > 0;
3)3(b—1)<b (b+1);
H@Ep-DPE+D-P-3)(P+3)>3(p*+p)!
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10 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

1.13." Bizonyitsd be, hogy:

l)a’-6a’+a—-6=>0,haa>6;

2)ab+1>a+b,haa>1ésbh>1;

a+3 3a-2
+

3
1.14." Bizonyitsd be, hogy:

1) ab(b—a)<a®-b’, ha a>b;

3) <a, haa<—6!

a-1 a-2
2 3
1.15." Hasonlitsd 0ssze két tetsz6leges szam négyzeteinek Osszegét ezen szamok

kétszeres szorzataval!

2) >%, haa> 2!

1.16." Adott harom egymast kovetd természetes szam. Hasonlitsd 6ssze:
1) a kdzéps6 szam négyzetét a két szomszédos szam szorzataval;
2) a kozépsé szam négyzetének kétszeresét a masik két szam négyzeteinek
Osszegével!.

1.17." Hasonlitsd 0ssze két tetszéleges szam négyzeteinek Osszegét 0sszegiik
négyzetével!

1.18." Hogyan valtozik — né vagy csokken — az % valodi tort értéke, ahol a > 0,

b >0, ha a szamlalojat és a nevezdjét is noveljiik ugyanazzal a szammal?

1.19." Hogyan valtozik — n6 vagy csokken — az % altort értéke, ahol a >0, b > 0,

ha a szamlalojat és a nevezdjét is noveljiik ugyanazzal a szammal?

1.20." Bizonyitsd be, hogy barmely pozitiv szamnak és reciprokanak dsszege nem
kisebb, mint 2!

1.21." Bizonyitsd be, hogy barmely negativ szamnak és reciprokanak dsszege nem
nagyobb, mint —2!
1.22." Az a és b szam barmely értéke esetén igazak-e az alabbi egyenlétlenségek:

2 2 2 2
a”-b a”-b
1 >1; 2 >-1?
) a®+1 ) b +1
1.23." Bizonyitsd be, hogy a valtozok barmely értékére igazak az alabbi egyenl6t-
lenségek:
2 1 1 2
1) f‘ < 2) Ga+)” o 40
a +1 2
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1. Egyenlétienségek 11

1.24." Bizonyitsd be, hogyha a < b, akkor a < aTer <b!

1.25.” Bizonyitsd be, hogyha a <b < ¢, akkor a < atbre <

a®+4

1.26.” Igaz-e az >+/a® +3 egyenlStlenség az a valtozé barmely értékére?

a®+2

1.27.” Bizonyitsd be, hogy a valtozd barmely értékére igaz az > 2 egyen-

a” +1

I6tlenség!

1.28.” Bizonyitsd be, az alabbi egyenldtlenségeket:
l)a?+b>+6a—4b+13 > 0;
2) x*=2x+)*+ 10y + 28 >0;
3)2m—6mn +9n*—6m+9 > 0;
YHa+b?+2+1224(a+b+c);
5) a’b? + a2+ b*+ 1 > 4ab!

1.29.” Igazold, a kovetkezd egyenldtlenségeket:
1)a>+b?>—16a+ 14b + 114> 0;
2) X2+ 2+ 10 2 6X—2y;
3)c?+5d*+4cd—4d+4 > 0!

I ISMETLO GYAKORLATOK

1.30. Ismeretes, hogy a > 0, b > 0, ¢ < 0 és d < 0. Hasonlitsd 6ssze az alabbiki
fejezések értékét a nullaval:
a ac

1) be; 3) —; 5) —; 7) abcd,
) )b ) p )
ab a b
2) cd, 4) —; 6) —; 8) —!
) ) c ) be ) acd

1.31. Mit allithatunk az a és b szam el6jelérdl, ha:

1)ab>0; 3)%>0; 5)a’h > 0;

2) ab < 0; 4) %<0; 6) @b < 0?
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12 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

1.32. Indokold meg, miért igazak az alabbi egyenldtlenségek barmely valos szamra:

1) a®*>0; 5) a® +b*>0;
2)al+1>0; 6)at+h?+2>0;

3) (a+1)*>0; 7y(@-272+{b+12>0;
4) @’ —-4a+4>0; 8) vaZ+3>0!

1.33. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit a nullaval, ha a
barmely szam:

)4 +a 4) 4 - (a— 4y
2)(4-a); 5) (-4)* + (@a—8)%
3)-4-ay 6) (4 — ay + (4a — 1000)!

1.34. Egyszerisitsd az alabbi kifejezéseket:
1) 2a (5a—7)—5a (3 - 2a);
2) (2b-3) (4b +9);
3) 2c—6) (8c +5)—(5¢ +2) (5¢-2);
4) 16m? — (3 —4m) (3 + 4m);
5)@x—1P%+(2x+ 1)%
6) (x—4) (x+4)— (x—8)"

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

1.35. 1-t61 1000-ig (beleszamitva az 1000-t is) az Osszes természetes szamot két
csoportra osztottuk: paros és paratlan szamokra. Melyik csoportban lesz a sza-
mok felirasdhoz sziikséges szamjegyek Osszege tobb, és mennyivel?

Az egyenlbtlenségek
alaptulajdonsagai

Ebben a fejezetben az egyenlStlenségek tulajdonsagaival foglalkozunk, me-
lyekre gyakran van sziikség kiilonb6z6 feladatok megoldasanal. Ezeket az egyen-
16tlenségek fobb tulajdonsagainak is nevezziik.

2.1. tétel. Haa>bésb>c,akkora>c.

Bizonyitds. Mivel a>b és b>c, ezért az a — b és b — c kiilonbség is pozitiv.
Igy pozitiv lesz az 6sszegiik is: (a — b) + (b —c¢). Viszont (a—b) + (b—c)=a—c.
Tehat az a — ¢ kiilonbség is pozitiv, ezért a > ¢. <«

Hasonloan igazolhato, haa<b és b <c, akkor a<c.
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2. Az egyenl6tlenségek alaptulajdonsagai 13

A 2.1. tételt szamegyenesen is szemléltethetjik (C B A
(2.1. abra): ha az A(a) pont a B(b) ponttdl jobbra c b (=1=
helyezkedik el a szamegyenesen és a B(b) pont a C(c)

2.1. abra

ponttdl van jobbra, akkor az A(a) jobbra lesz a C(c)
ponttol.

2.2. tétel. Haa> b és c barmely szam, akkora+c>b +c.
Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az (a+c)—(b+c) kiilonbséget! (a+c)—(b+c)=
=a—b. Mivel a > b, ezért az a — b kiilonbség pozitiv. Tehata + c¢>b + ¢. <

Hasonloképpen bizonyithatd, ha a <b és ¢ barmely szam, akkor a+c<b +c.

Mivel a kivonas helyettesithetd az ellentettjének hozziadasaval (@ — ¢ =
=a+(—c)), ezért a 2.2. tétel igy is megfogalmazhato:

ha egy igaz egyenlitlenség mindkét oldalahoz hozzdadjuk, vagy mindkét
oldalabol kivonjuk ugyanazt a szamot, igaz egyenlotlenséget kapunk.

Kovetkezmény. Ha egy igaz egyenlétlenség egyik oldalardl dtvisziink
egy dsszeadandot ellenkezo eldjellel a masik oldalra, igaz egyenlotlenséget
kapunk.

Bizonyitds. Legyen az a > b + ¢ egyenlétlenség igaz. Vonjuk ki az
egyenlbtlenség mindkét oldalabol c-t. igy azt kapjuk, hogy a —c>b+c—c,
vagyisa —c>b. 4

2.3. tétel. Ha a> b és c pozitiv szam, akkor ac > bc. Ha a > b és ¢ negativ
szdam, akkor ac < bc.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ac— bc kiilonbséget! Azt kapjuk, hogy:

ac—bc=c(a-b).

A megadott feltétel alapjan a > b, ezért az a — b kiilonbség pozitiv.

Ha ¢ > 0, akkor a c(a — b) szorzat is pozitiv, igy az ac — bc kiilonbség is po-
zitiv, vagyis ac > bc.

Ha ¢ <0, akkor a c(a — b) szorzat negativ, igy az ac — bc kiilonbség is negativ,
tehat ac < bc. 4

Hasonloképpen bizonyithatd, ha a < b és ¢ pozitiv szdm, akkor ac < bc.
Ha a < b és ¢ negativ szam, akkor ac > bc. ( 1)
’

. fn g yoo . . . a
Mivel az osztas ugy is értelmezhetd, mint a reciprokkal val6 szorzas | — =a - —
c C

ezért a 2.3. tétel igy is megfogalmazhato:

ha egy igaz egyenlitlenség mindkét oldaldat megszorozzuk vagy mind-
két oldalat elosztjuk ugyanazzal a pozitiv szammal, igaz egyenlétlenséget ka-
punk;
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14 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

ha egy igaz egyenlotlenség mindkét oldalat megszorozzuk vagy mindkét
oldalat elosztjuk ugyanazzal a negativ szammal és megforditjiuk az egyenlitien-
ség jel iranyadt, igaz egyenlotlenséget kapunk.

1 1
Kovetkezmény. Ha ab > 0 és a > b, akkor —<Z.
a

Bizonyitas. Osszuk el az a > b igaz egyenlGtlenséget az ab pozitiv szammal!

b . . 1 1 .11
Az L2 igaz egyenlétlenséget kapjuk, azaz — > — vagyis — < —. <
ab ab b a a b

Felhivjuk a figyelmet arra, ha a kdvetkezmény feltételei koziil kihagyjuk, hogy
az ab szorzat pozitiv, vagyis hogy a és b azonos eléjelii, akkor az a > b egyenl6t-

L1 1 . . . .
lenségbdl nem kovetkezik — < —. Valdban, az 5 > —3 egyenl6tlenség igaz, viszont
a

1 1 . " .
az 5 < 3 egyenl6tlenség nem igaz.

Ebben a fejezetben csak a szigort egyenl6tlenségekkel foglalkoztunk. Ha-
sonlod tulajdonsagokkal rendelkeznek a nem szigorti egyenldtlenségek is. Példaul,

ha a > b és ¢ barmely szdm, akkora+c¢ > b +c.

‘)

1. Melyik nagyobb az a és a ¢ szam koz(il, ha tudjuk, hogy a > b és b > ¢?

2. Mondd ki azt a tételt, amelyben az egyenlétlenség mindkét oldaldhoz hozzaadhato ugyan-
az a szam!

3. Mondd ki annak a tételnek a kdvetkezményét, amelyben az egyenlétlenség mindkét olda-
lahoz hozzaadhatd ugyanaz a szam!

4. Mondd ki azt a tételt, amelyben az egyenlétienség mindkét oldala megszorozhat6 ugyan-
azzal a szammal!

5. Mondd ki annak a tételnek a kdvetkezményét, amelyben az egyenlétlenség mindkét olda-
la megszorozhaté ugyanazzal a szammal!

I GYAKORLATOK

2.1.° Ismeretes, hogy a > 6. Igazak-e az alabbi egyenl6tlenségek:

)a>4; 2)a=59; 3a>7?

2.2.° Ismeretes, hogy a <b és b < c¢. Melyik igaz az alabbi egyenl6tlenségek
koziil:
Ya>c; 2)a=c; 3)c>a?
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2. Az egyenl6tlenségek alaptulajdonsagai 15

2.3.° ird le azt az egyenlStlenséget, melyet akkor kapunk, ha:
1) a -3 <4 egyenlétlenség mindkét oldalahoz hozzaadunk 5-6t; —2-t;

2) a—10 < -6 egyenl6tlenség mindkét oldalabol kivonunk 3-at; —4-et;
3) a 7 > -2 egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk 5-tel; —1-gyel;
4) 12 < 18 egyenlétlenség mindkét oldalat elosszuk 6-tal; —2-vel!

2.4.° Ismeretes, hogy a > b. Ird le azt az egyenlétlenséget, melyet akkor kapunk, ha:
1) az egyenl6tlenség mindkét oldalahoz hozzaadunk 8-at;

2) az egyenldtlenség mindkét oldalabol kivonunk —6-ot;

3) az egyenlé6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk 12-vel;

4) az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk —%-dal;

. .. 2
5) az egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk ;-del;

6) az egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk —4-gyel!

2.5." Ismeretes, hogy a > b, ¢ <a és d > b. Hasonlitsd 6ssze:
1) az a és a d szamot; 2) ab és a c szamot!

2.6." Rendezd névekvd sorrendbe az a, b, ¢ és 0 szamokat, haa>b, 0 <b és 0> ¢!

2.7." Adott, hogy a > 4. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit

¢és a nullat:
l)a-3; 3)(@a-3)(a-2) 5) (1 —-a)y* @4 -a)!
2)2-a; g laz@-2),

3-a

2.8." Tudjuk, hogy —2 < b < 1. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések helyettesitési
értékeit és a nullat:

b +2; 3)b-2; 5)(b+2)(b-4)

2)1-b; 4)(b-1)(b-3); 6) (b—3) (b +3)(b-2)"
2.9.” Adott, hogy a > b. Tedd ki a megfelel§ relacios jelet:

)a+9¢és b+9; 5) —40b és —40a;

2)b—6ésa—6; 6) L ¢ 2,

20 20

3) 1,8a és 1,8b; 7)2a—-3¢és2b-3;

4) —a és —b; 8)5—8aés5—8b!
2.10." Ismeretes, hogy 1 < m < 2. Melyik igaz az alabbi egyenlétlenségek koziil:

1) -1<-m < -2 3)-12-m>-2;

2) 2<-m<-1; 4) -2>-m=>-1?
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16 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

2.11." Adott, hogy —3a > —3h. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezéseket:

l)aésh; 4) _Eb és _ﬁa;
9 9
2, 2 A .
2) Za és Zp; 5)3a+2és3b+2;
7 7
3)b—4ésa—4; 6) —5a + 10 és —5b + 10!

2.12." Tudjuk, hogy a > b. Rendezd csokkend sorrendbe aza + 7, b —3,a + 4,
b -2 és b szamokat!

2.13." Adott, hogy a < b. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezéseket:

l)a—5¢ésh; 2)aésh+6; 3)a+3ésh-2!
2.14. Hasonlitsd 6ssze az a és a b szamot, ha tudjuk, hogy:
a>césc>b+3; 2)a>césc—1>b+d%

ahol ¢ és d tetszbleges szam!

2.15." Hasonlitsd 6ssze az a szadmot és a nullat, ha:

1) 7a < 8a; 3) —6a>—-8a;

2) g < %; 4) -0,02a >-0,2a!
2.16." Adott, hogy a > —2. Bizonyitsd be, hogy:

1)7a+ 10> —4; 2)—6a—-3<10!
2.17." Adott, hogy b < 10. Bizonyitsd be, hogy:

1) 56 -9<41; 2)1-2b>-21!

2.18." Igazak-¢ az alabbi egyenl6tlenségek:
1) ha a > b, akkor a > —b;
2) ha a > b, akkor 2a > b;
3) haa > b, akkor 2a + 1 > 2b;
4 haa>b+2ésb—-3>4 akkora>9;
5) ha a > b, akkor ab > b?,
6) mivel 5 > 3, ezért 5a%> 3a?
7) mivel 5 > 3, ezért 5(a%+ 1) > 3(a? + 1)?
2.19." ird le azt az egyenlétlenséget, melyet Gigy kapunk, hogy:
1) az a > 2 igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk a-val;
2) a b <-1 igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk b-vel;
3) az m < -3 igaz egyenldtlenség mindkét oldalat megszorozzuk —m-mel;
4) a ¢ > —4 igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk c-vel!

2.20." frd le azt az egyenlétlenséget, melyet Gigy kapunk, hogy:
1) az a < —a? igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk a-val,
2) az a > 2a? igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk a-val,
3) az @3> a? igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk —a-val!
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3. Egyenlétlenségek dsszeadasa és szorzasa. 17

I ISMETLO GYAKORLATOK

2.21. Tudjuk, hogy a> + b? = 18 és (a + b)?> = 20. Mennyi az ab szorzat értéke?

2.22. Demeternek 2-szer tobb bélyege van, mint Natinak, Natinak viszont kétszer
annyi van, mint Misinek. Az alabbi szdmok koziil melyik lehet Demeter bé-
lyegeinek a szama?

1) 18; 2) 22; 3) 24, 4) 30.
2.23. Egyszertisitsd az alabbi kifejezéseket:
) @ +b’ b 3)c+1.cz—1_
2a* +2ab  a+b’ 3¢ 6c*
2 2 2
0y &+ 9 a | 4y m+ 2mn+n . !
)a2—9 a+3’ ) m? —n? (m+n)

2.24. Egy motorcsonak ugyanakkora 1d6 alatt tesz meg 48 km-t a folyon lefelé,
mint 36 km-t a folyon felfelé. Mekkora a motorcsonak sebessége allo vizben,
ha a foly6 sebessége 2 km/h?

Egyenlétlenségek 0sszeadasa
és szorzasa. A kifejezések
helyettesitési értékének becslése

Nézziink meg néhany példat!

1) Ha az egyik foldrészlegrél nem kevesebb, mint 40 t buzat takaritottak be, a
masikrol pedig nem kevesebb, mint 45 t-at, akkor a két részlegrél dsszesen nem
kevesebb, mint 85 t-at arattak le.

2) Ha egy téglalap hossza nem t6bb, mint 70 cm, a szélessége pedig nem tobb,
mint 40 cm, akkor a teriilete nem lehet nagyobb 2800 cm?-nél.

Ezekben a példakban a kovetkeztetéseink alapvetden nyilvanvaldak. A helyes-
ségiiket az alabbi tételek tdmasztjak ala.

3.1 tétel (az egyenldtlenségek osszeadasarol).Ha a > Db és
c>d,akkora+c>b+d.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az (a + ¢) — (b + d) kiilonbséget. Azt kapjuk,
hogy:

(@+c)—(b+dy=a+c—-b-d=(@-b)+(c—d).

Mivel a > b és ¢ > d, ezért az a — b és ¢ — d kiilonbségek pozitivak. Tehat a

vizsgalt kiilonbség is pozitiv, vagyisa + ¢ > b +d. 4
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18 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Hasonloképpen igazolhatd az a tulajdonsag is, hogyha a < b és ¢ < d, akkor
at+c<b+d.

Az a>bésc>d(vagy a <b és c <d) egyenlétlenségeket megegyezé értelmii
egyenlétlenségeknek nevezzik, viszont az a > b és ¢ < d (vagy a <b és ¢ < d)
egyenldtlenségek ellentétes értelmiiek.

Ugy is szoktunk fogalmazni, hogy az a + ¢ > b + d egyenl6tlenség az a > b és
a ¢ > d egyenlétlenségek Osszege.

A 3.1 tétel azt jelenti, hogy két megegyezé értelmii igaz egyenlétlenség 6sz-
szege is ugyanolyan iranyu igaz egyenlétlenség.

Megjegyezziik, hogy a 3.1 tétel akkor is helytallo, ha harom vagy annal tobb
egyenl6tlenséget adunk 6ssze. Példaul, ha a,>b,, a,>b, és a;>b,, akkora, +a, +
+a,>b, + b, + b,

3.2. tétel (az egyenldtlenségek szorzasarol). Haa>bésc>d
és a, b ¢ és d pozitiv szam, akkor ac > bd.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ac — bd kiilonbséget! Azt kapjuk, hogy:
ac—bd=ac—bc+bc—-bd=c(@a-b)+b(c-d.

Akikotések alapjana—b>0,c—d >0, ¢ >0, b> 0. Tehat a vizsgalt kiillonbség
is pozitiv. Ez viszont azt jelenti, hogy ac > bd. <«

Hasonloképpen igazolhato, hogyha a <b és ¢c < d és a, b, c és d pozitiv szam,
akkor ac < bd.

Azt mondjuk, hogy az ac > bd egyenl6tlenség az a > b és ¢ > d egyenlétlen-
ségek szorzata.

A 3.2. tétel azt jelenti, hogy két megegyezé értelmii igaz egyenlotlenség szor-
zata a pozitiv szamok halmazan is ugyanolyan iranyu igaz egyenlotlenség.

Megjegyezziik, ha a 3.2. tétel feltételei koziil kihagyjuk, hogy a, b, ¢ és d
szamok pozitivak, akkor a > b és ¢ > d igaz egyenl6tlenségekbdl nem kovetkezik
az ac > bd igaz egyenlétlenség. Vegyiink két igaz egyenlGtlenséget: —2 > -3 és
4 > 1. Osszeszorozva ezt a két egyenlStlenséget, a —8 > —3 egyenlStlenséget
kapjuk, ami nem igaz.

Megjegyezziik, hogy a 3.2. tétel akkor is helytallo, ha harom vagy annal
tobb egyenldtlenséget szorzunk Gssze. Példaul, ha a,> b,, a,> b,és a;> b,, akkor
a,a,a; > b,b, b,

Kovetkeztetés. Haa> b és az a és b pozitiv szamok, akkor a"> b", ahol
N természetes szam.
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3. Egyenlétlenségek dsszeadasa és szorzasa. 19

Bizonyitds. Irjuk le n-szer az a > b igaz egyenlétlenséget:

a>b
a>b ., . ,
n szamu egyenl6tlenség

a>b

Mivel a és b is pozitiv szam, igy az egyenl6tlenségeket n-szer 6sszeszorozhat-
juk. Azt kapjuk, hogy a"> b". 4

Megjegyezziik, hogy az eddig igazolt tulajdonsagok akkor is érvényesek, ha az
egyenl6tlenségek nem szigoruak:
haa>bésc>d, akkora+c>b+d;

haa>b,c>désa, b, c, dpozitiv szam, akkor ac > bd,
ha a > b és a és b pozitiv szam, akkor a"> b", ahol n természetes szdm.

Mar tudjatok, hogy a mérési eredmények nem pontosak. A méréeszkdzok csak
abban segitenek, hogy meghatarozzuk, milyen szamok kozé esik a pontos érték.
Ezeket a szamokat a mennyiségek hibahatarainak nevezzik.

Tételezziik fel, hogy lemértiik egy téglalap X hosszat €s y szélességét. A mérési
eredményeink 2,5 cm <x <2,7 cm, 4,1 cm <y <4,3 cm. Akkor a 3.2. tétel alapjan
meg tudjuk becsiilni a téglalap teriiletét:

25cm<x<2,7cm
4,lcm<y<43cm
10,25 cm? <xy < 11,61 cm?.

X

Altalaban, ha ismerjiik egy mennyiség hibahatérait, akkor meg tudjuk becsiil-
ni azoknak a kifejezéseknek az értékét is, melyekben szerepel az adott mennyiség.

1. PELDA Adott: 6 <a <8 és 10 <b < 12. Becsiiljiik meg a kovetkez6 kife-
jezések helyettesitési értékeit:

l)a+b; 2)a—b; 3)ab; 4) %, 5) 3a71b!
b 2

Megoldas. 1) Alkalmazzuk az egyenl6tlenségek Osszeadasanak tételét. Azt
kapjuk, hogy:
6<a<y
T 10<b<12

16 <a+b<?20.
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20 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

2) Ha megszorozzuk a 10 < b < 12 egyenl6tlenség mindkét oldalat —1-gyel,
azt kapjuk, hogy —10 > —b > —12, vagyis —12 <—b <—10. Figyelembe véve, hogy
a—b=a+ (-b), azt kapjuk, hogy:

6<a<y
T L12<-b<-10
—-6<a-b<-2.

3) Mivel a > 6 és b > 10, ezért a és b is csak pozitiv értéket vehet fel. Alkal-
mazzuk az egyenl6tlenségek szorzasanak tételét:

6<a<8
10<b<12
60 <ab < 96.

X

4) Mivel 10 < b < 12, ezért L > 1 > i, vagyis L < 1 < i Figyelembe
10 » 12 12 b 10

véve, hogy 2-oa 2 azt kapjuk, hogy:
b b
6<a<y
X 1 1 1
12 b 10
1 a 4
2 b 5

5) Szorozzuk meg az 6 < a < 8 egyenldtlenséget 3-mal, a 10 < b < 12 egyen-

I16tlenséget pedig —%-del!

Két igaz egyenldtlenséget kapunk:
18 <32 <24 és —5>—%b>—6.
Adjuk 6ssze a kapott egyenlétlenségeket:
18 <3a<24

T g<lp<os
2

12<3a—%b<19.

Megoldas. 1) 16 <a + b <20;2)-6<a-b<-2;3)60<ab <96,

4)l<£<é; 5) 12<3a—lb<19.<
2 b 5 2
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3. Egyenlétlenségek dsszeadasa és szorzasa. 21

2. PELDA Bizonyitsuk be, hogy v24 ++/47 <12.
Megoldas. Mivel J24 <5 és \/E<7, ezért

V24 +J47 <5+ 7=12. «

-~

1. Mondd ki az egyenl6tlenségek dsszeadasanak tételét!

2. Magyarazd meg, mikor beszéliink azonos iranyl egyenlétienségekrél és mikor
ellentétes iranyu egyenlétlenségekrél!

3. Mondd ki az egyenlétlenségek szorzasanak tételét!
4. Mondd ki az egyenlétlenségek szorzasarol sz6l6 tétel kovetkezményét!

I GYAKORLATOK

3.1.° Ird le azt az egyenlétlenséget, melyet ugy kapunk, ha:
1)a 10> -6 és 8 > 5 egyenlStlenségeket 6sszeadjuk;

2)a?2 <7 és 3 <4 egyenldtlenségeket Gsszeszorozzuk;
3)az 1,2>0,9¢és 5> 1 egyenlétlenségeket 6sszeszorozzuk!
3
3.2.° {rd le azt az egyenlétlenséget, amelyet ugy kapunk, hogy:

1) a—9 <—4 és —6 < 4 egyenl6tlenségeket 6sszeadjuk;

2)az 1 < 1 ¢s24<27 egyenlotlenségeket 6sszeszorozzuk!
6 3

3.3.° Adott a -3 < a < 4 egyenldtlenség. Becsiiljik meg a kovetkezo kifejezések
helyettesitési értékeit:
1) 2a; 3)a+2; 5)3a+1; 7) —4a;
2) %; 4)a-1; 6) -a; 8) —5a + 3!

3.4.° Adott a 2 < b < 6 egyenldtlenség. Becsiiljiik meg a kovetkezo kifejezések
helyettesitési értékeit:
1)%1;; 2)b—6; 3)2b + 5; 4)4—b

3.5.° Tudjuk, hogy 2,6 <7 < 2,7. Becsiild meg az alabbi kifejezéseket:
1) 37; 2) —241; 3) V7 +1,3; 4) 0,147 +0,3!

3.6.° Adottak az 5 < a < 6 és 4 < b < 7 egyenl6tlenségek. Becsiild meg az alabbi
kifejezések helyettesitési értékeit:
1)a+b; 2) ab; 3)a-b!

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



22 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

3.7.° Tudjuk, hogy 2,2 <5 <2,3 és 1,7 <+/3 <1,8. Becsiild meg az albbi ki-
fejezések értékét:

1) V5 ++/3; 2) V5 -3; 3) V15!

1. ...
3.8.° Adott a 2 <x <4 egyenl6tlenség. Becsiild meg az — kifejezés értékét!
x

3.9.° Becsiild meg az a és b szam szamtani kézepét, ha2,5<a<2,6és3,1 <bh<3,2!

3.10.° Becsiild meg az a cm alapu és b cm szaru egyenl6szara haromszog kertiletét,
hal0<a<14és12<bh<18!

3.11.° Becsiild meg az a cm hosszusagu és b cm szélességii paralelogramma kerii-
letét,ha 15<a<19 és 6<b<1l.

3.12." Igazak-e a kdvetkezo allitasok:
l)haa>2¢ésb>7,akkora +b>9;
2)haa>2¢ésb>7,akkora +b>8;
3)haa>2¢ésb>7, akkora + b>972;
4)haa>2ésb>7,akkora—b>-5;
S)haa>2ésb>7, akkorb—a>75;
6)haa>2ésb>7, akkor ab > 13;
7)haa>2 ésb> 7, akkor 3a + 2b > 20;
8)haa>2ésh<-7,akkora—5b>09;
9 haa<2ésb<7, akkorab<14;
10) ha a > 2, akkor a*> > 4;

11) ha a <2, akkor @’ < 4;

12) ha a > 2, akkor 1 < l;
a 2

13) ha a > 2, akkor l > l;
a 2

14) ha -3 < a < 3, akkor —l<l<%?
a
3.13." Adva van az @ > 2,4 és b > 1,6 egyenldtlenség. Hasonlitsd dssze az alabbi
kifejezéseket:
1) a+§b és 3,6; 3)(@a-0,4) (b +1,4) és 6!

2) (@ + b)? és 16;

3.14." Ismeretes, hogy a > 3 és b > 2. Bizonyitsd be, hogy 5a + 45 > 7!

3.15." Ismeretes, hogy a > 5 és b < 2. Bizonyitsd be, hogy 6a — 7b > 16!

3.16." Adva van az 5 < a < 8 és 3 < b < 6 egyenlbtlenség. Becsiild meg az alabbi
kifejezések értékét:

1) 4a + 3b; 2) 3a— 6b; 3) 4, 4 26,
b 3a
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3. Egyenlétlenségek dsszeadasa és szorzasa. 23

3.17. Adottaz 1 <x< 1ésazl <y< 1 egyenldtlenség. Becsiild meg az alabbi
3 2 7 4
kifejezések értékét:
1) 6x + 14y; 2) 28y — 12x; 3) Y
X

3.18." Hasonlitsd &ssze az alabbi kifejezések értékeit:
1) 224 és 9%; 2) 0,3%0¢s 0,1 3) 0,0015' és 0,24
3.19.’ Bizonyitsd be, hogy a téglalap keriilete nagyobb az atlok dsszegénél!
3.20." Bizonyitsd be, hogy a konkav négyszog atloja kisebb a félkeriileténél!
3.21." Bizonyitsd be, hogy a konkav négyszog szemben fekvo oldalainak sszege
kisebb az atlok dsszegénél!
3.22." Bizonyitsd be az alabbi allitasokat:
1) ha a <b <0, akkor a’> b?;
2)haa>0,b>0és a’>b? akkor a > b!
3.23." Bizonyitsd be, ha a < b < 0, akkor 1 > %!
a
3.24." Tudjuk, hogy b > 0 és a > b. Igazak-¢ az alabbi egyenl6tlenségek az a és b
valtozok barmely értékére:

a>+a>b>+b; 3)2-a2<2-b%
2)a’—a>b’-b; 4)a+l>b+%?
a

3.25." Bizonyitsd be, hogy:

1) /27 +/65 > 183; 3) V65 -/35 > 2;

2) V14 +/15 < 8; 4) J99 -/82 <1!
3.26.” Bizonyitsd be, hogy:

1) /55 + /35 > /120; 2) V119 -/67 < 3!
3.27. Hasonlitsd 0ssze:

1) V10 +/6 és V11 ++5; 3)JB—J5 és \/2;

2) 2++/11 és 5 +4/10; 4) V21 ++/20 és 9!
3.28." Hasonlitsd 0ssze:

1) V6 +/3 és 7 +4/2; 2) 26 -2 és V14!
I ISMETLO GYAKORLATOK
3.29. Egyszerisitsd az alabbi kifejezéseket:

2
) 36—3.(36+ x j; 2) (a+b_a—bj: ZabZ!
x+3 3—x a-b a+b/) a”-b
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24 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

3.30. Egyszertsitsd az alabbi kifejezéseket:
1) 63 ++/27 - 3/75; 3) (2-3)!

2) (V50 -3+2)2;
3.31. Az x mely értékeire értelmezhetok az alabbi kifejezések:

2 2
x x—4 x" -4 4 1
1 ; 2) —; 3 ; 4 +—=?
)x+4 )x2—4 )x2+4 )x—4 x
3.32. Egy kertben almafak és meggyfak vannak. A meggyfak adjak az Gsszes fa
20%-at. Hany szazaléka az almafak a meggyfaknak?

l ISMETLO FELADATOK

3.33. Az alabbi egyenletek koziil melyek egyenértékiiek (ekvivalensek):
1)4X+6=2Xx—-3 és 4x+3 =2X—6;
2)8x—4=0¢s 2x—1=0;
)X +2X-3=0¢és X*+x=3-X;

x® -1

4) =0 é x*-1=0;
x+1
x® -1 ,

5) =0 és x—-1=0;
x+1

6)x*+1=0 & 0x=5?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

3.34. Bizonyitsd be, hogyha a, b, c, d, e és f'szamok paratlanok, akkor nem telje-
. 1 1 1 1 1 .
silhetaz —+—+—+—+-+—=1 egyenldség!
a b ¢ e f

Az egyenlétlenségek bizonyitasanak —
néhany modszerérél <

Az 1. fejezetben igazoltunk néhany egyenl6tlenséget. Az altalunk alkalmazott
modszer: megvizsgaltuk a két oldal kiilonbségét, majd 6sszehasonlitottuk a nullaval.

Ezenkiviil még sok masik modszer is 1étezik egyenlétlenségek bizonyitasara.
Tekintsiink at néhany ilyen médszert.
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Az egyenlbtlenségek bizonyitasanak néhany madszerérdl 25

Indirekt bizonyitas

Ennek a modszernek a 1ényege az, hogy feltételezziik az allitas tagadasat.

1. PELDA Barmely a,, a,, b, és b, szamra igaz az alabbi egyenl6tlenség:
(ab, +a,b,)* <(a? +a?)(b? +b2). *)

Megoldas. Tételezziik fel, hogy a bizonyitando egyenl6tlenség nem igaz.
Ebben az esetben léteznek olyan a,, a,, b, és b, szamok, amelyekre igaz a kovetkez6:
(a,b, +ayb,)* > (a? +a2) (b} +b7).

Innen
a’v? +2a,b,a,b, +aib: > a’bl +a’bl +ab +albl;
2a,b,a,b, > a’bl +alb’;
a’v? —2a,b,a,b, +alb} < 0;
(a,b, —a,b,)* <0.
Az utolso egyenlétlenség nem igaz. A kapott ellentmondas azt jelenti, hogy (*)
feltételezésiink igaz. €

Az (*) egyenlOtlenség részesete egy altaldnosabb egyenldtlenségnek:

(@b, +ab, +...+ab,) <(a+aZ+...+a?)(b? +b +...+b%). (*%)
Az (**) egyenlétlenséget Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenségnek
nevezziik. A bizonyitasaval szakkori foglalkozason ismerkedhetsz meg.

Az egyszerii egyenlétienségek alkalmazasanak modszere

2. PELDA Az egyszerii egyenlétlenségek alkalmazasanak modszere

a’® +b%+c?>ab+be+ac.

Cauchy Augustin Louis
(1789-1857)

Francia matematikus,
tébb mint 800 tudomanyos munka szerzdgje.
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26 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Megoldas. Konnyen belathatd, hogy az a, b és ¢ barmely értékére igaz az
alabbi egyenldtlenség:
(@-b)*+@®—-c) +(c—-a)’ >0.
Innen kapjuk, hogy a® —2ab + b +b> —2bc + ¢* + ¢ — 2ac +a* >0;
2a? +2b% + 2¢% > 2ab + 2bc + 2ac;

a®+b*+ct>ab+be+ac. €

A mar bizonyitott egyenlétlenségek alkalmazasa

Az 1. fejezetben bebizonyitottuk, hogy barmely a > 0 és b > 0 szdmra igaz,
hogy

“;b%/ﬁ.

Ezt az egyenl6tlenséget Cauchy egyenldtlenségnek nevezziik (a szamtani és
mértani kozép kozotti osszefliggést irja le).

3. PELDA Bizonyitsd be, hogy pozitiv a és b szamokra igaz, hogy

(a+lj(b+lj>4!
b a

1
Megoldas. Alkalmazzuk az a és — szamokra a Cauchy egyenl6tlenséget

(szamtani és mértani ko6zép kozotti 6sszefiiggeést). Azt kapjuk, hogy:
1
a+— 1
b> |alk-.
2 b
1 a
Innen a+—>2\/:.
b b

. 1
Hasonloképpen igazolhato, hogy b+ —=>2 2
a a

Viktor Jakovics
Bunyakovszkij
(1804-1889)

Hires XIX. szadzadi matematikus. Vinnica
megyében sziiletett. Tobb éven at a Szentpé-
tervari Tudomanyos Akadémia alelndke.
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Az egyenlbtlenségek bizonyitasanak néhany madszerérdl 27

Szorozzuk ssze a kapott egyenl6tlenségeket:

oo ol

Innen (a+%j(b+lj>4. |

a

Mértani szemléltetés moédszere

4. PELDA Bizonyitsd be az alabbi egyenlStlenséget:

2
J99-101 + /08102 +...+ /2-198 + /1-199 < 20T,

4
Megoldas. Vizsgaljuk meg egy O kdzéppontl egy egység sugarti korvonal
negyedét. Rajzoljunk ebbe a negyed kdrlapba olyan 1épcsdzetes sokszoget, amely
99 téglalapbol 4ll, ahogy ezt a 3.1. abra mutatja. igy

1
OA, =AA, =...=A A, = 100"
Az els6 téglalap teriilete

1 1 4J99-101
S, = OA, - AA :OA-,/l—OAZ:—\/l— =N"
! ! ! 1 100 1002 1002

A

A masodik téglalap teriilete:
1 1_( 2 jz _ \J98-102
©100°

~ 100 100 1

™~

és igy X>

tovabb. l
A 99 téglalap teriilete:

g _.1 1_(99T_,/1-199

2

® " 100 100 100°
Tehat a 1épcsdzetes sokszog teriilete kisebb
az egy egység sugari korvonal negyedénél, O A A, Ay Agy
vagyis:
J99-101 f98-102 J1199 « 3.1.abra
—+ — et —<—.
100 100 100 4
Innen kovetkezik a bizonyitand6 egyenlétlenség. <«

I GYAKORLATOK

1. Bizonyitsd be, hogy:
1) (a+b)(l+%j>4, haa>0¢és b>0;
a
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28 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

2) (@+b)(b+c)(a+c)>8abe, ha a>0, b>0 és ¢>0;
3) (@® +b)(a+b°)>4a’*, ha a>0 és b>0;
4) (ab+1)(a+b)>4ab, ha a>0 és b>0;

5) (@+2)(b+5)(c+10)>80+abc, ha a>0, b>0 és c>0;
6) a+b+l+%>4, ha a>0 és b>0;
a
NA+a)+a,)...(L+a,)>2", ahola,,a, ... a,olyan pozitiv szamok, melyek
Osszege 1!

Egyismeretlenes egyenlétlenségek

Nézziik meg a kovetkezo feladatot! A paralelogramma egyik oldala 7 cm.
Mekkora kell, hogy legyen ennek a paralelogramménak a masik oldala, hogy a
keriilete nagyobb legyen 44 cm-nél?

Jeloljiik a keresett oldal hosszat X-szel. Ekkor a paralelogramma keriilete
(14 + 2X) cm. A 14 + 2x > 44 egyenldtlenség a feladat matematikai modellje.

Ha ebbe az egyenlétlenségbe az X helyére példaul 16-ot helyettesitiink, igaz
egyenl6tlenséget kapunk: 14 + 32 > 44, Ebben az esetben azt mondjak, hogy 16 az
egyenlotlenség megoldasa.

Meghatarozas. Az egyismeretlenes egyenldtlenség megoldasanak
nevezziik a valtozé azon értékét, amely az egyenlotlenséget igazza teszi.

Igy a 15,1; 20; 10+/3 szamok mindegyike megolddsa a 14 + 2x > 44 egyen-

16tlenségnek, mig a 10 nem.
Megjegyezziik, az egyenldtlenség megoldasanak meghatarozasa analog az

ey

nem szoktuk hasznalni.

Meghatarozas. Megoldani egy egyenlétlenséget annyit jelent,
mint meghatarozni az 6sszes megoldasat, vagy igazolni, hogy nem létezik ilyen
megoldas.

Az egyenlétlenség Osszes megoldasa alkotja a megoldashalmazt. Ha egy
egyenl6tlenségnek nincs megoldasa, akkor azt mondjuk, hogy az egyenlétlenség
megoldasa iires halmaz. Az iires halmaz jele &.
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4. Egyismeretlenes egyenlétienségek 29

Fogalmazhatunk ugy is, hogy megoldani egy egyenlitlenséget annyit jelent,
mint meghatdrozni az egyenlétlenség megolddashalmazat.

Példaul, ha a feladat az, hogy ,,0ldd meg az x*> 0 egyenl6tlenséget”, akkor
a valasz: ,,barmely szam, kivéve a nullat”.

Konnyen belathato, hogy x < 0 egyenldtlenségnek nincs megoldasa, vagyis a
megoldashalmaza iires halmaz.

Meghatarozas. Két egyenlotlenség egyenértékii (ekvivalens),
ha megoldashalmazaik egyenlok.

Tekintsiink meg néhany példat!

Az x* <0 ésaz | x | < 0 egyenldtlenségek ekvivalensek. Valoban, mind a két
egyenldtlenségnek csak egy megoldasa van, az X = 0.

Az x*> -1 és az | x| > -2 egyenlStlenségek is ekvivalensek, mivel mindkét
egyenlotlenség megoldasa a valos szamok halmaza.

Mivel az Jx < -1 és Ox < -3 egyenlétlenségeknek nincs megoldasuk, ezért
ezek az egyenlbtlenségek is egyenértékiiek, ekvivalensek.

‘?

1. Mi az egyismeretlenes egyenlétlenség megoldasa?

2. Mit jelent megoldani egy egyenl6tienséget?

3. Mit alkot az egyenlétlenség dsszes megoldasa?

4. Mikor lesz egy egyenlétlenség megoldashalmaza iires halmaz?
5. Mely egyenlétlenségek egyenértékiiek, ekvivalensek?

I GYAKORLATOK

1 . .
4.1.° A—4;-0,5; 0; 5; 2 szamok koziil melyek megoldésai az alabbi egyenldtlen-

ségeknek:
l)x>%; 3)3x> X 1; S) Ve 1>1;
2) x<5 4) x*—9<0; 6) 112
X
4.2.° Az alabbi szamok koziil melyek megoldasai az (X —2)* (X — 5 ) > 0 egyenl6t-
lenségnek:
1)3; 2)2; 3)6; 4)-1?
4.3.° Megoldasai-e az alabbi szamok a 6x + 1 < 2 + 7x egyenl6tlenségnek:
1)-0,1; 2)-2; 3)0; 4) -1, 5) 2?
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30 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

4.4.° Nevezz meg az X + 5 > 2X + 3 egyenlStlenség megoldasai koziil kettét!

£ 4.5.° Megoldasa-e 1,99 az x < 2 egyenl6tlenségnek? Létezik-¢ ennek az egyen-
16tlenségnek 1,99-t61 nagyobb megoldasa? Ha igen, hozz fel ra példat!

4.6.° Megoldasa-e 4,001 az x > 4 egyenl6tlenségnek? Létezik-e ennek az
egyenlétlenségnek 4,001-t61 kisebb megoldasa? Ha igen, hozz fel ra példat!

4.7.° Az alabbi egyenlétlenségek koziil melyik egyenl6tlenség megoldasa iires

halmaz:

1) (x—=3)*>0; 3) (x-3)2<0;

2) (x=3)°>0; 4) (x-8)*<0?
4.8.° A kovetkez6 egyenldtlenségek koziil melyiknek nincs megoldasa:

1) 0x >-2; 2) 0x <2; 3) 0x <-2; 4) 0x > 2?
4.9.° Az alabbi egyenlétlenségek koziil melyik igaz barmely valds szamra:

1) 0x>1; 2) 0x > 0; 3) 0x>—1; 4)x+1>0?
4.10.° Az alabbi egyenl6tlenségek koziil melyik igaz barmely valds szamra:

1) 2> 0; 2) X > —X; 3) —x? <0 4) Jx>0?

4.11." Az alabbi egyenldtlenségek koziil valaszd ki azt, amelyik teljesiil barmely
valds szamra és azt, amelyiknek nincs megoldésa:

2 2
1) Xl 3y X1y
x x” -1
2 2
2) % +1<1; 4) >0!
x +1 x"+1
4.12." Oldd meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket:
2 x+2Y
1) =+2>0; 7) 5 >0;
x x—
2) (x +2)*>0; 8) x+iz<i2+2;
X X
3) (x+2)><0; 9) |x|>-x%
4) X2, INERS
x+2
) S 1) x|>Xx;
x+2 3
2 2
6) [“ j > 0; 12) | x|>—x!
x—2
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4. Egyismeretlenes egyenlétienségek 31

= 4.13." Hatarozd meg az alabbi egyenlétlenségek megoldashalmazat:

1) x]>0; 4) | x|<-1;

2) | x|<0; 5) | x|>-3;

3) x| <0; 6 [1]>_3!

X
4.14." Ekvivalensek-e az alabbi egyenl6tlenségek:
Dicgesx>; 3)(X+5)2<0és|x—4[<0;
X
2) x2>x és x>1; 4) Jx <0 és x*<0?

I ISMETLO GYAKORLATOK

4.15. Oldd meg az alabbi egyenleteket:
DHD9-TX+3)=5-06X;
2) ¥+3_x-4

2 7

3) X+ 7 —(x—2)*=15;
4)5x-2=303x—-1)-4x—4;
5)6x+ (x=2)(x+2)=(X+3)*-13;
6)(X+6)(Xx—1D—-x+3)(x—4)=>5x!

4.16. Egy kerékparos a falu és a td kozotti utat oda-vissza 1 Ora alatt tette meg.

A falubol a téig 15 km/h sebességgel haladt, visszafelé 10 km/h sebességgel.
Hatarozd meg a falu és a t6 kozotti tavolsagot!

=1

Egyismeretlenes linearis
egyenlbétlenségek megoldasa.
Szamintervallumok

A szamegyenléségek tulajdonsagai segitenek megoldani az egyenleteket. Ha-
sonloképpen az egyenlétlenségek tulajdonsagai is segitenek megoldani az egy-
ismeretlenes egyenlétlenségeket.

Az egyenletek megoldasa soran az egyenleteket veliik ekvivalens, de egysze-
ribb egyenletekkel helyettesitettiik. Hasonloképpen oldjuk meg az egyenldtlen-
ségeket is.
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32 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Az egyenletek veliik egyenértékii egyenletekkel vald helyettesitésénél a mér-
legelvet alkalmazzuk, azaz a tagok atvihetdk az egyik oldalrol a masikra, az
egyenlet mindkét oldala szorozhatd ugyanazzal a nullatél kiillonb6zé szammal.

Hasonl6 szabalyokat alkalmazunk az egyenlétlenségek megoldasakor is.

Ha az egyenlitlenség egyik oldaldrdl atvisziink egy tagot a masik oldalra gy,
hogy megvaltoztatjuk az eldjelét, akkor ekvivalens egyenlitlenséget kapunk.

Ha az egyenlétlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk) ugyan-
azzal a pozitiv szammal, akkor ekvivalens egyenlitlenséget kapunk.

Ha az egyenlétlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk) ugyan-
azzal a negativ szammal és megvaltoztatiuk az irdnyadt, akkor ekvivalens egyen-
Iétlenséget kapunk.

Ezen szabalyok alkalmazasaval oldjuk meg a paralelogramma kertiletérél szo-
16 feladatot (4. pont)!

Tudjuk, hogy 14 + 2x > 44.

Vigyiik at a 14-et a masik oldalra:

2x > 44 —14.

Innen 2x > 44.
Osszuk el az egyenl6tlenség mindkét oldalat 2-vel:
x> 15.

Megjegyezziik, hogy a kapott egyenlétlenség ekvivalens az eredeti egyenl6t-
lenséggel. A megoldashalmaz tartalmazza az 6sszes 15-nél nagyobb szdmot. Ezt
a halmazt szamintervallumnak nevezziik és igy jeldljik: (15; +oo) (igy olvassuk:
15-t61 plusz végtelenig intervallum).

Ebben a feladatban a valasz vagy (15; +o), vagy x > 15 alakban is megadhato.

Az x > 15 megoldast szemléltetd pontok a szamegyenesen a 15-6t jeldl6 pont-
tol jobbra vannak és egy félegyenest alkotnak, melynek kezddpontja ,,lyukas”

(5.1. &bra).

L rsriiiiisy _OC_;
15

15

a b
5.1. 4bra

Megjegyezziik, hogy a szamintervallumokat kétféleképpen is jeldlhetjiik: sa-
tirozassal (5.1. a abra) vagy ivvel (5.1. b abra). Mi a masodik jelolést fogjuk al-
kalmazni.
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5. Egyismeretlenes linearis egyenlétienségek megoldasa. Szamintervallumok 33

1. PELDA Oldjuk mega 3+ g <7+ x egyenlétlenséget!

Megoldas. Vigyiik at az X dsszeadandot a jobb oldalrdl a bal oldalra, a 3-t
pedig a balrdl a jobbra, majd vonjuk 6ssze az egynemtl tagokat:

X+ E<T-3;
2

X<y,
2

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat —2-vel. gy

x>-8.

Ennek az egyenldtlenségnek a megoldashalmaza
[8; +0) intervallum (igy olvassuk: —8-tdl plusz végtele- & :
nig balrél zart intervallum). -8

Az x =2 — 8 egyenldtlenség megoldashalmaza a szam-
egyenesen egy félegyenes (5.2. abra).

A valaszt kétféleképpen adhatjuk meg: [-8; +o0) vagy X > 8. «

5.2. dbra

2. PELDA Oldjuk mega 2(2 — 3x) > 3(x + 6) =5 egyenlétlenséget!
Megoldas. irjuk fel az adott egyenl6tlenséggel ekvivalens egyenlétlenségek

sorozatat:
4—6x>3x+18-135;

4 —6Xx>3x+ 13;
—3Xx—6x>-4+13;
-9x>9;

X <-I.

Az utolso egyenlétlenség megoldashalmaza a (—oo; —1)
l intervallum (igy olvassuk: minusz végtelent6l minusz
-1 egyig intervallum). Az x < -1 egyenlétlenség megoldas-
5.3. 4bra halmazat jel6lé pontok a szamegyenesen —1-t6l balra
helyezkednek el (5.3. 4bra) és egy félegyenest alkotnak,

melynek a kezdépontja ,,lyukas”.

Felelet: (—0;—1) vagy x <—1 alakban adhaté meg. <«
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34 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

3. PELDA Oldjuk meg az xT_l + g <% egyenldtlenséget!
Megoldas. Végezziink ekvivalens atalakitasokat:

>

x-1
—+
2

6- 6-2<6-

w |8
| =

3x—-3+2x<1;

S5x <4,

x<—.
5

Az utolso6 egyenldtlenség megoldéasa (—oo; ﬂ intervallum (igy olvassuk: minusz
5

végtelentdl 4 -ig jobbrol zart intervallum). A szamegyenesen a megoldast szemlél-
5
teté pontok egy félegyenest alkotnak (5.4. abra).

™ > A felelet: megadhatd vagy (—oo; ﬂ, vagy x<é
5 5

alakban. <

[SYI"N

5.4, dbra

4. PELDA Oldjuk meg a 32x— 1)+ 7 = 2(3x + 1) egyenl6tlenséget!
Megoldas. Azt kapjuk, hogy 6x -3 +7>6x +2;
6x—-6x>2-4;

Ox >-2.

Az utolsé egyenlbtlenség x barmely értékére teljesiil, 0 = —2. Tehat az
egyenlétlenség megoldashalmaza a valds szamok halmaza.
Felelet: x—barmely szam. <

Ez a megoldas masképpen is felirhatd: (—eo; +o0) (igy olvassuk: minusz vég-
telentdl plusz végtelenig intervallum). Ez az intervallum a szamegyenes.

5. PELDA Oldjuk meg a 4(x —2) — 1 <2(2x — 9) egyenlétlenséget!
Megoldas. Azt kapjuk, hogy
4x —8—-1<4x-18;
4x —4x <9 —18;
0x <-9.
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5. Egyismeretlenes linearis egyenlétienségek megoldasa. Szamintervallumok 35

A kapott egyenldtlenség X barmely értékére nem igaz, 0 <-9.
Ebben az esetben a feleletet kétféleképpen irhatjuk le: vagy nincs megoldas
vagy lires halmaz (). €

Az 1-5. példakban megoldott egyenldtlenségek mindegyike ekvivalens az
ax>b, ax <b, ax 2 b, ax < b valamelyikével, ahol X az ismeretlen, a és b barmely
szam. Az ilyen alakt egyenl6tlenségeket egyismeretlenes linearis egyenlétlen-
ségeknek nevezzik.

Az alabbi tablazatban a megvizsgalt jeloléseket és abrazolasokat foglaltuk 6sz-
sze:

Egyenl6tlenség Intervallum Abrazolas
X>a (a; +o0) _(Q
a
a
x>a [a; +0) _aa
x<a (=05 a] ab >
?

1. Sorold fel az egyenlétlenségek egyenérték, ekvivalens atalakitasait!
2. Mely egyenlétlenségeket nevezziik egyismeretlenes linearis egyenl6tlenségeknek?

3. Hogyan irjuk le és olvassuk az X > b, x < b, X > b, X < a egyenl6tlenségek megoldas-
halmazait?

4. Az egyenlbtlenség az ismeretlen barmely értékére igaz. Ebben az esetben, hogyan kell
megadni és olvasni a megoldashalmazt intervallummal?

I GYAKORLATOK

= 5.1.° Abrazold szamegyenesen az alabbi intervallumokat:
1) [5; +e0); 2) (=5; +o0); 3) (—o0; =5); 4) (oo 51!

= 5.2.° Abrazold szamegyenesen, és add meg intervallummal az aldbbi egyenl6t-
lenségek megoldashalmazait:
1)x<8g; 2) x<-4; 3) x>-1; 4)x>0!
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36 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

= 5.3.° Abrazold szamegyenesen, és add meg intervallummal az aldbbi egyenlét-
lenségek megoldashalmazait:

1) x<0; 2)x>l; 3)x>-1,4; 4)x<16!
3

5.4.° Nevezd meg az alébbi intervallumokhoz tartoz6 legkisebb egész szamot:

1) (65 +e0); 2) [6; +o0); 3) (3,4 +e0); 4) [-0,9; +eo)!
5.5.° Nevezd meg az alabbi intervallumokhoz tartoz6 legnagyobb egész szamot:

1) (oo —4); 2) (—e0; -6,2]; 3) (=eo5 1] 4) (—e0; —1.8)!
5.6.° A kovetkezo6 intervallumok koziil melyiknek eleme a —7:

1) (o3 =7); 2) [7; +e0); 3) (=3 0] 4) (—e0; =0)?
5.7.° A kovetkez6 intervallumok koziil melyiknek eleme a 9:

1) (8,99; +e0);  2) (—o; 10); 3) (=3 8,99]; 4) [9; +e0)?
5.8.° Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:

1) 6x > 18; 6) —10x < 0; 11)4-x<5;

2) —2x>10; 7) 2ix<—1§; 12) 5-8x>6;

3) §x<9; 8) —7x>%; 13) 12 +4x >6x;

4) 0,1x>0; 9) 7x—-2>19; 14) 36 — 2x < 4x;

2

5) §x>z4; 10) 5x +16 <6; 15 X2 9
5.9.° Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:

1) 5x < 30; 5) -3x<§; 9) 13— 6x>-23;

2) —4x<-16; 6) _%x >1g; 10) 5 9x > 16;

3) §x<6; 7)4x +5>-7; 11) 8x+2<-"Tx;

4) —12x>0; 8) 9— x>2x; 12) xT‘3>_1!
5.10.° Oldd meg a kovetkez6 egyenldtlenségeket:

1) 0x > 10; 3) 0x > -8; 5) 0x>1; 7) 0x<0;

2) 0x < 15; 4) 0x <-3; 6) 0x<2; 8) 0x > 0!
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5. Egyismeretlenes linearis egyenlétienségek megoldasa. Szamintervallumok 37

5.11.° Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek legkisebb egész megoldasat:
1) 5x>40; 2) 5x > 40; 3) 2x <-3; 4)-7x< 15!

5.12.° Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek legnagyobb egész megoldasat:

1) 8x<-16; 2) 8x <-16; 3) 3x < 10; 4) —6x > -25!
5.13.° Az a mely értékeire lesz a 6a + 1 kifejezés helyettesitési értéke negativ?
5.14.° A b mely értékeire lesz a 7 — 2b kifejezés helyettesitési értéke pozitiv?

5.15.° Az m mely értékeire lesz a 2 — 4m kifejezés helyettesitési értéke nem keve-
sebb, mint —227?

5.16.° Az n mely értékeire lesz a 12n — 5 kifejezés helyettesitési értéke nem tobb,
mint —53?

5.17.° Mely x értékekre értelmezhetdk az alabbi kifejezések:

1) Vax+20;  2) J5—1dx; 3) 10 o

Jax+10

5.18.° Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

1) f(x)=+v13-2x; 2) f(x)= *

( V-x-1

5.19.° Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:

1) 8x + 2 <9x—3; 4) 8-11y>-3y +6;

2) 6 —6x> 10 —4x; 5)—8p—-2<3-10p;

3) 6y +8<10y-8; 6) 3m-1<1,5m +5!
5.20.° Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:

)4+ 11x>7+ 12x; 3)3x—10<6x + 2;

2) 85x —28<32x+2; 4) 6x-8>2x-25!

5.21.° Mely c értékekre lesz a 9¢ — 2 kifejezés helyettesitési értéke nem tobb a
4c + 4 kifejezés megfeleld értékénél?

5.22.° Mely k értékekre lesz a 11k — 3 kifejezés helyettesitési értéke nem kevesebb
a 15k — 13 kifejezés megfeleld értékénél?

5.23.° Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenségeket:

1)4—x+f<11; 3) 5_x_x>_4;
3 2 7
2) 2x_3x 1. H X Loy
3 4 6 8 4
5.24.° Oldd meg a kovetkezo egyenlétlenségeket:
)Y %y 2) X _E . 9
6 10 5
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38 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

5.25." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) 3-5(2x+4)>7—2x;
2) 6x-3(x—-1)<2+b5x;
3) x-2(x-1)>10+3(x +4);
4)2(2x-38,5)—3(2-3x)<6 (1 - x);
5) (x+1)(x-2)<(x-3)(x+3);
6) (4x—3)* +(3x +2)° > (5x +1);

7 2x—1>3x—5;
4 5
3x+7 bx-2
8) x+7 b5x <x
4 2

9) (x-5)(x+1)<3+(x-2)%
x+1 x-3

10) — -
)2

11) (6x-1)> —4x(9x-3)<1;
x-3 x+4 «x-8
- > !
9 4 6

>2+£;
6

12)

5.26." Add meg az alabbi egyenlétlenségek megoldashalmazat:
1)3@xX+9)+5>7(8~-x);
2)2-» B+ <@E+y)(6-y);
N@+3)-5-@-172>-16;

4) 3x—7_1>2x—6;
5 3
2 -1 2
5)_x_x__x+ <0
3 6 2
y—-1 2y+1
6) ¥—/—-————-y<2!
) 3 s Y

5.27." Hatarozd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenségek legnagyobb egész megoldasat:
D7Xx+2)-3x-8)<10;
2)(X—4) (X +4)-5x>(x—-1)2-17!
5.28." Hatarozd meg a kdvetkez6 egyenlétlenségek legkisebb egész megoldasat:
4x+13 5+2x 6-Tx
1) - > -2;
10 4 20
2) (x-1D(x+1)—(x-4)(x+2)>0!

x+7 11x+30<x—5

5.29." Hany egész negativ megoldasa van az x — T

egyen-

16tlenségnek?
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5. Egyismeretlenes linearis egyenlétienségek megoldasa. Szamintervallumok 39

- 1
5.30." Hany természetes megolddsa van a 8x > P 5x8+ 6 egyenlotlenségnek?
5.31." Az X mely értékeire teljesiilnek az alabbi egyenléségek:
DIx=5]=x-5; 2)|2x + 14| =-2x—14?

5.32." Az y mely értékeire kapunk igaz egyenldségeket:

1)|y+7|:1; 2)|6_y|:1?
y+7 y—-6
5.33." Az a mely értékeire
1) nincs gyoke az x> + 3x — a = 0 egyenletnek;
2) legalabb egy gyoke van a 2x*> — 8x + 5a = 0 egyenletnek?

5.34." A b mely értékeire
1) van két kiilonboz6 gydke a 3x*> — 6x + b = 0 egyenletnek;
2) nincs gyoke az x> — X — 2b = 0 egyenletnek?

5.35." Egy csonak bizonyos tavolsagot tett meg a folyon lefelé, majd nem tdbb,
mint 5 6ra milva visszatért a kiinduld pontba. A csonak sebessége allo vizben
5 km/h, a folyo sebessége 1 km/h. Mekkora az legnagyobb tavolsag, amit a
csonak megtehetett a folyon lefelé?

5.36." Vegyiink négy egymast kovetd egész szamot, majd vizsgaljuk meg a két sz&lsé
szam ¢és a két k6zépso szam szorzatainak kiilonbségét. Létezik-e olyan négy
egymast kovetd szam, melyekre ez a kiilonbség tobb, mint nulla?

5.37." Egy dobozban sarga és kék golyok vannak. A kék golyok aranya a sargakhoz
3 : 4. Mennyi lehet a kék golydk maximalis szama, ha a dobozban nem t&bb,
mint 44 goly6 van?

5.38." Egy kertben az almafak, meggyfak és szilvafak aranya 5 : 4 : 2. Legkeve-
sebb hany meggyfa van a kertben, ha a fak szdma 6sszesen nem kevesebb,
mint 120?

5.39.' Egy haromszog oldalai 8 cm, 14 cm €s a cm, ahol a természetes szam. Mek-
kora lehet az a legnagyobb értéke?

5.40." Harom egymast kdvetd paros természetes szam dsszege nem tobb, mint 85.
Melyik az a harom legnagyobb szam, amelyekre teljesiil ez a feltétel?

5.41." Harom természetes szdmnak, melyek 5 egymast kovetd tobbszordsei, az
Osszege nem tobb, mint 100. Melyik az a harom legnagyobb szam, amelyekre
teljesiil ez a feltétel?
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40 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

5.42." Az X mely értékeire vannak értelmezve az alabbi fiiggvények:

1 1 8
D f(x)y=vx+4+—; 3) f(x)= _ :
x-2 @) V3x+9 |x|-2
2) f(x)=24—8x + 2616; 4) f(x) =1+ — 2
x° - x2 —
5.43." A valtozok mely értékeire értelmezhetdk az alabbi kifejezések:
D Jo—=x 10 | 2 6 . 9 9
) JH—x+3’ ) J3x-21 x*-64
5.44.” Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:
) [x=3]+x=15; 3)|3x—12|-2x=1;
2)|x+1]—4x=14; 4)[x+2]-x=1!
5.45.” Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:
DIX+5]+2x=7; 2)|3-2x|-x=9!
5.46." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:
Dy=|x-21 y=|x-1]+x!

)y=|x+3|-1;

5.47." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:
Dy=|x+4]; 3)y=]2x—6]—x!
)y=|x-5]|+2;
5.48.” Az a mely értékeinél lesz
1) a 4x + a = 2 egyenletnek pozitiv gyoke;
2) az (a+ 6)x = 3 egyenletnek nemnegativ gyoke;
3)az (a—1)x=a -1 egyenletnek egyetlen gyoke?
5.49.” Az m mely értékeinél lesz
1) a 2 + 4x = m -6 egyenletnek nemnegativ gyoke;
2) az mx = m?>—7m egyenletnek egyetlen nemnegativ gyoke?

5.50." Az a mely értékeire lesz az alabbi egyenleteknek két kiilonb6z6 valos gyoke:
Dax+2x—-1=0;
)@+ 1)x*—(Ra-3)x+a=0;
@-3)x*-2@-5)x+a-2=0?

5.51." Hatarozd meg az a 0sszes olyan értékét, melyre az alabbi egyenletnek nincs
gyoke:

@a-2)x*+QRa+1)x+a=0!
5.52." Létezik-e olyan értéke az a-nak, melyre az alabbi egyenl6tlenségnek nincs

gyoke (szigoru egyenldtlenségnél add meg ezt az értéket):
l)ax>3x+4; 2) (@*-a-2)x<a-2?
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5. Egyismeretlenes linearis egyenlétienségek megoldasa. Szamintervallumok 41

5.53." Létezik-e az a-nak olyan értéke, melyre az alabbi egyenl6tlenségnek barmely
szam lehet a gyoke (szigort egyenl6tlenségnél add meg ezt az értéket):

I)ax>—-1-"7x; 2) (@®* -16)x<a+4?

5.54." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket az a paraméter minden értékére:
1) ax>0; 3) ax>a; 5)(@a-2)x>a>-4;
2)ax<1; 4)2(x—a)<ax—4; 6) (a+3)x<a®-9!

5.55." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket az a paraméter minden értékére:
1) a®x<0; 2)a+Xx<2-ax; H@+4)x>1!

I ISMETLO GYAKORLATOK

5.56. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket:

1) 6x — 5x* = 0; 4)3x*+8x—-3=0;
2) 25x2 = 81; S5)X+x-12=0;
3)4x2-7x-2=0; 6)2x2 + 6x + 7 =0!

5.57. Ismeretes, hogy m és n egymast kdvetd egész szamok. Az alabbi allitasok
koziil melyik igaz:
1) az mn szorzat nagyobb m-nél,;
2) az mn szorzat nagyobb n-nél;
3) az mn szorzat paros;
4) az mn szorzat paratlan?

5.58. Hasonlitsd 0ssze a kifejezések értékeit:

1) 398 és 4472; 3)%\/108 és ﬁg!
2)%\/@ ésgx/g;

5.59. Ahhoz, hogy feltdltsiink egy medencét vizzel, az egyik csapon keresztiil
1,5-szer tobb id6ére van sziikség, mint a masik csap esetében. Ha mind a két
csapot kinyitjuk, akkor a medence 6 6ra alatt telik meg vizzel. Mennyi id6 alatt
telik meg a medence kiilon-kiilon mindegyik csapon keresztiil?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

5.60. Egy haromjegyii n szam olyan, hogy n — 6, n — 7 és n — 8 rendre 7, 8 és 9
tobbszorose. Hatarozd meg ezt az n szamot!
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42 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Egyismeretlenes linearis
egyenlétlenség-rendszerek

Vizsgaljuk meg a v2x -1 ++/5—x kifejezést! Hatarozzuk meg az X valtozo
megengedett értékeit, tehat az X 6sszes olyan értékét, melyre a kifejezés értelmez-
hetd. Ezt a halmazt a kifejezés értelmezési tartomanyanak nevezziik.

Mivel a gydk alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért egyszerre két egyenlot-
lenségnek kell teljesiilnie: 2X — 1 2 0 és 5 — x = 0. Tehat az x keresett értékei a két
egyenlotlenség kozos megoldasai.

Ha két vagy tobb egyenlétlenség kozos megoldasait kell meghatarozni, akkor
ugy fogalmazunk, hogy meg kell oldani az egyenlétlenség-rendszert.

Ahogy az egyenletrendszereknél is, ugyanugy az egyenl6tlenség-rendszereknél
is az egyenl6tlenségeket kapcsos zardjelbe irjuk. Tehat ahhoz, hogy meghatarozzuk
a \2x—1++/5—x kifejezés értelmezési tartoméanyat, meg kell oldani a

egyenlétlenség-rendszert. *

2x-120,
5-x>0

Meghatdrozas. Az egyismeretlenes egyenldtlenség-
rendszer megoldasa azismeretlen dsszes olyan értéke, melyre mindegyik
egyenlétlenség igaz.

Példaul a 2, 3, 4 és 5 is megoldasa az (*) egyenl6tlenség-rendszernek, mig
7 nem megoldésa.

Meghatdrozas. Megoldani az egyenlotlenség-rendszert
annyit jelent, mint meghatarozni az 6sszes megoldast vagy igazolni, hogy
nincs megoldas.

Az egyenldtlenség-rendszer 6sszes megoldasa alkotja az egyenlétlenség-
rendszert megoldiashalmazat. Ha az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ak-
kor azt mondjuk, hogy a megoldasok halmaza iires halmaz.

Ezértugy is fogalmazhatunk, hogy megoldani az egyenlitlenség-rendszert
annyit jelent, mint meghatdrozni az egyenlotlenség-rendszer megolddshalmazat.

>-1
Példaul abban a feladatban, hogy ,,0ldd meg a {l()x|>0 > egyenlbtlenséget”,
X |Z

a valasz a ,,valos szamok halmaza”.

x <5,
Konnyen belathato, hogy az { >5 egyenl6tlenség megoldasa egyetlen szam,
X Z

az 5.
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 43

Az {x > :’ egyenletrendszernek nincs megoldésa, tehat a megoldashalmaz iires
x <

halmaz.
Oldjuk meg az (*) egyenldtlenség-rendszert! Helyettesitve a rendszer egyen-
16tlenségeit veliik ekvivalens egyenl6tlenségekkel, azt kapjuk, hogy:

{2x>1, P

2
—x = -b;
x<b.

Az utolsé egyenlétlenség-rendszer megoldasa azon szamok halmaza, melyek

nem kisebbek L-nél és nem nagyobbak 5-nél, tehat az 6sszes olyan szam, melyre
2
igaz az 1 < x <5 kettds egyenldtlenség. Ennek az egyenldtlenségnek a megoldasa
2

egy szamintervallum, melyet igy irunk: [1; 5} (igy olvassuk: L1 5-ig zart in-
2 2

tervallum).
Tehat a kittzott feladat feleletét, a V2x -1 ++/5—x kifejezés megengedett

értékeit kétféleképpen irhatjuk fel: [l, 5} vagy % <x<5.
2

Az (¥) egyenlétlenség-rendszer megoldasait jeldld pontok a szamegyenesen
az A[lj és B(5) koordinataji pontok kozott vannak, beleszamitva az A és B
2

pontot is (6.1. abra). Ezek a pontok egy szakaszt alkotnak.
AT~B ——
1 5 1 5
2 2
6.1. abra 6.2. abra

Figyeljiik meg, hogy az {%, +00j €s (—oo; 5] intervallumok k6zds pontjainak
halmaza az [%, 5} intervallum (6.1. abra). Ebben azt mondjuk, hogy az {%, 5}

. 1 , . . , .
intervallum az [5, +00j és (—oo; 5] intervallumok metszete. Igy irjuk:

1wt
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44 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Az [l; +ooj s (—o0; 5] intervallumok az x >l és az x <5 egyenl6tlenségek
2 2

1
megoldashalmazai. {gy elmondhatjuk, hogy az |* 25’

egyenlitlenség-rendszer
x<H
megoldasa a megolddshalmazok metszete lesz.
Tehat ahhoz, hogy megoldjunk egy egyenlotlenség-rendszert, meg kell
hatdrozni a rendszerbe foglalt egyenlitlenségek megolddashalmazainak met-

szetet.

3x-1>-1,

egyenlOtlenség-rendszert!
3-4x>-9 &y g

1. PELDA Oldjuk meg a {
Megoldds. Azt kapjuk, hogy {3x > -6, {x >-2
—4x >-12;

Szamegyenes segitségével hatarozzuk meg a

ZS megolddshalmazok metszetét, vagyis a (—eo; 3) és a

_9 3 (—2; +00) intervallumok metszetét (6.3. abra). A keresett

metszet azon szamok halmaza, melyekre teljesiil,

6.3. abra hogy -2 < x < 3. Ez a halmaz (-2; 3) intervallum (igy
olvassuk: —2-t6l 3-ig nyilt intervallum).

A felele t kétféleképpen adhaté meg: (-2; 3) vagy -2 <x< 3. «

x < 3.

4x -3 <1,

2. PELDA Oldjuk mega {3 egyenlétlenség-rendszert!

—x<

Megoldds. Azt kapjuk, hogy {4x<4, {x<1,

—-x<2; |x=-2.
Szamegyenes segitségével hatarozzuk meg a megol-
dashalmazok metszetét, vagyis a (—oo; 1) és a [-2; +o0) K
intervallumok metszetét (6.4. abra)! A keresett met- —2 1
szet azon szamok halmaza, melyekre teljesiil, hogy 6.4. dbra
—2 < x<1.Ezahalmaz[-2; 1) intervallum (igy olvassuk
—2-t61 1-ig nyilt intervallum).
A felelet kétféleképpen adhato meg: [-2; 1) vagy -2 < x < 3. «
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 45

x<1,

egyenlOtlenség-rendszert!
x>-2

3. PELDA Oldjuk meg az {

Az adott egyenl6tlenség-rendszer megoldasa a (—oo; 1] és a (—2; +o0) inter-
vallumok metszete (6.5. abra). Ez a metszet a (-2; 1] intervallum (igy olvassuk:

—2-t61 1-ig balrdl nyilt, jobbrol zart intervallum).
Felelet: (-2;1]. <

6.5. abra 6.6. abra

1

Jx-1

4. PELDA Hatarozzuk meg az y= +x + 5 figgvény értelmezési tarto-

manyat!

x-1>0,

Megoldas. Akeresett értelmezési tartomany az { egyenldtlenség-

x+52

x>1,

x> -b.

Abrazoljuk szamegyenesen az (1; +o0) és a [-5; +o0) intervallumok metsze-

rendszer megoldashalmaza. Azt kapjuk, hogy {

tét (6.6. abra). Ez a metszet az (1; +o0) intervallum.
Felelet: (1; +). 4

Az alabbi tablazatban a megvizsgalt jeldléseket és dbrazolasokat foglaltuk Gssze:

Egyenl6tlenség Intervallum Abrazolas
a<x<b [a; b] _9;—»
a<x<bhb (a; b) —(@;—>

N,

a<x<b (@ b] a b
. I

as<x<b [2; b) a b
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46 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

1. Mit nevezziink egy kifejezés értelmezési tartomanyanak?

2. Milyen esetben kell egyenlétlenség-rendszert megoldani?

3. Milyen jelet hasznalunk az egyenl6tlenség-rendszer esetében?

4. Mit neveziink az egyismeretlenes egyenlétlenség-rendszer megoldasanak?
5. Mit jelent megoldani az egyenlétienség-rendszert?

6.

Hogyan irjuk, olvassuk és abrazoljuk az a < x < b alaki egyenlétlenséget? az a < x < b

alaku egyenl6tlenséget? az a < X < b alaku egyenlétlenséget? az a < X < b alak(
egyenldtlenséget?

I GYAKORLATOK

6.1.° A —6; —5; 0; 2; 4 szamok koziil melyek megoldasai az {x ~2<0, egyenl6t-
-2x<10
lenség-rendszernek?

6.2.° Melyik egyenl6tlenség-rendszernek gyoke —3?
> — _ _
1 {x 3, 2) {x <-4, 3) {x > -4, 4) {x +1>-1,

x> 6; x <8 x < 8; x—-2<0?

= 6.3.° Abrazold szamegyenesen az alabbi intervallumokat:

D (3 4); 2) [-3; 41; 3) [-3;4); 4) (-3;4]!
= 6.4.° Abrazold szamegyenesen az alabbi egyenl6tlenségeket és add meg inter-
vallummal:
1)0<x<5; 3) 0,2<x <102;
2)%<x<2%; 4) —2,4<x<-1!
6.5.° Ird le az alabbi intervallumhoz tartozo dsszes egész szamot:
D [3;7]; 2) (2,9; 6]; 3)[-5,2; 1); 4 (-2;2)!
6.6.° Add meg az adott intervallum legnagyobb ¢és legkisebb egész szdmait:
1) [-12; -6]; 3) (-10,8; 1.6];
2) (55 11]; 4) [-7.8;-2,9]!
6.7.° Abrazold szamegyenesen, és ird le az alabbi intervallumok metszetét:
D) [-1; 7] es [4; 9]; 4) (—e0; 2,6) €5 (2,8; +o0);
2) [3; 6] ¢s (3; 8); 5) [9; +eo) €s [11,5; +eo);
3) (—o0; 3,4) és (2,5; +o0); 6) (—o0; —4,2] és (—o0; —1,3)!
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 47

6.8.° Valaszd kia 6.7. dbran az {x >, egyenl6tlenség-rendszer megoldashalma-

x<6

zat!

-1 6 -1 6
a C
-1 6 -1 6
b d
6.7. abra

6.9.° Valaszd ki a 6.8. abran a4 < x < 2 kettés egyenldtlenség megoldashalmazat!

—4 2 —4 2
a C
—4 2 —4 2
b d
6.8. abra

> -1,
6.10.° Az alabbi intervallumok koziil melyik az { o 9 egyenl6tlenség-rendszer
x>

megoldasa:
1) (eo; —1); 2) (-1;2); 3) (2; +o0); 4 (~1; +o0)?

6.11.° Tudjuk, hogy a < b < ¢ < d. Az alabbi intervallumok koziil melyik lesz az
(&; ¢) és (b; d) intervallumok metszete:

1) (a; d); 2) (b; ¢); 3) (c; d); 4) (a; b)?

6.12.° Tudjuk, hogy m < n < k <p. Az alabbi intervallumok koziil melyik lesz az
(m; p) és (n; k) intervallumok metszete:

1) (m; n); 2) (k; p); 3) (n; k); 4) (m; p)?
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48 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

6.13.° Abrazold az alabbi egyenlStlenség-rendszerek megoldashalmazait szam-
egyenesen ¢és add meg intervallummal:

x<2, x <2, x> 2, x=>2,
) 3) 5) 7)
x<-1; x=-1; x=>-1; x<2;
x<2, x<2, x> 2, x=>2,
2) 4) 6) 8)
x>-1; x<-1; x<-1; x < 2!
6.14.° Oldd meg a kovetkezo egyenlétlenség-rendszereket:
x—-4<0, x—-2<1+3x,
1) 6)
2x > —6; Bx—-T<x+9;
x—2>3, 3x-6<x-1,
2) 7)
-3x <-12; 11x+13<x+3;
*H6>2 5x+14>18—x,
3) 1« 8)
Z<2; Lx+1<3x-2;
4 6x+3>0, 9) 4x+19<5x -1,
T—-4x <7, 10x < 3x + 21!
10x-123,
5)
7T-3x>22x-3;
6.15.° Oldd meg a kovetkez6 egyenlétlenség-rendszereket:
) —4x<-12, 5 2-3x<4x-12,
x+2>6; 7T+3x>2x+10;
=
) 8—x>5, 5 x+328,
x—-T<2; xTH < 6;
) 3x -3 <bx, 6 bx—-2>2x+1,
Tx-10 < 5x; 2x +3<33-3x!
6.16.° Hatarozd meg az alabbi kett6s egyenldtlenségek megoldashalmazat:
1)-3<x-4<7, 3) 0,8<6-2x<1,4;
2) -2,4<3x+0,6<3; 4)4<§—2<5!
6.17.° Oldd meg az alabbi kettds egyenldtlenségeket:
1) 2<x+10<14; 3) -1,8<1-Tx <36;
2) 10 <4x—2 < 18; 1< o1 5
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 49

-2x>-15,
6.18.° Hany egész megoldasa van a {3 10 egyenldtlenség-rendszernek?
x> -

x+82>4,

egyenl6tlenség-rendszer egész megoldasai-

6.19.° Hatarozd meg az
5x+1<9.

nak Osszegét!
6.20.° Hany egész megoldasa van a —3 < 7X =5 <16 egyenldtlenségnek?

x+8217,
6.21.° Hatarozd meg az 1 x 45 egyenlbtlenség-rendszer legkisebb egész
— > y
megoldasat!
, 2x+1< -4, B ) )
6.22.° Hatarozd meg a egyenlétlenség-rendszer legnagyobb egész
3x-6<-12
megoldasat!

6.23." Oldd meg az alabbi egyenldtlenség-rendszereket:
8(2-x)-2x >3,
—-3(6x—1)—x < 2x;

x+1 2x+3

>1,

6(2x 1)<5(x 4)-T;
2(x- 3)<3x+4(x+1),
(x—3)(x+3)<(x—4) -
2(x+11)>23(6-x),
(x-3)(x+6)=(x+5)(x—4);

3)

4)

Bbx+4<2x-8,
(x+2)(x-1)=>(x+3)(x—2);

x+2 x+1

6)

7)
(x 6)(x+2)+4x<(x ) (x+7);

6x+1 5x 1
> -1,

8)

x+1 x+1
5) 3’
(x+5)(x 3)+41>(x 6)

2(x+8) 3(x+2)<5 x!
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50 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

6.24." Hatarozd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenség-rendszerek megoldashalmazat:
2x-3 4x-9

Dy 5 6
5(x-1)+7(x+2)>3;
x+1_x+2 < x+12

2) 2 3 6
0,3x-19<1,7x -5;

3 {(x —6)’ <(x—2)> -8,
3(2x-1)-8<34-3(5x-9);
3x—2_4x+1<1,

44 3 4
(x-1D(x-2)>(x+4)(x-T)!

>1,

’

6.25." Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenség-rendszerek egész megoldasait:

x_x<1
){2x—1<1,7—x, 2 3 4 7
_9>x4_8:
3x-22x-8 2x—§>10!

6.26." Hany egész megoldasa van az alabbi egyenldtlenség-rendszereknek:
x+1 x-2

{4x+3>6x—7, T3 T e

<2,

2)
3(x+8)=24(8—x); 2x -5

3
6.27." Hatarozd meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat:

1) V6x -9 ++2x —5; 3) V2x —4 +1-x;

1 5
2) N3x 45 — ——; 4) V12 -3x — !
\15 - 5x x—4

6.28." A valtozo mely értékeire értelmezhetdk az alabbi kifejezések:

1 1
1) V8 —x + ——; 2) VTx—-35 + ?
) 24/x ) x* —5x

6.29. Oldd meg a kovetkezo egyenldtlenségeket:

>-3?

1) -8<2275 4 2) —4<1-"T‘2<—3!
6.30." Oldd meg a kdvetkez6 egyenlétlenségeket:
1) 2<%t 4 2)1,2< 3% <1 41
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 51

6.31." Oldd meg az alabbi egyenldtlenség-rendszereket:

x <4, 0,4 -8x>3,6,
1) x> 2, 3) 1,6x—-2<4,
x < 3,6; 4,1x+10<1,6x +5!
2x-6<8,
2) J4-4x <10,
8x-9>3;

6.32." Oldd meg az alabbi egyenldtlenség-rendszereket:

-x <2, 3x-1<2x+2,
1){2x>7, 2) 12x+1>8-5x,
x <-4 5x-25<0!

6.33." Egy haromszog egyik oldala 4 cm, a masik két oldal 6sszege pedig 8 cm.
Mekkora a harmadik oldal, ha mindegyik oldal mérészama természetes szam?

6.34.” Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) (x—38) (x + 4) < 0; 4) 356y,
x-9
. 2x -1

2) (x+ 1) (2x—T7) > 0; 5) <0;
x+2

3 X80, 6) 24>
x-1 x—-6

6.35.” Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:
5x -6

1) (14-7x) (X + 3) > 0; 3) > 0;
x+9
2) X8 o gy 2rlcp)
3x-12 x-10
6.36. Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) | x-2]<3,6; 4)|7-3x|>1;
2)|2x+3|<5; 5) |x+3|+2x>6;
3)|x+3]>9; 6)|Xx—4]-6x<15!
637.” Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) |x-6]>24; 3| X+5]-3x>4;
2) | 5x+8|<2; 4) | x-1]+x<3!
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52 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

6.38." Az a mely értékeire lesz legalabb egy megoldasa az alabbi egyenl6tlenség-

rendszereknek:
x=3, x <3,
1y 2)
x < a; x=a?
6.39.” Az a mely értékeire nem lesz megoldasa az alabbi egyenl6tlenség-rendsze-
reknek:
x >4, x <1,
1) 2)
x<a; x=>a?
. . s x>-1, . ,
6.40." Az a mely értékeire lesz az alabbi intervallum az < egyenlGtlenség-
xza
rendszer megoldésa:
1) (=15 +oo); 2) [1; +eo)?
6.41." Oldd meg az a lehetséges értékeire az alabbi egyenlbtlenséget:
x <2,
x<al
6.42." Oldd meg az a lehetséges értékeire az alabbi egyenlGtlenséget:
x < -3,
x > al

x=27
6.43." Az a mely értékére lesz az { - egyenlotlenség-rendszernek pontosan
x<a

4 egész megoldasa?

X Z

x <5,
6.44." Az a mely értékére lesz az { >b egyenldtlenség-rendszernek pontosan

3 egész megoldasa?

x>0, .
6.45." Az a mely értékére lesz az { egyenldtlenség-rendszer legkisebb egész
x>a

megoldasa 9?

x<b,
6.46." A b mely értékére lesz az { 9 egyenldtlenség-rendszernek legnagyobb
x<-—

egész megoldasa —6?

6.47." Az a mely értékeire lesznek az x> — 2ax + a2 — 4 = 0 egyenlet gyokei 5-nél
kisebbek?

6.48." Az a mely értékeire lesznek az X2 — (4a — 2)x + 3a> 4a + 1 = 0 egyenlet
gyokei a [-2; 8]intervallum elemei?
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6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek 53

6.49." Az a mely értékeire lesz a 3x* — (2a + 5)x + 2 + a — a> = 0 egyenlet egyik
gyoke kisebb, mint —2, a masik pedig nagyobb, mint 3?

I ISMETLO GYAKORLATOK

6.50. Oldd meg az alabbi egyenleteket:
2
x 3x+4 5 8
1 = ; 2 -—=3!
)x2—16 x* 16 )x—3 x
6.51. Egyszerusitsd a kdvetkezo szamkifejezéseket:
1) 0,524 —4/40 /150 + /54 +/1000;
2) V/8b +0,3 /506 — 3/2b;
3) 1,5+/72 —1/216 - 0,6 /450 + 0,5 /96!
6.52. Fejezd ki az X valtozot az alabbi egyenldségekbdl a tobbi valtozon keresztiil:
Hox-T-2 i 1.1,
n m X n
6.53. Tudjuk, hogy a paros szam, b pedig paratlan és a > b. Az alabbi kifejezések
koziil melyik értéke lehet egész szam:

b

)
a

b

a a a b
1) —+ 2) ———; 3) —; 4) =?
) b ) b a ) b ) a

6.54. Mennyi s6 van 40 kg 9%-os s6oldatban?
6.55. Az érc 8% ont tartalmaz. Mennyi ércbdl lehet 72 kg ont kinyerni?

IE N N

6.56. Hany szazalékos a s6oldat, ha 350 g oldatban 21 g s6 van?
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54 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

TUDASPROBA
1. TESZTFELADAT

1. Hasonlitsd 0ssze az a és b szdmot, haa — b =-3,6!
A)a>b;
B)a<b;
C)a=bh;
D) nem lehet 6sszehasonlitani.

2. Adott, hogy m > n. Az alabbi allitadsok koziil, melyik hibas?

Aym-2>n-2;
B) 2m > 2n;
Om+2>n+2;
D) -2m>-2n.
3. Becsiild meg az a oldalhosszisagl egyenld oldalu haromszog P keriiletét, ha
0,8 <a<1,2!

A)1,6 cm<P<24cm;
B)2,4cm<P<3,6cm;
C)3,2cm<P<48cm;
D)12ecm<P<1,8cm.

4. Becsiild meg az xy szorzatot, ha 2 <x <3 és 1 <y <4!
A) 4 <xy<8g;
B)3<xy<7;
O)2<xy<12;
D)6 <xy<14.

5. Becsiild meg az ly+2kifejezés értékét, ha —18 <y < 12!
6
A) —3<%y+2<4;
1
B) —1<Ey+2<4;
1
O) —1<Ey+2<2;

D) —3<%y+2<2.

6. Advavan: a>0¢ésb> 0. Az alabbi egyenldtlenségek koziil melyik teljesiilhet?
A)az<b C)a-b<0;

B)%>L D) a’b® > 0.
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Tudasproba. 1. tesztfeladat 55

7. Az alabbi egyenlotlenségek koziil melyik megoldashalmaza a valds szamok

halmaza?
A) 2x > -2; C) 0x > -2;
B) 2x>0; D) 0x> 0.
8. Azalabbi egyenlétlenségek koziil melyik megoldashalmaza a (3; +oo) interval-
lum?
A) x>38; C)x>3;
B) x<38; D) x<3.

9. Oldd megaz X< 1 egyenldtlenséget!
4 5

A) x> 3; C) x< f;
5 5
B) x> i; D) x< L
20 20
10. Oldd meg a —3x +8 > 5 egyenlGdtlenséget!
A) x<1; C) x<-1;
B) x>1; D) x>-1.
B 3x-5 8-x ., , . , .
11. Hatdrozd meg a > egyenl6tlenség legkisebb egész megoldasat!
A)2; O 4
B) 3; D) nem lehet meghatarozni.

12. Mennyi a 14 —3x kifejezés értelmezési tartomanyahoz tartozo természetes

szamok szorzata?

A) 4; O) 18;
B) 10; D) 24.
13. Az alabbi egyenldtlenség-rendszerek koziil melyiknek nincs megoldasa?
>- >-
A) {x 3, 0 {x 3,
x< -2 x<-3;
B) {x > -3, D) {x >-2,
x> -2 x<-3.
14. Add meg az x-1>2x-3, egyenlétlenség-rendszer megoldashalmazat!
4x+5>x+17
A) I; C) (=0 4);
B) (2; +e0); D) (2; 4).

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



56 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

8—-Tx>3x-2,

egyenldtlenség-rendszer
-2(8x-2,6)<-2(-2,6)

15. Melyik abra szemlélteti a {

megoldashalmazat?
A) )
0 1 1
B) D)
0 0 1
x-2 S X- 3 x-1
16. Hany egész megoldasa van az *- 3 4 g ° egyenl6tlenség-rend-
1-0,5x>x—-4?
szernek?
A) 3; O)5;
B) 4; D) 6.
17. Oldd meg a —3 < 122% _ 9 . 1 egyenlétlenséget!
A) (=3;7); 0) (-7;-3);
B) (-7 3); D) (3; 7).
18. Az a mely értékeire nincs megoldasa a 2x*> + 6x + a = 0 egyenletnek?
A)a<4,5; C)a>-4,5;
B)a>4,5; D)a<-4,5.
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Az 1. paragrafus 6sszefoglalasa 57

Szamok dsszehasonlitasa
Az a szam nagyobb a b szamnal, ha az a — b kiilonbség pozitiv.
Az a szam kisebb a b szamnal, ha az a — b kiilonbség negativ.
Az egyenlotlenségek tulajdonsagai
Haa>bés b > c, akkor a> c.
Ha a > b és c tetsz6leges szam, akkora + ¢ >b +c.
Ha a > b és ¢ tetszdleges pozitiv szam, akkor ac > bc.

Ha a > b és ¢ tetsz6leges negativ szam, akkor ac < bc.

Ha a > b és ab > 0, akkor l<l.
a

Egyenlétlenségek osszeadasa és szorzasa

Haa>bésc>d, akkora+c>b+d.
Haa>b,c>désa,b, ¢, d pozitiv szimok, akkor ac > bd.

Egyismeretlenes egyenlétlenségek megoldasa

Az egyismeretlenes egyenl6tlenség megoldasa az ismeretlen azon értéke,
melyre az egyenlétlenség teljesiil.

Egyenértékii, ekvivalens egyenlotlenségek

Ekvivalens egyenl6tlenségek azok az egyenlétlenségek, melyeknek egyen-
16ek a megoldashalmazaik.

Az egyismeretlenes egyenlétlenségek megoldasanak szabalyai (ekvivalens
atalakitasok)

e Ha az egyenldtlenség egyik oldalarol atvisziink egy tagok a masik oldalra
ugy, hogy megvaltoztatjuk az eldjelét, akkor ekvivalens egyenlStlenséget
kapunk.

e Ha az egyenlétlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk)
ugyanazzal a pozitiv szammal, akkor ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk.

e Ha az egyenlétlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk)
ugyanazzal a negativ szammal és megvaltoztatjuk az iranyat, akkor ekvivalens
egyenlétlenséget kapunk.
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58 1. §. EGYENLOTLENSEGEK

Az egyismeretlenes egyenlétlenség-rendszer megoldasa

Az egyismeretlenes egyenldtlenség-rendszer megoldasa az ismeretlen 6sszes
olyan értéke, melyre mindegyik egyenldtlenség igaz.

Megoldani az egyenl6tlenség-rendszert annyit jelent, mint meghatarozni az
Osszes megoldast vagy igazolni, hogy nincs megoldas.

Szamintervallumok
Egyenl6tlenség Intervallum Abrazolas
X>a (a; +o0) _(C
a
x<a (—o0; @) l,
a
x>a [a; +e0) —:a

(—oo; a] l»

K

N

S}
S}

a<x<b a b
a<x<bhb (a; b) %
. I
a<x<b (a; b] a b
. N .
asx<b [a; b) a b
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MASODFOKU FUGGVENY

. Ebben a paragrafusban megismételjiik és kibévitjik a fliggvényekrél tanultakat.

. Megtanuljuk, hogyan kell az y = f(x) figgvény grafikonja segitségével abrazolni az
y =kfx), y =fx) + b,y = f{x + a) fliggvényeket.

«  Megtudjatok, melyik fliggvényt nevezziik masodfokinak, mi a grafikonja, milyen
tulajdonséagai vannak.

. Megtanuljuk alkalmazni a masodfoku fliggvények tulajdonsagait.

- Kibévitjiik a kétismeretlenes egyenletrendszerekrdl tanultakat, megoldasi maédjaikat,
Ujabb tapasztalatokra tesztek szert az egyenletrendszerek megoldasaban.

A fuggvényekrol tanultak ismétlése,
bovitése

A mindennapi életben gyakran megfigyelhetjiik, hogy az egyik mennyiség
(a fiiggetlen valtozo) valtozasa milyen valtozast eredményez a masik mennyiség
valtozasaban (fliggd valtozo). Ezen folyamatok megfigyelése eredményezte mate-
matikai modelljiik megalkotasat. Az egyik ilyen modell a fiiggvény.

Ezzel a fogalommal mar a 7. osztalyban talalkoztatok. Ismételjiik meg, és
pontositsuk az eddig ismert tulajdonsagaikat.

Jeloljiik a fiiggetlen valtozo értékeinek halmazat X-szel, a fliggd valtozo érté-
keinek halmazat pedig Y-nal. A fiiggvény az a hozzarendelési szabaly, amely
a fiiggetlen valtozé minden értékéhez az X halmazbdl megfeleltet egyetlen
értéket a fiiggo valtozo értékeinek Y halmazabél.

Altalaban a fliggetlen valtozot x-szel, a fliggd valtozot y-nal, magat a fiigg-
vényt pedig f-fel jeldljiik. Azt mondjuk, hogy az y valtozé az x fiiggvénye.
frasban ezt igy jeloljik: y = £'(x).

A fliggetlen valtozot argumentumnak is nevezziik.

Az argumentum Osszes értékeinek halmazat a fiiggvény értelmezési tartoma-

nyanak nevezziik és D (f)-fel vagy D (y)-nal jeldljik.

Tehat az y = — filiggvény értelmezési tartomanya a (0; +oo) intervallum,

Jx

vagyis D (y) = (0; +o0).
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60 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

A fiiggvény egyértelmii hozzarendelés, tehat az X argumentum minden értéké-
hez csak egy fliggd y érték tartozik. A fiiggd valtozo értékét a fiiggvény helyette-
sitési értékének nevezzik és f(X)-szel jeloljiik. A fiiggd valtozo dsszes értékének
halmaza a fiiggvény értékkészlete. Jelolése E (f) vagy E (). Igy az y= Jx fligg-
vény értékkészlete [0; +oo) intervallum, tehat £ (v) = [0; +o0).

Egy fiiggvény akkor van megadva, ha adott az értelmezési tartomanya és a
hozzarendelési szabaly.

A fiiggvényt az alabbi médokon lehet megadni:
o szodvegesen;

o képlettel;
« ¢értéktablazattal,;
o grafikusan.

Leggyakrabban a figgvényt képlettel adjuk meg. Ezt a megadasi modot expli-
cit megadasi modnak nevezziikk. Abban az esetben, ha nincs megadva az értelme-
z¢€si tartomany, akkor a fiiggvény értelmezési tartomanya a képletben szerepld

1
Vx -1

kifejezés értelme-

kifejezés értelmezési tartomanya. Példaul, ha a fliggvény az f (x) = kép-

lettel van megadva, akkor az értelmezési tartomanyt az

1
Vx -1

z¢si tartomanya adja, vagyis ez az (1; +oo) intervallum.

Az alabbi tablazat a 7.-8. osztalyban tanult fliggvényeket foglalja dssze.

., Ertelmezési f,
Fiiggvény tartomany Ertékkészlet Grafikon
Ha k # 0, akkor
(—o0; +o0); ha k= 0, akkor
y=kx+b (—o0; +00) az értelmezési tartomany | Egyenes
egyetlen szambol, a b-bél
all
k (005 0) és (0; +o0) (=0; 0) és (0; +o0)
V= x intervallumokbol intervallumokbol allé Hiperbola
k%0 4116 halmaz halmaz
y=Xx (—o0; +00) [0; +00) Parabola
A parabola
y=+x [0; +00) [0; +00) i
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*~

© 00 N O 0o A W N PP

. Mi a fliggvény?

. Mit jelent az az llitas, hogy az y valtozé az x valtozé fliggvénye?
. Mi a fliggvény argumentuma?

. Mi a fliggveny értelmezési tartomanya?

. Mi a figgvény helyettesitési értéke?

. Mi a fliggveny értékkészlete?

. Mikor van egy fliggvény megadva?

. Milyen megadasi mddja van egy fliggvénynek?

. Mit tekintlink az explicit megadasu fiiggvény értelmezési tartomanyanak, ha az nincs
megadva?

I GYAKORLATOK

7.1.° Egy fliggvény az f(x) = —2x*> + 5x képlettel van megadva.
1) Szamitsd ki: £(1); £(0); f(%); f(=5)!

2) Hatarozd meg az argumentum azon értékét, melyre a fliggvényérték:
0;2;-3!
3) Igaz-e, hogy: f(-1)=7;f(4)=-12!
7.2.° Egy fiiggvény az f'(x) = 3X — 2 képlettel van megadva.
1) Szamitsd ki a fliggvény helyettesitési értékét: £(3); £ (0); £(-0,2); £(1,6)!
2) Hatarozd meg X azon értékét, melyre: f'(x) = 10; £ (x) =—6; f (x) = 0!
7.3.° Minden 10-nél nagyobb, de 20-nal kisebb természetes szamhoz hozzarendelték

az 5-tel vald osztasi maradékat.
1) Milyen médon van megadva ez a fliiggvény?

2) Mi a fuggvény értékkészlete?
3) Add meg ezt a fiiggvényt értéktablazattal!
7.4.° Adott az y = 0,4x — 2 fiiggvény. Toltsd ki az alabbi tablazatot!

X 2 -2,5

Y -2 0,8

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



62 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

oAY
9
N
| \[ /4
/ \
/31 5o 2 4| 5 |x
1
N
2
™~
7.1. abra

16 . .
7.5.° Adott az y= —— filiggvény. Toltsd ki az alabbi tablazatot!
x

X 2 0,4
y 0,8 -32

7.6.° A 7.1. abran a [-4; 5] intervallumon értelmezett y = f'(x) figgvény grafikonja
lathato. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1) f(-3.5 1 (2.5 (1) £ (2);
2) az X azon értékét, melyre f'(X) = -2,5; f (X) = -2; f(X) = 0; f (X) = 2;
3) a fliiggvény értékkészletét!

7.7.° A 7.2. abran a [4; 4] intervallumon értelmezett y = f{x) fiiggvény grafikonja
lathato. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
D f(4): f ;1 (1); f(2.5);
2) az X azon értékeét, melyre f'(X) = —1; f(X) = 0; £ (X) = 2;
3) a fiiggvény értékkészletét!

Ay

@w

™~
=
|~

|
=~

|

|

|
=t
(=)
]Y

[uiry

7.2. 4bra

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



7. Afliggvényekrdl tanultak ismétlése, bovitése 63

7.8.° Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

1
1) f(x)=7x-15; 5 _ :
)X ) 1) =—
2) f ()= —s 6) £ (x) = 10
x+5 22—
3) ) = 2210, 7)f()_6x+11,
—-2x
4) f(x)="x-9; 8) f(x)=vx+6+a4—x

7.9.° Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

D f =22 4) f()=x -1+ _3;
2) f(x)_ 16 5) f(x)=vx—-5+5—-x;
3) f(x):fx—”; 6) f(x) = Ja +1!
x"—-6x+8
7.10.° Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket:
D f(X) =-2x+3; 3)fx)=3;
2) f(x)= —ix; 4) f(x)=-2

7.11.° Abréazold a kovetkezé fiiggvényeket:

l)f(x):4—lx; 2)f(x)=§'
3 X

7.12.° Abrazolas nélkiil hatarozd meg az alabbi fiiggvények grafikonjainak és
koordinata-tengelyeknek a metszéspontjait:

1)f(x)=1x—7; 3)g(X)=9-x;

2) f(x )_20+45x

7.13.° Abréazolas nélkiil hatarozd meg az alabbi fiiggvények grafikonjainak és
koordinata-tengelyeknek a metszéspontjait:

4)j(x) =x*+2x-3!

—2,
x2+2

1) (X)=9-10x; DpX)=4C+x-3; 3) s(x)—

3x-1, ha x<-1,
7.14." Adott az F(x)=1x’—5, ha -l<x<4- fiiggvény.
11, ha x>4

Szamitsd ki: 1) £(=3); 2) £(=1); 3) £(2); 4) £(6,4)!
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64 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

6, ha x<-3,
7.15." Abrazold az f(x)=4x% ha -8<x<1, figgvényt!

x, ha x=>1

4
T ha x < _29

x
7.16." Abrazold az f(x)={-x, ha -2<x<0, fliggvényt!
Jx, ha x>0

7.17." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

D) (o) =x-2+ 22 3) f(x) =N+ 8+
x-5 x“ -9
2 __x 4 :\/x74+ 4x -3 !
) f(x) -7 ) f(x) Jeiz 2 Txr6
7.18." Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:
D )=V d+—s 2) F0) =B x4+t
x+1 x" —8x
7.19." Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értékkészletét:
D f@)=vx-1 3)f (%) =-T; 5) f(x) =V—=";
2)f(X)=5-x% DHFX) =]x|+2; 6) f(x)=vx-2++2-x!
7.20." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értékkészletét:
Df(x) =% +3; 2) f(x)=6-x; 3) f(x)=vx-Jx!

7.21." Adj meg képlettel egy olyan fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya:
1) a valés szamok halmaza, kivéve az 1-ct és a 2-t;
2) 5-nél nem kisebb szamok halmaza;
3) 10-nél nem nagyobb szamok halmaza, kivéve a —1-et;

4) a—4 egyelemi halmaz!
7.22." Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat, és abrazold
a grafikonjukat:
?-16 12x - 72 ’-9
Di@="—"2 D i@w=-5— D i@=5—
X+ x” —6x x° -

7.23."Hatérozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat, majd abrazold
Oket:

2 3
1) f(x)=%; 2) £ )=
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I ISMETLO GYAKORLATOK

7.24. Bontsd els6fokt tényezdok szorzatara az aldbbi masodfoku polinomokat:

)x2—x-12; 3)6x* + 11x—2;
2) =X + 2X + 35; 4) 2,2 136!
3
7.25. Szamitsd ki az alabbi kifejezések értékét:
-2 b5
1) (10°)*-10°; 3 83,
>
3.53 3. 002
2) 25 55 : 4) 0.125°-32°
5 0,57

7.26. Két szekrény ara azonos volt. Az egyik szekrény arat elobb 20%-kal emel-
ték, majd 10%-kal leszallitottak. A masik szekrény arat éppen forditva, el6bb
10%-kal leszallitottdk, majd 20%-kal emelték. Melyik szekrény lett dragabb?

7.27. Az A és B varosok tavolsaga 120 km. Az A varosbol elindult egy teherauto.
2 ora mulva egy vasuti atjaronal 6 percet kellett varakoznia. Ahhoz, hogy a
tervezett idoben megérkezzen B varosba, 12 km/h-val ndvelte a sebességét.
Mekkora sebességgel haladt a teheraut6 a varakozas utan?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

7.28. Egy természetes n szamnak pontosan 100 osztoja van (beleszamitva az 1-et
€s az n-t is). Hatarozd meg az osztok szorzatat!

A fuggvény fogalmanak fejlodési torténetébdl g‘:&}

A fliggvény azon meghatarozasa, amelyet a mostani matematikai ismereteid
alapjan hasznalsz nem olyan régi, a XIX. szazad els6 felében jelent meg. Tobb
mint 200 éven at formalodott hires matematikusok tobb nemzedékének szenve-
délyes vitajaban.

Mennyiségek kozotti Osszefiiggéseket mar az Okorban is vizsgaltak. Ezek
eredményeképpen fogalmaztak meg néhany sikidom teriiletképletét és egyes tes-
tek térfogatképletét. Az dkori babiloniaiak, gérogok és arabok csillagaszati tabla-
zatait a tablazattal megadott fiiggvények elddeinek tekinthetjiik.
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Pierre de Fermat René DescartesTt
(1601-1665) (1596-1650)

Viszont csak a X VII. szazad els6 felében Pierre de Fermat és René Descartes
felfedezése, a koordinatarendszer nyitott utat a fliggvény fogalmanak megha-
tarozasahoz. Munkaikban azt vizsgaltak, hogyan valtozik a pont ordinataja, ha
valtoztatjuk az abszcisszajat.

Fontos szerepet jatszottak a fiiggvény fo-
galmanak pontos meghatarozasaban a hires
angol matematikus, Isaac Newton munkai.
A fiiggvényen 6 olyan mennyiséget értett,
amely az id6 mulasaval valtozik.

A fiiggvény szakkifejezést (latin eredeti,
functio, jelentése: eljaras, végrehajtas) elo-
szor Gottfried Wilhelm Leibniz német mate-
matikus hasznalta. O és tanitvanya, a svajci
Johann Bernoulli a fiiggvényen azt a képle-
tet értették, amely Osszekototte a két valtozo
mennyiséget, a fiiggvényt azonossa tették
egyik megadasi modjaval.

A fiiggvény fogalom tovabbi fejlédését
sokban eldsegitette Leonhard Euler és Jean

Isaac Newton
(1643-1727)

le Rond d’Alamber tobbéves vitdja a foga-
lom lényegérdl. A polémia a fogalom egy
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altalanosabb definicidjat eredményezte mint két valtozo mennyiség dsszefiig-
gését, ami szervesen nem kot6dott a megadasi modhoz.

Gottfried Wilhelm Leibniz Johann Bernoulli
(1646-1716) (1667-1748)

Leonhard Euler Jean le Rond d’Alambert
(1707-1783) (1717-1783)
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A XIX. szazad 30-as éveiben Euler elméletét tobb hires tudos is tovabbfejlesz-
tette: Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz matematikus, Peter Gustav Lejeu-
ne-Dirichlet német matematikus. Pontosan ekkor jelent meg az a meghatarozas,
hogy az y mennyiség az X valtozé mennyiség fiiggvénye, ha minden X értéknek
pontosan egy y érték felel meg.

Nyikolaj lvanovics Lobacsevszkij Peter Gustav Lejeune-Dirichlet
(1792-1856) (1805-1859)

Ezzel a meghatarozassal még most is talalkozhatunk néhany tankdnyvben.
Ugyanakkor korszerlibb értelmezés az, hogy « fiiggvény az a szabaly, amellyel
a fiiggetlen valtozo minden értékéhez meghatarozhato a fiiggo valtozo egyetlen
értéke.

Amikor a XIX.-XX. szazad forduldjan megalkottak a halmazelméletet, nyil-
vanvalo lett, hogy a fiiggvény értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete nem fel-
tétleniil csak szamokkal adhaté meg, ezért a fliggvényen azt a leképezést kezdték
érteni, amely az X halmaz miden eleméhez hozzarendeli az Y halmaz egyetlen
elemeét.

Fuggvénytulajdonsagok

Gyakran egy objektumot az abrazolésa alapjan, fénykép, rontgenfelvétel, rajz,
stb. tudunk elemezni.

A fiiggvény ,,abrazolasa” lehet a fliggvény grafikonja. Megmutatjuk, hogyan
lehet a grafikonrdl leolvasni a fliggvény néhany tulajdonsagat.
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YA

RY

8.1. dbra

A 8.1. abran az y = f{x) fiiggvény grafikonja lathato.

Ertelmezési tartomanya [—4; 7] intervallum, értékkészlete [-4; 4] intervallum.

Az x=-3,x=1¢és x =75 helyeken a fiiggvényérték nulla.

Meghatdarozas. Az argumentum azon értékét, amelynél a fiiggvényérték
nulla, a fiiggvény zérushelyének nevezziik.

fgy a3, 1 és 5 szamok az adott fiiggvény zérushelyei.

Megjegyezziik, hogy a [-4; —3) és (1; 5) intervallumon a fiiggvény gra-
fikonja az abszcisszatengely felett, mig a (-3; 1) és (5; 7] intervallumon az
abszcisszatengely alatt helyezkedik el. Ez azt jelenti, hogy a [-4; —3) és (1; 5)
intervallumon a fiiggvény értéke pozitiv szam, a (=3; 1) és (5; 7] intervallumon
pedig negativ.

A megnevezett intervallumokon a fliggvényértékek eldjele nem viltozik, a
fiiggvény eldjeltarto.

Meghatarozas. Azt az intervallumot, amelyen a fiiggvényérték eldjele
nem valtozik, allandé eldjelii intervallumnak nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy az adott fiiggvény a (0; 5) intervallumon nem &llando
elgjeld.

Meg kell jegyezni, hogy abban az esetben, ha azokat az intervallumokat vizs-
galjuk, ahol a fliggvény allandd eldjelii, akkor a leghosszabb ilyen intervallu-
mot kell meghatarozni. Példaul a 8.1. abran lathatd f fiiggvény allando eldjelii a
(=2; —1) intervallumon is, viszont a valaszban a (-3; 1) intervallumot kell megad-
ni, aminek részhalmaza a (—2; —1) intervallum.

Ha —4-t61 haladunk az abszcisszatengely mentén —1-ig, akkor észrevehetjiik,
hogy a fliggvény grafikonja ,,lefelé halad”, vagyis a fliggvényértékek csokkennek.
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70 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

Ugy szoktunk fogalmazni, hogy a [-4; —1] intervallumon a fiiggvény csikkend.
Ha az x-et—1-td] 3-ig noveljiik, akkor a fiiggvény grafikonja ,,felfelé tart”, azaz a
fliggvényértékek novekednek. Ebben az esetben tigy fogalmazunk, hogy a [-1; 3]
intervallumon a fiiggvény ndvekvo.

Meghatdrozas. Az f fiiggvény novekvé egy adott intervallumon, ha
barmely, az adott intervallumhoz tartozo X, és X, esetében X, > X, argumentum
értékekre igaz az f'(X,) > f(X,) egyenlétlenség.

Meghatarozas. Az f fiiggvény csokkend egy adott intervallumon, ha
barmely, az adott intervallumhoz tartozé X, és X, esetében X, > X, argumentum
értékekre igaz az f(X,) <f(X,) egyenlétlenség.

Gyakran hasznaljuk az alabbi meghatarozast is.

Meghatarozas. A fiiggvény novekvo egy adott intervallumon, ha bar-
mely, az adott intervallumhoz tartozé argumentum értékekre teljesiil, hogy
nagyobb argumentumhoz nagyobb fiiggvényérték tartozik.

Meghatarozas. A fiiggvény csokkené egy adott intervallumon, ha bar-
mely, az adott intervallumhoz tartozé argumentum értékekre teljesiil, hogy
nagyobb argumentumnak kisebb fiiggvényérték felel meg.

Ha egy fliggvény egész értelmezési tartomanyan nd, akkor a fiiggvényt novek-
vonek nevezziik. Ha egy fliggvény egész értelmezési tartomanyan csékken, akkor
a fiiggvényt csokkenének nevezzik.

A 8.2. dbran példaul az y = \/; fiiggvény grafikonja lathat6. Ez a fiiggvény
novekvo. A 8.3. abran az y =—x csokkend fliggvény grafikonja lathatd. A 8.1. abra
grafikonja se nem csokkend, se nem névekvo.

yA Y

y=z

]y
o
Y
]Y

8.2. dbra 8.3. abra
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1. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az y = x? fiiggvény a (—o0; 0] intervallumon
csokkend!

Megoldas. Legyen X, és X,a (—oo; 0] intervallum két tetszéleges eleme
és X, > X,. Igazoljuk, hogy X,*< X,%, vagyis nagyobb argumentumnak kisebb fiigg-
vényérték felel meg.

Mivel X, > Xx,, ezért —X, < —X,. Az utols6 egyenlétlenség mindkét oldala nem
negativ, ezért (—X,%) < (-X,?), tehat X,2< x,2. €

Eben az esetben gy is fogalmazhatunk, hogy az y = x? fliggvény a (—o0; 0]
intervallumban csékkend. Hasonld modon igazolhat6, hogy az y = x? fiiggvény a
[0; +o0) intervallumban novekvo.

A fiiggvény novekedésének és csokkenésének intervalluma az a legb&vebb
halmaz, melyre a meghatarozas igaz.

2. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az £ (x) = 1 fiiggvény a (—oo; 0) és a (0; +o0)
X
intervallumon is csokkend!
Megoldas. Legyen X, és X,a (0; +o) intervallum két tetsz6leges eleme és

X,> X,. Az egyenl6tlenségek tulajdonsagai alapjan 1 < i, Tehat, az adott fliigg-
Xy X

vény a (0; +oo) intervallumon csdkkend.

Hasonloan igazolhato, hogy az f (x) fliggvény csokkend a (—oo; 0) intervallu-
mon. «

Viszont nem allithatjuk, hogy f (x) = 1 fiiggvény csokkend az egész értelme-
X

z¢€si tartomanyan. Valoban, mert példaul, ha x, = -2, X, = 3, akkor az x,> X, egyen-
16tlenségbdl nem kovetkezik, hogy 1 < i.

X. X.

2 1

3. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az f (x) = kx + b fliggvény novekvd, ha
k > 0 és cs6kkend, ha k < 0!
Megoldas. Legyen X, és X, a két tetszéleges argumentum és X,> X,.
gy
S (%) —f (X)) = (kxy + b) — (kx, + b) = kx, — kx; = k (X, — X,).

Mivel X, > X,, ezért X, — X> 0.
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Tehat, ha k£ > 0, akkor & (X, — X,) > 0, vagyis f (X,) > f (X,). Azaz, ha k > 0,
akkor az adott fiiggvény ndvekvo.

Ha k£ <0, akkor k (X, — x,) <0, vagyis f(X,) <f(X,). Tehat, ha k£ <0, akkor az
adott fliggvény csokkend. <«

‘P

. Mit neveziink a fliggvény zérushelyének?

. Mit értlink azon az intervallumon, ahol a fliggvény allandé el6jel(i?

. Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény az adott intervallumon névekvg?
. Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény az adott intervallumon csokkend?
. Mikor ndvekvé a flggvény?

. Mikor csokkend a fiiggvény?

o A WN B

I GYAKORLATOK

8.1.° A 8.4. abran egy, a valos szamok halmazan értelmezett y = f{x) fliggvény
grafikonja lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1) a zérushelyeket;
2) mely argumentumokra pozitiv a fiiggvényérték;
3) mely intervallumokon névekvd, és mely intervallumokon csdkkend az adott
fliggvény!

YA YA

Do

N
uiy
~—_

\

\

\ 1 7/ 0
\

]Y
™~
Ui

=3\ | 12 | /1|0 1 | 4

-

8.4. dbra 8.5. dbra

8.2.° A 8.5. abran egy, a valos szamok halmazan értelmezett y = f(x) fiiggvény
grafikonja lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1) a zérushelyeket;
2) mely argumentumokra negativ a fliggvényérték;
3) mely intervallumokon ndvekvd, é€s mely intervallumokon csokkend az adott
fliggvény!
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8. Fliggvénytulajdonséagok 73

8.3.° A 8.6. abran a [—1; 4] intervallumon értelmezett fiiggvény grafikonja lathato.
Hatarozd meg a grafikon alapjan:

1) a zérushelyeket;
2) mely X értékekre negativ a fliggvényérték;
3) mely intervallumokon névekvd, és mely intervallumokon csokkend az adott

figgvény!
| yh ]
| |
\ L
YA o
5 -5 -10[ 12 |x
- N\ \ |
. \ /
[ \ /
=1 X
L0 2 4 \ /
l / \ [/
8.6. abra 8.7. abra

8.4.° A 8.7. abran egy, a valos szamok halmazan értelmezett y = f{x) fliggvény
grafikonja lathat6. Az aldbbi allitasok kozil melyik igaz:
1) a fiiggvény a (—oo0; —9] intervallumon csokkend;
2) f(x) <0,ha-5 <x< 1;
3) a fiiggvény a [-2; +0) intervallumon névekvo;
4) f(x) =0,hax=-5¢é hax=1;
5) a fliggvény az értelmezési tartomanyanak X = -2 helyen veszi fel a legkisebb
értékét?
8.5.° A 8.8. abran a valds szamok intervallumon értelmezett
v = f{x) fiiggvény grafikonja lathato. Hatarozd meg a
grafikon alapjan:
1) a zérushelyeket; /1 \
2) az X azon értékeit, melyre y < 0;
3) hol csokkend a fiiggvény; f \
4) a fliggvény értékkészletét!

YA

=)
(=3
]Y
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74 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

8.6.° Az alabbi fliiggvények koziil melyik novekvo, és melyik csokkend:

1)y =9x—4; 3)y=12-3x S)y:%x;
2)y =-4x + 10; 4)y=-X; 6)y=1-0,3x?
8.7.° Hatarozd meg az alabbi fliggvények zérushelyeit:
2
D00 =0.2x+3; 4) h(x)= 2225
x+3
2)g(X)=35-2x—Xx3 5) f(X) =x*—4x;
3) p(x)=+x+3; 6) f(X)=x*+ 1!
8.8.° Hatarozd meg az alabbi fliggvények zérushelyeit:
D7) =2 +12 HfX)=-5;
2)f(X) = 6X + 5 + I; 5) 7 (x) = 2022,
x+1
3) f(x)=Vvx* —4; 6)f(X)=x*—x!
8.9.° Hatarozd meg, mely intervallumokon allando6 eldjeliiek (elojeltartoak) az
alabbi fiiggvények:
1)y=5x-15; Ny=x2-2x+1;
2)y=—Tx - 28; 4yy =9
3-x
8.10.° Hatarozd meg, mely intervallumokon el6jeltartdak az alabbi fiiggvények:
1)y=—4x+8; 2y=—x-1; 3)y =x+2!

8.11." Rajzolj egy olyan valds szdmok halmazan értelmezett fiiggvényt, melynek
az alabbi szamok a zérushelyei:

1)-2¢és5; 2)-4,-1,0¢és 4!

8.12." Rajzold le egy olyan fliggvény grafikonjat, melynek az értelmezési tartoma-
nya [-5; 5] intervallum, zérushelyei pedig —3, 0 és 3!

8.13." Abrazolj egy, a [-4; 3] intervallumon értelmezett fiiggvényt, amely:

1) a [-4; —1] intervallumon névekvé és a [-1; 3] intervallumon pedig csokke-
no;

2) a [-4; 2] és a [0; 3] intervallumokon csokkend és a [-2; 0] intervallumon
pedig ndvekva!

8.14." Abrazolj egy, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvényt, amely
(—o0; 1] és [4; +o0) intervallumon ndvekvé és az [1; 4] intervallumon csékkend!
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8. Fliggvénytulajdonséagok 75

2x+8, ha x<-2,
8.15." Abrazold az f(x)=4x% ha -2<x<2, fiiggvényt!
-2x+8,.  ha x=>2
Hatarozd meg a rajz alapjan a fiiggvény zérushelyeit, allapitsd meg, hol névekvo
és hol csokkend, illetve hol allandé eldjelii a fiiggvény!

ha x < _1’

-

8.16." Abrazold az fx)=1%, ha -1<x<1, fiiggvényt!

Rk AR 8[|~

=
&
®
\Y%
[y

Hatarozd meg a rajz alapjan a fiiggvény zérushelyeit, allapitsd meg, hol névekvo
és hol csokkend, illetve hol allandé eldjeli a fiiggvény!

8.17." Az a mely értékeire lesz az y = x2 + (2a — 1) x + @® + a fuggvénynek két
zérushelye?

8.18." Az a mely értékeire nincs az y = x> + 6x + a fliggvénynek zérushelye?

8.19." Melyik az a legnagyobb egész értéke n-nek, melyre az y = (8 — 3n)x — 7
fiiggvény novekvo?

8.20." Az m mely értékeire lesz az y = mx — m — 3 + 2X fliggvény csokkend?

8.21." Az y = f{x) fiiggvény csokkend. Novekvik vagy csokkendk az alabbi fiigg-
vények (indokold meg a valaszodat):

1)y =37 (x); 2)y = %f (x0); 3)y =~ (x)?

8.22." Az y = f(x) fiiggvény valamely intervallumon novekvd. Novekvok vagy
csokkendk az alabbi fiiggvények az adott intervallumon (indokold meg a
valaszodat):

1)y :%f(x); 2)y = -2f(x)?

8.23.” Bizonyitsd be, hogy:

lazy= & fliggvény a (3; +oo) intervallumon novekvo;

2) az y = X> —4x + 3 fiiggvény a (—oo; 2] intervallumon csokkend!
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76 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

8.24.” Bizonyitsd be, hogy:
7

X+
2) az y = 6x — x* figgvény a (—o0; 3] intervallumon novekvo!

azy= fliggvény a (—5; +oo) intervallumon csdkkend;

. k .
8.25.” Bizonyitsd be, hogy azy = — fiiggvény a (—o0; 0) és a (0; +oo) intervallumon
X
is csOkkend, ha k£ > 0, és névekvd, ha k < 0!

8.26." Az a mely értékeire lesz az f(x) = (a — 1)x* + 2ax + 6 — a fuggvénynek egy
zérushelye?

8.27." Abrazold az [a; 2], a < 2 intervallumon értelmezett f{x) = x> fiiggvényt!
Hatarozd meg a fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét minden a értékre!

I ISMETLO GYAKORLATOK

8.28. Egyszerisitsd az alabbi torteket:

x*+x-6 m® —16m + 63
) ———; ) ———
Tx+21 m” -81
2
2y7162’ 4) 3a +a;2!
8+Ty—-y 4-9a
8.29. Végezd el a kijeldlt szorzasokat:
1) (VI1 +6) (+I1 - V6 ); 3) (VB3
2) (V32 -5) (V32 +5); 4) (V10 +8)"!

8.30. Két kiilonbdz6 markologép 8 ora alatt asott ki egy godrot. Az elsé marko-
16gép egyediil 4-szer gyorsabban kotorna ki egy ilyen godrdt, mint a masik
markologép. Hany ora alatt as ki kiilon-kiilon egy ilyen godrot egyediil mindkét
markologép?

= 8.31. 200 g 12%-o0s sooldathoz hozziadtak 20 gramm sét. Hany szézalékos
lett igy az oldat?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



9. Hogyan kell &brézolni az y = kf{(x) fiiggvény grafikonjat... 77

Hogyan kell abrazolni az y = kf(x)
fuggvény grafikonjat az y = f(x)
fuggvény grafikonjabol
A 8. osztalyban mar megismerkedtetek az v
y=x*fliggvénnyel és a grafikonjaval, amit parabo-
lanak neveziink (9.1. abra).

Most megmutatjuk, hogyan kapjuk meg az
y=ax?, a# 0 fuggvény grafikonjat az y = x* fligg-

vény grafikonjabol.
Abrazoljuk, példaul, az y = 2x* fiiggvényt! 0 g
Készitsiink értéktablazatot az y = x> és az
y = 2x* figgvényekhez! Valasszunk azonos argu-
mentumokat! 9.1. 4bra
X 3 |25(=2|-1,5|(-1|-05|0] 05 |1|L5]|2|25]|3

y=x2 916254 |225(1/025|0|025|1|225|4[625]|9

y=2x> | 181258 | 45 |2 |05 0|05 |2]|45|8]|125]|18

Ez a tablazat arra enged kovetkeztetni, hogy az y = x* figgvény minden (X;
V) pontjanak az y = 2x* fliggvény grafikonjanak egyetlen (X,; 2y,) koordinatajua
pontja felel meg. Az y = 2x* fiiggvény minden (X;; y,) pontjanak pedig az y = x*

fliggvény grafikonjanak egyetlen (xl; y—lj koordinataju pontja felel meg. Tehat
2

az y = 2x? fluggvény grafikonjanak valamennyi pontjat megkaphatjuk ugy, ha az
y = x* figgvény minden pontjat kicseréljiik ugyanolyan abszcisszaju, de kétszer
akkora ordinataju pontra (9.2. abra).

Az y = x? fliggvény grafikonja alapjan abrazoljuk az y = lxz figgvényt.
2
Erthetd, hogy azy = 1 x? fliggvény grafikonjanak minden pontjat megkaphat-
2

juk, ha azy =x? fiiggvény minden pontjat kicseréljiik ugyanolyan abszcisszajt, de
fele akkora ordinataji pontra (9.3. abra).

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3MilleHHs nigpyvHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



78 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

y“y::z_xz y:x2

1
= S

1
I ES

Y

o 1 x

RrY

0 1

9.2. abra 9.3. abra

A felhozott példak azt mutatjak, hogy az y = f(x) fiiggvény grafikonja segitsé-
gével abrazolni lehet az y = kf'(X), k > 0 fiiggvény grafikonjat.

Az y = kf (X) fiiggvény grafikonjat, ahol k > 0 megkapjuk, ha az y = f ()
fiiggvény minden pontjanak az ordinatajat k-szorosara noveljiik.

A 9.4. és 9.5. abrak azt szemléltetik, hogyan alkalmazhatd ez a szabaly az

p=Lyx ¢sy=23 figgvények grafikonjanak abrazolasanal.
3 x

Yy
+ N y:%
yA
of 1 u=1l|x
[ X
/—\[w = N
T~ \
sy \
0| 1 £ |
9.4, dbra 9.5. dbra
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Ugy fogalmazhatunk, hogy az y = kf (X) fliggvény grafikonjat megkapjuk az
y = f(X) figgvény grafikonjabol k-szoros nyijtassal az y tengely mentén

1
(az X tengelytdl), ha k£ > 1, és ;-szoros zsugoritassal az y tengely mentén

(az X tengelyhez), ha 0 <k < 1.

Tehatazy = 3

X

szoros nyujtasaval kapjuk meg az y tengely mentén, az y — E\E fiiggvény grafikon-
3

fliggvény grafikonjat az y = L fiiggvény grafikonjanak harom-
X

ja pedig az y = Jx fiiggvény grafikonjanak haromszoros zsugoritasa az y tengely
mentén.

Vizsgaljuk meg az y = X* és y = —x* fiiggvényeket! Az y = x* fliggvény minden
(Xo; yo)pontjanak az y = —x? fiiggvény grafikonjanak egyetlen (X,; —,) koordinataju
pontja felel meg. Az y = —x? fiiggvény minden (X;; y,) pontjanak pedig az y = X*
fliggvény grafikonjanak egyetlen (X;; —y,) koordinataju pontja. Tehat az y = —x*
fiiggvény grafikonjat ugy kaphatjuk meg, hogy az y = x* fiiggvény grafikonjanak
minden pontjdhoz hozzarendeliink egy vele azonos abszcisszaju, de ellentétes or-
dinataju pontot (tiikrozziik az abszcissza tengelyre) (9.6. abra).

YA YA

|

-]

/
[ly]= ¥
/

/

-
-

S
—
Ry
N
S
e
Ry

1]
y|= [gx
Z

9.6. abra 9.7. abra

Most mar konnyen belathatd, hogy az y = kf (X), k < 0 fiiggvény grafikonja
ugyanolyan, mint az y = kf (X), k > 0 fliggvényé.
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80 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

Példaul a 9.7. abran lathatd, hogyan kell az y = x* fiiggvény grafikonja alapjan
abrazolni az y= 7% x? fliggvényt.

A 9.8. 4bra azt szemlélteti, hogyan kell az y = x fiiggvény grafikonja alapjan
abrazolni az y = _% x ésy=—-2x fiiggvényt.

ya
[T —
¢ —LW//
L~
1
I
o x
T
y TBY*
N
=
Y+ 424 x ~
9.8. dbra

Figyeljik meg, hogyha k # 0, akkor az y = f (X) és y = kf (X) fiiggvények
zérushelyei azonosak. Tehat, ezek a fiiggvények ugyanazon a helyen metszik az
abszcisszatengelyt. Ezt szemlélteti a 9.9. abra.

ya y=1(x)

(=)
Ry

9.9. abra
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=-3x2 y=—1,6x2
9.10. abra

e h [ JuE T T,
\ L 1] ¥ ax
\ \ \\ \\ I’ /l // /
N\ Wl y|= 0,1«
AN \ / /
\\ \\ /i Avd
\ /, //
N A -
L~ \\ x
/ /| \ N,
yAVA//RR\TRNAN
/ ImE\ \ 2
[1 1 1\ y=-01x
A NN
L PN N Y,
/ []1] A i
[ 1y E fx
y

A 9.10. abran lathatjuk az y = ax? fliggvény grafikonjat kiillonboz6 a értékekre.
Ezeknek a fiiggvényeknek a grafikonjat az y = x* fiiggvény grafikonjaval egyiitt-

parabolanak nevezziik.

Ha a > 0, akkor a parabola szdrai felfelé mutatnak, ha a < 0, akkor pedig lefelé.
Gyakran az y = ax? fiiggvény kifejezés helyett az y = ax® parabola kifejezést

hasznaljuk.
Az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze az y = ax?, a # 0 fiiggvény tulajdonsa-
gait.

Tulajdonsag a>0 a<o
Ertelmezési tartomany (—o0; +00) (—o0; +00)
Ertékkészlet [0; +00) (~o0; 0]
Zgrushely x=0 x=0

{ RTTRT y>0a (-0, 0)és y<0a(—o0;0)és
Allando elgjelil (0; +o0) (0 +o0)
Novekvo [0; +00) (—o0; 0]
Csokkend (~00; 0] [0; +00)
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~
[EnY

. Hogyan kaphatjuk meg az y = kf(x), k # 0 fuggvény grafikonjat az y = f(x) fliggvény
grafikonjabol?

.Miazy = ax?, a # 0 figgvény grafikonja?

. Melyik pont az y = ax? parabola cslcsa?

. Merre mutatnak a parabola szarai, ha a > 0? és ha a < 0?
.Miazy = ax?, a # 0 fliggvény értelmezési tartomanya?

.Miazy = ax? a # 0 figgvény értékkészlete?

~N o 0o~ WN

. Melyik intervallumon névekvé, és melyiken csdkkend az y = ax?, a # 0 figgvény, ha
a>0?éshaa<0?

I GYAKORLATOK

9.1.° Illeszkednek-e az alabbi pontok az y = —25x? fiiggvény grafikonjara:

1) 4 (2; ~100); 3) c(_i; _1}
2) B (-2; 100); 4) D (-1; 25)?

9.2.° Melyik siknegyedekben van az y = ax?, a # 0 fliggvény grafikonja, ha a > 0?
éshaa<0?

9.3.° Allapitsd meg rajz készitése nélkiil az y = 3x2 fiiggvény grafikonja és az
alabbi egyenesek metszéspontjat:

1) y = 300; 3)y =-150x;
2) y = 42x; 4)y=6—-3x!
9.4.° Allapitsd meg rajz nélkiil az alabbi fiiggvények grafikonjainak metszés-
pontjat:
1 5, 1 5,
l)yzgx ésy=3; 2)y:Ex ésy=x+4!

9.5.° Az a mely értékénél illeszkedik az A(a; 16) pont az y = 4x* fiiggvény gra-
fikonjara?

9.6.° Az b mely értékénél illeszkedik a B(-2; b) pont az y = —0,2x* fiiggvény gra-
fikonjara?

9.7.° Az M(3; —6) pont illeszkedik az y = ax? fiiggvény grafikonjara. Hatarozd
meg a értékét!

9.8.° A K(-5; 10) pont illeszkedik az y = ax® fliggvény grafikonjara. Hatarozd
meg a értékét!
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9.9.° A 9.11. abran az y = ax? fiiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg a értékét!

YA

\ /

\ / -4 -1°7 1 4 o
9 0 & x
Z i ¥
1

N / . /’ \
-4 -2 |0l 1 2] 4 |x
a b

9.11. dbra

9.10." A9.12. abran az y = ax? fuiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg a értékét!

|y | ]

O\ s
y =
KY

L
-
,
N
N
|
=
S
7

o
=)
DN

RY

9.12. dbra

9.11." A 9.13. abran az y = f (X) fiiggvény grafikonja lathat6. Rajzold le az alabbi
fiiggvények grafikonjait:

)y = % 7 (x); 2)y=—f(); 3)y =21 (%)!

9.12." A 9.14. ébran az y = g(X) fiiggvény grafikonja lathatd. Rajzold le az alabbi
fliggvények grafikonjait:

1
Dy =

=580 Dy:—%guﬂ
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) [

w

|~
B
[

(=

2 _ 1\o| /1 X
1 lo(1 4 | x
1, * / \|/ \
[12 T
9.13. 4bra 9.14. 4bra

9.13." Rajzold le az y = x* fiiggvény grafikonjat! Abrazold az elkészitett rajz alapjan
az alabbi fiiggvényeket:

1y =3% 2)y=—xl
4

9.14." Rajzold le az y = /x fiiggvény grafikonjat! Abrazold az elkészitett rajz alap-
jén az alabbi fiiggvényeket:

D)y =4x; 2)y=—x!
9.15." Igazold, hogy az y = ax?, a > 0 fliggvény a (—o0; 0] intervallumon csokkend,
a [0; +oo) intervallumon pedig ndvekva!

9.16." Igazold, hogy az y = ax* a <0 fiiggvény a (—oo; 0] intervallumon novekvo,
a [0; +oo) intervallumon pedig csokkend!

x%, ha 1rx<-2,

-2x, ha -2<x<2, fuggveényt!

-x% ha x>2

9.17." Abrazold az y —

Hatarozd meg a rajz alapjan, hol ndvekvd és hol csokkend ez a fiiggvény!
-2, ha x<-1,

-2x?, ha -1<x<0, figgvényt!

2x*, ha x>0

9.18." Abrazold az y —

Hatarozd meg a rajz alapjan, hol ndvekvd és hol csokkend ez a fiiggvény!
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I ISMETLO GYAKORLATOK

9.19. Igazold az alabbi azonossagot:

m-n m n? 1 n-m
2 - 7 |* 3 7T = !
m°+mn mn+n m® —mn m+n n

9.20. Egyszeriisitsd az alabbi kifejezéseket:

4
1) J(@a-by, ha b>g; 3) _Vm-%

m? —10m + 25’

2
2) Je? +6¢+9, ha ¢c>-3; 4) ﬂ, ha x<1!
Vi -1)°

9.21. 45 t rakomany elszallitasat meghatarozott teherbirasu teherautora tervezték.
A teherautd meghibasoddsa miatt azonban egy olyan jarmii szallitotta el a ra-
komanyt, melynek a teherbirasa 2 t-val kevesebb. Igy viszont a teherauténak a
tervezetnél 6-tal tobbszor kellett fordulnia. Hatarozd meg annak a teherauténak
a teherbirasat, amely elvégezte a munkat!

9.22. Az alébbi kifejezések az X mely értékénél veszik fel legkisebb értékiiket és
mekkora ez az érték:

1) (X—6) + 3; 3) X2 + 2X — 6;
2) (X + 4)* - 5; 4) %> — 10X + 182

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

9.23. A kocka egyik lapjat 10 masodperc alatt lehet kiszinezni. Legkevesebb milyen
id6 alatt szinez ki 6 ember 101 kockat (egy kockat egyszerre két ember nem
festhet?)

Hogyan kell abrazolni az y = f(x) + b
és az y = f(x + a) fuggvény grafikonjat
az y = f{x) fuggvény grafikonjaboél?
Megmutatjuk, hogy az y = x* + 2 fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk az y = x*
fliggvény grafikonjabol.

Készitsiink értéktablazatot mind a két fliggvényhez azonos argumentum érté-
kekre!
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X 3(-25(2|-15|-1|-05]0]05 (1| 1,5 |2] 25 |3
y=Xx 916254225 1025/0]025(1|225|416,25|9
y=x2+2 118256425 |3 |225|2(225|3|425|68.25|11

A tablazat azt szemlélteti, hogy az y = x* fliggvény minden (X,; y,)pontjanak
az y = x* + 2 fiiggvény grafikonjanak egyetlen (X,; v, + 2) koordinataju pontja
felel meg. Az y = x> + 2 figgvény minden (X,; y,) pontjanak pedig az y = x* fiigg-
vény grafikonjanak egyetlen (X;; ¥, —2) koordinataji pontja felel meg. Tehat, az
y =x*+ 2 figgvény grafikonjanak minden pontjat megkaphatjuk, ha az y = x*
fliggvény valamennyi pontjat kicseréljiik ugyanolyan abszcisszaju, de kettdvel na-
gyobb ordinataju pontra (10.1. abra).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy azy = x? + 2 fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk
az y = x* fuggvény grafikonjabol parhuzamos eltolassal' az y tengely mentén
2 egységgel felfelé.

\\ yh Il | A |
o=z ] N =l
\ \[\ [l
\ \ /
\ III \ \ ,I
\ / \ [\ /1]
\ / N /
\ /| . | .-
\ \[|O]| L x
\NA/ Y|/
1 Yy =|x
L . y|=|x%|— 4
0] 1 X
10.1. 4bra 10.2. 4bra

Hasonloképpen, az y = x* — 4 fliggvény grafikonjat megkaphatjuk az y = x?
fliggvény grafikonjabol parhuzamos eltolassal az y tengely mentén 4 egységgel
lefelé (10.2. abra).

Ezek a példak az mutatjak, hogy az y = f(x) + b fliggvény grafikonja megkap-
haté az y = f(x) fiiggvény grafikonjabol.

Az y =f(x) + b megkaphato az y = f(x) fiiggvény grafikonjabol parhuzamos
eltoldssal az y tengely mentén b egységgel felfelé, ha b > 0 és lefelé, ha b < 0.

I A késébbiekben a mértanorakon részletesebben is tanuljatok majd a parhuzamos
eltolast.
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A 10.3. és a 10.4. abra azt szemlélteti, hogyan alkalmazhato ez a transzforma-

cibaz y=+Jx+3 ésy= 1 1 fliggvények abrazolasanal.
y y ggveny
X

Yl
YA — | — +
y=lx 3 _— 1 YT X
— »-
0| 1 X
|
——T [ :%—1
. 1 ypyx
I
of 1 X
10.3. 4bra 10.4. dbra

Vilagos, hogy a parhuzamos eltolas esetében az eredetivel egybevago alakza-
tot kapunk. Példaul az y = x> + 2 és az y = x> — 4 fiiggvények grafikonjai azonosak
az y = X* figgvény grafikonjaval. Ezért az y = X2 + 2 és az y = X* — 4 fiiggvények
grafikonjai is parabolak.

Megmutatjuk, hogyan kaphatjuk meg az y = (X + 2)? fliggvény grafikonjat az
y =X figgvény grafikonjabol.

Vegyiik az (X,; y,) pontot, amely illeszkedik az y = x* figgvény grafikonjara,
tehat x,2 = y,. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben az (X, — 2; y,) koordina-
taju pont illeszkedik az y = (x + 2)* fiiggvény grafikonjara. Hatarozzuk meg
ennek a fliggvénynek a helyettesitési értékét az x, — 2 helyen! Azt kapjuk, hogy
(X — 2) + 2)* = X2 = y,. Tehat az y = x* fiiggvény minden (X,; y,)pontjanak az
y = (X + 2)* figgvény grafikonjanak egyetlen (x,— 2; y,) koordinataju pontja felel
meg. Hasonloképpen igazolhato, hogy az y = (x + 2)* fiiggvény minden (X,; y,)
pontjanak az y = x* fiiggvény grafikonjanak egyetlen (X, + 2; y,) koordinataju
pontja felel meg.

Ezért az y = (X + 2)? figgvény grafikonjanak minden pontjat megkaphatjuk, ha
az y = x* fiiggvény grafikonjanak minden pontjat kicseréljitk ugyanolyan ordinata-
ju, de kettével kisebb abszcisszaju pontra (10.5. abra).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy az y = (x + 2)? fiiggvény grafikonjat megkaphat-
juk az y = x? fliggvény grafikonjabdl parhuzamos eltolassal az X tengely mentén
2 egységgel balra.

Megmutatjuk, hogyan kaphatjuk meg az y = (X — 2)* fiiggvény grafikonjat az
y = X? fuggvény grafikonjabol. Kénnyen belathat6 (6nalldan ellenérizd le), hogy
az y = X* fiiggvény minden (X,; y,) pontjanak az y = (X — 2)* fiiggvény grafikonja-
nak egyetlen (X, + 2; y,) koordinataju pontja felel meg, és az y = (x — 2)? fiiggvény
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yh |

\ yh ]

|1
I
—
T ——
|t
| "
T—
T ——

I ———

S I
—
L —
\\\
\\\

]
—
-—
T—
[

\CAL L \NRAViIRY
0 0] 1
10.5. abra 10.6. abra

]Y

rY

minden (X;; y;) pontjanak az y = x> fiiggvény grafikonjanak egyetlen (X, — 2; y,)
koordinataja pontja felel meg. Tehat, az y = (x — 2)? fliggvény grafikonjat meg-
kaphatjuk az y = x* fliggvény grafikonjabol parhuzamos eltolassal az x tengely
mentén 2 egységgel jobbra (10.6. abra).

Ezek a példak az mutatjak, hogy az y = f(x + a) fliggvény grafikonja megkap-
hat6 az y = f(X) fliggvény grafikonjabol.

Azy =f (X + a) megkaphato az y = f (x) fiiggvény grafikonjabol parhuzamos
eltoldssal az x tengely mentén a egységgel balra, ha a > 0 és jobbra, ha a < 0.

A 10.7. és 10.8. abra azt szemlélteti, hogyan alkalmazhat6 ez a transzformacio

azy=+Jx+3 ¢és y= % fiiggvények abrazolasanal.
x—

Yy
y“ Uy = %
ysxiF3d | | 1
— | _ =7 1 X
=1 L~ SV
0] 1 % L
< X
10.7. dbra 10.8. abra
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Megjegyezziik, hogy az y = (X + 2)* és y = (X — 2)* fliggvények grafikonjai is
parabolak.

1. PELDA Abrazold azy = (x — 1)? + 3 fiiggvényt!

Megoldas. 1) Abrazoljuk az y = x? fiiggvény grafikonjat.

2) Azy=x*fliggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az X tengely mentén
1 egységgel jobbra. Igy megkapjuk az y = (x — 1)? fiiggvény grafikonjat
(10.9. abra).

3) Az y = (x — 1)? fiiggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az y tengely
mentén 3 egységgel felfelé. Igy megkapjuk az y = (x — 1)* + 3 fiiggvény
grafikonjat (10.9. abra).

Az abrazolas algoritmusat az alabbi séma szemlélteti:

1 egységgel 3 egyscggel
jobbra felfelé
y=x —> y=(x=1y —— y=(-1y+3 |«

v [ \ \ v [
. [ ]I/ \} \ ;l

|1
| "

\
\
\

\
\
\

—

—

ol (1 x
—
~

n
L

2
T~~~

e WE N\
N N AT
\\[T1/ NN V/A
= x* 1 \\/ \1// -
| Sy T+ (& T 1) NS ol 1] Tx
o] 1 x = %(x +13)t -1
10.9. 4bra 10.10. abra

2. PELDA Abrizold az y %(x +3)? 1 fiiggvényt!

Megoldas. 1) Abrazoljuk az y = lx2 fiiggvény grafikonjat (10.10. abra).
2
2)Azy= lx2 figgvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az X tengely mentén
2

3 egységgel balra. gy megkapjuk az y = 1 (x +3)* fliggvény grafikonjat
2
(10.10. abra).
3)Azy= 1 (x +3)? fuggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az y tengely
2

mentén 1 egységgel lefelé. gy megkapjuk a keresett fliggvény grafikonjat
(10.10. abra).
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Az ébrazolas algoritmusat az alabbi séma szemlélteti:

3 egységgel 1 egységgel
1, balra _1 2 lefelé _1 3 _1
y=5% - y—z(X+3) Y 2(x+ )

Az attekintett transzformacidk alapjan megallapithatjuk, hogy az
V= 1 (x +3)* -1 fiiggvény grafikonja megegyezik azy = le fliggvény grafikon-
2 2

jéval és a csucsa a (-3; —1) koordinatji pont. «
Ebbdl a példabol kdnnyen megérthetd az az algoritmus, ahogyan az y = kf' (X +
+a) + b fliggvényt abrazoljuk, és tobbek kozott az y = k(x + a)> + b fiiggvényt is.
Az y =K(X +a)* + b, k £ 0 fiiggvény grafikonja parabola, mégpedig olyan,
mint az y = kx? fiiggvényé, a csiicsa pedig a (—a; b) koordinataji pont.

3. PELDA Abrazoljuk az y = —2x>— 20x — 47 fiiggvényt!
Megoldas. Végezziink algebrai atalakitast: y = -2x*— 20X — 47 = -2x>-
—-20Xx—50+3=-2(x+5)y+3.

A kapott képlet az y = kf (x + &) + b alakban adja meg az adott hozzarendelési
szabalyt, ahol f(X) =X k=-2,a=5,b=3.
Az abrazolas algoritmusa:

5 egységgel 3 egységgel
balra felfelé
y=2¢ —» y=2(X+5P ——> y=-2(XX+57+3

Az abrazolandé grafikon az y = —2x? parabola, melynek csucsa a (=5; 3) koor-
dinataja pont (10.11. bra). «

YA

y=r20(¢ H5)P+ 3

Uiy
=]

RY

— —
— —
T T——
foT L
”/”

|
/
/
/

T

| \
| |
y=-2(x+ 5)

10.11. abra
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-~
[EnY

. Hogyan kaphatjuk meg az y = f{x) + b fliggvény grafikonjat az y = f(x) fliggvény
grafikonjabol?

2. Miazy = x* + b flggvény grafikonja?

. Melyek az y = x? + b parabola csucsanak a koordinatai?

. Hogyan kaphatjuk meg az y = f{x + a) figgvény grafikonjat az y = f{x) fliggvény
grafikonjabol?

.Miazy = (x + a)* figgvény grafikonja?

. Melyek az y = (x + a)? parabola csucsanak a koordinatai?

.Miazy = k(x + a)*> + b, k # 0 fliggvény grafikonja?

. Melyek az y = k(x + a)* + b parabola cslcsanak a koordinatai?

W

0 N O O

I GYAKORLATOK

10.1.° Melyik fiiggvény grafikonjat kapjuk meg, ha az y = x* fliggvény grafikonjat
parhuzamosan eltoljuk:
1) az y tengely mentén 6 egységgel felfelé;
2) az X tengely mentén 9 egységgel jobbra;
3) az y tengely mentén 12 egységgel lefelé;
4) az X tengely mentén 7 egységgel balra;
5) az X tengely mentén 2 egységgel jobbra és 3 egységgel lefelé az y tengely
mentén;
6) az x tengely mentén 1 egységgel balra és 1 egységgel felfelé az y tengely
mentén?
10.2.° Az alabbi fiiggvények koziil melyik fliggvény grafikonjat kapjuk meg az
y = x? figgvény grafikonjanak parhuzamos eltolasaval az x tengely mentén
4 egységgel jobbra:
Dy=x*+4; )y=x>—-4; y=x+4)% 4)y=x-4*
10.3.° Az alabbi fliggvények koziil melyik fliggvény grafikonjat kapjuk meg az
y = x* figgvény grafikonjanak parhuzamos eltolasaval az y tengely mentén
5 egységgel felfelé:

Dy=x+5; 2)y=x-5; )y=(x+57  dy=(x-52
10.4.° Melyek az alabbi fiiggvények csticsainak koordinatai:
Dy=x2+8; 5)y=x-4)7+3;
2)y=x>-8; 6)y=(X+4)+3;
3)y=(x+8); Ny=x=47-3;
4)y=(x—8)% ) y=x+4)y2-3?
10.5.° Melyik siknegyedhez tartoznak az alabbi parabolak csucspontjai:
1)y =(x+10)*-16; y=x+157%+4;
2)y=(x-11)*+15; 4)yy=x-11*-9?
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92 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

10.6.° Milyen transzformacioval kaphatjuk meg az y= 3 fliggvény grafikonjabol
X
azy = 5 fuggvény grafikonjat:
x-8

1) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 8 egységgel felfelé;
2) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 8 egységgel lefel¢;

3) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén § egységgel jobbra;
4) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 8 egységgel balra?

10.7.° Milyen transzformacidval kaphatjuk meg az y= J/x, fiiggvény grafikonjabol

az y = +x + 3 fliggvény grafikonjat:

1) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 3 egységgel felfelé;
2) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 3 egységgel lefelé;

3) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 3 egységgel jobbra;
4) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 3 egységgel balra?\

10.8." A 10.12. abran az y = f{x) fiiggvény grafikonja lathat6. Abrazold az aldbbi

fiiggvényeket:

Dy=/(x)-2; 3y =1x=3) 5)y =~

y=/)+4 4y = x+1); 6)y=3-/(X)
7} yA | 177

4 |

[N

~—
Uiy

\
\
\
0

> 1 -
1 x - of 1] [x
\ / 0] 12 [x

a b c
10.12. 4bra

10.9.” A 10.13. 4bran az y = f{x) fiiggvény
grafikonja lathat6. Abrézold az alabbi || yaA
fiiggvényeket: —— N
Dy=f()+5; 4y =/(x-2) -
2)y=f(x)-3; 5)y=~(X); 0] 1'x
3)y=fx+1); 6)y=—-()-1! 10.13. 4bra
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10.10." Abrazold az y = x? fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
kovetkezo fiiggvényeket:
Dy=x-3; 3)y= (=5 5y=Kx-1¢+2;
2)y=x>+4; 4)y=(x+2)% 6)y=(x+3)-2!

10.11." Abrazold az y = —x? fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
kovetkezo fiiggvényeket:
Dy==x+1; 3)y=—(x-2)% 5y=—-(x+1y-1;
2)y=-X-2; 4)y=—(x+4); 6)y=—(x-3)7+4!

10.12." Abrazold az y = _8 fliggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a

X
kovetkezo fiiggvényeket:

Dy =-245 )y -2 3y =——2 a1
x x—2 x+4
. 2 ( . .
10.13." Abrazold az y = — fliggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
x
kovetkezo fiiggvényeket:
ny =2y 2y =2 3)y=—2_+6l
x x+1 x—-3

10.14." Abrazold az y = Jx fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
kovetkezo fiiggvényeket:

Dy =+vx—4 2)y =Jx—4; 3)y=+vx-1+3!

10.15. Abrazold az y = (x + 5)> — 9 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fiiggvény zérushelyeit;
2) azon argumentumértékeket, melyek helyén a fiiggvényérték pozitiv;
3) melyik intervallumon névekvo, és melyik intervallumon csdkkeno a fiigg-
vény;
4) a fiiggvény értékkészletét!
10.16." Abrazold az y = (x — 4)* + 4 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fiiggvény zérushelyeit;
2) azon argumentumértékeket, melyek helyén a fliggvényérték negativ;
3) melyik intervallumon névekvod, és melyik intervallumon csdkkend a fiigg-
vény;
4) a fiiggvény értékkészletét!
10.17." Add meg a 10.14. abran lathato fiiggvényt az y = ax? + n alaka képlettel!
10.18." Add meg a 10.15. abran lathat6 fliggvényt az y = ax? + n alakt képlettel!

10.19." Add meg a 10.16. abran lathat6 figgvényt az y = a(x + m)? alaku képlettel!
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YA

L

[
/

o
-

S n—dq:

9 ]

]Y

[y
—
—
T
"
-

b
10.14. abra

ya

ya

-

]Y

ey —
]
Ry
T~
—
|~

tad

T~
|t

b
10.15. abra
YA YA
\ / JAVRLRE
\ / [ 1\

iy

]Y
‘N-
‘\
—
——-———- g

b
10.16. abra
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10.20." Add meg a 10.17. abran lathat6 fliggvényt az y = a(x + m)? alak képlettel!

-
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=
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10.17. abra

10.21." Add meg a 10.18. abran lathat6 fliiggvényt az y = a(x + m)?> + n alaku
képlettel!
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\
\
\

™~~~
|~
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o \\\
T

> 1% ! - \( )4
\ / otz | |\ [x LN
[ \ -
L4 | \ o1 3 X
a b c

10.18. 4bra

10.22." Add meg a 10.19. abran lathato fiiggvényt az y = a(x + m)* + n alaka

képlettel!
10.23.°01dd meg grafikusan az alabbi egyenleteket:
) (x-1) = 2; 2) 1-x% =x -1!
X

10.24." Oldd meg grafikusan a 3. Jx+2 egyenletet!
x
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96 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

YA YA

 E—
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Uiy

fo]
L—
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Uiy

10.19. abra

10.25." A 10.20. abran két parhuzamos m és n egyenes lathatd. Az n egyenes az
vy = f{x) figgvény grafikonja. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz:
1) az m egyenes az y = f{x) + b fiiggvény grafikonja;
2) az m egyenes az y = f(x — a) fliggvény grafikonja?

10.20. 4bra

10.26.” Add meg az alabbi fliggvények hozzarendelési szabalyait y = a(x —
—m)? + n alakban, majd abrazold 6ket az y = ax? fiiggvény grafikonjanak
transzformalasaval:

1) y=x2—4x+6;
2)y =—X*+ 6X—6;
3)y=2x—4x+5;
4)y =0,2x> - 2x — 4!

10.27.” Add meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabalyait y = a(x —
— m)? + n alakban, majd abrazold 6ket az y = ax? fiiggvény grafikonjanak
transzformalasaval:
y=x-2x-28;
2)y=-2x*+8x—3!
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10. Hogyan kell abrézolni az y = f{x) + b és az y = f(x+a) fliggvény grafikonjat... 97

10.28.” Add meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabalyait y = +b

xX+a

alakban, majd abrazold 6ket az y = k fiiggvény grafikonjanak transzformala-
X

saval:
1)y:3x+8; 2)y:2x+14; 3)y= —2x!
x+3 x-1
10.29.” Add meg az alabbi fliggvények hozzarendelési szabalyait y = +b
x+a

alakban, majd abrazold 6ket az y = L2 fiiggvény grafikonjanak transzformala-
X
saval:

4x +14 T-x
Dy= ; 2)y=
x+1 x—

I ISMETLO GYAKORLATOK

10.30. Egyszerisitsd a kovetkezd kifejezéseket:

56a-3 a+9 8a+5b 2a-Tb
) ——+— 3 2 2,
8a 4a 5ab 2a°b
2 2
2) 5a76b+5b75c; 4) m” +4n _3m+4n!
ab be 8m'n’ 6m’°n?

10.31. Egyszersitsd az alabbi tortet:

)9+\/— 3) \/5m+ﬂ

m - 81 5m +235mn +Tn
J— 45 5) 25m +10n 3m +3n” |
\/—8+\/_ 5 m+n3

10.32. Egy kozonséges tort szamlaloja 1-gyel kisebb a nevezdjénél. Ha a tort szam-
lalojat és nevezdjét 1-gyel csokkentjiik, akkor a tort értéke L _del csokken.
12
Hatarozd meg ezt a tortet!

10.33. Bizonyitsd be, hogy pozitiv a és b értékekre igaz az a® +b® >a’b + ab®
egyenl6tlenség!

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



98 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

A masodfoku fuggvény, annak grafikonja
és tulajdonsagai

Meghatarozas: Azy=ax?+ bx + ¢ képlettel megadott fiiggvényt, ahol a,
b és c valos szam , x az argumentum, a # 0, mdsodfoku fiiggvénynek nevezziik.

A masodfoka fliggvénnyel eddigi tanulmanyaid soran mar talalkoztal.
A 8. osztalyban tanultatok az egyik részesetét, mégpedig az y = x? fliggvényt.
A korlap S teriilete fligg az r sugaratdl, melyet az S(r) = nr*> masodfoka fliggvény-
nyel adhatunk meg. Ez a fiiggvény az y = ax? fliggvényekhez tartozik, amelyeket

a 9. fejezetben targyaltunk.
2

A fizikaorakon tanultatok a b = vt - % képletet, amely a fiiggdlegesen feldo-

bott test magassagat fejezi ki a kezdeti sebesség €s az ido fiiggvényében. Ez a képlet
2

is egy masodfoku fiiggvényt add mega A (t) = vyt — % hozzarendelési szaballyal.

Megmutatjuk, hogyan lehet megkapni az y = ax? + bx + ¢ fliggvény grafikonjat
az y = ax? figgvény grafikonjabol.

Mar abrazoltatok az y = ax?> + bx + ¢ fliggvényt teljes négyzetté alakitassal
(3. példa a 10. fejezetben). Alkalmazzuk ezt az eljarast az altalanos alakra is. Azt
kapjuk, hogy

b bbb
ax’ +b3c+c:a(x2 +—x+£j:a(x2+2x-—+—2——2+£j:
2a 4a” 4a° a

a a
(( b jz dac - b* j ( b T dac - b*
=al|lx+—| + — |=alx+—| + .
2a 4a 2a 4a
. .. e 1ets . b dac-b*
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: x, = -——, y, = .
2a 4a

A bevezetett jelolésekkel az y = ax? + bx + c¢ kifejezés leirhatdé az

y =a(x —x,) 2 + y, alakban.
Igy az alabbi algoritmussal abrazolhat6 az altalanos alakban megadott masod-

foku fiiggvény:
X | egy- .
Sé|gg0e|] Vgaygy | o | egység-
jobbra vagy gel fel vagy
balra le
y=ae ——> y=a(X-X) ———> y=a(X-X)+y
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11. A masodfoku figgvény, annak grafikonja és tulajdonsagai 99

YA YA

&
(=
RY

11.1. abra 11.2. abra

A 11.1. abran lathatd, hogyan kell abrazolni a fiiggvényt, ha a > 0, x,> 0 és
15<0. A 11.2. dbran pedig az a <0, X,< 0 és y, > 0 részeset van szemléltetve.

Levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy az y = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvény
grafikonja parabola, amely megegyezik az y =ax* fiiggvény grafikonjaval, csticsa

2
pedig az (X,.y, koordinataju pont, ahol x, = —i, Vo= M.
2a 4a

A parabola szarai, ugyanugy, mint az y =ax? parabola¢, felfelé mutatnak, ha
a > 0 és lefelé mutatnak, ha a <0.

A masodfoku fiiggvény grafikonja vazlatosan abrazolhat6 a cstcsa és agai
irdnyainak alapjan. A grafikon annal pontosabb lesz, minél tobb grafikonra
illeszkedd pontot tiintetiink fel. Tehat a masodfokt fliggvényt nemcsak fiigg-
vénytranszformacios 1épésekkel lehet abrazolni, hanem az alabbi algoritmus
szerint is:

az x, = "2 képlettel meghatarozzuk a parabola csucsanak abszcisszdjat;
a
4ac-v* D . .y .
az y,= . = “ia keéplettel* meghatdrozzuk a parabola csucsanak ordi-
a a

ndtdjat, ahol D az ax* + bx + ¢ masodfokit polinom gyoke, majd koordindtarend-

szerben feltiintetjiik a parabola csucsat;

D . .
"'Az y, = — képletet nem fontos megtanulni. Elegendd meghatarozni az y = ax? +
* 4a

+ bx + ¢ fliggvény helyettesitési értékét az X, = _£ helyen.
2a
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100 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

meghatarozzuk a parabola szarainak iranyat,

meghatdrozunk még néhany olyan pontot, melyek illeszkednek a gra-
fikonra, példaul a parabola és az abszcisszatengely metszéspontjait (ha a
fiiggvénynek vannak zérushelyei), vagy a parabola és az ordinatatengely
metszéspontjanak koordinatait; feltiintetjiik ezeket a pontokat a koordinata-
rendszeren;

folytonos vonallal 6sszekotjiik a feltiintetett pontokat.

1. PELDA Abrazoljuk az f{x) = x> + 4x — 5 fiiggvényt! Olvad le a rajzrol a
fliggvény értékkészletét, mely intervallumon névekvo és melyen csékkend, melyen
alland¢ eldjellt, keresd meg a legnagyobb és a legkisebb értékét!

Megoldas. Ez egy masodfoku fiiggvény. Grafikonja olyan parabola, melynek
a szarai felfelé mutatnak.

Hatarozzuk meg a parabola csucsanak abszcisszajat €s ordinatajat.

Az abszcissza x, = —% = -2, az ordinata y, = f'(X)) = f(-2) =-9.

Tehat a (—2; —9) koordinataju pont a parabola csucsa.
Hatarozzuk meg a parabola és az abszcisszatengely metszéspontjainak koordi-
natait! Ehhez meg kell oldanunk az x*> + 4x — 5 = 0 egyenletet.
Innen X, =5 és X, = 1.
Tehat a parabola a (—5; 0) és az (1; 0) pontokban metszi az abszcisszatengelyt.
Hatarozzuk meg a parabola és az ordinata-

yh tengely metszéspontjat! Az eredmény: f{0) =-5.
1 A parabola a (0; —5) pontban metszi az ordinata-
32 12 ERIEE tengelyt. ) ’ N
Vegylik fel ezt a négy pontot koordinata-
rendszerben (11.3. abra)!
Lathatjuk, hogy célszeri kiszamolni a fligg-
5 vény helyettesitési értékeit a —1, —3 és —4 helye-
ken.
Azt kapjuk, hogy f (-3) = f (-1) = -8;
9 f(4)=-5.
A felvett pontokat folytonos vonallal kotjiik
11.3. dbra Ossze.
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11.4. dbra

Az adott fliggvény grafikonja a 11.4. abran lathato.

A fiiggvény értékkészlete az E (f) = [-9; +o0) intervallum.

A fiiggvény a [-2; +o0) intervallumom névekvd, a (—oo; —2] intervallumon
pedig csokkend.

Azt kapjuk, hogy f'(X) > 0 a (—o0;=5) és (1; +oo) intervallumokon és f(X) < 0
a (—5; 1) intervallumon.

A fiiggvény legkisebb értéke —9, legnagyobb értéket nem vesz fel. «

?

1. Mit neveziink masodfoku fliggvénynek?

2. Mi a masodfoku fuggvény grafikonja?

3. Milyen képlettel lehet kiszamitani az y = ax* + bx + ¢ parabola csucsanak
abszcisszajat?

4. Merre mutatnak az y = ax? + bx + ¢ parabola szarai az a értékétél fliggéen?

5. Mondd el, hogyan &brézoljuk a masodfoku fliggvényt!

I GYAKORLATOK

11.1.° Az alabbi fiiggvények koziil melyek masodfokaak:

1)y = 4% + 3% + 6; £) N —
2x" —3x+2
2)y =4x+3; 4) y = 6X*> — 5x?
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102 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

11.2.° Hatarozd meg az f{x) = 5x*> — 7x + 2 fliggvény helyettesitési értékeit az 1;
—2; 4 argumentum helyén!

11.3.° Adott az f{x) = x> — 2x — 15 fliggvény. Hatarozd meg az X argumentum azon
értékét, amelynél a fliggvényérték:
D f(x)=0; 2 f)=-T; 3) () = 33!

11.4.° Az y = —6x*> + x + ¢ fliggvény az ordinatatengelyt az M (0; —8) pontban
metszi. Hatarozd meg a ¢ értékét!

11.5.° Merre mutatnak az alabbi parabolak szarai:

Dy=x>—12x+ 3; 3)y=0,3¢+2,4x-5;

2)y =X+ 4x-6; 4)y =-5x* + 10x + 2?
11.6.° Abrazold az alébbi fiiggvényeket:

Dy=x*—4x-5; S)y=x-2Xx+4;

2)y=—X*+2X + 3; 6)y=—%x2+3x—4;

3)y=6x—x% Ty=xX2—6X+5;

4)y =2x*—8x + §; 8)y=2x>—5x + 2!
11.7.° Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

) y=x*+2x-28; 3)y=-X+4x-75;

2)y=x-2x 4)y=2x2-2x—4!

11.8." Abrazold az f{x) = x> — 6x — 8 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:

1S (6); £(1);

2) azon X értékeket, melyekre f{x) = 8; f(x) =—1; f(x) = -2;

3) a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét;

4) a fuggvény értékkészletét;

5) melyik intervallumon névekvo, és melyik intervallumon csékkend a fligg-
vény;

6) azon argumentumértékeket, amelyekre a fiiggvény pozitiv értéket vesz fel,
és azokat, amelyekre negativ értéket vesz fel!

11.9." Abréazold az f{x) = —x*> — 6x — 5 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fiiggvény értékkészletét;
2) melyik intervallumon névekvé a fliggvény;
3) az f(x) > 0 egyenl6tlenség megoldashalmazat!

11.10." Abrazold az f{x) = x — 0,5x? fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a figgvény értékkészletét;
2) melyik intervallumon novekvé a fiiggvény;
3) azon X értékek halmazat, melyre igaz az f{x) < 0 egyenl6tlenség!
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11. A masodfoku fliiggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai 103

11.11." Abrazold az 1 (x) = 3x? — 6x fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fiiggvény értékkészletét;
2) melyik intervallumon csdkkend a fiiggvény;
3) azon X értékek halmazat, melyre igaz az f(x) = 0 egyenlGtlenség!

11.12." Oldd meg grafikusan az x* —8x —1= 3 egyenletet!
x

11.13." Oldd meg grafikusan a —ixz +x+2=+/x egyenletet!

11.14." Abrazold koz6s koordinata-rendszerben az y = £(X) és y = g (X) fiiggvénye-
ket! Hatarozd meg, hany gyoke van az f'(X) = g (X) egyenletnek:

Df(X) =% +6x-7, g(x)=—x;
2)£(X) = 4x - 26, g (x) =1
X
11.15." Abrazold k6zos koordinata-rendszerben azy = X2 + 4X + 1 ésy = 8 fiiggvé-
x

nyeket! Hatarozd meg, hany gyoke van az x* +4x +1 = Ll egyenletnek!
x

11.16." Hatarozd meg az y = —x? + 9x + 9 fliggvény azon pontjat, melynek:
1) az abszcisszaja €s az ordinataja egyenlo;
2) az abszcisszajanak €s az ordinatajanak osszege 25!

11.17. Hatarozd meg az y = 2x*> — 3x + 6 fiiggvény azon pontjat, melynek ordinataja
12-vel tobb az ordinatajanal!

11.18." Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értékkészletét, melyik intervallumon
novekvo és melyiken csokkend:
D) f(X)=4x>-8x + 3; 3)f(x)=4-12x—0,3x%

2) f(x):—%xz 2% —6; 4)£(X) = 7x + 21x!

11.19." Hatarozd meg az aldbbi fiiggvények értékkészletét, melyik intervallumon
novekvo, és melyiken csokkend:

D) f(x)=2x2-12x + 8§; 2)f(X) =9 + 8x —0,2x%!
3-x, ha x<-2,
11.20." Abrazoldazy = Jx2 —2x -3, ha -2 < x < 2, fiiggvényt és hatdrozd meg
-3, ha x>2

értékkészletét, illetve melyik intervallumon névekvo és melyiken csdkkend!
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104 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

x, ha x<0,
11.21." Abrézold az y = 4x-x%ha 0 <x<b5, fliggvényt és hatarozd meg
x—-10, ha x>5
értékkészletét, illetve melyik intervallumon névekvd és melyiken csokkend!
11.22." Adj meg képlettel egy olyan masodfoku fiiggvényt, amely:

1) a (—oo; 1] intervallumon csokkend és az [1; +oo) intervallumon névekvo;
2) a (—o0;—2] intervallumon ndvekvé és a [-2; +oo) intervallumon csdkkend!

11.23." Hatarozd meg az y = 3x* — 18x + 2 fliggvény legkisebb értékét az adott

intervallumon:
) [-1; 4]; 2) [41]; 3) [4; 5]
11.24." Hatarozd meg az y = —x> — 8x + 10 fliggvény legnagyobb értékét az adott
intervallumon:
D) [-5;-3]; 2) [-1; 0] 3) [-11;-10]!

11.25." Melyik p és q értékeknél illeszkedik az M (—1; 4) és K(2; 10) pont az
y =x*+ px + q fuggvény grafikonjara?

11.26." Melyik a és b értékeknél lesznek az y = ax® + bx + 7 fliggvény zérushelyei
a—2¢és3?

11.27." Melyik a és b értékeknél illeszkedik a C (—3; 8) és D (1; 4) pontaz y = ax* +
+ bx — 4 fiiggvény grafikonjara?

11.28." Legyen D az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszkriminansa. Abrazold
véazlatosan az y = ax* + bx + ¢ fuggvényt, ha:

1)a>0,D>0,c>0, -2 >0
2a
2)a>0,D=0, -2 <,
2a
3)a<0,D<0, -2 5o,
2a

4)a<0,c=0, -2 <o!
2a

11.29." Legyen D az ax? + bx + ¢ méasodfoka polinom diszkriminansa. Abrazold
vazlatosan az y = ax* + bx + ¢ fiiggvényt, ha:

1) a>0’ D<09 _i<0; 3) a<O,D=O, _£<0!
2a 2a

2)a<0,D>0,c<0, - 50,
2a
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11. A masodfoku fliiggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai 105

11.30." A b mely értékénél lesz az y = —4x*> — bx + 5 fiiggvény novekvo a (—oo; 2]
intervallumon?

11.31." A b mely értékénél lesz az y = 3x*>+ bx — 8 fliggvény csokkend a (—o0;—3]
intervallumon?

11.32." Az a mely értékénél leszazy = gx® + (a - 2) x + 1 figgvény masodfoku, és
4

mikor lesz a fliggvény grafikonjanak és az abszcisszatengelynek csak egy k6z0s
pontja?

11.33." Az a mely értékénél vesz fel az y = 0,5x* — 3x + a fliggvény nemnegativ
értékét barmely valos x-re?

11.34.” Az a mely értékénél vesz fel az y =—4x>— 16x + a fliggvény negativ értékét
barmely valos x-re?

11.35." A ¢ mely értékénél lesz az y = —5x* + 10x + ¢ fliggvény legnagyobb
értéke —37?

11.36.” A c mely értékénél lesz az y = 0,6x> — 6x + ¢ fliggvény legkisebb értéke —1?

11.37." A 11.5. 4bran az y = ax? + bx + ¢ masodfoku fliggvény grafikonja lathato.
Allapitsd meg az a, b és ¢ egyiitthatok elbjeleit!

y Y y Y
0 x
x 0 x
o «x
a b c d
11.5. abra 11.6. abra
11.38." A 11.6. &bran az y = ax* + bx + ¢ fliiggvény grafikonja lathato. Allapitsd
meg az a, b és c egylitthatok eldjeleit!

11.39. Melyik p és q értékeknél lesz az y = x> + px + ¢ parabola cstcsa az
A (2; 5) pont?

11.40." Az y = ax* + bx + ¢ parabola cstucsa a C (4; —10) pont. A D (1; —1) pont
illeszkedik erre a parabolara. Hatarozd meg az a, b és c egyiitthatokat!

11.41.” Hatarozd meg a 11.7. abran lathato parabolarészletbdl a parabola csucsanak
ordinatajat!
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11.7. abra

11.42.” Hatarozd meg a 11.8. abran lathato parabolarészletbol a parabola csticsanak
ordinatajat!

YA

\
\
\

—
e

Q
I~
—

\

-

_ 90°
—10| 1 x I °
A 13 km B
11.8. dbra 11.9. dbra

11.43.” Két szam Osszege 10. Hatarozd meg:

1) mekkora lehet a két szam szorzatanak a legnagyobb (maximalis) értéke;
2) mekkora lehet ezen szamok négyzetei dsszegének a legkisebb (minimalis)
értéke!

11.44." A B varosbol az A varosba, melyek kdzott a tavolsag 13 km, 6 km/h se-
bességgel elindult egy turista. Ugyanakkor az A varosbol egy masik turista is
elindult 4 km/h sebességgel az el6z0 turista Gtiranyara merélegesen (11.9. abra).
Mikor lesz a két turista kdzott minimalis a tavolsag?
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11.45.” Mekkora lehet a legnagyobb teriilete annak a téglalap alaka foldrészlegnek,
amelyet 160 m keritéssel vettek koril?

11.46." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

8x +2x% — x* x'-16
Dy=s———; 3)y= 2 >
x x" -4
3 4 2
x° -8 x +4x" -5
x—-2 x" -1

11.47." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

(x+3)° -1
y=-—-"2 3)y= !
)y x+3 ) 1- a2

3 2

x° —6x" +8x
y=—"—"73

X

11.48." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

Dy=x|x[; y=x-4[x]|+3;
2)y= - (x* —x—6); dyy=xt e X731y
| x| x-3

11.49." Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

3
)y =2 +4x; 2)y=6]x|-x!

| x|

11.50.” Abrazold az y = x> + 2x — 3 fiiggvényt! Allapitsd meg a rajzrél, az a mely
értékeire lesz az x* + 2x — 3 = a egyenletnek:

1) két gyoke; 2) egy gyoke; 3) nincs gyoke!

11.51." Abrazold az y = —x2—4x + 5 fiiggvényt! Allapitsd meg a rajzrol, hany gyoke
van a—x? — 4x + 5 = a egyenletnek a kiilonb6z6 értékeire!

11.52.7 X, és X, az y = -3x> — (3a— 2)x + 2a + 3 fliggvény zérushelyei. Az a mely
értékeire teljesiil az X, < — 2 <X, egyenldtlenség?

11.53." X, < X, feltétel mellett X, és x, azy =2x> — (3a— 1) x + a — 4 fliggvény
zérushelyei. Az a mely értékeire lesz 1 az [X,; X,] intervallum eleme?
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I ISMETLO GYAKORLATOK

11.54. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:

Dx*=13x*+ 36 =0; )X+ 92+ 8=0;
2)x*—=5x2—-6=0; 4)x*—16x2=0!
11.55. Hatarozd meg az alabbi egyenletek gyokeinek szorzatat:
1)x*—5x—10=0;
2)2x2+ 6x—7=0;

3) —éxz +8x-1=0!
11.56. Végezd el a kijel6lt miiveleteket:

b+3 b-2 x x+1
1) —+—=; 3)) —— !

b-3 b+2 2x+3 2x-3
2) p+4_p-20,

p-1 p+5’

11.57. Egyszerisitsd a kdvetkezo kifejezéseket:

1) (24a +3b)(4a—6ab + 9b) - 9-/9b*;
2) (342 -2+/28 +4/63) -7 - /126;
3) (2—\/§+\/€i)(2+\/§—\/€)!

11.58. Egy motorcsonak elindult az egyik kik6t6bol a masikba. 2,5 6ra mulva visz-
szatért az elsO kikotdbe ugy, hogy kdzben 25 percet varakozott. Hatarozd meg
a folyo sebességét, ha a motorcsonak sebessége allovizben 20 km/h, a kikdtok
kozott pedig a tavolsag 20 km!

11.59. Egy tartalyt az egyik csapon keresztiil 10 perccel gyorsabban lehet megtol-
teni vizzel, mint a masikon keresztiil. Ha mind a két csapot egyszerre kinyitjak,

akkor 8 perc alatt a tartaly g része telik meg vizzel. Hany perc alatt lehet fel-

tolteni vizzel ezt a tartaly kiilon-kiilon a két csapon at?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

11.60. A tablara felirtuk az 1001 szamot. A jatékot ketten jatsszak. Az egyik
jatékos letorli a tablarol a szamot és felirja helyette ennek a szamnak és bar-
melyik osztojanak a kiilonbségét. A jatékosok felvaltva elvégzik ugyanezt a
mivelet. A végén az veszit, akinél a végeredmény 0 lesz. Melyik jatékos tud
biztosan nyerni?
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Néhany tovabbi fliggvénytranszformacio § %

Hogyan kaphatjuk meg az y = f{~x) fliggvény grafikonjat
az y = f{x) fiiggvény grafikonjabél?

Megjegyezziik, hogyha egy (X,; y,) pont illeszkedik az y = f(x) fiiggvény gra-
fikonjara, akkor a (—X,; y,) pont az y = f (—x) fliggvény grafikonjara illeszkedik.
Valoban, f(—(—X%o)) =/ (Xo) = Yo

Ezért az y = f (—X) fliggvény minden pontjat megkaphatjuk, ha az y = f (X)
fliggvény valamennyi pontjat kicseréljiik ugyanolyan ordinataju, ellentétes absz-
cisszaju pontra.’

A 11.10. &brén lathatod, hogyan kaphatjuk meg az y = Jx fliggvény grafikon-
jabdl az y= J-x fliggvény grafikonjat.

y A
- y = A/l—X]| y = '\/x |
\\\ ///
™~~~ 1 —
o 1 x
11.10. &bra

I GYAKORLATOK

1. A 11.11. abran lathato y = f(X) fiiggvény grafikonjabol kapjuk meg az y = f(—X)
fiiggvény grafikonjat!

1y \ YA YA
3
Ly / 4 [1\4]]
0 1/2 x| —2 |0[\L2 X [ 13-2 [o] 1 |*
NC | =1 /
12
a b c

11.11. &bra

"Mértandran megtanuljatok majd, hogy az ilyen transzformaciot tengelyes tiikrzés-
nek nevezziik.
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110 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

2. Abrazold az y = v/x — 2 fiiggvény grafikonjat! A kapott rajz segitségével abra-
zold az y = v—x — 2 fiiggvény grafikonjat!

Hogyan kaphatjuk meg az y = f(| X)),
fliggvény grafikonjat az y = f(x) fiiggvény grafikonjabél?

Az abszolut érték meghatarozasabdl felirhatjuk:

f(x)9 - ha ’x>09

y:f(lxl):{f(—x), ha 1x<0.

Ebbdl levonhatjuk a kovetkeztetést, hogyha X > 0, akkor azy = f(| x |) fliggvény
grafikonja megegyezik az y = f(X) fliggvény grafikonjaval, ha pedig x < 0, akkor
azy =f(—x) figgvény grafikonjaval.

Tehat az y = (| X |) fliggvényt az alabbi algoritmus szerint abrazolhatjuk:

1) abrazoljuk az y = f(X) fiiggvény grafikonjat minden nemnegativ abszcisz-
szara;

2) abrazoljuk az y = f(—X) fiiggvény grafikonjat minden negativ abszcisszara.

A két rész egylitt alkotja az y = (| X |) fiiggvény grafikonjat.

A 11.12. abra azt szemlélteti, hogyan kaphatjuk megazy = (| x | — 2)? figg-
vény grafikonjat az y = (X— 2)? fliggvény grafikonjabol.

\ly“ ’I

/
\ V /
/

]y

-2 |01 2

11.12. abra

I GYAKORLATOK

1. A 11.11. abran lathato y = f(X) fiiggvény grafikonjabol abrazoljuk az y = f(| X |)
fliggvény grafikonjat!

2.Azy=x+2 fliggvény grafikonja segitségével abrazoldazy = | X | + 2 fliggvényt!
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3. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

4
Dy=[x[-3; 5)y=m;
2 . 4
2)y=x—4]|x]|; 6)y:m—2;
2 . 4
) y=x+2[x[-3; 7)y=|x|_2;

4 y=2|x|-x% 8)y=,/|x|1

Hogyan kaphatjuk meg az y =| f(x) | fliggvény
grafikonjat az y = f(x) fliggvény grafikonjabol?

Az abszolut érték meghatarozasabol felirhatjuk:

f(x), ha f(x)=0,
—f (x),. ha f(x)<0.

Ebbdl kovetkezik, hogy minden x-re, melyre /(X) 2 0, az y = | f(X) | fliggvény
grafikonja megegyezik az y = f(X) fliggvény grafikonjaval, és minden olyan Xx-re
pedig, melyre f(X) <0, az y = —f (X) fiiggvény grafikonjaval.

Tehataz y = | f(X) | fiiggvényt az alabbi algoritmus szerint dbrazolhatjuk:

1) az y = f(X) fiiggvény grafikonjat minden nemnegativ ordinatara valtozatla-
nul hagyjuk;

2) a negativ ordinataju pontokat viszont kicseréljiik ugyanolyan abszcisszaju,
de ellentétes ordinataju pontokra.

A 11.13. dbra azt szemlélteti, hogyan kaphatjuk meg az y = | X* — x—2 | figgvény
grafikonjat az y = x>- x — 2 fliggvény grafikonjabol.

y=|f(x)|:{

\[[9A

/
\ /

\\

[uy

11.13. bra
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1. PELDA Abréazoljuk az y= | Jlx]+1-2 | fiiggvény grafikonjat!

Megoldas. A fiiggvénytranszformacios Iépéseket az alabbi tablazat mutatja:

y=\/x+1—>y=,/|x|+1—>y:J|x|+1—2—>y=‘,/|x|+1—2‘

(11.14. &bra). <

ya
y—«/x +1 |
T
1 L~
o] 1 X
a
yﬂ
E— y_’\jlxl"' 1 —
\\\ ///
~ —
>r—it
ol 1 X
b
yA ,
I~ Y=+ le +1 —
\\\ ///
— ™~ ~Ty=Ald H1-2 |~
\\\ 0 /// _
-3 T — 3 x
+1
c
yA
Z :!\_/|x| + 1—2!
~ 1 —
T LT ™~ T _
-3 1---0[_J--173 x
d
11.14. dbra
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2. PELDA Abrazoljuk azy = | Jx+1]- 1| fliggvény grafikonjat!
Megoldas. A figgvénytranszformacios 1épéseket az alabbi tabladzat mutatja:

y=\x|>y- |x+1|—>y:,/\x+1\—1—>y:‘,/|x+1 —1‘

(11.15. 4bra). <«

yA i
— Y=l —
\\\ ///
~_|1 L~
0| 1 %
a
y A
y = +1] =
T =5
~N~_| 1| == Yy=AlX|
-10] 1 x
b
yhy=\Jlx41 ——
\\\ /// I
E— ~_1 ol —T ‘
~ 7| Y= +I-1
-2 1 x
C
yA || r . |
y =+ \/|x+1|— | -
\\\ . -
~ | L~ o
-2>"lo 1 x
d
11.15. dbra
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I GYAKORLATOK

1. Rajzold le a 11.11. abran lathat6 y = f(x) fiiggvény grafikonja alapjan az alabbi
fiiggvények grafikonjait:
Dy=1/x®1 Dy=1r4xDhl!
2. Abrazold az y = x + 2 fiiggvény grafikonja segitségével azy = | x + 2 | fiiggvényt!
3. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

Dy=[x=3]; 4 y=12x=x|;
2 . 4

2)y =[x —4x|; 5y=|=-2
X

3y=|x+2x-3; 6)y |2 ‘!
x-2

4. Abrazold a kovetkez6 fliggvényeket:

Dy=1Ix[-3] 4)y=]2[x]-%;

2)y=—4|x]| 5)y - 4_2‘;
| x|

3y=De+2]x|-3}; 6)y =| 2|
|x|-2

5. Abrazold az albbi fliggvényeket:

Dy =\4-|x; hy =|4-x|;
2)y =3-4-|x|; 5)y =8-|4-x;
3)y:|3—,/4—|x||; 6)y:|3—,l|4—x||!
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TUDASPROBA
2. TESZTFELADAT

1. Mennyi az f(X) = 2x* — 1 fuggvény helyettesitési értéke az X, = -3 helyen?

A)-19; 0) 11;
B)-13; D) 17.

2. Az alabbi fiiggvények koziil melyik masodfoku?
A)y=2x-35; C)y=2x2-5;
B)y =2x -5; D)y—%—fy

X

3. Az alabbi fiiggvények koziil melyik értelmezési tartomanya a (—oo; 6) intervallum?

1
A)y=+6+x; C)y = ;
Jy=NBr N
1
B = M D = —_ .
S s E

4. Milyen parhuzamos eltolassal kapjuk meg az y = 7 fliggvény grafikonjabol az
x
y = L5 fiiggvény grafikonjat?
x—

A) az ordinatatengely mentén 5 egységgel felfelé;
B) az abszcisszatengely mentén 5 egységgel balra;
C) az abszcisszatengely mentén 5 egységgel jobbra;
D) az ordinatatengely mentén 5 egységgel lefelé.

5.Azy =+/x fliggvény grafikonjat parhuzamosan eltoltuk 2 egységgel balra és
7 egységgel lefelé. Melyik fiiggvény grafikonjat kaptuk meg?

A)y =~x+2-T; O y=Vx-2+T;
B)y =Jx-2-T; D)y =vx+2+7.
6. Melyik abran lathat6 az y = —x* + 2 fliggvény grafikonja?
\ 77} I y Ay Yy
\ / |1 1
1 0 x _
\ 1/ -2 [1o] 1\] [x
0 X 1 2
2 ol 1 % [ I/ \ l \
A) B)

0 D)
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116 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

7. Az alabbi fliggvények koziil melyik grafikonja lathat6 az abran? 77
A)y=x -1 \ /
B)y=x*+1; A
Oy=Kx-10; 1,
D)y=(x+ 1) 1110 [x

8. Nevezd meg az y = 3(Xx — 4)> — 5 parabola csticsanak koordinatait!

A) (4;5); C) (4 -5);
B) (-4;5); D) (-4;-5). vl

9. Az dbréan egy, a valos szamok halmazan értel- |
mezett y = f(X) fliggvény grafikonja lathato. \ |
Olvasd le a rajzrol, melyik intervallumon 7 /
csokkend a fiiggvény! i 0\1 b =
A) [4;1]; O [-2;3]; / \\“ 3 7
B) [-3: 3]; D) [3; 1. f )

10. Hatarozd meg az y = 2x*> — 12x + 3 parabola °
cstcspontjanak abszcisszajat!

A) 6; C)3;
B) -6; D) -3. i

11. Az alabbi parabolak koziil melyik cstcspontja illesz- B
kedik az abszcisszatengelyre? °
A)y=x-6; C)y=(x-6); y
B)y =X — 6X; D)y =(X—6)+2. / \

12. A rajzon az y = —X*> + 2x + 4 fliggvény grafikonja 1
lathat6. Hatarozd meg a rajz alapjan a fiiggvény [To] 1 \ x
értékkészletét! / \
A) (—00; +00); l \
B) (=005 1];

C) [1; +o0);
D) (~o0; 51. | 7Y}

13. A rajzon az y = x* + 4x + 1 fiiggvény grafikonja \\ II
lathato. Olvasd le a rajzrol, milyen intervallumon 1
novekvé ez a fiiggvény? 2 41
A) (-00; -2J; \[[ Lol [
B) [-2; +0c0);

C) [3; +00); :

D) nem lehet megallapitani.
14. Hatarozd meg az y = 2x*> + X — 6 fiiggvény zérushelyeit!

A)-1,5;-2; O)-1,5; 2;

B) 1,5; 2; D) 1,5; 2.
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15. Mely b és ¢ értékeknél lesz az y = x> + bx + ¢ parabola cstcspontja az M(3; 8)

pont?

A)b=6,c=-19;

B)b=-6,c=17,

C)b=-3,c=8;

D) nem lehet meghatarozni. y

16. A rajzon az y = ax? +bx + ¢ masodfoku fiiggvény grafikon-
ja lathat6. Melyik igaz az alabbi allitdsok koziil, ha D az
ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszkriminansa?
A)b>0,D>0; C) b<0, D<0; 0 x
B) b>0, D<0; D)b>0,D =0.

17. Az a mely értékénél lesz az y = 3x*> — 6x + a fliggvény legkisebb értéke 47
A)-5; B) 4; o7 D) 8.

18. Tudjuk, hogy m — n = 8. Hatarozd meg az mn szorzat lehetséges értékeinek
halmazat!
A) [-16; +00);
B) [8; +00);
C) (=005 +00);
D) nem lehet meghatarozni.
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118 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

Masodfoku egyenlétlenségek megoldasa

A 12.1. rajzon a valés szamok halmazan értelmezett y = f'(X) fiiggvény grafi-
konja lathato.

A rajzrol konnyen leolvashato, hol allandd
elojelt az f fiiggvény: y > 0 esetében a (—5; —2)
és (1; +oo) intervallumokon, illetve az y < 0

/\ esetén a (—oo; —5) és (-2; 1) intervallumokon.
/-5 —2\% 1 > Azzal, hogy meghataroztuk, hol 4llando

eléjelt ez a fiiggvény, megoldottuk az f(X) > 0
és f(X) <0 egyenldtlenségeket is.
12.1. 4bra A (-5;-2) és (1; +0) intervallumok alkot-
jak az f (x) > 0 egyenldtlenség megoldasat.
Ebben az esetben gy fogalmazunk, hogy az ' (x) > 0 egyenl6tlenség megoldasa
ezen intervallumok egyesitése, uniéja. A halmazok egyesitésére a U jelet hasz-
naljuk.
Tehat az f(x) > 0 egyenl6tlenség megoldasat igy is fel lehet irni:
(=55-2) U (1; +°0).
Az f(X) <0 egyenldtlenség megoldashalmazat pedig igy:
(=005 -9) U (=25 1).

Az f(X) > 0 és f(X) < 0 egyenlétlenségek ilyen megoldasat grafikus megol-
dasnak nevezziik.
Megmutatjuk, hogyan lehet ezzel a modszerrel masodfoku egyenldtlenséget

megoldani.

Meghatarozas. Azax?+hx+c>0,ax?+bx+c<0, ax®?+bx+c >0,
és ax? +bx + ¢ < 0 egyenldtlenségeket, ahol X az ismeretlen, a, b és ¢ valos
szamok, a # 0, masodfoku egyenlétlenségnek nevezziik.

Tisztazzuk, hogyan helyezkedhet el az y = ax? + bx + ¢ < 0 masodfoku fugg-
vény grafikonja az abszcisszatengelyhez képest.

Az y = ax® +hx + ¢ masodfoku fiiggvény zérushelyének 1étezését és szamat az
ax? + bx + ¢ masodfok polinom diszkriminansa hatarozza meg: ha D > 0, akkor
két zérushely van, ha D = 0 akkor egy, ha pedig D < 0, akkor nincs zérushely.

Az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom féegyiitthatojanak el6jele hatarozza
meg, merre mutatnak az y = ax? + bx + ¢ parabola szarai. Ha a > 0, akkor felfelé,
ha a <0, akkor lefelé.
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12. Méasodfokl egyenl6tlenségek megoldasa 119

Az y = ax® +bx + ¢ parabola elhelyezkedését az abszcisszatengelyhez képest
az a és D értékektol fiiggden vazlatosan az alabbi tdblazatban foglaltuk &ssze

(X, és X, a fliggvény zérushelyei, X, a parabola csucspontja).

NS Y

xl\\/xz g

/\ ;
/xl x2\ "
Megmagyarazzuk, hogyan kell hasznalni ezt a tdblazatot masodfoku egyenle-

tek megoldasanal.
Oldjuk meg, példaul, az ax* +bx + ¢ > 0 egyenl6tlenséget, ahol a <0 és D > 0.

Ez az eset a tablazat cellajaban lathato. Erthetd, hogy a megoldas az (X,; X,)

a<o0

intervallum, ahol a grafikon az abszcisszatengely felett helyezkedik el.

1. PELDA Oldjuk mega 2x* —x — 1 > 0 egyenlétlenséget!
Megoldds. A 2x*> — X — 1 masodfokt polinom féegyiitthatéja: a =2 > 0
és diszkriminansa D = 9 > 0. Ezen feltételeknek a tablazat cellaja felel meg.

. . 1 ,
Oldjuk meg a 2x*> —x — 1 = 0 egyenletet! Azt kapjuk, hogy x, = — X, =1.Igyaz

y=2x>—x— 1 fuggvényt vazlatosan Gigy dbrazolhatjuk,

ahogy az a 12.2. abran lathato.
A rajzrol leolvashatoé, hogy az adott masodfoku \ /

1 . %
figgvény a (—00; - 5] ¢és az (1; +oo) intervallumon vesz —%\-/1 *

fel pozitiv értéket. 12.2. dbra

Felelet: (—OO; —%jU(l; +00). <
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120 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

2. PELDA Oldjuk mega—9x* + 6x — 1 <0 egyenltlenséget!
Megoldas. a=-9,D =0. Ez a részeset a téblézat@celléja. Megallapit-
hato, hogy x, = é Igy az y = -9x2 + 6x — 1 fiiggvény vazlatosan ugy abrazolhato,

ahogy azt a 12.3. abra mutatja.

> A 12.3. abrarol leolvashat6, hogy az egyenlotlenség
1 x
3 megoldasa barmely valos szam, kivéve az %-ot.
Ez az egyenl6tlenség mas modszerrel is megoldhato.
12.3. &bra frjuk at az egyenlétlenséget 9x2 — 6x + 1 > 0 alakban. Igy
(Bx—-1)>>0.

Innen ugyanazt a megoldast kapjuk.

Felelet: (—OO; l)U(l, +OOJ. |
3 3

3. PELDA Oldjuk mega 3x2—x+ 1 <0 egyenlétlenséget!

Megoldas. a=3>0,D=-11<0. Ezeknek a feltételeknek a tablazat @
cellaja felel meg. Ebben az esetben a fliggvény grafikonjanak nincs negativ ordi-
nataja pontja.

Felelet: nincs megoldas. «

4. PELDA Oldjuk mega 0,2x* + 2x + 5 < 0 egyenlétlenséget!
Megoldas. Mivela=0,2,D=0, ezérteza téblézat@celléjénak felel meg,

mégpedig X,= —5. Ebben az esetben viszont a masodfoku fliggvény csak nemne-
gativ értéket vesz fel. Igy az egyenlStlenségnek egyetlen megoldasa van:
X=-5.

Felelet: -5. 4

‘?

1. Mia halmazok uniéjanak, egyesitésének a jele?
2. Milyen egyenlétlenséget neveziink masodfokunak?

3. Hol helyezkedhet el a koordinatasikon az y = ax? + bx + ¢ parabola az a és D el6jelétdl
fliggéen, ahol D az ax?> + bx + ¢ masodfokd polinom diszkriminansa? Abrazold
vazlatosan a részeseteket!
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12. Méasodfokl egyenl6tlenségek megoldasa 121

I GYAKORLATOK

12.1.° A -2; 0; 1 szamok koziil melyek megoldasai az alabbi egyenlétlenségeknek:

) x—x-2<0; 2) x* +x>0; 3) -3¢ -x+2>0?
12.2.° A 12.4. abran az y = X> + 4x — 5 fliggvény grafikonja \ vh I
lathato. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek meg- \ 1 I
oldashalmazat: 5|2 0[[1 ~
1) X2 + 4x - 5<0; 3) X2+ 4x - 5>0; \
2) x>+ 4x - 5<0; 4) x> +4x-520! \ |
12.3.° A 12.5. 4bran az y = -3x2 — 6x fliggvény grafikonja \ |/
lathat6. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek meg- \ |-9
oldashalmazat:
1) =3x%* — 6x<0; 3) -3x2 — 6x>0; 12.4. 4bra
2) —3x2 — 6x<0; 4) 3% — 6x=>0!
vl y\b / Yl
3 I
[ 1\l, of 1 X
T \ /
+2| o) 1 [x| 1
[\ _ - R
| \ ol 1 x
12.5. dbra 12.6. abra 12.7. abra

12.4.° A 12.6. abran az y = X*> — 4x + 4 fiiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg
az alabbi egyenldtlenségek megoldashalmazat:
1) x> —4x + 4<0; 3) x> —4x +4>0;
2) X2 —4x +4<0; 4)x2—4x+ 420!

12.5.° A 12.7. abran az y = —x* + 2x — 2 fiiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg
az alabbi egyenlétlenségek megoldashalmazat:

1) %%+ 2x — 2<0; 3) %%+ 2x—2>0;

2) X2+ 2x - 2<0; 4) 2 +2x-220!
12.6.° Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:

1) X* + 6x — 7<0; 5) 8x* —Tx +4<0;

2) x* -2x-48>0; 6) 2X* + 3X + 1>0;

3) x> —6x—5>0; 7) 4x* —12x<0;

4) —x% + 4x — 3<0; 8) 4x* - 9>0;
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9) x> —12x + 36>0;
10) 4x® -12x+9>0;
11) X2 + 4x + 4<0;

12) 49x* —14x +1<0;

13) 2x* —x + 3>0;
14) 8x* —4x+5<0;
15) —4x* + 5x — 7>0;
16) —2x* +3x-2<0!

12.7.° Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:

1) X2+ 4x +3>0;
2) x* —3x+2<0;

3) % + 12X + 45<0;
4) -3x* -5x-2>0;

5) X2 - 5x>0;

7) bx? —-3x+1>0;
8) —3x* + 6x — 4>0;

9) %x2—2x+3<0;
10) —x? +lx—i>0;
3" 36

11) 2x* - 2x + 0,5<0!

6) —25x* +16<0;

12.8.° Hatarozd meg a kovetkez6 egyenlétlenségek megoldashalmazat:
1) x* <49; 2) x*>5; 3) Tx* <4x; 4) 0,9x*<-27x!

12.9.° Hatdrozd meg a kdvetkezd fliggvények megoldashalmazat:
1) x*>1; 2)x2<3;  3) -3x*>-12x; 4) 2x2<—128!
12.10." Oldd meg az aldbbi egyenldtlenségeket:
Dx(X+5)—2<4x;
2) 11— (x+1)* <x;
3) Cx+1)° —(x+1)(x-T7)<5;
4)5x (X+4)—(2x—-3)(2x + 3)>30;
S)BX=7(X+2)—(xX—=4)(X+5)>30;
2x" -1 3-4x L 8x-5_19,

4 6 8 24
12.11." Oldd meg az alabbi egyenlbtlenségeket:

1) 2(x* +2) = x(x+5);
D X—X+4)(X+5)>-5;
3)(OXx—1)(6X + 1) —(12x = 5) (X + 2)<7 - 3x;
x-1 2x-3 x*+3x
- < !
4 2 8
12.12." Az X mely értékeinél lesz:

6)

4)

1) a—3x% + 6x + 1 kifejezés értéke nagyobb —%-nél;

2) a-5x* + 11x + 2 kifejezés értéke nem nagyobb —é—nél?
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12.13." Az X mely értékeinél lesz:

1) az x> — 2x — 11 kifejezés értéke kisebb i—nél;
2) a—-3x% + 8x + 6 kifejezés értéke nem kevesebb, mint —g?

12.14." Az argumentum mely értékeinél lesz az y = —éxz + gx +9 fliggvény érteé-
ke nagyobb az y = 2x — 1 fiiggvény megfeleld értékeinél?

12.15." Az argumentum mely értékeinél lesz az y = gxz —Tx +1 figgvény értéke

kisebb az y = —%xz —4 figgvény megfeleld értékeinél?

12.16." Oldd meg az egész szdmok halmazan a kovetkezd egyenldtlenségeket:

1) x* +5x<0; 3) 6x° +x—2<0;
2) % — 10<0; 4) —ix2+x+3>0!

12.17." Hany egész megoldasa van az alabbi egyenl6tlenségeknek:
1) 20 — 8x — x*>0; 2) 4x* — 15x —4<0?

12.18." Hatarozd meg az aldbbi egyenl6tlenségek legkisebb egész megoldasat:
1)42 —x2 —x>0; 2) 2x* —3x—20<0!

12.19." Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek legnagyobb egész megoldasat:
1) 1,5x2 - 2x — 2<0; 2) -2x* —15x —-25>0!

12.20." Adj meg olyan masodfokt egyenlétlenséget, amelynek a megoldashalmaza:
1) a (—o0;—4) és (8; +oo) intervallumok egyesitése;
2) a [-2; 9] zart intervallum;
3) csak a 7-es szam!

12.21." Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat:

)y =+-x"+3x+4; By =t
Va© +4x-12

2)y =+2x" +5x-8; 4)y:L22!
V6x —2x

12.22." Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat:

1) V2x% —9x-18; )y 1
V15 + 2x — x?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



124 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

12.23." Ekvivalensek-e az alabbi egyenl6tlenségek:
)X*—2x—-15>0¢és x* —2x-15>0;

p) [ S, - S
x" —x-20 x® —x-20

3)X2—6X+10>0és —x® + x—1<0;

4) X%+ 2X +3<0és-2x*—4>0?

12.24." Az a mely értékeire nincs megoldasa a kovetkezd egyenletnek:
x*—ax+4=0; 3)4,5x—(4a+3)x+3a=0?
2)x*+(@-2)x+25=0;

12.25." A b mely értékeire van két kiilonb6z6 gyoke a kovetkez6 egyenletnek:
1)x*—8bx+ 15b + 1 =0; )2 +2(b-6)x+b-2=0?

12.26.” Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenség-rendszereket:

_ 2_09x-10<
1) x2-—x-6<0, 3) x°-9x-10<0,
x>0 6x—x* <O0;
2 _ 2 . >
2) 2x°-11x-62>0, 4) x*—x-1220,
x+4>0; x* +3x-10<0!
12.27.” Oldd meg a kovetkezd egyenlbtlenség-rendszereket:
2 2 _ —
1) —6x° +13x - 5<0, 2) x*-7Tx-18<0,
6-2x > 0; 5x —x* <0|
12.28." Hatarozd meg az alabbi egyenlétlenség-rendszerek egész megoldasait:
D -2x% —5x+18>0, %) x* —(\5-3)x-3+5<0,
x? +4x-5<0; x2+x>0

12.29.” Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartoményeit:

5
Dy=———+Vx+1; 3)y =Jx*-5x-14 -
Va? —4x-12 81
yy=-—=22 8, hy-——L 2
Vi8+3x—x* x-5 J6-Tx-8x x+1

12.30.” Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:
3 x+5 x-1
1)y =+20+4x-3x% + ; 2)y = i |
V8-4x J35+2x—x* |x]-6
12.31.” Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:
1)x*—-8|x|—33<0; 2) 8x* +7|x|-1>0!
12.32.” Hatarozd meg az alabbi egyenldtlenségek megoldashalmazat:

1) 52 -7|x|+2>0; 2) x* +10] x |-24<0!
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12.33.” Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

D) | x| (x* +3x-10) < 0; 4) (X + 5)2 (x> — 2x — 15)>0;
2

2) Jx (x* + 2x - 8) <0; 5) LT85,
(x-4)
2

3) (X —2)* (X2 — 8x — 9)<0; 6)M<0!
(x +3)

12.34.” Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
D) | x| (x* -5x+6) > 0; D X+3PRE-Xx—-6)>0;

2
4) 3x" -8x-3 <
(x-1)°
12.35.” Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:

1) (x+4)M>O; 3) (x+4)M<O;

2) (x+4)Vx? —2x-15>0; 4) (x +4)Vx* —2x-15<0!
12.36.” Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:

1) (x-3)\V14+ 5% — 2% > 0; 3) (x—3)V14 +5x—x? <O0;

2) (x-3)\V14+5x -2 >0; 4) (x-3)\V14 + 5x — x* <0!

12.37." Az a mely értékeire igazak az alabbi egyenlStlenségek barmely x értékre:
1)xX*—4x+a>0;
2) x*+(a-Dx+1-a-a*>0;

2) Jx (x* + 6x — 40) > 0; 0!

3) —ixz +5ax—9a* —8a < 0;
4@a-1)x—@+)x+a+1>0?

12.38." Az a mely értékeire nincs megoldasuk az alabbi egyenlStlenségeknek:
1)—x*+6x—a>0;
2)x*—(a+1)x+3a-5<0;
Jax+(@a-Hx+((@a-1)<0?

12.39.” Oldd meg a kovetkezd egyenl6tlenség-rendszereket az a kiilonboz6 értékeire:

1) x*-5x+4>0, 2) 4x® -3x-1<0,
x> a; x<al
12.40.” Oldd meg a kovetkez0 egyenlStlenség-rendszereket az a kiilonb6zo értékeire:
1 x2—x-72<0, 2) x2-9x+8>0,
x>a; x <al
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126 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

I ISMETLO FELADATOK

12.41. Egyszertsitsd a kdvetkezo kifejezéseket:

1 x* +3xy  x* -9y %) 4a” —12ab + 9b* 24’ —8ab + 8"
x+6  2x+12° 2a” — 8b* 6a—-9b

12.42. Hatarozd meg a kovetkez6 kifejezések pontos értékét (a gyokvonas tulaj-
donsaganak alkalmazasaval):

1) /20-66-330; 3) 2418 -3/30-5/15;
2) 3°-12°%; 4) 610 -\/45 -/50!

12.43. Az egyik brigadd 12 nap alatt tudja betakaritani a termést. Egy masiknak
ugyanehhez a munkahoz az id6 75%-ara van sziiksége. Miutan az els6 brigad
5 napon at dolgozott, csatlakozott hozzajuk a masik brigad is, és igy egyiitt
fejezték be a munkat. Hany napot dolgozott egyiitt a két brigad?

12.44. Az els6 kiutazas alatt egy személygépkocsi a benzintartalyanak 10%-at
hasznalta el, a masik a kiutazas alatt a maradék 25%-at. Ezutan a tartalyban
13 literrel kevesebb lizemanyag maradt, mint amennyi a kiutazasok elétt volt.
Mennyi benzin volt eredetileg a benzintartalyban?

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

12.45. Megoldasa-e a (2; —3) szampar az alabbi egyenleteknek:

1)4x -3y =17, 2)x*+5=y% 3)xy=6?
12.46. Az A (4; b) pont illeszkedik az 5x — y = 2 egyenesre. Mekkora a b értéke?
12.47. Rajzold meg az alabbi gorbéket:

D4x+y=3; 6) X +y* =4
2)2x -3y =6; X +2Xx+)y"—6y+10=0;
3)ay=-8; 8) (x—3)(y —x) = 0;
4) (x =2y +y*=0; 9) L=~ - o!
y -1

X=2P2+@y+12=09;
12.48. A (-2; 1), (2; —1) és (6; 4) szamparok koziil melyik megoldasa a
{3x8y =14,

egyenletrendszernek?
4x+y =28
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12.49. Oldd meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket:

1) x—-2y=1, 2) x+y=-5,
y-x=-2 4x -y =-5!
12.50. Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
) 2x+y =10, 3) 2x -9y =11,
4x-Ty =25 Tx+ 9y = 25;
2 [w-x=11 4 [35-2y=1,
5x -2y =17, 12x + 7y = -26!

Kétismeretlenes egyenletrendszerek

A 7. osztalyban mar tanultatok az egyenletrendszerek megoldasanak grafikus
modszerét. Emlékeztetdiil: ennek a modszernek a 1ényege, hogy meghatarozzuk
a rendszerhez tartozé egyenletek gorbéi kozos pontjainak koordinatait. Mértan-
oran mar tanultatok, hogy az R sugaru, (a; b) kdzéppontu korvonal egyenlete az
(x—a)*+ (y —b)>=R% R > 0 egyenlet. Szintén tanultatok mar, hogyan kell abra-
zolni a masodfoku fliiggvényt. Ezek az ismeretek bovitik az egyenletrendszerek
grafikus megoldasanak lehetdségeit.

z 2 — —_ —_
1. PELDA Oldjuk megaz J* 4x-y+3=0, egyenletrendszert!
y—-x+1=0

Ay

Megoldds. Az els6 egyenlet ekvivalens \
az y = x> — 4x + 3 egyenlettel. Ezt az egyenletet \
\

T
~—_

fliggvénynek tekinthetjiik, melynek grafikonja a
13.1. dbran lathatd parabola.
A masodik egyenlet egy egyenes egyenle-

te. Ez az egyenes a parabolat két pontban met- 1 \ /
szi, melyek koordinatai: (1; 0) és (4; 3) (lasd a 0 SH [ x
13.1. abrat).

Mint ismeretes, a grafikus modszerrel megha-
tarozott megoldas nem feltétleniil pontos. Ezért
a meghatarozott gyokoket le kell ellendrizni. Az

13.1. 4bra
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128 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

ellendrzés igazolja, hogy az (1; 0) és (4; 3) szamparok valéban megoldasai az
adott egyenletrendszernek.

Felelet: (1;0),(4;3). <

Megjegyezziik, hogy ez az egyenletrendszer ,.kedvezd” a grafikus megoldas-
ra: a metszéspontok koordinatai egész szamok. Kénnyen belathato, hogy ez nem
gyakran fordul eld. Ezért ezt a modszert akkor célszerli hasznalni, ha a megolda-
sok szamat kell meghatarozni, vagy nem sziikséges tudni a gyokok pontos értékét.

A vizsgalt egyenletrendszert nem csak grafikusan lehet megoldani. Ehhez a
témahoz késziilve megismételtétek az egyenletrendszerek megoldasanak behe-
lyettesito médszerét. Ezzel a mddszerrel hatékonyabban oldhatok meg a bonyo-
lultabb egyenletrendszerek is, példaul azok, melyekben az egyik egyenlet linedris,
de azok is, amelyekben nincs linedris egyenlet.

2 _
Oldjuk meg az {x —4x-y+3-=0, egyenletrendszert behelyettesitéssel.
y—-x+1=0

Fejezziik ki a masodik egyenletbdl az y valtozot:
y=X—-1.
Helyettesitsiik be az els6 egyenletbe az y helyére az x — 1 kifejezést:
X2—4x—-(x-1)+3=0.

Egyismeretlenes egyenletet kaptunk. Rendezés utan az x> — 5X + 4 = 0 masod-
foku egyenletet kapjuk.

Innen x, = 1, X, = 4.

A kapott x értékekhez tartoz6 y értékeket az y = X — 1 egyenletbdl hatarozzuk
meg. Azt kapjuk, hogy:

y=1-1=0,y,=4-1=3.

Tehat ujra megallapithatjuk, hogy az (1; 0) és (4; 3) szamparok az adott egyen-

letrendszer megoldasai.

2 2
x“+y° =9,
2. PELDA Hatarozzuk meg, hany megoldasa van az 7 egyenlet-
Xy =—
y 2
rendszernek!
Megoldas. Az elsd egyenlet egy origd kozéppontl 3 egység sugaru korvonal
egyenlete.

A masodik egyenlet pedig ekvivalens az y = 38 egyenlettel. Ez az egyenlet
X

egy hiperbolat hataroz meg.

Abrazoljuk a korvonalat és a hiperbolat kozos koordinata-rendszerben
(13.2. abra). A rajzrdl leolvashato, hogy a gorbék négy pontban metszik egymast.
Tehat az adott egyenletrendszernek négy megoldasa van. <

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek 129

A 13.2. abrarol szintén leolvashat6 az adott vl
egyenletrendszer megoldésainak kozelitd érté-
ke. AT TN

Nem a grafikus megoldast valasztva ki le-
het szamitani az egyenlet megoldasanak pon-
tos értékeit is.

Ehhez a témahoz késziilve megismételtiik

/

w
]Y

-
N //
N | A

//r ‘\\

az egyenletrendszerek megoldasanak egyenl gy
egyiitthatok modszerét is. Megmutatjuk, ho- \
gyan lehet ezt a mddszert alkalmazni bonyo- |
lultabb egyenletrendszerek megoldasanal. 13.2. abra

Szorozzuk meg az adott egyenletrendszer
2 2
masodik egyenletét kettével: Ay =9,
2xy ="17.

Adjuk 6ssze a rendszer egyenleteit, a jobb oldalt a jobb oldalhoz, a bal oldalt
a bal oldalhoz. Az x>+ y? + 2xy = 16 egyenletet kapjuk. Innen: (x + y)> = 16;
x+y=4vagyx +y=-+4.

Konnyen belathatd, ahhoz, hogy megoldjuk az eredeti egyenletrendszert, ele-
gendd megoldani a két egyszer(ibb egyenletrendszert.

1) x+y=4, Innen y=4-x, y=4-x,
2xy =1. 2x(4-x)=17; |24 —-8x+T7=0.

Megoldva az egyenletrendszer masodik egyenletét, kapjuk:

4-2 4++2
1Ty Ty
4 442 4-2
f - Ly, = ,
gy y, 9 Yy 9
2) x+y=-4, Innen y=-4-x, y=—-4-x,
2xy ="T. 2x(-4-x)=T; |2x®> +8x+7 =0.
Megoldva az egyenletrendszer masodik egyenletét, kapjuk:
42 —4+42
3 = N x4 = .
2 2
, —4++2 —4-\2
Igy y3 = -; ’ 4= 9 .

[F‘j/ielet:/_j(élzﬁ;“g&j’ (4+2\/§;4—2\/§J’ (—4—2\/5;—4;\/5],
4z -2

’

2 2
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130 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

Nyilvanvalo, hogy az ilyen alaku megoldést grafikusan nem lehet meghata-
rozni.

A 8. osztalyban megtanultatok egyenletet megoldani Gj ismeretlen beveze-
tésével. Ezt a modszert alkalmazzuk egy sor egyenletrendszer megoldasanal is.

x+y+x—y _E
3. PELDA Oldjukmegaz Jx-y x+y 2 egyenletrendszert!
Z+y2=10
Megoldas. Jeloljik az *™Y — ¢ kifejezést t-vel, akkor *—¥ 1.
x-y x+y t

Ezzel a jeloléssel az els6 egyenlet ¢ + 1 _3 alakban irhato fel.
t 2

Innen 22 —-5t+2=0;1¢ =2, tgzl,
2

Az eredeti egyenletrendszer megoldasat igy két egyszerlibb egyenletrendszer
megoldasara vezettiik vissza.

x+y

1) x_—y_z’ Innen {x+y:2x—2y, {x:3y,

2,2 _10 x*+y* =10; 10y® =10.
x°+y° =10.

A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy y, =1 és y, =—1.
Akkor x, =3, X, =-3.

x+y 1
== 2x+2y =x— -
2)Jx-y 27 Innen X+2y=x-y, |x=-3y,
P x* +y® =10; 10y” =10.
x“+y° =10.

A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy y; =1 ésy,=—1.
Akkor X, =-3, X, = 3.

Felelet: (3;1),(-3;-1),(-3; 1), (3;-1). «

4. PELDA Oldjuk mega {2x teytay =8, egyenletrendszert!
X +y*+3x+3y=14
Megoldas. Megjegyezziik, hogy az adott egyenletrendszer nem valtozik,
ha felcseréljiik az ismeretleneket, az x-et y-ra, az y-t pedig X-re. Ebben az esetben
célszerli x + y = u és xy = v 4j valtozokat bevezetni.

2(x+y)+xy =8,

frjuk at az adott egyenletrendszert az{ alakba!

(x+y) -2xy+3(x+y)=14
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13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek 131

2u+v=28,

egyenletrendszert
u -20+3u=14

Végezzik el a valtozocserét. Akkor a {

kapjuk.
Ezt a rendszer behelyettesitési modszerrel lehet megoldani (oldjatok meg 6n-

alléan). Azt kapjuk, hogy:
u= 8, vagy u= —10,
v=2 v =28.

K¢ét egyenletrendszer megoldasa var még rank:

{x+y:3, o {x+y:—10,

xy=2 xy =28.
Mindegyik egyenlet megoldhat6 behelyettesitéssel. Ebben az esetben viszont
alkalmazhatjuk Viéte tételének megforditasat is. Tehat, az {x Yy 2: 3, egyenlet
xy =

gyokeire. Innen ¢, = 1 és t, = 2. Tehat az (1; 2) és (2; 1) szamparok ennek az egyen-
letrendszernek a megoldésai.

Alkalmazva Viéte tételének megforditasat (végezzétek el onalldan), konnyen
belathato, hogy a masodik egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Felelet: (1;2),(2;1). «

~

1. Milyen modszerekkel lehet megoldani az egyenletrendszereket?
2. Magyarazd el az egyenletrendszerek megoldasanak grafikus modszerét!
3. Milyen esetben legcélszerlibb alkalmazni a grafikus modszert?

I GYAKORLATOK

13.1.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket grafikusan:

- 22
1 x+y=>5, 3) x“+y° =4,
xy = 6; xX+y=2
2) y+x’ =38, 4) x*+y® =25,
y=x-1 xy =-12!
13.2.° Oldd meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket:
— _ a2 _ =
1) y=x+2, 2) y=x"-4, 3) x+y=3,
xy =8; 2x+y=-1; ¥ +y’=9!
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132 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

13.3.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a behelyettesités modszerével:

=x+3, -x=2, xy =15,
n1Y, ORES 517
x°-2y=29; x°—2xy=3; 2x -y ="1;
ty= 5$ —4y = 2, X—yY= 4:,
2){’”’ 4){x ! 6){2y2
xy =4; xy+2y=28; x“+y- =8!
13.4.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a behelyettesités modszerével:
-y=3, —2x% =
D {x y 3 {y 2x% =2,
xy =28; 3x+y=1
2 _ . _ 2 _9.2 _
2) y —x=14, 4) x*-2y° =8,
x-y=-2; x+y=6!

13.5." Allapitsd meg grafikusan, hany megoldasa van az alibbi egyenletrendszereknek:

D {x? +y? =3, 3 {y = Jx, 5 {xy =—6,

Y=x; x—yzz; 2x—y:3;
2iy? =g, =x* -3, Pdxty=-
%) x“+y 5) y=x 6) x°—4x+y=-1,
yzz—xz; y:6—x2; xy =4!
13.6." Allapitsd meg grafikusan, hany megoldésa van az alabbi egyenletrendszereknek:
= — 2 - 2 = 1,
Y (x-5), 3) V%
xy = b; x* +y=4x;
2 2 _
2) x*+y =1, x* +y* =6,
y-x=3; xy =1!

13.7. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket:
n 3x +4y = 24, x+y=>5,
xy =12 (x-3)(y+5)=6;

2 {y+2x=0, {4y—3x=4,

4)

V)]

x* +y? -6y =0; ) 5x° +16y = 60;
2 - 2 2 _
3) {x xy—-y =19, 6) x*+3xy+y —-x-2y=3,

x-y="T; x+y=3!

13.8." Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket:

2_ 2: 1 2
D {x xy+y’ =63, 3) {(x )(y )=
y-x=3;
x+2y=1, 5x
2 2 2 4) 2
x“+xy+2y° =1 3x 8y——
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13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek 133

13.9." Hatarozd meg rajz nélkiil az alabbi alakzatok metszéspontjainak koordinatait:
1)a3x—y=1 egyenesnek és az y = 3x*> + 8X —3 parabolanak;

4 .
2) a 2x —y =2 egyenesnek €s az y = — hiperbolanak;
x

3) azx + y =1 egyenesnek és az (X — 1)*> + (y + 4)*> =16 korvonalnak;
4)yazy =x?—4X+ 7 és azy =3 + 4x — X2 parabolaknak!
13.10." Igazold, hogy az y —x = 3 egyenes érintdje az (X + 5)* + y* = 2 korvonalnak,
¢és hatarozd meg az érintési pont koordinatait!
13.11." Igazold, hogy:
1) az y = —-2x — 4 egyenes nem metszi az y = 6x*> — 7x — 2 parabolat;
2) azy =4x>—3Xx + 6 parabolanak és az y = x + 5 egyenesnek egy koz0s pontja
van, hatarozd meg az érintési pont koordinatait;
3) az y = 4x*> — 3X — 24 és az y = 2x* — 5X parabolaknak két kozos pontja van,
hatarozd meg ezeknek a metszéspontoknak a koordinatait!
13.12." Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

1 1 1 4 3
——=, —+—=1,
Dix y 12 2)ix y
2x-y=2; x+5y =3!
13.13." Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
1 1 3 1 1 4
_+_:_a T T T =T,
Dyx y 2 2)Jx y b
x—y=1 3x+y=8!
13.14." Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
y = —
{x+y—xy=1, 5) PR 10,
xy (x+y) =20 5—y—2xy:13;
X
y_x_21 2 2 _
Nlx y 10 6){;y+x“;_6’
xX+y=38; XTy=9
x 6
3) ;+?y:5, 7 {3(x+y)2+2(x—2y)2:5,
2(x-2y)—-x-y=1
x* +4xy -3y° =18; (x-2y)-x-y
1,15
4) x y 6
1.1 1
x y 6
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134 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

13.15." Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

_+__25 f+222,
Dy =x 4Hly x 3
2x -3y =3; x?—y? =72
2 + 15
=T 4(x-y) +T(x—-y) =15,
) x+y x-2y 4 o 5y -1
4x+5y 3 X+ y_ ’
14_3:4’ s
3) x oy 6) (x-y) +2x=35+2y,
1_3210; (x+y)* +2y =3 - 2x!
y x
13.16.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket
_ 2
1) x +y =1, 3) x y 7,
x+y=1 xy =12
—y® = 2 _9.2 _
2) x —y 4) 3x° -2y° =19,
X rxy+y’ =T xy =—6!

13.17.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

3 _ 2 _ .2 — _
1 —y° =56, 2) 5x° —y 4,
x—y=2; xy =3!
13.18.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

D 3y —2xy =2, 3 {x2+y2+x+y:18,

{x+2xy=5; -y +x-y=6;

{xy +y =30, 4 {sz —b5xy +3x -2y =10,
xy +x = 28; 5xy —2x” +Tx -8y =10!

13.19.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

2)

1 x+y—-xy=1, 3 xy—x =24,
x+y+xy=9; xy—y =25;

2 {3xy +2x=—4 4 2x* +y*® =66,
3xy+y=-8; 2x” —y® = 34!

13.20.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

1 x* —12xy + 86y = 36, 3) x* +y® =25,

x+6y=38; xy=12;
—2xy =32, Zry? =

2) Y —2xy 4) 9x° +y° =10,

x® +6xy +9y® =100; xy =-1!
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13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek 135

13.21.” Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

N x* +10xy + 25y° = 49, 3 x* +y® =10,
x -9y =-3; xy = 3;
) x® +4xy +4y® = 4x + 2y, 4) x* +25y° =104,
x+2y=4; xy = —4!
2 2 _
13.22.” Az a mely értékeire lesz az {x ty =9 egyenletrendszernek:
x-y=a
1) egy megoldasa; 3) nincs megoldasa?
2) két megoldaésa;
2 _
13.23.” A k mely értékeire lesz az y—x =% egyenletrendszernek:
y=kx+3
1) egy megoldasa; 3) nincs megoldésa?
2) két megoldésa;

13.24." Az a értékétol fiiggben hany megoldasa van az alabbi egyenletrendszereknek:
D {y:|x|, 2 {x2+y2=az, 3) {y—le, " {x2+y2:4,
P +y=a | x|=4; xy = a; y=x"+a?
13.25." Az a értékétdl fiiggben hany megoldasa van az alabbi egyenletrendszereknek:
1){x2+y2:a, 5 {x2+y2:9, ”{%g+y2:a{
ly|=1; y=a-|x|; xy =4?

13.26." Advavan azax> + X+ 1 =0 és az x> + ax + 1 = 0 egyenlet. Hatarozd meg az
a dsszes olyan értékét, melyre a két egyenletnek legalabb egyik gyoke azonos!

I ISMETLO GYAKORLATOK

13.27. Bizonyitsd be, hogy a 25'° — 5'7 kifejezés értéke 31 tobbszorose!

1 e
13.28. Egyszertisitsd az 5(; 5 : ( at3 _ j kifejezést!

2
a —a

2
a”-1 a"+a

2(x-3)>-3(x+2),

13.29. Oldd meg a < 74 < x egyenl6tlenségrendszert!

3 2
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136 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

13.30. X, és X, az x> + 6x — 2 = 0 egyenlet gyokei. Hatarozd meg az X, + x,* kife-
jezés értékét!
13.31. Roviditsd le a kifejezést:
2+2 73 -21 xx-yJy
1) ; ) ——F=—; ) —!
V2 143 x—y

l KESZULJUNK FEL A KOVETKEZ® TEMAHOZ

13.32. (4 ,,Kilenc fejezet a matematika miivészetérdl” okori kinai kényvbdl.)
5 0kor és 2 barany 11 talentumba kertil, 2 6kor és 8 barany pedig 8 talemtumba.
Mennyibe keriil egy 6kor és egy barany kiilon-kiilon?

13.33. (Leonardo Pisano (Fibonacci) feladata.) Azt mondja az egyik ember a
masiknak: Ha adsz nekem 7 dinart, akkor én 6tszor gazdagabb leszek nalad.
Erre azt mondja a masik: Adj te nekem 5 dinart és akkor én hétszer gazdagabb
leszek nalad. Mennyi pénziik van kiilon-kiilon?

13.34. A falubol B faluba, melyek kozott 140 km a tavolsag, egy motorkerékparos
indult el. 20 perccel késdbb vele szembe B falubol A faluba ttra kelt egy kerék-
paros, aki az indulds utan 2 o6raval talalkozott a motorkerékpérossal. Hatarozd
meg mindkettdjiik sebességét, ha a motorkeré¢kparos 2 ora alatt 104 km-rel
tobbet tesz meg, mint a kerékparos 4 ora alatt!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

13.35. Létezik-¢ 100 olyan természetes szam, melyek koziil barmennyi 6sszege
nem négyzetszam?

Ifjd matematikusok elsé orszagos olimpiaja Lg:éﬂ

Reméljiik, hogy a 13.26. feladat tetszett nektek, és amikor megoldottatok, si-
kerélményetek volt. Erre a feladatra azért is érdemes odafigyelni, mert 1961-ben
szerepelt az ifju matematikusok elsé orszagos olimpiajanak feladatai kozott.

Ukrajnaban a matematikai olimpiak nagy hagyomannyal rendelkeznek. Az ifja
matematikusok elsd varosi versenyét 1935-ben tartottak meg Kijevben. Azota mar
tobb, mint 80 év telt el. Ez alatt az id6 alatt ezek a matematikai versenyek sok te-
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Ifju matematikusok elsé orszagos olimpiaja 137

hetséges fiatal szamara az els 1épéseket jelentették a tudomany felé vezetd tton.
Mara mar az O. V. Pohorelov, Sz. H. Krejn, M. O. Krasznoszelszkij, V. H. Drin-
feld nevek ismertté valtak a tudosvilagban. Ok valamennyien az ukran orszagos
matematikaversenyek gy6ztesei voltak kiilonbdzé korokban.

Megelégedéssel allapithatjuk meg, hogy a matematikai olimpiak most is na-
gyon népszeriiek Ukrajnaban. Ebben a matematikai versenyben tobb tizezer tanu-
16 vesz részt a kiilonbdzo forduldkban. A szervezésbe be vannak vonva Ukrajna
legkivalobb tuddsai, modszerészei, tanarai. Az 6 lelkesedésiiknek és hozzaérté-
siiknek koszonhetd, hogy Ukrajna csapata méltdan képviseli orszagunkat a nem-
zetkdzi matematikai didkolimpidkon.

Kedves gyerekek, nektek is ajanljuk, hogy vegyetek részt matematikai verse-

nyeken. A tovabbiakban az elsé orszagos matematikai olimpia néhany feladataval
ismerkedhettek meg. Probaljatok megoldani ezeket a feladatokat!

1. Azx?+ax+b=0&sx+px + q = 0 egyenleteknek van kozos gyoke. rd le azt
amasodfoku egyenletet, melynek gyodkei az eldbbi egyenletek masik két gyoke!

Oldd meg az \/x—2\/x—1 +\/x+3—4\/x—1 =1 egyenletet!

Az A és B pont tavolsaga 999 km. Az ut mentén kilométerkdvek allnak. Minden
kovon feltiintették, milyen messze van az A és B ponttol is:

Lo [999| [ 1 os]| | 2]997] .. [99] o |

Hany olyan kilométerkd van, amelyeken csak két kiilonbozé szamjegy
lathat6?

Olekszij Szalim Mark Volodimir
Vasziljovics Hrihorovics Olekszandrovics Hersonovics
Pohorelov Krejn Krasznoszelszkij Drinfeld
(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (1954-)
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A kétismeretlenes egyenletrendszerek
mint alkalmazott matematikai
modellek

Valoszint, napjainkban mar nem létezik olyan tudomanyag, amely nem al-
kalmazné a matematika vivmanyait. Fizikusok és kémikusok, csillagaszok és bi-
olégusok, foldrajzosok és kdzgazdaszok, s6t még a nyelvészek és a torténészek is
alkalmaznak matematikai fogasokat.

De miben is rejlik a ,,matematika eszkozének” uni-
verzitasa?

,»S0k tudomanyos feladat megoldasanak kulcsa a jo
forditas a matematika nyelvére.” Ezt a valaszt adta az
elébb feltett kérdésre Ukrajna Tudoméanyos Akadémiaja
Matematikai Féiskoldjanak egyik alapitoja és elso igaz-
gatoja, D. O. Grave.

Valojaban a kiilonb6z6 tudomanyagakban megfogal-
mazott problémak nem matematikai fogalmakat tartal-

Dmitro maznak. Ha egy matematikus részt vesz ilyen feladatok

o'ekséa“dm"ics megoldasaban, mindenféleképpen megprobalja a fel-
rave . o .

(1863—1939) adatot megfogalmazni az ,,anyanyelvén”, a matematika

nyelvén, vagyis megprobalja leirni a problémat egy ki-
fejezéssel, egy egyenlettel, egy képlettel, egy egyenlétlenséggel, egy fliggvénnyel
vagy egy grafikonnal. Ennek a forditasnak az eredményét nevezziik a feladat ma-
tematikai modelljének, magat a feladatot alkalmazott matematikanak.

A modell kifejezést (latin eredetll, modulus, jelentése minta) gyakran hasznal-
juk: egy hajomodell, az atommag modellje, a Naprendszer modellje, valamely je-
lenség, folyamat modellje stb. Egy objektum modelljének vizsgalataval valojaban
magat az objektumot vizsgaljuk.

A matematikanak azt az agat, amely a matematikai modellek épitésével, vizs-
galataval foglalkozik, matematikai modellezésnek nevezziik.

Nézziink néhany olyan feladatot, ahol a magasabb foku egyenletrendszerek
valdsagos problémak matematikai modelljei.

1. PELDA Kéthelységbdl, melyek tavolsaga 18 km, egyszerre elindult egymas
felé két turista és 2 ora mulva talalkoztak. Mekkora sebességgel haladtak a turistak,
ha az egyiknek az egész tavolsag megtételére 54 perccel tobb idére van sziiksége,
mint a masiknak?
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14. A kétismeretlenes egyenletrendszerek mint alkalmazott matematikai modellek 139

Megoldas. Legyen az egyik turista sebessége x km/h, a masiké y km/h,
x <y. A talalkozasig az els6 turista 2X km-t tett meg, a masik pedig 2y km-t. Ketten
egylitt 18 km-t gyalogoltak. Ezért 2x + 2y = 18.

A két helység kozotti tavolsagot az els6 turista — oOra alatt tenné meg, a masik
x

18 ¢ra alatt. Mivel az elsé turistanak 54 perc = 54 gra = 2 oraval tobb idére van
y 60

wt g . 18 18 9
sziiksége, ezért = -2 = =,
x y 10
Egy egyenletrendszert kaptunk:

2x + 2y = 18,
18 _18_ 9
x y 10

x+y=9, x:9_ya
fgyy2 2 1 2 2 1

. —

x y 100 |9-y y 10

Megoldva az utolsé rendszer masodik egyenletét, azt kapjuk, hogy y, = 5,
¥, =-36. A —36 megoldas nem felel meg a feladat feltételeinek. fgy y =5 és x = 4.
Felelet: 4 km/h, 5 km/h. €

2. PELDA Két munkas az adott feladatot 10 nap alatt végzi el. 6 nap kozos
munka utan az egyik munkast atiranyitottak egy masik feladatra. A masik folytat-
ta a megkezdett munkat, és két nap utan megallapitotta, hogy az egész munka

2 avan elvégezve. Hany nap alatt végzett volna kiilon-kiilon a két munkas a ki-
3
jelolt feladattal?

Megoldas. Jeldljik X-szel azon napok szamat, ami alatt az egyik munkas el
tudja végezni a kijelolt feladatot, és y-nal azokat a napokat, amely alatt a masik

munkds végezne. Egy nap alatt az egyik munkas a feladat L ed részét végzi el,
X
10 nap alatt 10 4t A masik munkas egy nap alatt a feladat 1 részével késziil el,
x Yy
10 nap alatt 10 val. Mivel 10 nap alatt befejezik a rajuk bizott munkat, igy:
Yy
10 10
—_—t—=

x Yy

1.
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140 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

Az els6é munkas 6 napot dolgozott és a feladat — részével késziilt el, a masik
X

munkas 8 napot dolgozott, igy 6 a — részét végezte el. Mivel ez azt eredményez-
Yy

2 6 8 2
te, hogy a munka — -aval késziiltek el, ezért —+— = —.
3 x y 3

Egy egyenletrendszert kaptunk:

E + B = ]_’
x oy
6 8 2
J— + —
x y 3
melynek megoldéasa az x = 15, y = 30. Tehat az elsé munkas egyediil 15 nap alatt
fejezné be a kijelolt feladatot, mig a masik 30 nap alatt.

Felelet: 15 nap, 30 nap. €

3. PELDA Egy kétjegyii szamot elosztottunk szamjegyei szorzataval. A hanya-
dos 5 lett és a maradék 2. Ennek a szdmnak és a szamjegyek felcserélésével kapott
szamnak a kiilonbsége 36. Hatarozd meg ezt a szamot!

Megoldas. Jeloljik a keresett szamban a 10-esek helyiértékén allo
szamjegyet x-szel, az egyesek helyiértékén allot y-nal. Akkor a keresett szam
10x + y. Mivel ennek a szamnak és xy-nak a hanyadosa 5 és maradék 2, ezért
10x +y=5xy + 2.

A szamjegyek felcserélésével felirt szam 10y + x. A feltételek alapjan
(10x + y) — (10y + x) = 36.

A {10x+y =bxy +2,

(10x+y)-(10y + x) =36
X=6,y=2,vagy X =0,2, y=-3,8. A masodik szampar nem felel meg a feladat
feltételeinek.

Tehat a keresett szam a 62.

Felelet: 62. <

egyenletrendszert kaptuk, melynek a megoldésa

6?

1. Mit értlink matematikai modellen?
2. Mely feladatokat soroljuk az alkalmazott matematikahoz?
3. Mit neveziink matematikai modellezésnek?
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I GYAKORLATOK

14.1.° Két természetes szam kiilonbsége 3, szorzatuk 87-tel tobb dsszegiiknél.
Melyek ezek a szamok?

14.2.° Két természetes szam négyzetének kiilonbsége 20, a nagyobbik szamnak és
a kisebbik kétszeresének az dsszege 14. Melyek ezek a szamok?

14.3.° Egy 2400 m? teriiletl téglalap alak( foldrészleget bekeritettek. A kerités
hossza 220 m. Mekkora a foldrészleg szélessége és hossza?

14.4.° Egy téglalap keriilete 32 cm. A szomszédos oldalakra rajzolt négyzetek
teriileteinek 6sszege pedig 130 cm?. Hatarozd meg a téglalap oldalait!

14.5." Melyik az a kétjegyli szam, amelyik négyszerese a szamjegyei dsszegének,
¢s kétszerese a szamjegyei szorzatdnak?

14.6." Egy kétjegyli szamnak és szamjegyei 0sszegének a hanyadosa 7, a maradék
pedig 6. De ha ezt a szamot elosztjuk a szamjegyei szorzataval, akkor a hanyados
5 és a maradék 2. Hatarozd meg ezt a szamot!

14.7. Egy kétjegyli szam 7-szerese a szamjegyei 0sszegének és 52-vel nagyobb a
szamjegyei szorzatanal. Hatarozd meg ezt a szamot!

14.8." Két természetes szam Osszege 12, reciprokaik Osszege pedig l Hatarozd
8

meg ezeket a szamokat!

14.9." Két természetes szam Osszege 15, reciprokaik kiilonbsége pedig i, Hata-
18
rozd meg ezeket a szamokat!

14.10." Egy derékszogii haromszog atfogoja 13 cm. Teriilete 30 cm?. Mekkorak a
befogoi?

14.11." Egy derékszogli haromszog keriilete 40 cm, egyik befogdja 8 cm. Szamitsd
ki a masik befogot és az atfogot!

14.12." Egy téglalap teriilete 180 cm?. Ha az egyik oldalat 3 cm-rel, a masikat pedig

2 cm-rel csokkentjiik, akkor a kapott téglalap teriilete 120 cm? lesz. Hatarozd
meg a téglalap eredeti méreteit!
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142 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

14.13." Ha egy téglalap hosszisagat 3 cm-rel csokkentjiik, a szélességét pedig
2 cm-rel noveljiik, akkor a teriilete 6 cm?-rel né. Ha a hosszisagat 5 cm-rel
csokkentjiik, a szélességét pedig 3 cm-rel noveljiik, akkor a teriilete nem val-
tozik. Mekkorak a téglalap oldalai?

14.14." Egy téglalap alaku fémlemezbdl fedél nélkiili dobozt készitettek. Ehhez
a sarkokbdl kivagtak 4 cm oldalhosszusagu négyzeteket. Hatarozd meg a
lemez szélességét €s hosszat, ha a keriilete 60 cm, a doboz térfogata pedig
160 cm?!

14.15.° Az A és B varosbol egyszerre elindult egymassal szembe két motorkerék-
paros. Egy 6ra mulva talalkoztak, de megallas nélkiil ugyanolyan sebességgel
folytattak utjukat. Az egyik motoros 35 perccel hamarabb ért az A varosba, mint
a masik a B varosba. Hatarozd meg a motorkerékparosok sebességét, ha a két
varos kozott a tavolsag 140 km!

14.16." Az M allomasrdl a t6le 300 km 1évo N allomasra egy tehervonat indult el.
40 perccel kés6bb az N allomasrol az M allomasra egy gyorsvonat indult el, és
két 6ra mulva talalkozott a tehervonattal. A tehervonat az M és N allomasok
kozotti tavolsagot 3 ora 20 perccel tobb id6 alatt tette meg, mint a gyorsvonat.
Hatarozd meg a vonatok sebességét!

14.17." Az egyik varosbol egy masikba, melyek k6zott a tavolsag 240 km, egyszerre
elindult egy autobusz és egy személygépkocsi. Az autdbusz egy o6raval késdbb
érkezett meg. Hatarozd meg a személygépkocsi és az autdbusz sebességét, ha
az autobusz 2 ora alatt 40 km-rel tobbet tesz meg, mint a személygépkocsi
1 ora alatt, és egyikiik sebessége sem haladja meg a 90 km/h-t!

14.18." A 800 m-es korpalyan egy iranyba két gyorskorcsolyazo halad. Az egyik
korcsolyazo 24 masodperccel gyorsabban tesz meg egy kort, mint a masik, igy
8 percenként utoléri a masik korcsolyazot. Hatarozd meg mindkét korcsolyazo
sebességét!

14.19." Két brigad egyiitt 8 nap alatt végzi el a munkat. Ha a munka 1 ataz
3

egyik brigad végzi el, majd a masik atveszi, akkor 20 nap alatt késziilnek
el. Hany nap alatt végezné el kiilon-kiilén ezt a munkat a két brigad?
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14.20." Két brigad egyiitt 6 ora alatt pakol ki egy tehervonatot. Az elsé brigad

elvégezte a munka g-ét, majd felvaltotta ket a masik brigad, akik

be is fejezték a kirakodast. gy 12 6ra alatt végeztek a munkaval.
Hany ora alatt végzett volna ezzel a munkaval kiilon-kiilon mindegyik bri-
gad?

14.21." Egyszerre két csapon keresztiil 12 ora alatt Iehet feltdlteni vizzel a medencét.
Ha 5 6ran keresztiil az egyik csapot nyitjak ki, majd 9 6ran keresztiil a masikat,
akkor a medence fele telik meg vizzel. Hany ora alatt lehet feltdlteni a medencét
kiilon-kiilon a két csapon keresztiil?

14.22. Két traktorista 6 ora alatt szantja fel a mez6t. Ha az egyik traktorista
4 orat dolgozik, majd a masik folytatja, akkor a masodik 9 6ra mulva be-
fejezi a szantast. Hany oOra alatt szantja fel ezt a foldtertiletet kiilon-kiilon
a két traktorista?

14.23." Két vezetd soros kapcsolasakor az ellenallas 150 Ohm, parhuzamos kapcso-
lasuknal 36 Ohm. Hat4rozd meg a két vezetd eredd ellendllasat!

14.24." Harom azonos ellenallasu és egy t6liik kiillonbozd ellenallasu vezetd
soros kapcsolasanal az aramkor ellenallasa 18 Ohm. Ha parhuzamosan
kapcsolunk egyet-egyet a kiilonb6z6 ellenallasti vezetokbol, akkor 24 V
fesziiltségnél az aramkorben az aramerdsség 10 A. Hatarozd meg mindkét
vezetd ellenallasat!

14.25.” Egy csonak az A kiko6tébdl a B kikotdbe, majd vissza 6 oOra alatt tette meg
az utat. Hatarozd meg a foly6 sebességét, ha a csonak 2 6ra alatt a folyon lefelé
akkora tavolsagot tesz meg, mint 1 ora alatt a folyon felfelé, az A és a B kikotd
kozott a tavolsag 16 km!

14.26.” Egy hajo6 3 ora alatt tesz meg 48 km-t a folyon felfelé és 30 km-t lefelé,
15 km megtételére a folyon lefelé 1 oraval kevesebb idére van sziiksége, mint
36 km megtételére felfelé. Hatarozd meg a hajo sebességét allovizben és a
folyo sebességét!

14.27." Anna és Kata egyszerre indultak el egymassal szembe kerékparon az
egymadstol 40 km-re 1év0 A és B varosbdl. Anna a taldlkozasuk utan 40 perccel

érkezett meg B varosba, Kata pedig 1,5 6ra mulva az A varosba. Szadmitsd ki
a lanyok sebességét!
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14.28." Péter és Laszlo egyszerre indult el gyalogosan a falubol egy iranyba. Péter
sebessége 3 km/h, Lasz16¢ 4 km/h. Fél 6ra mulva ugyanebbdl a falubol elindult
Irénke kerékparon, aki utolérte Pétert, majd 15 perc mulva Laszl6t is. Hatarozd
meg Irénke sebességét!

14.29. Az A és B kikoto kozott a tavolsag 28 km. Az A kikotobol a B kikotdbe
tartd hajo 2 oraval az indulas utan utolért egy tutajt, ami a hajo indulésa el6tt
2 oraval indult el a B kik&tobol a folyon lefelé. Szamitsd ki a hajo sebességét
allovizben és a folyo sebességét is, ha a hajo 4 6ra 48 perc alatt teszi meg az
utat A-bol B-be és vissza!

14.30. Az egyik fémontvény tdmege 336 g, a masiké 320 g. Az els6 ontvény tér-
fogata 10 cm®-rel kevesebb, a siiriisége pedig 2 g/cm?-rel tobb, mint a masiké.
Hatarozd meg mindkét ontvény siiriségét!

14.31.” Két egy pontra hatd, egymasra merbleges erd ereddjének abszolut értéke
25 N. Ha az egyik eré nagysagat 8 N-nal csokkentjiik, a masikét 4 N-nal
noveljiik, akkor az eredd eré nem valtozik. Hatdrozd meg az erék nagysagat!

14.32." Egy derékszog két szaran a szog csucsa felé két test halad. Az egyik
test sebessége 12 m/min, a masiké 16 m/min. Egy adott pillanatban a két

test k6zott 100 m volt a tavolsadg. Két perc mulva a tavolsdg mar csak
60 méter volt. Milyen messze voltak ezek a testek a szog cstcsatol az elsd
mért idépontban?

I ISMETLO GYAKORLATOK

14.33. Egyszertsitsd az alabbi kifejezéseket:

2 1 1
1) _ a+l

2 2 T2 ’
a“-3a a“"+3a a" -9

3 3b-2 b2+16b+12'

2 — —
)b—2 b2 +2b+4 b -8

14.34. Gyoktelenitsd az alabbi tortek nevezdjét:

da 3 2

5
v V%a Viwoav
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14.35. Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:
1) 1,1(5x—4)<0,2(10x +13);

2 0,65y _0,5-5y,
4 6

14.36. Hatarozd meg a (2X + 1) (X + 4) — 3x (X + 2) >0 egyenl6tlenség legnagyobb
egész megoldasat!

14.37. Az ismeretlen mely értékeire értelmezhetd a /12 —5x ++/2x +1'kifejezés?

14.38. Hatarozd meg, milyen intervallumokon csdkkenek az alabbi fiiggvények:
Dy=2x*+10x-9; 2) y =5x—3x*

14.39. 1840. december 14-én Parizsban egy matematikai tudomanyok akadémiku-
saibol allo bizottsag azért iilt 6ssze, hogy tanulmanyozza egy tehetséges kisfil,
Henri Monde matematikai képességeit, aki kimagasloan szamolt. Oldd meg a

Monde-nek kitlizott egyik feladatot, amit 6 szoban oldott meg: ,,Melyik két
természetes szam négyzetének a kiilonbsége 13377
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TUDASPROBA
3. TESZTFELADAT

1. Mely x értékekre igaz az X* > 0 egyenlStlenség?

A) X>2; C) Xx<-2 vagy X>2;
B) Xx>2 vagy x>-2; D) —2<x<2.

2. Az alabbi intervallumok koziil melyik az x> + 8x — 9 > 0 egyenl6tlenség meg-
oldashalmaza?
A) (=005 =9) U (1; +o0); C) (=005 =1) U (95 +0);
B) (003 9] U [1; +0); D) (—e0; =11 U [9; +20).

3. Hany egész megoldasa van a 3x> + 5x — 8 < 0 egyenl6tlenségnek?
A)3; B) 4; O)s; D) 6.

4. Az alabbi egyenldtlenségek koziil melyik igaz barmely valos szamra?
A) X2 —14x + 49>0; C) X2 —3x+4>0;
B) -8x® + x +2<0; D) -2 + 7x — 10<0.

5.Miaz f(x)= figgvény értelmezési tartomanya?

5
\8x — 4x*

A) (=005 0] U [2; +0); O [0; 2];
B) (=05 0) U (2; +00); D) (0; 2).

6. Az alabbi egyenlétlenségek koziil melyiknek nincs megoldasa?
A) X2 —6Xx + 10<0; C)-3x* + 8x + 3<0;
B) -5x% + 3x + 2>0; D) —x2— 10x>0.

y-x=2,
xy—-y=10
Mennyi az X,y, + X,», kifejezés értéke?

7. Az (X;; y)) €és (X; y,) szamparok az{ egyenletrendszer megoldésai.

A) 23; B) 7, C) 35; D) -26.
2 2 _
8. Milyen gorbéket hataroznak meg az {x Ty =5 egyenletrendszer egyenletei?
xy=-3
A) egyenes ¢és parabola; C) korvonal és hiperbola;
B) korvonal és parabola; D) parabola és hiperbola.
2_
9. Hany megoldasa vanaz J* ~¥~ 4, egyenletrendszernek?
x+y=1
A) nincs megoldasa; C) ketto;
B) egy; D) négy.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Tudasproba. 3. tesztfeladat 147

10. Mennyi az X + y kifejezés legnagyobb értéke, ha az (x; y) szampar az

*-y=5 egyenletrendszer megoldédsa?
X +2xy—y® =17
A)1; B) 6; Q) 0; D) -5.
E + l — 4’
11. Az (a; b) szampar a }J* ¥ egyenletrendszer megoldasa. Mennyi
1.3 4
x y
az a — b kifejezés értéke?
A)S; B)I; 0 D) 2.
6 6
. . . o 2x —xy =5, -
12. Az (X3 y,) és (X,; 1,) szamparok az 6 egyenletrendszer megoldasai.
y+xy=

Mennyi az |X,y, + X,p,| kifejezés értéke?
A)l; B) 11; C) 70; D) 10.
13. Egy téglalap keriilete 34 cm, atldja 13 cm. Jeldljiik x-szel a téglalap egyik

oldalat, y-nal a masik oldalat. Alkalmazva ezt a jelolést hatdrozd meg, az
alabbi egyenletrendszerek koziil melyik az adott feladat matematikai modellje?

A) x+y =34, C) x+y =34,
x*+y’ =18; x* +y* =169;

B) 2(x+y) =34, D) 2(x+y)=34,
x*+y? =18; x*+y® =169.

14. A két varos kozotti 120 km-es tavolsagot egy személygépkocsi 30 perccel
gyorsabban teszi meg, mint egy tehergépkocsi. Ismeretes tovabba, hogy a
tehergépkocsi 2 ora alatt 40 km-rel nagyobb tavolsagot tesz meg, mint a sze-
mélygépkocsi 1 ora alatt.

Jeloljiik a tehergépkocsi sebességét X km/h-val, a személygépkocsi sebességét
pedig y km/h-val. Alkalmazva ezt a jel6lést hatarozd meg, az alabbi egyenlet-
rendszerek koziil, melyik lesz az adott szitudcié matematikai modellje?

120 120 120 120 1
= -== =30, ===
A x y O « y 2
2x —y =40; 2x —y =40;
120 120 120 120 1
7_7:301 T T =
B) y x D) y x 2
2x -y =40; 2x -y =40.
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15. A 8.-0s algebrakdnyv begépelésével két munkas 8 nap alatt végez. Ha az egyi-
kiik begépeli a szoveg 2 -at, majd a masik fejezi be, akkor 16 nap alatt gépelik
3

le az egész konyvet.

Jeloljiik x-szel azoknak a napoknak a szamat, amennyi alatt az egyik gépird
egyediil begépeli a teljes szoveget, y-nal pedig azokat, ahany nap alatt egye-
diil begépeli a teljes szoveget a masik gépird. Ezekkel a jelolésekkel melyik
egyenletrendszer lesz ennek a feladatnak a matematikai modellje?

x+y=28, x+y=28,

A) O]
gx+1y:16; 1x+§y:16;
3 3 3 3
1 1 1 1 1 1
—+—=— —4 ==

B) x y 8 D) x y 8
2 1 1
—t == Ex+1y:16.
3x 3y 16 3 3

16. A b mely értékeire nincs gyoke a 3x* — bx + 3 = 0 egyenletnek?

A)-6<b<6; C) b>6;
B) b<6; D) b<—6 vagy b>6.
I X +y* =25 .
17. Az a mely értékeire van az > egyenletrendszernek egy megolda-
x-y=a

sa?

A)a=35; C)a=-5vagya=>5;

B) a =5+/2; D) a =-5+/2 vagy a =5+2.

18. Az a mely értékeire nincs megoldasa az ax*> — 2x + a < 0 egyenl6tlenségnek?
A)a<-1vagya>1; C)-l<a<l;

B)a=>1; D) nem létezik ilyen érték.
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A 2. paragrafus dsszefoglalasa 149

I A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA 1

Fiiggvény

Legyen X a fliggetlen valtozo6 értékeinek halmaza, Y a fiiggd valtozo érté-
keinek halmaza. A fiiggvény olyan egyértelmi hozzarendelés, amely az X
halmaz minden eleméhez megfelelteti az Y halmaz egyetlen elemét.

A fiiggvény zérushelye
Az argumentum azon értékét, melyre a fiiggvényérték nulla, a fiiggvény
zérushelyének nevezziik.

A fiiggvény allandoé eldjeli
Azon az intervallumon, ahol barmely argumentum értékre a fliggvényértékek
azonos eldjeltiek.

Novekvo és csokken6 fiiggvény

Egy fliggvény novekvo az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz
tartozo nagyobb argumentumértékhez nagyobb fliggvényérték tartozik.
Egy fiiggvény csokkend az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz
tartoz6 nagyobb argumentumértékhez kisebb fiiggvényérték tartozik.

Az y = kf (X) fiiggvény abrazolasa

Az y = kf (X) fliggvény grafikonjat megkaphatjuk az y = f (X) fiiggvény grafi-
konjabol k-szoros nytjtassal az y tengely mentén (az X tengelytdl), ha k> 1 és

1 szoros zsugoritassal az y tengely mentén (az X tengelyt6l), ha 0 <k <.
k

Az y=f(x) + b fiiggvény dbrézolasa

Az y=f(X)+ b fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk az y = f(X) fliggvény gra-
fikonjabol parhuzamos eltolassal az y tengely mentén felfelé b egységgel, ha
b >0 és —b egységgel lefelé, ha b <0.
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150 2. 8. MASODFOKU FUGGVENY

Az y=f(x + a) fiiggvény abrazolasa

Az y = f (X + a) fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk az y = f (x) fiiggvény
grafikonjabol parhuzamos eltolassal az X tengely mentén balra a egységgel, ha
a> 0 és —a egységgel jobbra, ha a <0.

Maisodfoku fiiggvény

Az y=ax?+ bx + ¢ képlettel megadhat6 fliggvényt, ahol X a fiiggetlen valtozo,
a, b és ¢ barmely szam, a # 0, masodfoku fiiggvénynek nevezziik.

Masodfoku egyenlétlenségek

Azax>+bx+c>0,ax>+bx+c<0,ax? +bx+c>0,ax>+ bx+c < 0 alaka
egyenlOtlenségeket, ahol x az ismeretlen, a, b ¢€s c valamely szdm, a # 0, ma-
sodfoku egyenlétlenségnek nevezziik.

Az y = ax?+ bx + c parabola elhelyezkedése a koordinata-rendszerben

D>0 D=0 D<0

a>0
x\/x2 N X0 x *
xo >
x
a<o0 x

\
Ry
/NR
]V
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SZAMSOROZATOK

- Ebben a paragrafusban olyan 0j fogalmakkal ismerkedhetsz meg, mint a sorozat, a sorozat
n-edik tagja (altalanos tagja), szamtani és mértani sorozat, véges és végtelen sorozatok,
hogyan lehet megadni egy sorozatot.

«  Megtanulod meghatarozni a sorozatok tagjait, kiszdmitani a sorozat elsé » tagjanak
Osszegét.

Szamsorozatok

Gyakran a mindennapi életben olyan objektumokkal talalkozhatunk, melyeket
konnyebb kezelni, ha megszdmozzuk dket. Példaul sorszammal rendelkeznek a
hoénapok, a negyedévek, a hetek, a Iépcsdhazak és a lakasok, a vagonok, sét min-
den osztalytarsadnak is van az osztalykdnyvben sorszama.

Az 1,2,3, ..., n, ..., természetes szdmokkal sorszamozott objektumok soro-
zatot alkotnak.

Igy beszélhetiink egy konyv lapjainak a sorozatarol, egy szoban a betiik soro-
zatardl, egy haz szintjeinek sorozatarol.

Azokat az objektumokat, amelyek a sorozatot alkotjak, a sorozat tagjainak
nevezziik. A sorozat minden tagjanak van sajat sorszama. Példaul a januar az év
els6 honapja, a 3 a primszdmok sorozatanak masodik tagja. Osszességében, ha a
sorozat egyik tagjanak a sorszama n, akkor ezt a tagot a sorozat n-edik tagjanak
nevezziik.

Ha egy sorozat tagjai szdmok, akkor az ilyen sorozatot szamsorozatnak ne-
vezzik.

Mutatunk néhany példat szamsorozatokra.

1,2,3,4,5, .... — természetes szamok sorozata,

2,4,6,8, 10, ... — paros szamok sorozata;

0,3;0,33; 0,333; ... —az 1 kozelits értékeinek sorozata;
3

19, 38, 57, 76, 95 — 19 kéthegy tobbszordseinek sorozata;
-1,-2,-3,-4,-5, ... —anegativ egész szdmok sorozata.
A tovabbiakban csak a szamsorozatokkal fogunk foglalkozni.
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152 3. §. SZAMSOROZATOK

Egy sorozat lehet véges és végtelen. Példaul a paros természetes szamok soro-
zata végtelen, mig 19 kétjegyli tobbszordseinek a sorozata véges.

A sorozat tagjainak a jelolésére betiiket hasznalunk, als6 indexben tiintetjiik
fel a sorszdmat:

a,, d,, as, ..., &,

Maga a sorozat jelolésére zarojelet hasznalunk: (a,,. Péld4ul, ha (p,, primsza-
mok sorozata, akkor p, =2, p,=3,p,=5,p,=7, ps = 11, és igy tovabb.

Egy sorozat akkor van megadva, ha barmelyik tagja meghatdrozhato a sor-
szamabol.

Ismerkedjiink meg a sorozatok megadasi modjaival.

Vizsgaljuk meg azt a sorozatot, melynek elso tagja 1, minden kovetkezo tagja
pedig 3-mal tobb az eldtte 1évo tagnal. Az ilyen megadasi modot leiré megadasnak
nevezziik. Ezt a megadast jel6lhetjiik harom ponttal is, azaz megadjuk a sorozat
néhany elso tagjat, a sorszamuk ndvekedésében:

1,4,7,10,13, 16, 19, ....

Ezt a megadasi modot akkor célszerli hasznalni, ha egyértelmii, hogy milyen
szamok keriilnek a harom pont helyére.

Példaul, az altalunk vizsgalt sorozatban érthetd, hogy a kdvetkezd
szam a 22.

Ha egy sorozat véges, akkor tablazattal is megadhato. Példaul az alabbi tabla-
zat az egyjegytl szamok kobeinek sorozatat adja meg.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a, 1 8 27 64 125 216 343 512 729

A sorozatot képlettel is meg lehet adni. Példaul az x,= 2" képletben az n termé-
szetes szam, és a 2 természetes hatvanyainak (x,) sorozatat adja meg:
2,4,8,16,32, ...
Ebben az esetben a sorozatot az n-edik (altalanos) tagjanak képletével adtuk
meg.
Tekintsiink at néhany példat!
Az a, = 2n — 1 képlettel lehet megadni a paratlan természetes szadmok so-

rozatat:
1,3,5,7,9, ...
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15. Szamsorozatok 153

Azy,=(-1)"képlet egy olyan (y,) sorozatot ad meg, melynek minden paratlan

sorszamu tagja —1, minden paros sorszamu tagja pedig 1:
-1,1,-1,1,-1, ...

A ¢, =17 képlet egy (c,) sorozatot add meg, melynek minden tagja 7:

7,7,7,7,7, ...

A sorozatok megadasanak eddig vizsgalt modjai segitenck megérteni az dssze-
fliggést a fiiggvény és a sorozat fogalma kozott.

Vizsgaljuk meg a természetes szamok halmazan vagy annak az els6 n részhal-
mazan értelmezett y = f (X) fliggvényt! Akkor az f* fiiggvény egy végtelen f (1),
fQ),....f(n), ... vagy egy véges f (1), £ (2), ..., f (n) sorozatot ad meg.

Példaul, ha a természetes szdmok halmazan értelmezett fiiggvény hozzaren-
delési szabalya f (x) = x%, akkor ez a fliggvény a négyzetszamok sorozatat adja
meg:

1,4,9,16,25, ...

Gyakran a sorozatot olyan képlettel adjak meg, ahol a sorozat tagjait ugy tud-
juk meghatarozni, ha ismerjiik az eldtte allo tagot.

Vizsgaljuk meg az (a,) sorozatot, melynek els6 tagja 1, minden kdvetkezo tag
pedig az eldtte 4ll6 tag haromszorosa:

1,3,9,27,81, ...
Ezt a sorozatot meghatarozzak az a,= 1 és a,,, = 3a, feltételek.

Ezek az egyenléségek megadjak a sorozat elsé tagjat és azt a szabalyt, amely-
lyel kiszamithato a rakdvetkezo tag:

a =1,
a,=3a, =3,
a;=3a,=9,
a, =3a; =27,

stb.

Azt a megadasi modot, amelyben egy vagy tobb megel6z6 tagbol kiszdmithatd
arakovetkez6 tag, rekurziv (recurro latin eredetii, jelentése ismétlodik) képletnek
nevezzilk. Az el6z6 példankban ez az a,,, = 3a,. Azokat a feltételeket, melyek
megadjak a sorozat elsd tagjat vagy néhany elso tagjat, kezdeti feltételeknek ne-
vezziik. Az altalunk vizsgalt sorozatban ez az a,= 1 egyenldség.

Azt a megadasi modot, amikor a sorozatot kezdeti feltétellel és rekurziv kép-
lettel adjuk meg, rekurziv megadasi moédnak nevezzik.
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154 3. §. SZAMSOROZATOK

A rekurziv megadési modnal az elsé tag, vagy néhany els6 tag ismeretében a
megadott képlettel egymas utan szamithatjuk ki a sorozat tovabbi tagjait. Ebbdl a
megfontolasbdl a sorozat megadasa n-edik tagjanak a képletével kényelmesebb,
mert rogton meghatarozhato a keresett tag.

PELDA A (c,) sorozat n-edik tagjanak képletével van megadva:
¢, =37 —3n. Tagja-e ennek a sorozatnak: 1) 19; 2) —7? Ha igen, akkor hanyadik
tagja?

Megoldas. 1) Ha 19 tagja ennek a sorozatnak, akkor létezik olyan termé-
szetes n szam, melyre teljesiil a 37 — 3n = 19 egyenléség. Innen 3n = 18, n = 6.
Tehat a 19-es szam a (c,) sorozat hatodik tagja.

2)37-3n=-7;3n=44; n= 143 Mivel 143 nem természetes szam, ezért a
3 3
—7 nem tagja ennek a sorozatnak.

Felelet. 1)igen, n=6;2) nem. <

?

. Mit alkotnak a természetes szamokkal sorszamozott objektumok?

. Hogyan nevezziik a sorozatot alkot6 objektumokat?

. Hogyan nevezziik a sorozatnak azt a tagjat, melynek a sorszama n?
. Milyen sorozatot neveziink szamsorozatnak?

. Mikor mondhatjuk, hogy egy sorozat adva van?

. Milyen megadasi médjai vannak egy sorozatnak?

. Magyarazd meg, mi az n-edik tag képlete?

. Milyen Gsszefiiggés van a fiiggvény és a sorozat fogalmak kozott?
. Mi a rekurziv képlet?

© 0 N O 00 WDN PP

I GYAKORLATOK

15.1.° ird le az aldbbi sorozatok elsé ot tagjat:
1) 4 kétjegyli tobbszorosei;
2) a 11 szamlaloju altortek;
3) azok a természetes szamok, melyek 8-cal vald osztasi maradéka 5!
Allapitsd meg, végesek vagy végtelenek ezek a sorozatot!

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



15. Szamsorozatok 155

15.2.° Az (a,) sorozat tagjai 5 haromjegyti tobbszordsei novekvo sorrendben. Toltsd
ki az alabbi tablazatot!

n 1 2 3 4 5 6

15.3.° Hatarozd meg az (a,) sorozat els6 négy tagjat, ha n-edik tagjanak képlete:

Da,=n+d 2a,=4-3 3ag-_"_; 4a =21
n°+1 n
15.4.° Hatarozd meg a (b,) sorozat masodik, hetedik és szazadik tagjat, ha n-edik
tagjanak képlete:

) s =2 2)b,=5-22; 3)b,=n*+2n; 4) b, =(-1)y"1

’

n
15.5.° A (c,) sorozat n-edik tagjanak képlete ¢, = (—1)" - 5. Hatarozd meg:
ey 2) ey 3) ey 4 ey ) Cryn!
15.6.° A (x,) sorozat n-edik tagjanak képlete X, = 3n + 1. Hatarozd meg:
DXs  2)X5 0 3) X D Xge0s 5 Xy !
15.7.° Hatarozd meg az (a,) sorozat elsé 6t tagjat, ha:
1)a1 =45an+] =an+3;

2)a,=-2,a,=6,a,,,=33,+4a,,,!

15.8.° Hatarozd meg a (b,) sorozat els6 ot tagjat, ha:

)b, =18, 5 :_%.

’

2) bl :713 b2 = 25 bn+2 = b% + 2bn+1!

15.9.° Az (a,) sorozat altalanos tagjanak képlete a, = 7n + 2. Tagja-e ennek a soro-
zatnak: 1) 23; 2) 149; 3) 477 Ha igen, akkor hanyadik tagja?

15.10." A (b,) sorozat altalanos tagjanak képlete a, = n? — 4. Tagja-e ennek a soro-
zatnak: 1) 5; 2) 16; 3) 77? Ha igen, akkor hanyadik tagja?

15.11." Hany negativ tagja van az (X,) sorozatnak, ha x, = 6n — 50?

15.12." Hatarozd meg az (y,) sorozat els6 negativ tagjanak sorszamat, hay, =38 —3n!
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156 3. §. SZAMSOROZATOK

15.13." Az (a,) sorozat n-edik tagjanak képlete a, = n>— 3n — 8. Hatarozd meg ebben
a sorozatban a 10-nél kisebb tagok sorszamat!

15.14.” A (b,) sorozat n-edik tagjanak képlete b, =—n*+ 151 — 20. Hany olyan tagja
van ennek a sorozatnak, amely 16-nal nagyobb?

15.15.” Add meg az alabbi sorozatok altalanos tagjanak egyik lehetséges képletét:

1)1,4,9,25, . 30,5, 23 2
2 3 4 5
2)5,8,11,14,17, ..; 4)0,2,0,2,0,...!
15.16.” Add meg az aldbbi sorozatok altalanos tagjanak egyik lehetséges képletét:
1)2,9,28, 65, 126, .... pl 111 1

2”6 12" 20" 30

I ISMETLO GYAKORLATOK

15.17. Egyszertisitsd az alabbi torteket;

1 3x277x+2; 2y Bxy —5x-2y+2
2-6x 10x® — 9x + 2
15.18. Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

V2 - x V6—5x—x2,
1) y=22%, 2) y= X

x+2 x-1

15.19. Egy masodfoku fiiggvény grafikonja olyan parabola, melynek cslicsa az

origo, ¢s illeszkedik az A (_1; _l) pontra. Add meg ennek a fiiggvénynek a
4

hozzarendelési szabalyat!

15.20. Egy munkas ugy tervezte, hogy meghatarozott id6 alatt 160 alkatrészt
gyart le. Viszont 3 nappal korabban végzett, mint ahogy tervezte, mert na-
ponta 12 alkatrésszel tobbet készitett el. Hany alkatrészt gyartott le 6ranként
ez munkas?

15.21. A tengerviz sotartalma 5%. Mennyi ivovizet kell hozzaonteni 40 kg tenger-
vizhez, hogy a sotartalom mar csak 2% legyen?

15.22. Egy kisfit els6 nap elolvasta a konyv 25%-at, masodik nap a maradék
72%-at, a harmadik nap a maradék 84 oldalt. Hany oldalas ez a kényv?
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

15.23. Vizsgaljuk az y = x* + px + ¢ masodfokt fiiggvényeket, melyekre
p + q = 5. Bizonyitsd be, hogy azok a parabolak, melyek ezen fiiggvények
grafikonjai, egy pontban metszik egymas!

A nyulakrél, a napraforgérél, a ngff

fenybtobozrél és az aranymetszésrol —

Vizsgaljuk meg a rekurziv megadasu (u,) sorozatot:
U=U=1U,,=U, +U,
frjuk le ennek a sorozatnak néhany elsé tagjat:
1,1,2,3,5,8,13, 21,34, 55, 89, ....

Ennek a sorozatnak a tagjait Fibonacci szamoknak nevezziik. Ez a megha-
tarozas a hires olasz matematikusrol, a pizzai Leonardordl (Fibonaccirol) kapta
nevét, aki a XII. szazadban megoldott egy igen kozérdeki feladatot, nevezetesen,
hogy héany par nyul szarmazhat egy par nyultol, és felfigyelt ennek a sorozatnak az
érdekes tulajdonsagaira. Ebben a feladatban a nyulak szama tigy novekszik, hogy
minden ivarérett nyulpar egy honap mulva utédokat hoz a vilagra. A 15.1. abran a
nyulparok szama megfelel a Fibonacci szamoknak.

Tobb feladatban is talalkozhatunk a Fibonacci szdmokkal. Képzeld el, hogy

egy négyzet alaku jarokovekkel kirakott egysoros jardan mégy, ekdzben ra
kell, hogy 1épj minden négyzetre vagy minden masodikra. Ebben az esetben az,

Pizzai Leonardo
(Fibonacci)
(XII. = XIlI. szadzad)

Italiai matematikus. Bejarta a keleti orszagokat,

ahol megismerkedett az arab matematikusok
eredményeivel és eldontotte, hogy ezt a tudast
elterjeszti Eurdpéban is. F6 miivei Liber Abaci (1202),
amelyben a szamtant és az algebrat targyalja, a
Practica Geometriae (1220), ebben magalapozta az

algebrai modszerek alkalmazasat a mértanban.
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1 hénap %ﬁi}
2 hénap
3honap i%) \ I{"‘-L:}-E‘i_"t ’fé%—):
% N, N
4 honap ﬁéﬁl m ,%ﬁ) w%%) “_r; 5
rii‘;%} U} ﬁlﬁ.%% ur} -ﬁlﬁ.’iﬁﬁiﬁ—} -ur} -ﬁlﬂ.’igi%—}

15.1. 4bra

hogy hanyféleképpen mehetsz végig egy n kobol kirakott ilyen jardan, meg-
egyezik a Fibonacci sorozat n-ik tagjaval. (Ellenérizd 6nalléan, példaul n =
= 8 esetre.)

Néhany természeti jelenség is 6sszekothetd a Fibonacci szamokkal.

Példaul, ha megfigyeliink egy napraforgot vagy egy kamillat, akkor lathatjuk,
hogy a magok két ellenkezd iranyba futd gorbesorozatokban rendezédnek, ahol
a spiralkarok szama a Fibonacci sorozat két szomszédos eleme. A napraforgonal
leggyakrabban ez a két szam a 34 és az 55, viszont talalkozhatunk 6rids napraforgo
tanyérokkal is, ahol 89 és 144 a spirdlkarok szama. Hasonl6 tulajdonsaggal rendel-
keznek a feny6tobozok is'. Az ananasz pikkelyein is megfigyelhet6 ez a jelenség,
ott a spiralszamok 8 és 13.

Ha a Fibonacci sorozat minden két szomszédos tagjara, vagyis minden termé-

un+1

szetes n szamra kiszamitjuk az aranyt, akkor a kdvetkez6 sorozatot kapjuk:

n

1;2; 1,5; 1,6); 1,6; 1,625; 1,(615384); 1,61(904761); .... .

! A botanikaban ezt a spiralis elrendezést filotaxisnak nevezik
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16. Szamtani sorozat 159

Ennek a sorozatnak az a tulajdonsaga, hogy a tagjai sorszamanak novelésével

a tagok értékei egyre kozelitenek a 541 ~1,618 értékhez.
2

Mar az 6korban az emberek ezzel a szdmmal kototték 0ssze a szépséget
és a harmoniat. A gordg szobraszok jol tudtdk, hogy az emberi test aranyai
megfelelnek ennek a magikus szamnak. Nem csoda, hogy az okori épitészek is
ezt az aranyt alkalmaztak maradandé alkotasaikban. igy példaul a Parthenon'
szélességének és magassaganak az aranya 1,618. A reneszansz kor legnagyobb
géniusza, Leonardo Da Vinci is ugy gondolta, hogy a Teremt6 altal hasznalt
aranyok kozott 1étezik egy, ami egyetlen és megismételhetetlen. Ezt az aranyt
nevezte § ,,aranymetszésnek”.

Jacques Philippe Marie Binet (1786—1856) francia matematikus megadta a
Fibonacci sorozat altalanos tagjanak képletét (a Fibonacci szdmok zart alakja):
)

2 2

u =

n

5
Nehezen hihet6, hogy ez a képlet természetes szamokat ad meg. Pedig ez igy

van.

Szamtani sorozat

Figyeljiik meg a kovetkezd sorozatokat:
2,7,12,17,22,27, ..;
1;1,5;2;2,5;3;3,5; ...;
3,1,-1,-3,-5,-7, ...

' Parthenon — templom az dkori Athénban, épiilt Kr. e. az V. szazadban
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160 3. §. SZAMSOROZATOK

Ezeknek a sorozatoknak az a jellegzetességiik, hogy a sorozat minden kovetke-
z0 tagjat ugy kapjuk meg, hogy az el6zo taghoz hozzaadjuk ugyanazt a szamot. Az
elsé sorozatnal ez a szam 5, a masodiknal 0,5, a harmadiknal —2.

Ezeket a sorozatokat az emberek mar 0sidok ota ismerték, amikor még ket-
tesével, vagy otosével, tizesével vagy tucatjaval szdmoltak. Ezeket a sorozatokat
szamtani sorozatoknak nevezziik.

Meghatarozas. Szamtani sorozatnak nevezziik azokat a sorozatokat,
melynek minden tagja a masodiktol kezdédden egyenlo az el6z6 tagnak és egy
allando szamnak az 6sszegével.

Azt a szamot, amely a sorozat rakovetkez6 tagjanak és az elétte allo tagnak a
kiilonbsége, a sorozat kiilonbségének, differenciajanak nevezziik és d betiivel
jeloljiik ( a latin differentia (kiillonbség) sz els6 betiije).

Tehat, ha az (a,) sorozat olyan szamtani sorozat, melynek a differenciaja d,
akkor

d=a,-a=a;—-a,=a,-a,= ..,
tehat barmely természetes n-re igaz az a,,, —a, = d.
Innen
a,, =a,+d

Tehat a szamtani sorozat megadhato6 rekurzivan:

a=aa,,,=a,+d

Ily médon ahhoz, hogy megadjunk egy szamtani sorozatot, meg kell adni a
sorozat elso tagjat és kiilonbségét.

Nézziink meg néhany példat!

Haa, =2 ésd =35, akkor megkapjuk azt a szamtani sorozatot, amellyel kezdtiik
ezt a fejezet:

2,7,12,17,22,27, ....

Haa, =1 és d = 3, akkor megkapjuk a paratlan szamok sorozatat, ami szamtani

sorozat:
1,3,5,7,9,11, ...

Az eddig felhozott szamtani sorozatok kiilonbsége pozitiv szam volt. Viszont a
kiilonbség lehet negativ szam is, vagy még a nulla is. Tehat, az 5, 5, 5, 5, ... soro-
zat, melynek minden tagja 5, szamtani sorozat, ahol a, =5 és d = 0.

Megmutatjuk, hogy a szamtani sorozatot meg lehet adni altalanos » tagjan
keresztiil is.
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16. Szamtani sorozat 161

a,=a, +0d;
y=a,+d=(a,+d)+d=a,+d-2;
a=a+d=(@,+d-2)+d=a,+d-3;
as=a,+d=(a,+d-3)+d=a,+d-4.

Ezekbdl az egyenldségekbol levonhatd az a torvényszeriiség, miszerint ahhoz,
hogy meghatarozzuk a szamtani sorozat tetszdleges tagjat, az elsé taghoz hozza
kell adni d és a keresett sorszamnal eggyel kisebb szam szorzatat. Tehat példaul,
a;=a, +d-5a,=a, +d -6, altalanositva

a,=a,+d(n-1)

A felirt egyenléséget a szamtani sorozat n-edik tagja képletének nevezziik.
Meghatarozzuk az (a,) szamtani sorozat fontos tulajdonsagat.

. a, +a

a, —a, = a, — a,, ebbdl kapjuk, hogy 2a, = a, + a;; a, = %
. . a, +a,

a, —a, = a, — a,, ebbdl kapjuk, hogy 2a, = a, + a,; a, = —

Altaldnositva elmondhatjuk, hogy barmely természetes 1-nél nagyobb n-re
leirhatés hogy a,—a,,=a,,—4a, igy

G 1t
M

A szamtani sorozat barmelyik tagja, kivéve az elso tagot (és az utolsot, ha
a sorozat véges), a szomszédos két tag szamtani kozepével (datlagdaval) egyenlo.

PELDA Igazoljuk, hogy az a, = 9n — 2 képlettel megadott (a,) sorozat
szamtani!

Megoldas. Vizsgaljuk meg két tetszdleges egymast kovetd tag kiilonbségét:

a,,,-8,=9m0+1)-2-n-2)=9m+9-2-9n+2=09.

n+ 1

Tehat, barmely természetes n-re teljesiil az a,,, = a, + 9 egyenldség, ami
azt jelenti, hogy a sorozat minden tagja a masodiktdl kezdédéen egyenld az 6t
megeldzd tag és egy allandd szam, a 9 dsszegével. Tehat ez a sorozat szamtani
sorozat. <«
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162 3. §. SZAMSOROZATOK

? 1. Melyik sorozatot nevezziik szdmtani sorozatnak?

2. Mit neveziink a szamtani sorozat kiilénbségének (differenciajanak)? Milyen betlvel
jeldljik?

3. Mi sziikséges egy szamtani sorozat megadasahoz?

4. Hogyan adhatunk meg egy szamtani sorozatot rekurzivan?

5. Mi a szamtani sorozat n-edik (&ltalanos) tagjanak a képlete?

6. Milyen 6sszefliggés van a szamtani sorozat barmelyik tagja és a szomszédos tagok
kozott?

I GYAKORLATOK

16.1.° Az alabbi sorozatok koziil melyek szdmtani sorozatok?

1) 3,-6, 12, -24; 3)5,10, 5, 10; 5)-5,-3,-1, 1;
2)4,8, 12, 16; 4) 42, 39, 36, 33; 6) 1,2;1,3; 1,5; 1,6.
16.2.° Az alabbi sorozatok szamtani sorozatok-e? Ha igen, add meg a sorozat
differenciajat!
1) 24, 22,20, 18; 2) 16,17, 19, 23; 3)-3,2,7,127

16.3.° Add meg annak a szamtani sorozatnak az els6 négy tagjat, melynek elsé tagja
1,2, differenciaja pedig —0,3!

16.4.° Egy szamtani sorozat els6 tagja—7,4, differenciaja pedig 1,8. Add meg ennek
a sorozatnak az elsé 6t tagjat!

16.5.° Az (a,) szamtani sorozat elsd tagja 4, differencidja pedig 0,4. Hatarozd meg:
1) as;2) a,; 3) as,!

16.6.° Az (a,) szdmtani sorozat elsé tagja 17, differenciaja pedig —2. Hatarozd meg:
D) a; 2) a5 3) ag!

16.7.° Hatarozd meg a 2,6; 2,9; 3,2; ... szamtani sorozat differenciajat és a két-
szazegyedik tagjat!

16.8.° Mennyi az (a,) szamtani sorozat kiilonbsége, ha a, = -2, a, = 6?
16.9.° Hatarozd meg az (a,) szamtani sorozat kiilonbségét, ha a5 = 3, a, = —12!
16.10.° Hatarozd meg az (X,) szamtani sorozat kiilonbségét, ha X, = 2, X, = 47!

16.11.° Hatarozd meg az (y,) szamtani sorozat elsé tagjat, ha y,, = 22 és a sorozat
kiilonbsége d = 0,5!
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16. Szamtani sorozat 163

16.12." ird le az alabbi sorozatok n-edik (4ltalanos) tagjanak képletét:
1)-5,-7,-9,-11, ...; 3) a2, 2a’, 3a’ 4a’, ...;
2)2, 21, oL ol fya+3,a+l,a-1,a-3,..!
6 3 2

16.13." Tagja-e a (c,) szamtani sorozatnak:
1) 20,4, ha ¢, = 11,4 és a sorozat kiilonbsége d = 0,6;

2) 38, ha ¢, = 8 és a sorozat kiilonbsége d = 1,4?
Ha igen, akkor add meg ennek a szamnak a sorszamat is!
16.14." Hanyadik tagja 13,7 a 8,1; 8,5; 8,9; 9,3; ... a szamtani sorozatnak?

16.15." Hatarozd meg annak a szamtani sorozatnak a masodik tagjat, melynek az
els6 és harmadik tagja —6 és 12!

16.16." Egy szamtani sorozat nyolcadik és tizedik tagja 3,5 €s 2,7. Mennyi ennek
a sorozatnak a kilencedik tagja?

16.17." Hatarozd meg a (b,) szamtani sorozat els6 tagjat, ha by =11, b, =-7!

16.18." Mennyi annak az (X,) szamtani sorozatnak a differencidja, amelynek
Xg =58, X;s=16!

16.19." Hogyan valtozik meg annak a véges szamtani sorozatnak a differencidja,
melynek a tagjait forditott sorrendben irjuk le?

16.20." Hany pozitiv tagja van az 5,2; 4,9; 4,6; ... szamtani sorozatnak?
16.21. Milyen sorszamu a —10,2;-9,5; -8,8; ... szamtani sorozat els6 pozitiv tagja?
16.22." Szamitsd ki a 7,2; 6,6; 6; ... szamtani sorozat elsé negativ tagjat?

16.23." Iktass be —6 és 3 koz¢é 6t szamot ugy, hogy ezek a megadott szamokkal
egylitt egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai legyenek!

16.24." Melyik négy szamot kell a 4 és —5 szamok k6z¢ beiktatni ahhoz, hogy ezek
a szamok a megadott szamokkal egyiitt egy szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai legyenek?

16.25." Hatarozd meg az (a,) szdmtani sorozat elso tagjat és kiillonbségét, ha:
l)a,+a,=30¢sa,+a,=060;

2)a,+a,,=36¢ésas - a,, =340!
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16.26." Hatarozd meg az (a,) szamtani sorozat els6 tagjat és differencidjat, ha:
1)as+a,=41¢ésa,,+a,=062;
2)a,+a,;=-104és a, - a,=-240!

16.27. Milyen esetekben igaz egy szamtani sorozatra az a,a, = a,> egyenldség?

16.28.' Bizonyitsd be, hogy az (a + b)?, 8> + b?, (a — b)* kifejezések b
értékei egy szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai!

16.29." Igaz-e az az 4llitas, hogyha egy konkav négyszog oldalai 7

(16.1. abra) a, b, ¢, és d sorrendben egy szamtani sorozat

egymast koveté tagjai, akkor ebbe a négyszogbe korvonal ~ 16.1. &bra

irhato!

16.30." Egy haromszog belso szogeinek merdszamai egy szamtani sorozat egymast
koveto tagjai. Mekkora a k6zépsé nagysagu szog fokmértéke?

16.31." Szamtani sorozat-e az alabbi képlettel megadott (a,) sorozat:

2

a,=-6n+3; 2)a,=2n*—n; 3)a,=-2,8n; 4) a, = ?
n+1l

Ha igen, add meg a sorozat elso tagjat és differenciajat!
16.32." Szamtani sorozat-¢ az alabbi képlettel megadott (a,) sorozat:
2n-1

1
1)a, =6+ Tn; 2)a, = ; 3a,=—+2?
5 n

Ha igen, add meg a sorozat els6 tagjat és differenciajat!

16.33." Egy szamtani sorozatbol kihagytuk a paratlan sorszamu tagokat. Szamtani
sorozatot kapunk-e?

16.34." Adva van két végtelen szamtani sorozat. Szamtani sorozatot kapunk-e,
ha az egyik sorozat minden tagjabdl kivonjuk a maésik sorozat ugyanolyan
sorszamu tagjat?

16.35.' Ha egy olyan szamtani sorozatbol, melynek a kiilonbsége nem nulla, ki-
hagyjuk azokat a tagokat, melyek sorszama 3 tobbszorose, akkor az igy kapott
sorozat szamtani sorozat-e?
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16.36." Egy szamtani sorozat minden tagjat megszoroztuk 4-gyel. Szamtani sorozat
lesz-e az igy kapott sorozat?

16.37." Bizonyitsd be, hogy a haromszog, négyszog, 6tszog €s igy tovabb sok-
szogek belsd szogei 0sszegének merGszamai egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjai!

16.38." Az x mely értékeire lesznek az x*> — 4, 5x + 3 és 3x + 2 kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.39." Az y mely értékeire lesznek az y* + 1, % + y és 8y — 10 kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.40.” Az y mely értékeire lesznek azy?*—2, 3y +5, 4y + 13 és 2y? —y +25 kifejezé-
sek értékei egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.41." Az x mely értékeire lesznek a 3x +4, 2x + 3, x> és 2x2 + x kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.42." Bizonyitsd be, ha az a, b és ¢ szam egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagja, akkor:

1)a’+ 8bc=(2b + ¢)%
2) %((l+b+6‘)3 =a’(b+c)+b*(a+c)+c’ (a+D)!

16.43." Bizonyitsd be, ha az a, b és ¢ pozitiv szam egy szamtani sorozat harom
1 2

1 !
Jaivb Joide aide

egymast koveto tagja, akkor

. , 1 1, 1 o TR .
16.44." Bizonyitsd be, ha az , és kifejezések értékei egy szam-
b+c a+c a+b

tani sorozat harom egymast kovet6 tagjai, akkor a2, b? és ¢? is egy szamtani
sorozat harom egymast kovetd tagja!

I ISMETLO GYAKORLATOK

16.45. Oldd meg az alabbi egyenlet-rendszereket:

x? —3y® = 46, x? —2y? = —4,
1 y )R yz
x+y=06; x*+2y° =121
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16.46. Az alabbi egyenldtlenségek koziil melyek ekvivalensek a —5x < 10 egyen-
16tlenséggel:

1) 5x<-10; 2) 10x >-20; 3) 10x <—20; 4) 5% >10?

16.47. Melyik az a legkisebb egész szam, melyre az alabbi egyenl6tlenség teljesiil:
3 (x—=1)>=3x (x—5)>-40?

16.48. Egyszerisitsd az alabbi kifejezéseket:
1) (246 -2+/54 +6/96)-23; 2) (5420 -610 +2+/40)-3 /5!

16.49. Bizonyitsd be, hogy azok a haromjegyli szamok, melyek szdmjegyei azo-
nosak, 37 t0bbszorosei!

16.50. Az egyik munkasnak meghatarozott id6 alatt 216 alkatrészt kellett legyarta-
nia. Az elsé harom napban tartotta a tervet, utina viszont naponta 8 alkatrésszel
tobbet gyartott le. A hatarid6 el6tt egy nappal 232 alkatrész késziilt el. Hany
alkatrészt kellett elkészitenie ennek a munkasnak a terv szerint?

16.51. (Etienne Bézout' feladata.) Valaki vasarolt egy lovat, majd késébb 24 pengé-
ért eladta. Az eladaskor annyi szazalékot veszitett, mint amennyibe eredetileg
kertilt neki a 16. Kérdés: mekkora 0sszeget fizetett a 16ért?

16.52. A technologia fejlesztésével egy alkatrész legyartasanak ideje 12 percrol
10 percre csokkent. Hany szazalékkal teljesitik tul a tervet, ha a munkaid6t
nem valtoztatjak?

A szamtani sorozat els6 n tagjanak
osszege

Vizsgéljuk meg az a,, a,, &, ..., &,,, &,.1, &, véges szamtani sorozatot!
Jeloljiik ezen sorozat tagjainak &sszegét S,-nel!

Tehat, S,=a,+a,+a,+...+a,,+a,, +a, *)
Vezessiik le, milyen képlettel lehet ezt az 6sszeget kiszamolni!

El6szor ismerkedjiink meg egy olyan feladattal, amely segit a képlet leveze-
tésében.

! Etienne Bézout (1730—1783) — francia matematikus, akinek f6 munkai az algebrai
strukturakat targyaljak. A kiralyi tiizérségi egyetem tengerészkadét képzdjében tanitott
matematikat. Hatkotetes tankonyvet irt az iskola szamara.
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17. A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege 167

Vegyiikk az 1,2,3, ..., 98,99, 100 szamtani sorozatot, és szamitsuk ki a tagok
Osszegét!
frjuk le a keresett 5sszeget kétféleképpen:

Si00= 1 + 2 + 3 + .. + 98 + 99 + 100
Siew= 100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
28,0= 101 + 101 + 101 + .. + 101 + 101 + 101

100 sszeadandé
igy 25,,,=101 - 100; S,,, = 5050.
Az a legenda jarja, hogy ezt a modszert Carl
Friedrich Gauss hires német matematikus talalta ki
5 éves koraban.
Alkalmazzuk a fenti eljarast a jelolt 0sszeg (*)
meghatarozasahoz.
frjuk le az S, sszeget kétféleképpen! ElSszor
irjuk le ezt az 0sszeget ugy, hogy az elsd dsszeadan-
dodja a,, és minden kovetkezo Gsszeadando az eldzd
tag és a d differencia 6sszege legyen! Majd pedig
folytassuk tigy, hogy az els6 dsszeadando az a, tag,
majd minden kdvetkez6 6sszeadando az el6z6 tag és Carl Friedrich Gauss
a differencia kiilonbsége legyen. (1777-1855)
Azt kapjuk, hogy
S,=a,+(@ +d)y+ (@ +2d)+...+ (@ +®r-2)d)+(a, + (n—1)d),
S,=a,+(@,-d)+@,-2d)+..+@,—-n-2)d)+(a,— (n—1)d).
Osszeadva ezt a két egyenldséget, kapjuk:
25, =(a,+a,)+ (@ +a)+..+(@ +a,)+ @ +a,).
Az egyenldség jobb oldalan egy n tagh 6sszeg van, ahol minden dsszeadando
a, t+a,
Igy 2§, = (a, + a,) n, vagyis

a, +a
S, =——=.n
2

A kapott egyenldség a szamtani sorozat elsé n tagjanak dsszegképlete.

Ha ebbe a képletbe behelyettesitjiik az n-edik tag képletét, az a, + d(n — 1)
kifejezést, akkor azt kapjuk, hogy:
a, +a, +d(n_1)-n

S, =
2
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168 3. §. SZAMSOROZATOK

Innen

_2q+d(@-1)

S,
2

Ez utdbbi képletet akkor célszerli alkalmazni, ha ismerjiik a sorozat els6 tagjat
és differenciajat.

1. PELDA Hatarozd meg 6 haromjegyti tobbszoroseinek osszegét!

M e g ol da s.Ezek a szamok egy szdmtani sorozatot alkotnak. A so-
rozat elsd tagja a, = 102, a differencia d = 6. igy a, = 102 + 6(n — 1) = 6n + 96.
Hatdrozzuk meg, hany tagja van ennek a sorozatnak! Mivel a, < 1000, ezért a
tagok szama a 6n + 96 < 1000 egyenldtlenség legnagyobb egész megoldasa.
Kapjuk, hogy:

6n < 904;

n< 1503
3

Innen n = 150. Most mar maghatarozhatjuk a keresett dsszeget:

Sy = 22027605071 456 _ g5 350,
2

Felelet: 82 350. 4

2. PELDA Egy szamtani sorozat els6 hetvendt tagjanak sszege 450. Mennyi
a sorozat harmincnyolcadik tagja?

Megoldas. Jeloljiik a sorozat elsé tagjat a,-gyel a differenciajat d-vel! igy
leirhatjuk, hogy:
_ 2a,+74d

Sy ==, 75 ="T5(a, +37d) = 450,
Mivel a; = &, + 37d, ezért a keresett tag
A, =450:75=6.
Felelet: 6. 4
?

1. Hogyan lehet meghatarozni a szamtani sorozat els6 » tagjanak 6sszegét, ha ismerjiik az
elsd és az utolsd tagot?

2. Hogyan lehet meghatérozni a szdmtani sorozat elsé » tagjanak 6sszegét, ha ismerjik az
elsé tagot és a differenciat?
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17. A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege 169

I GYAKORLATOK

17.1.° Mennyi az (a,) szamtani sorozat els6 hét tagjanak dsszege, haa, =9 ésa,=15?

17.2.° Mennyi a (b,) szamtani sorozat els6 hat tagjanak Gsszege, ha b, = 19 és
b= 14?

17.3.° Hatarozd meg a szamtani sorozat elsd husz tagjanak az &sszegét, ha
a,=-6¢éd=4!

17.4.° Hatarozd meg a -8, —6, —4, ... szamtani sorozat els0 husz tagjanak az
Osszegét!

17.5.° Egy cirkuszban szektoronként az iil6helyek tigy vannak elrendezve, hogy
az els6 sorban 6 szEék van és minden tovabbi sorban 3-mal tobb széket he-

lyeztek el, mint az elétte 1évoben. Hany iiléhely van egy szektorban, ha a
sorok szdma 16?

17.6.° Demeter kikolcsonzott egy konyvet a kdnyvtarbol. Elsé nap 40 oldalt olva-
sott el. Majd minden nap az el6z6 napinal 10 oldallal tobbet. Hany oldalas ez
a konyv, ha Demeter 7 nap alatt elolvasta?

17.7.° Az (a,) szamtani sorozatot az a, = —4n + 1 képlettel adtak meg. Szamitsd ki
a sorozat els6 harminckét tagjanak 6sszegét!

17.8.° A (c,) szamtani sorozatot a ¢, = 5n — 2 képlettel adtdk meg. Szamitsd ki a
sorozat els6 huszonhat tagjanak 6sszegét!

17.9. Szamitsd ki az (a,) szdmtani sorozat elsé husz tagjanak 6sszegét, ha:
1)a, =6,a,=22; 2)a,=49,8,,="7!

17.10." Mennyi az (X,) szamtani sorozat elsé negyven tagjanak dsszege, ha
Xg =—14 és X5 =37

17.11." Hényat iit egy nap alatt az az 6ra, amely minden egész draban eliiti az 6rak
szamat 1-t6l 12-ig?

17.12." Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat elsé huszondt tagjanak 6sszegét, ha
a,=44¢ésd=4!

17.13." Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat els6 hisz tagjanak Osszegét, ha
a,+tag—a,=—17és as+a,=101!

17.14." Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat elsd harminc tagjanak dsszegét, ha
a;+tas;+a;=33¢éa;;—ag—a,,=-—1!
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170 3. §. SZAMSOROZATOK

17.15." Egy szamitani sorozat elsé n tagjat barmely n-re ki lehet szdmitani az
S, = 3n% +5n képlettel. Hatdrozd meg ennek a sorozatnak ez els6 harom tagjat!

17.16." Egy szamitani sorozat elsé n tagjat barmely n-re ki lehet szamitani az
S, = 9n — 2n? képlettel. Hatarozd meg ennek a sorozatnak a hetedik tagjat!

17.17." (Régi egyiptomi feladat.) 100 vekni kenyeret gy kell 6t ember kdzott
sz€tosztani, hogy a masodik az els6nél annyival t6bb kenyeret kapjon, mint
amennyivel tobbet kap a harmadik a masodiknal, a negyedik a harmadiknal és
az 6todik a negyediknél. Ezen feliil az elso kett6 hétszer kevesebb kenyeret kell,
hogy kapjon a masik harom embernél. Mennyi kenyeret kell adni mindenkinek?

17.18." Mennyi az els6 n 1) természetes szam dsszege; 2) paratlan szam 6sszege?
17.19." Mennyi az els6 n paros szam 0sszege?

17.20.” Melyik az a természetes szam, amely az elbtte allo természetes szamok
Osszegével egyenl6?

17.21.” Hatarozd meg a —6,2; —5,9; —5,6; ... szamtani sorozat negativ tagjainak
Osszegét!

17.22.” Hatarozd meg a 8,4; 7,8; 7,2; ... szamtani sorozat pozitiv tagjainak 6sszegét!

17.23.” Hatarozd meg a 240-nél nem nagyobb ottel oszthato természetes szamok
Osszegét!

17.24.” Hatarozd meg a 130-nal kisebb 4 tobbszoroseinek az osszegét!

17.25.” Hatarozd meg a 200-nal kisebb 12-vel oszthato természetes szamok 6sz-
szegét!

17.26.” Hatarozd meg 8 haromjegyli tobbszordseinek dsszegét!
17.27." Hatarozd meg 7 haromjegyli tobbszordseinek dsszegét!

17.28." Szamitsd ki annak a szdmtani sorozatnak a differenciajat, amelynek els6
tagja 8,5 és elso tizenhat tagjanak az 6sszege pedig 172!

17.29.” Szamitsd ki annak a szamtani sorozatnak az elsé tagjat, amelynek differen-
ciaja —4 ¢és elso kilenc tagjanak az 6sszege pedig —54!

17.30.” Egy szamtani sorozat els6 tagja —9, kiilonbsége 6. Hany els6 tagnak lesz
az Osszege 9607
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17. A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege 171

17.31." Legkevesebb hany egymast kovetd paratlan szamot kell 6sszeadni 7-t61
kezdve, hogy az 0sszeg tobb legyen 315-nél?

17.32." Lehet-e a 3, 7, 11, ... szamtani sorozatnak &t olyan egymast kovetd tagja,
melyek Osszege 135? Ha igen, hatdrozd meg ezeket a szamokat!

17.33.” Lehet-e a 2, 8, 14, ... szamtani sorozatnak négy olyan egymast koveto tagja,
melyek Osszege 176? Ha igen, hatarozd meg ezeket a szamokat!

17.34.” A szabadon es6 test az elsé masodpercben 4,9 m-t esik, az utana kdvetkezo
minden masodpercben pedig 9,8 m-rel tobbet az ¢l6z6 masodpercben megtett
utnal, ha nem vessziik figyelembe a leveg6 ellenéllasat. Mennyi id6 alatt esik
le 490 m-rd6l egy test (az ellenallas elhanyagolhat6)?

17.35.” Egy konyv paratlan oldalszamainak 6sszege 400-nal tobb, de 500-nal kisebb
paratlan szam. Hany oldalas ez a konyv?

17.36.” Szamitsd ki egy szamtani sorozat nyolcadik tagjatdl a huszonhatodik tagig
a tagok Osszegét, ha a sorozat els6 tagja 24, differenciaja —8!

17.37." Szamitsd ki az (X,) szamtani sorozat kilencedik tagjatol a huszonotodik
tagig a tagok Osszegét, ha X, = -3 és x;, = 12!

17.38.” Egy szamtani sorozat elsd hat tagjanak az 6sszege 39, az els6 14 tagjanak
az 0sszege pedig —77. Hatarozd meg a sorozat elsd tagjat és kiilonbségét!

17.39.” Egy szamtani sorozat elsé tagja 100. Els6 hat tagjanak az dsszege 5-szor
tobb a kovetkezd ot tag 0sszegénél. Mennyi a sorozat differenciaja?

17.40." Egy szamtani sorozat differenciaja 28. Els¢ 6t tagjanak az sszege 4-szer
kevesebb a kdvetkezd hat tag 6sszegénél. Mennyi a sorozat elsé tagja?

17.41." Egy szamtani sorozat huszadik tagja 30. Szamitsd ki ezen sorozat elsd
huszonharom tagjanak az 6sszegét!

17.42." Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat els6 hiisz tagjanak az sszegét, ha
as+a,+a;ta;=>50!

17.43.” Oldd meg az alabbi egyenleteket:
1)7+13+19+...+(6n + 1) =480, ahol n természetes szam,;

2)5+8+ 11+ ...+ x= 124, ahol X természetes szam!
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172 3. §. SZAMSOROZATOK

17.44.” Oldd meg az alabbi egyenleteket:
1) 11 +19+ 27 +...4+ (8n + 3) = 470, ahol n természetes szam;
2)1+5+9+...+x=630, ahol X természetes szam!

17.45.” Hatarozd meg annak a szamtani sorozatnak az elsd tagjat és kiilonbségét,
melyre teljesiil, hogy az els6 n tagjanak szamtani kézepe egyenld a tagok sza-
maval, barmely n-re!

17.46." (Alexandriai Hypsicles feladata'.) Bizonyitsd be, hogyha egy szamtani
sorozat tagjainak a szdma paros és egész szam, akkor a sorozat mésodik feléhez
tartozo tagjainak az dsszege tobb az els6 fél tagjainak az 6sszegénél egy olyan
szdmmal, amely tobbszordse a tagok szama felének négyzetével!

17.47." Bizonyitsd be, ha egy sorozat els6é n tagjanak 6sszege kiszamithatd az
S, = n* — 3n képlettel, akkor ez a sorozat szamtani sorozat. Hatarozd meg a
sorozat elso tagjat és differenciajat!

17.48.” Szamitsd ki azoknak a kétjegyli szamoknak az 6sszegét, melyek nem oszt-
hatok sem 3-mal, sem 5-tel!

I ISMETLO GYAKORLATOK

17.49. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:
1)y =x>—4x + 4, 2)y=2x>+ 8x + 8!
Olvasd le a rajzrol a fliggvény értékkészletét, hol ndvekszik, és hol csokken!
17.50. Szamitsd ki:
3% 4° 5117 12°
| 2) = 33— 4) =1
) 9% ) 8* ) 55° ) 18°

17.51. A k mely értékénél lesz az y = kx -3 és y = x? fiiggvények metszéspontjanak
az abszcisszaja —27?

17.52. Egyszertsitsd az alabbi kifejezéseket:

l)x/E—\/5+\/Z—\/E_ 2y d-49 4 +24
Jab Joe d+12Jd +36 3+/d+21

17.53. Egy kerékparos percenként 600 m-rel kisebb tavolsagot tesz meg, mint egy
motorkerékparos, ezért a 120 km-es ttra 3 oraval tobb iddre van sziiksége.
Hatarozd meg a kerekparos sebességét!

U Alexandriai Hypsicles (Kr. e. I1. szazad) — 0kori gorog tudos, Euklidész Elemek cimii
mivében a XIV. konyv szerzdje
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17.54. Az egyik himzdasszony egy szalvétakészletet 6 ora alatt himez ki, egy
masik 4 ora alatt. Ha egyiitt dolgoznak, mindkett6jiik termelékenysége
20%-kal n6. Mennyi id6 alatt himeznek ki ketten egyiitt egy ilyen szalvéta-
készletet?

17.55. Osszekevertek egy 30 szazalékos és egy 10 szazalékos sosavat. Igy

kaptak 800 g 15%-0s sosavat. Hany gramm oldatott vettek a két sdsavbol
az elegyhez?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

17.56. Keresd meg az Osszes olyan (x; y) szampart, melyre teljesiil az

Vol +1+4y® +1 = x* + y* + 2 egyenlet!

Mértani sorozat

Vizsgaljuk meg az alabbi sorozatokat:
1,3,9,27, 81,243, ...,

1 1 1 1
"2 4" 8 16"
5;-0,5; 0,05; —-0,005; 0,0005; ... .

Ezeknek a sorozatoknak kozds tulajdonsaguk: minden tagjat ugy kapjuk
meg, hogy az eldtte allo tagot megszorozzuk ugyanazzal a szammal. Az elso

2,1

i)

. 1 . .
sorozatnal ez a szam a 3, a masodiknal >’ a harmadiknal pedig —0,1.

Hasonlo tulajdonsagt sorozatokkal talalkozhatsz példaul a baktériumpopula-
ci6 novekedésekor, a bankba tett pénzalap kamatozasakor. Ezeket a sorozatokat
mértani sorozatnak nevezzik.

Meghatarozas. Mértani sorozatnak nevezziik azt a sorozatot, melynek
elsd tagja nullatol kiilonb6z6, minden kovetkezo tagjat pedig igy kapjuk meg,
hogy az eldtte 1évé tagot megszorozzuk ugyanazzal a nullaval nem egyenlé
szammal.

Azt a szamot, amely a mértani sorozat barmelyik tagjanak és az azt megel6z6
tagjanak a hanyadosa, a mértani sorozat hanyadosanak, kvéciensének nevezziik
¢és g-val jeloljiik (a francia quotient sz6 els6 betlije, jelentése hanyados).
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174 3. §. SZAMSOROZATOK

Tehat, ha (b,) sorozat mértani, melynek a kvociense g, akkor

gl
b, b, b,

ceey

n+1

vagyis barmely természetes n-re —— = q.
n

Tehat egy mértani sorozat megadhatd rekurzivan:

bl =b, bn+1 = bnq

Ahhoz, hogy megadjunk egy mértani sorozatot, meg kell adni az elsé tagjat és
a hanyadosat, kvociensét.

Lassunk néhany példat!

Ha b, = 1 és q = 3, akkor az ebben a feiezetben leirt els6 sorozatot kapjuk:

1,3,9,27,81,243, ....

Ha b, =2 és q =2, akkor egy olyan mértani sorozatot kapunk, amit a 2-es szam
természetes kitevojli hatvanyai alkotnak:

2,4,8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .

Megjegyezziik, hogy azoknak a mértani sorozatoknak, melyeknek a kvociense
1, minden tagja egyenldé. Tehat, az 5, 5, 5, 5, ... olyan mértani sorozat, mely-
nek b, =5 és g = 1. Egyidejiileg ez a sorozat olyan szamtani sorozat is, melynek
a,=5éd=0.

Altaliaban minden olyan sorozat, melynek minden tagja egyenld és nullatél
kiilonbozo, egyidejlileg szdmtani és mértani sorozat is. A 0, 0, 0, 0, ... sorozat,
melynek minden tagja 0, csak szamtani sorozat.

Nézziikk meg, hogyan lehet megadni egy mértani sorozatot altalanos, n-edik
tagjaval.

b,=b-q
b3 :bz 'q:(b1Q)'q :b1q2;
b, =by-q=(bq")q=bq";

b5 = b4 q= (b1q3)q = b1q4'
Ezekbdl a példakbol levonhatd a kovetkezd torvényszeriiség: ahhoz hogy ki-
szamoljuk a mértani sorozat n-edik tagjat, az els6 tagot meg kell szorozni a kvo-
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18. Mértani sorozat 175

ciensnek a sorszamtél 1-gyel kisebb hatvanyaval. igy, példaul b, =b,q°, b, = b,q°,
¢s altalanositva

bn = blqn_I

Az el6bbi egyenldséget a mértani sorozat n-edik (altalanos) tagja képleté-

nek nevezziik.
Allapitsuk meg a (b,) mértani sorozat egy masik fontos tulajdonsagat!

Tudjuk, hogy

b b

-2 =2 tchat b = b, - b,;
bl bz

b

b
2 =4, tehat b} =b, -b,.
b2 b3

Altalanosan barmely természetes, 1-nél nagyobb n-re leirhatd, hogy

b
; n_ _ Z_*l Ebbdl kovetkezik, hogy
n-1

n

b: = bn—l : bn+1

Egy mértani sorozat barmely tagjanak a négyzete, kivéve az elso tagot (és

ha a sorozat véges, az utolsé tagot), egyenl6 a szomszédos két tag szorzataval.

Ha a (b,) mértani sorozat minden tagja pozitiv, akkor b,>=b, ,.b, ., egyenl6-
ség felirhato az alabbi alakban is:

b =./b

n n-1

b

n+1°*

Tehat egy ilyen mértani sorozat barmely tagja, kivéve az elso tagot (és ha a
sorozat véges, az utolso tagot), a szomszédos két tag mértani kozepével egyenld.

Vizsgaljuk meg az alabbi két sorozatot!

Az (a,) szamtani sorozat,a, = 1, d = 2:

1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 21, ... .
A (b,) mértani sorozat, b, =1, q=2:
1,2,4,8, 16,32, 64, 128,256,512, 1024, ....

A két sorozat elsé tagja egyenld. Mind a két sorozatot ugyanazzal a szammal
alkotjuk meg, esetiinkben ez a 2 (d = q = 2). Ennek ellenére, ha 6sszehasonlit-
juk ezt a két sorozatot, észrevehetjiik, hogy a mértani sorozat sokkal gyorsabban
,novekszik”. Példaul a szdmtani sorozat huszadik tagja a,,=1+2 - 19=39,a
mértani sorozaté pedig b,, =1 - 2'9= 524 288.
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176 3. §. SZAMSOROZATOK

Miar tudod, hogy a baktériumok osztodassal szaporodnak. fgy mar értheté, ho-
gyan ndhet olyan gyorsan a baktériumok szdma kedvez6 koriilmények kozott.

Lehet, hogy ennek a példanak az alapjan a mindennapi életben arra a jelen-
ségre, hogy valami nagyon gyorsan nd, szoktuk mondani, hogy ,,exponencialisan
novekszik”.

1. PELDA Hatirozd meg a q= 1 hanyadosu (b,) mértani sorozat elsé tagjat,
3

ha b, = >
81
Megoldds. Mivel by=Db,0°, ezért

5

5 1 5

b =b,: 5:—:(—) =—.3°=5.3=15.
1 =% =513 3t

Felelet: 15. <

2. PELDA Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat negyedik tagjat és kvociensét,
ha b, =36 és bs = 49!

Megoldds. Amértani sorozat tulajdonsaga alapjan b, = b;b;, ebb6l kovetke-
zik, hogy b, = /b,b, = /3649 =6-7 =42 vagy b, =—,/b;b, = -42.

Ha b, =42, akkor ¢ = b, :%:%:%; hab4:42,akkorq:b4:b3:—£.

Felelet: by=42, ¢ =" vagyb, =42, g=—". <
6 6
3. PELDA Hatirozd meg a (b,) mértani sorozat elsd tagjat és kvociensét, ha
b, + b, =504 és b, — bs + by = 378!
Megoldas. Jeldljiik g-val ennek a sorozatnak a kvociensét. Igy egy kétisme-
retlenes egyenletrendszert kapunk, ahol b, és q az ismeretlenek:

b,q° +b,q° =504,
bq® —bq* +b,q° =378.
Osszuk el az egyenletrendszer két egyenletét egymassal:
big* (1+q") _ 504
b’ (1-g+q°) 378
Tovabbi rendezéssel kapjuk:

bg* 1+q)A-g+q°) 4,
ba’A-q+q*) 3’

1+qg 4
39

q
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18. Mértani sorozat 177

4q =3 + 3q;
g=3.
Helyettesitsiik be a kapott q értéket az elsé egyenletbe: 9b, + 243b, = 504;
vagyis 252b, = 504; b, = 2.

Felelet: b,=2,0q=3. <

4. PELDA Azxmely értékeire lesznek a 3x, 7 —x és 5x + 7 kifejezések értékei
egy mértani sorozat egymast koveto tagjai? Hatdrozd meg ezeket a szdmokat!

Megoldas. Haa3x,7—x és 5x + 7 kifejezések értékei egy mértani sorozat
egymast kovetd tagjai, akkor teljesiilnie kell a (7 — X)> = 3X(5x + 7) egyenl6ségnek.
Azt kapjuk, hogy:
49 — 14X + x> = 15x2 + 21x;

14x* + 35x— 49 = 0;
2X2 +5x—-7=0;

7
x=1va =——,
gy x p

Ha x =1, akkor a 3, 6, 12 mértani sorozatot kapjuk.

akkor a —2, 21 21 1 4rtani sorozatot kapjuk.

’

2 2 2

’

Ha x:—Z
2

Felelet: hax=1,akkora3,6,12; ha x = T , akkor a —E, E, —E, <
2 2 2 2
Nézziink meg egy olyan alkalmazott matematikai feladatot, amelyet gyakran
meg kell oldaniuk a banki szakembereknek, esetleg azon betéteseknek, akik leko-

tésekkel kamatoztatjak a pénziiket.

5. PELDA Egy betétes 100 000 hrivnyat helyezett el a bankba 10%-os éves
kamatra. Mennyi pénz lesz a betétes szamlajan 7 év mulva, ha ez alatt az id6 alatt
nem vesz le pénzt a szamlajarol?

Megoldas. Jeloljiik a;-val a kezdeti tékét vagyis
a, = 100 000 hrn.

Jeloljik a,, a,, ... a,-tel az év végi egyenleget a futamidének megfelelden,
vagyis a,-gyel az els6 év végi egyenleget és igy tovabb, ... a;-tel a hetedik év vé-
git. Kdnnyen belathato, hogy a,, a,, ... 8, szamok egy mértani sorozatot alkotnak,
melynek a kvociense 110%, vagyis 1,1.
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178 3. §. SZAMSOROZATOK

fgy
a,=a, - 1,17=100000 - 1,17~ 194871,71 (hrivnya).
Felelet: 194 871,71 hrivnya. <
Hasonloképpen kell megoldani ezt a feladatot, ha a, alaptokét p%-os kamatra
tesziink be a bankba. Ebben az esetben az n-edik év végén a szamlan az alabbi
képlettel kiszamithato dsszeg lesz:

a, =a, (14—%)

A kapott képletet a kamatos kamat képletének nevezziik.

?

1. Mit nevezlink mértani sorozatnak?

2. Melyik szamot nevezziik a mértani sorozat hanyadosanak, kvociensének?

3. Mi a mértani sorozat n-edik tagjanak képlete?

4. Milyen 6sszefliggés van a mértani sorozat harom egymast kdveté tagja kozott?
5. Hogyan lehet kiszamitani a kamatos kamatot? Magyarazd meg!

I GYAKORLATOK

18.1.° Valaszd ki az alabbi sorozatok koziil a mértani sorozatokat, nevezd meg az
elso tagjat és kvociensét:

1)2,6, 18, 36; 4) 81,27,9, 3; 7-9,-9,-9,-9;
2) 4,8, 16, 32; 5)2,-2,2,-2; 81,2,3,5;
3) 10, 20, 30, 40; 6) _i, % 1,2 9) V2, 2, 242, 4!
18.2.° A (b,) mértani sorozat hatodik tagja 8, hanyadosa —4. Szamitsd ki a sorozat
a hetedik tagjat!

18.3.° Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat hetedik tagjat, hab, =16 ¢és ¢ = 3
4

18.4.° Mennyi a (b,) mértani sorozat kvociense, ha:
1)b,=6,b,=-3; 2)b,=-9,b, = 15; 3) b, =3+/3, b, =9?
18.5.° Mennyi a (b,) mértani sorozat kvociense, ha:
2 4,

1) b|2:24,b13:4; 2) b, =——, b, =—"
9 15

18.6.° Mennyi a (b,) mértani sorozat elsd tagja, hab, =12 és ¢ = l?
3
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18. Mértani sorozat 179

18.7.° Egy mértani sorozat hetedik tagja %, kvociense 4. Szamitsd ki ennek a so-
rozatnak a hatodik tagjat!

18.8.° Add meg az (x,) mértani sorozat elsé négy tagjat, ha X, = 0,2 és a sorozat
hanyadosa pedig q =-5!

18.9.° Egy mértani sorozat els6 tagja 7%, kvoéciense 3. Szamitsd ki a sorozat els6
ot tagjat!

18.10.° Az (y,) mértani sorozat elsé tagja y, = 64, a hanyadosa pedig ¢ = 7%, Sza-
mitsd ki: 1) y5; 2) ye; 3) vy, €rtékét!

18.11.° A (c,) mértani sorozat elsé tagja ¢, =9, a hanyadosa pedig g =—1. Szamitsd
ki: 1) ¢y1; 2) ¢y értékét!

18.12.° Egy mértani sorozat els6 tagja b, = %, ahanyadosa pedig =5. Szamitsd
ki: 1) by; 2) b, értékét!

1 1 l

18.13.° Szamitsd kiaz —, —, =, ... mértani sorozat kvociensét és 6todik tag-
216 36 6

jat!
18.14.° Szamitsd ki a 18, 12, 8, ... mértani sorozat kvociensét és hatodik tagjat!

18.15.° Bizonyitsd be, ha (x,) mértani sorozat, akkor X;X,; = XsX;,!
18.16.° Bizonyitsd be, ha (y,) mértani sorozat, akkor y,y,, = yy;!

18.17.° Egy betétes 5000 hrivnyat kotott le egy bankban 8%-os éves kamatra.
Mennyi pénze lesz a szamlajan harom év mutlva?

18.18.° Négy évvel ezel6tt egy lizemben évente 10 000 darabot gyartottak egyfajta
termékbol. A miiszaki fejlesztésnek €s a munkatermelékenység novelésének
koszonhetden évi 20%-os termelési ndvekedést értek el. Hany darab terméket
gyart ez az lizem ebben az évben?

18.19.° Két egymas utani 10%-os ledrazas utan egy irdasztal 2916 hrivnyaba
keriil. Mennyibe keriilt ez az ir6asztal a learazas elott?

18.20.° Két egymas utani 25%-o0s aremelés utan egy csillar 937 hrivnya 50 kopijkaba
keriil. Mennyibe keriilt a csillar az aremelések el6tt?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



180 3. §. SZAMSOROZATOK

18.21.° Egy varos lakossaga 40 000 férdol 44 100 fore ndtt. Hatarozd meg a
lakossag atlagos évi novekedését szazalékban!

18.22.° Két egymast kovetd, szazalékban ugyanakkora learazas utan a 800 hrivnyas
sz€k 578 hrivnyaba keriil. Hany szézalékos volt a ledrazas?

18.23." Add meg a (b,) mértani sorozat by, b, b;, tagjat a sorozat b, tagjan és a
g kvéciensen keresztiil!

18.24." Add meg a (c,) mértani sorozat ¢4, ¢3¢ sy tagjat a sorozat c,, tagjan és a
g kvociensen keresztiil!

18.25." Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat kvociensét, ha:
1) b =2, b, =64 2) b, = 75, by = 27!
2

18.26." Hatarozd meg a (c,) mértani sorozat elso tagjat, ha:
1) ¢, =, akvéciens pedig ¢ = 2; 2) ¢, = 100, ¢, = 100 000!
98 7

18.27." A 486-0s szam a 2, 6, 18, ... mértani sorozat tagja. Hatarozd meg ennek a
tagnak a sorszamat!

18.28." A 96-0os szama =, = 2 ... mértani sorozat tagja. Hatarozd meg ennek

oo | co
W | co
N |

|

—

a tagnak a sorszdmas

18.29." Melyik két szamot kell beiktatni a 6 és 750 szamok kozz¢é ahhoz, hogy ezek
a szamok az adott szamokkal egyiitt egy mértani sorozatot alkossanak?

18.30." Melyik négy szamot kell beiktatni a 0,5 és 16 szamok kozz¢é ahhoz, hogy
ezek a szadmok az adott szamokkal egyiitt egy mértani sorozatot alkossanak?

18.31." A (b,) sorozat az n-edik tagjanak képletével, b, =5 - 4"-% van megadva.
Meértani sorozat-e ez a sorozat? Ha igen, add meg a sorozat elsé tagjat és
kvociensét!

18.32." Bizonyitsd be, hogy az x, = 7" " ! képlettel megadott (X,) sorozat mértani
sorozat, ¢s add meg a sorozat elsé tagjat és kvociensét!

18.33." A (b,) szamsorozat mértani sorozat. Hatarozd meg:
1) mennyi bs, ha b, =9, b, = 25; 3) mennyi b, hab,=2, b, = 10!
2) mennyi b,y, ha b,y =-3, by =-12;

18.34." Az x mely értékénél lesz az X, 3x és 18 egy mértani sorozat harom egymast
koveto tagja?
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18. Mértani sorozat 181

18.35." Az y mely értékénél lesz a —1, 2y és —8 egy mértani sorozat harom egymast
koveto tagja?

18.36." Egy mértani sorozat masodik tagja 6. Hatarozd meg a sorozat elsé harom
tagjanak a szorzatat!

18.37." Egy mértani sorozat harmadik tagja 3. Hatarozd meg a sorozat els6 6t tag-
jénak a szorzatat!

18.38." Bizonyitsd be, hogy egy véges mértani so-
rozatban a két sz¢€Is6 tagtdl azonos tavolsagra
1év0 tagok szorzata egyenld az elsé €s az utolsod
tag szorzataval!

18.39." Egy a oldalhosszlisagli haromszogbe tjabb
haromszogeket rajzoltunk ugy, hogy minden
kovetkezd haromszdg csucsa az el6z6 harom-
szog oldalfelez6 pontja (18.1. dbra). Bizonyitsd
be, hogy az igy kapott haromszogek keriiletei
egy mértani sorozat egymast koveto tagjai, és 18.1. abra
ird le az n-edik tag képletét!

18.40." Mértani sorozat-e az alabbi sorozat:
1)2n’22n,23n’24n; 3)2n’2n+l’2n+2’ 2n+3?

2) 27,27, 27 2
Ha igen, add meg a q értékét!

18.41." A (b,) sorozat mértani, melynek a kvociense q. Mértani sorozat-¢ az alabbi

sorozat:
)b, b, ...,y s 3)b, +b,, b, +by, ... b, +b,;
2)2b,, 2b,, ..., 2b,; pt L1,

Ha igen, add meg a q értékét!

18.42." A (b,) sorozat mértani, melynek a kvociense (. Mértani sorozat-¢ az alabbi
sorozat:

1) bz, b4, cees bZn; 2) b1b3’ b2b4s b3b59 (s} bnfzbn?
Ha igen, add meg a q értékét!

18.43." Iktass be a 80 és az 5 koz¢é harom szamot ugy, hogy azok a megadottakkal
egylitt egy mértani sorozatot alkossanak!

18.44.” Iktass be a 6 és az 486 koz¢ harom szamot ugy, hogy azok a megadottakkal
egylitt egy mértani sorozatot alkossanak!
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182 3. §. SZAMSOROZATOK

18.45." Szamitsd ki a (b,) mértani sorozat els6 tagjat és kvociensét, ha:
1) by = 3b, és b, — b, = 48; 3)bs—b, =168 és b, + b, =-28.

2) b, +b, :% €S b, —b, +b, :%;

18.46." Szamitsd ki a (b,) mértani sorozat elsé tagjat és kvociensét, ha:
1)b,—b,=30ésb,—b, =24,
2)b,—bs =78 és by + b, + bs =-117.

18.47." Az X mely értékeire lesznek a 2x + 1, X + 5 és X + 11 kifejezések értékei
egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai? Hatarozd meg ezen sorozat
tagjait!

18.48." Az X mely értékeire lesznek az x + 6, X + 2 és 3x — 4 kifejezések
értékei egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai? Hatarozd meg ezen
sorozat tagjait!

18.49.” Bizonyitsd be, hogyha a (b,) sorozat tagjai nullatél kiilonbozéek és

barmely n > 1 természetes szamra teljesiil, hogy b,>=b,_, b, ., akkor a

n—1
(b,) sorozat mértani!

18.50." Hatarozd meg azt a hattagi mértani sorozatot, melyben az elsé harom tag
Osszege 168, az utols6 harom tagé pedig 21!

18.51.” Adott harom szam, melyek szamtani sorozatot alkotnak. Osszegiik 21.
Ha ezekhez a szamokhoz rendre hozzaadunk 2-t, 3-t és 9-et, akkor egy
mértani sorozat harom egymast kdveto tagjat kapjuk. Hatarozd meg ezeket
a szamokat!

18.52.” Adott harom szam, melyek szdmtani sorozatot alkotnak. Osszegiik 30. Ha
az els6é szambdl kivonunk 5-6t, a masodikbol 4-et és a harmadik szamot nem
valtoztatjuk, akkor egy mértani sorozat harom egymast kovetd tagjat kapjuk.
Hatarozd meg ezeket a szamokat!

18.53.” Adott harom szam, melyek mértani sorozatot alkotnak. Osszegiik 65. Ha
az els6 szambol kivonunk 1-et, a masodik szamot nem valtoztatjuk, a harmadik
szambol pedig kivonunk 19-et, akkor egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagjat kapjuk. Hatdrozd meg ezeket a szamokat!

18.54.” Adott harom szam, melyek mértani sorozatot alkotnak. Osszegiik 26. Ha

ezekhez a szamokhoz rendre hozzaadunk 1-et, 6-ot és 3-t, akkor egy szamtani
sorozat harom egymast koveto tagjat kapjuk. Hatarozd meg ezeket a szamokat!
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18. Mértani sorozat 183

I ISMETLO GYAKORLATOK

18.55. Hatarozd meg az alabbi kifejezések értékét:

9 3 5 8
nr. 2) 1257, 3) 32, 4y 39
7 25" 64" 310187

18.56. Add meg tort alakban az alabbi kifejezéseket:

1) 2 + 3 : 2) a+1+a—1; 3) c—7_c—3!
x+y x-y a-4 a-6 c+l c-5

18.57. Igazold az alabbi azonossagot:

p+1 B2 -b+1 b-1

(21) L 1-b 2 )‘b2—2b+1.b—1_1,
4 b+l 2

18.58. Igazold, hogy az alabbi kifejezések értékei racionalis szamok:

1) \/E _ \/E . 2) 2—\/g+2+\/g!
Wio9-3 Vo943 2+5 2-5

18.59. Harom munkas napi 8 orat dolgozva harom nap alatt vajta ki a burgonyat.
Hany nap alatt vajna ki a burgonyat 6 munkas, ha naponta csak 6 6rat dolgoznak?
A munkasok napi munkahatékonysaga azonos.

18.60. Egy cink-réz 6tvozethez, amelyben 12 kg-mal tobb réz van, mint cink, hoz-
zaadtak még 6 kg rezet. Ennek kdvetkeztében a cink részaranya az 6tvozetben
5%-kal cso6kkent. Mennyi réz, és mennyi cink volt eredetileg az 6tvozetben?

18.61. Egy magnézium-aluminium 6tvozethez, amely 12 kg aluminiumot tartalmaz,
hozzaadtak még 5 kg magnéziumot. Ennek kovetkeztében a magnézium rész-
aranya az 6tvozetben 20%-kal novekedett. Mennyi magnézium volt eredetileg
az 0tvozetben?

18.62. Egy betétes 4000 hrivnyat helyezett el a folyészamlajan. A bank az els6 évi
kamatot a masodik évben 4%-kal megnovelte. A masodik év végére a banki
egyenleg 4664 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az els6 évben?

18.63. Egy betétes 10 000 hrivnyat helyezett el a folyészamlajan. A bank az elsd
évi kamatot a masodik évben 2%-kal csokkentette. A masodik év végére a
banki egyenleg 11 880 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az
els6 évben?
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Hogyan lehet kikliszobolni a szazalékos —Y’}
feladatok kétértelmiiségeit? =

Azok a feladatok, melyekben szazalékvaltozasrol van sz6, bizonyos esetekben
bonyolultabbak. A 18.62. és a 18.63. feladat is ilyen tipust, melyben a ,,banki
szazalék”-rol, a kamat ndvekedésérdl (csokkenésérdl) van szo. A kamatlab ugyan-
olyan valtozd mennyiség, mint a sebesség, a tavolsag vagy az ar. Az egyetlen
kiilonbség abban rejlik, hogy ez a mennyiség szazalékban van kifejezve. Ezért,

ha a szazaléklab valtozasarol esik szo6 a feladatban, ez gyakran kétértelmiiséghez
vezethet. Hasonlitsuk dssze:

Az X &r ndvekedése Az X szazaléklab Az 1j érték
novekedése matematikai modellje
Az ar 10 hrivnyaval A szazaléklab 10%-kal ¥+ 10
novekedett novekedett
Az ar 10%-kal A szazaléklab 10%-kal 11x
novekedett novekedett ’

Lathatjuk, hogy a szazaléklab szoveges megfogalmazasa kiilonb6z6 matema-
tikai modelleknél azonos.

Ahhoz, hogy elkeriiljék ezeket a kétértelmiiségeket, a kozgazdaszok, akiknek
gyakran van sziikségiik szazalékszamitasra, bevezették ,,a szdzalékpont” kifeje-
z¢8st.

Felhozunk egy jellemz6 példat.

A kilencedik osztalyokba 100 tanulo jar. Az év elején 20%-kuk jeles tanulod
volt.

Ha azt mondjuk, hogy év végére a kitiind tanulok szama 5%-kal nétt, akkor ez
azt jelenti, hogy a jeles tanulok szadma (foben szamolva) ennek a mennyiségnek az
5%-aval nott. A mi példakban a jeles tanulok szama 20 f6; amikor ez a mennyiség
5%-kal nétt, akkor az 21 tanuldt jelentett.

Ha azt szeretnénk mondani, hogy a szazalékarany nétt 20%-rol 25 %-ra, akkor
hasznaljuk a szazalékpont kifejezést: ,,a jeles tanulok szama év végére 5 szazalék-
ponttal nétt”. Ebben az esetben év végére a jeles tanulok szama 25.
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19. A mértani sorozat elsd 7 tagjanak sszege 185

fgy mar atfogalmazhatjuk a 18.62. feladatot, hogy elkeriiljiik az esetleges rossz
értelmezést.

18.62. Egy betétes 4000 hrivnyat helyezett el a folyészamlajan. A bank az elsé évi
kamatot a masodik évben 4 szazalékponttal ndvelte meg. A masodik év végére
a banki egyenleg 4664 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az
els6 évben?

A mértani sorozat els6 n tagjanak
osszege

Vizsgaljuk meg a b, b,, b;, ....,—b, |, b, véges mértani sorozatot!
Jeloljiik ezen sorozat tagjainak dsszegét S,-nel.
Azt kapjuk, hogy
S,=b,+b,+b;+...+b, ,+b, *)
Vezessiik le, milyen képlettel lehet ezt az 6sszeget kiszamolni.
El6szor ismerkedjiink meg egy olyan feladattal, amely segit a képlet leveze-

tésében.
Vegyiik az 1, 2, 2%, ..., 2%, 2% mértani sorozatot és szamitsuk ki az S, tagok

Osszegét:
Sep=1+2+22+ ... +2%+2%,

Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat a sorozat kvociensével, 2-vel:
28, =2+ 2%+ ... + 2624263 4 264,

Hatarozzuk meg a 25, — Sy, kiilonbséget:
286, = 2 4+ 22+ 28 + L+ 208 4 24
Sy= 1+ 2 + 22+ 25 + . + 28
284 -Sy=-1+ 0 + 0 + 0 + .. + 0 + 2%

Innen S, = 2% — 1.

Felmeriilhet bennetek az a kérdés, miért pont az 1, 2, 2%, ..., 29, 26 mértani
sorozatot valasztottuk példanak.

Ehhez a sorozathoz egy okori legenda kothetd. A sakk feltalaldja, egy indiai
udvari bdlcs, elsé ranézésre egy nagyon szerény jutalmat kért a talalmanyaért: az
elsé négyzetért 1 blizaszemet, a masodikért 2-t, a harmadikért 4-et és igy tovabb,

minden kovetkezd négyzetért kétszer tobbet, mint az 6t megel6zoért.
Erthetd, hogy a buzaszemek szama, amit a feltalalo kért, S, = 2% — 1.
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A gazdag radzsa megdobbent, amikor kideriilt, hogy nem tudja a bolcs ,,szerény”
kérését teljesiteni. Ugyanis 2% — 1 kifejezés értéke 1 844 674 407 370 9551 615.
Ahhoz, hogy megértsiik, mennyire nagy ez a szdm, képzeljiik el, hogy ezt a
bluzamennyiséget egy olyan raktarban szeretnénk tarolni, melynek az alapteriilete
12 ha. Ebben az esetben a raktar magassaga nagyobb kell legyen, mint a Fold és a
Hold kozotti tavolsag.
Alkalmazzuk az eldbbi eljarast az (*) 0sszeg meghatarozasahoz!
frjuk at az (*) egyenl3séget az alabbi alakban:
S, =b,+bq+b,g+bg*+..+bqg2+b,qg "
Szorozzuk meg mindkét oldalat g-val:
S.q=b,g+bg*+baqg+bqg*+..+bg!'+bq.
Hatarozzuk meg az S, q — S, kiillonbséget:

$,a= bg + bg + b + .. + bg! +bq
§,= b+ bg +Dbg+bg + .. +bg!

Sq-S,=-b+ 0 + 0 + 0 + .. + 0 +bq

Tehat

an - Sn = blqn - bl‘
Innen S,(¢ —1)=Db,(g"-1).
Ha q # 1, akkor azt kapjuk, hogy

_ b, (qn -1)
q-1

S,

n

A kapott egyenl6ség a mértani sorozat elsé n tagjanak dsszegképlete, ha a
kvociens egyt6l kiilonbozo szam.
Ha g = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja az elsé taggal egyenld. Igy

S, =nb,.

PELDA Barmely természetes n-re egy mértani sorozat elsé n tagjanak osszege
meghatarozhat6 az S, = 10(2" — 1) képlettel. Hatarozd meg ennek a sorozatnak az
elso tagjat és kvociensét!

Megoldas. Jeloljik a mértani sorozat elsé tagjat b,-gyel, a kvociensét
g-val!

Ekkor b, =S, =10 (2—1)=10; b, + b, =S, = 10 (2>~ 1) = 30. Innen
b
b, = 30 — b, = 20; q:b—zzz.

1

Felelet: b,=10,0=2. €
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? 1. Hogyan lehet meghatarozni a mértani sorozat elsd n tagjanak 6sszegét, ha a kvociense
egytol kilénb6z4?
2. Hogyan lehet meghatérozni a mértani sorozat elsé # tagjanak dsszegét, ha a kvociense
eggyel egyenl§?

I GYAKORLATOK

19.1.° Hatarozd meg a ¢ kvéciensii (b,) mértani sorozat els6 n tagjanak 6sszegét, ha:
)b, =10,q=3,n=4;

2)b=-4,4=-1,n=10;
3)b,=0,6,g=2,n=5;
4)b1=4,5,q:%, n=8;
5)b, =-9, q=\/§, n=0;
6)b, =38, q:—%,n=4!

19.2.° Hatarozd meg a g kvécienst (b,) mértani sorozat els6 n tagjanak dsszegét, ha:
Db, =1,9=2,n=9;

2)b,=15,¢g==, n=3;

w | N

3)b1=18,q:—%,n=5;

4)b, =4, g=—2, n=4

19.3.° Hatarozd meg az alabbi mértani sorozatok els6 6t tagjanak 6sszegét, ha:
11

1)12,72,432, .. p) P
16 8 4

19.4.° Hatarozd meg az alabbi mértani sorozatok els6é négy tagjanak osszegét, ha:
1)-0,6; 3;-15; ...; 2) 56; 42; 31,5; ... !

19.5." Hatarozd meg a (c,) mértani sorozat elso hat tagjanak 6sszegét, ha:

1) ¢, = 216, a sorozat kvociense pedig q = —3;

2) ¢ =5 \/5, ¢, =125 \/3, a sorozat kvociense pedig q > 0!
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188 3. §. SZAMSOROZATOK

19.6." Hatarozd meg az (X,) mértani sorozat elsé hét tagjanak dsszegét, ha x; = 24
és Xg = 768!

19.7. A (b,) mértani sorozat altalanos tagjanak képlete b, =10 - 37~'. Szamitsd ki
a sorozat els6 Ot tagjanak dsszegét!

. Szamitsd ki

n+1
19.8." Az (y,) mértani sorozat altalanos tagjanak képlete y,= 2
20

a sorozat elso tiz tagjanak Osszegét!

19.9." Egy mértani sorozat kvociense E, els6 négy tagjanak osszege 65. Hatarozd
3
meg a sorozat elso tagjat!

19.10." Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 516, els6 tagja 12. Mennyi
a sorozat kvdciense?

19.11." Egy véges mértani sorozat tagjainak dsszege 605. Hany tagja van ennek a
sorozatnak, ha az elsé tagja b, =5 és q = 3?

19.12." Egy baktérium, kedvezo koriilmények kozott, a huszadik perc végén oszto-
dik, melyek mindegyike a kovetkezé 20 perc végén Gjra kettéosztodik, és igy
tovabb. Hany baktérium lesz egy baktériumbol egy nap alatt?

19.13." Barmely természetes n-re egy mértani sorozat elsé n tagjanak Osszege
meghatarozhat6 az S, = 4(3" — 1) képlettel. Hatdrozd meg ennek a sorozatnak
a harmadik tagjat!

19.14." Barmely természetes n-re egy mértani sorozat elsd » tagjanak dsszege

meghatarozhaté az S, =6 ((_l) - 1} képlettel. Hatarozd meg ennek a soro-
2

zatnak a negyedik tagjat!

19.15.” Hatarozd meg a mértani sorozat els hat tagja négyzetének 0sszegét, ha
elsé tagja 2/3, kvociense pedig /3.

19.16.” Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat elsé négy tagja négyzetének osszegét,
hab,=3,q=-6!

19.17.” Igazold az alabbi azonossagot:
a—-l=@-D@'+a*+..+a+1)!
19.18.” Igazold az alabbi azonossagot:

a"t'+l=(a+@"—-a»'+.+a—-a+1)!
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19. A mértani sorozat elsd 7 tagjanak sszege 189

19.19.” Hany tagja van annak a véges mértani sorozatnak, melynek kvdciense
g = 3, utols6 tagja ¢, = 162, minden tagjanak 0sszege pedig S, = 2427

I ISMETLO GYAKORLATOK

19.20. Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:
1 (x+2)(x-6)<(x+2)(x+1)+4,
2(6x—1)>7 (2x — 4);

x-1 x-2 3

x—
T >
2) i 3 4
1-x>0,5x-5!
19.21. Hol névekvo az alabbi fliggvény:
D f(X) =0,5%*—3x + 4;
2)f(X) =-3x2—2x + 4?

19.22. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

- X,

Ny--8.3 3)y-—L L3
x x+3
6
2)y:_ ’
x+3

19.23. Két munkas az elsé napon 90 alkatrészt gyartott. A masodik napon az egyi-
kiik 10%-kal, a masik pedig 15%-kal tobb alkatrészt gyartott, mint elsé nap.
Osszesen a masodik napon 101 alkatrész késziilt el. Hany alkatrészt készitettek
el kiilon-kiilon ezek a munkasok az elsé napon?

19.24. Egyszerlsitsd az alabbi kifejezéseket:

1) J(a-b)* +416a*, haa<0ésb>0;
2) J(x-y)* —9y*, hax>0ésy<0!

19.25. Egy 6ltony ara 600 hrivnya. Kétszeri arleszallitas utan ez az 61tony 432 hriv-
nyaba keriilt. A masodik arleszallitas az els6 kétszerese volt. Hany szazalékos
volt a két arleszallitas?

19.26. Egy aru 200 hrivnyaba keriilt. E16szor az arat néhany szazalékkal novelték,
majd ugyanannyi szazalékkal csdkkentették. Ezek utdn ez az aru 192 hrivnyaba
kertilt. Hany szazalékos volt mindkét esetben az arvaltozas?
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190 3. §. SZAMSOROZATOK

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKAMAZASA

19.27. Adott a sikon 100 pont. Tudjuk, hogy barmelyik négy pont illeszkedik va-
lamilyen masodfoku fiiggvény grafikonjara. Bizonyitsd be, hogy mind a 100
pont egyetlen masodfok fiiggvény grafikonjan van!

Osszegzés Lg‘%ﬂ

Aza,, a,, a;, ..., a,_, a,_;, a,, ... sorozattal egyidejiileg vizsgalhatjuk az (S,)
sorozatot is:
Si=a,S=a+a,8%=a +a,+a,, ..,
S,=a,+a,+..+4a,...
Az (S,) sorozat n-edik tagja képletének meghatdrozasat az (a,) sorozat elsé n
tagja dsszegzésének nevezzik.
Mivel mar ismerjiik a szamtani és a mértani sorozat els » tagjanak dsszegkép-

letét, igy Osszeadhatjuk ezen sorozat elsd » tagjat is.

n
A gordg Y (szigma) betlivel az a, + a, + a; +...+ a, 6sszeget igy irjuk: Z a,.
k=1

Példaul 12 +22 +3% +...+n” =) K%
k=1

13+23+33+...+n3:2 K.
k-1

Az 6sszegzések egyik hatékony modja a mar igazolt azonossagok alkalmazasa.

2 2 2" . 1
1. PELDA Hatarozzuk meg a §+2+—5+...+—n+ Osszeget!
2 4 8 2"
. 2" k+1 1
Megoldas. Tudjuk, hogy %=k+—k

o

Igy az adott 6sszeg felirhato az alabbi alakban:

(1+llj+(2+lzj+(3+l3j+...+(n+inj.
2 2 2 2

Ebbdl kovetkezik, hogy

(1+il)+(2+i2)+(3+i3)+...+(n+i)=
2 2 2 2"
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Osszegzés

1 1 1 1
=1+243+...tn)+| -+ttt =
2 20 2 2"

k-
2 k+1:n(n+1)+1_ 1 <
&

2 2 2"

Tehat: Zn:
k=1
7+77+777+77"'7‘6sszeget!

n

2. PELDA Hatarozzuk meg a

Megoldas. Mivel 77...7=7-11...1, ezértafeladat megoldasihoz elegendd
N N

n n

meghatarozni az S, =1+11+111+...+11...1 Osszeget, majd a kapott értéket
s

megszorozzuk 7-tel.
Ezért

10-1 10°-1 10°-1 10" -1
= + + +...+ =

s,
9 9 9 9

=%(10+102+...+10")—%(1+1+...+1):
—_—
_1.1000"-1) n _10(10"-1) =
9 10-1 9 81 9

000"-1) Tn

A keresett Osszeg
81 9

Tehat, ha egy adott (a,) sorozathoz talalunk olyan (b,) sorozatot, melynél

n
a,=b, ,—b, akkor az z a, Osszeget konnyli meghatdrozni. Valdban, a, + a, +

k=1
+a;+..+a,=(b,—b)+(by—b)+(b,~by)+...(b,.,—b,)=b, b,

3. PELDA Hatirozzuk megaz 1-11+2-21+3-31+...+n-n! Osszeget!

Megoldas. Tudjuk, hogy
n-nl=(m+1)!-nl

fgy felirhatjuk, hogy
i Bokl=(21-1)+(B!-2D)+ (4! -3 +...+((n+ ) —nh) = (n+1)!-1. <
k=1
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192 3. §. SZAMSOROZATOK

4. PELDA Bizonyitsd be, ha (a,) olyan szamtani sorozat, melynek tagjai nul-
14t61 kiillonbozok, akkor

Megoldas. Tudjuk, hogy o (1 _1] . l, ahol d a sorozat differen-

anan+1 an an+1 d
cidja. Ezért
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t et === | = et | — | ==
4,0y Ayay a,a, ., a a,)d \a, a ) d a, a,,)d
i1 1.1 1 i1 o1
dla, a, a, a a, @, dla, a,,
8,14 a+tdn-a; n <
da,-a,,, da,-a,,, 34,
ra . 2 .
5. PELDA Szamitsdkiaz 5 13 26 20 +2n+1 soqsepet]
1-2 2-3 3-4 n(n+1)
Megoldas. Ismeretes, hogy
2
2n +2n+1:2n(n+1)+1:2+ 1 :2+l_ 1 .
n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l
igy felirhato

n 2
Zw: 2+1—l +(2+1—1j+(2+1—1)+...+(2+1— ! )
= R(k+1) 1 2 2 3 3 4 n n+l

I GYAKORLATOK

., . nopFLp_q . |
1. Szamitsd ki a Z 27~ Gsszeget!
Tl

=1

n k+l 12 k,
2. Szamitsd kia ) wa osszeget!
ko1 3

3. Hatarozd meg az alabbi osszegeket:
1) 9+99+999 +...+99...9;
N

n

2) 5+55+555+...+55...5!

[ —
n
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4. Bizonyitsd be, ha (a,) olyan szdmtani sorozat, melynek tagjai pozitiv szamok,
akkor:

1 1 1 n '
+ et = !
Ja, +\Ja, o, +\fa, Ja, +Ja,y o +Ja, .

5. Hatarozd meg az alabbi osszegeket:

1 1 1 1
D —+—+ ot ;
1 59 9-13 (4n-"7)(4n-3)
2
2) 3 7 13 + +n +n+1'

-2 23 3.4 7 am+l)’
3

AL AN
PYRETY (n+1)!

3 5 7 2n+1
—t—t— 5
4 36 144 n?(n+1)

6. Hatarozd meg az alabbi dsszegeket:

1 1 1 1
1) —+ + +at ;
2-7 7-12 12-17 (5n-3)(5n +2)
3 2
)8 .18 87 nlentel
1-2 2-3 3-4 n(n+1)

n

7. Hatarozd meg a > — Osszeget!
= k+1)? -1
. 1 1 1 . '
8. Hatarozd meg az + Osszeget!

Fot
1-2-3 2-3-4 n(n+1)(n+2)
9. Hatarozd meg az S, =1 +2a+3a*+4a’>+.. .+ n - a"~ ! Gsszeget, ahol a # 1!
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194 3. §. SZAMSOROZATOK

TUDASPROBA
4. TESZTFELADAT

1. Valaszd ki az alabbi sorozatok kozil a szamtani sorozatot!

A)6,9,12,13; C)2,8,14,21;
B) 2,9, 16, 23; D) 2,9, 16, 21.
2. Az alabbi sorozatok koziil valaszd ki a mértani sorozatot!
A)3,6,9,12; 0)3,6,12,24;
B)3,5,7, 14; D)5, 8,12, 16.
3. Mennyi annak a szdmtani sorozatnak a hatodik tagja, melynek els6 tagja 12,
kiilonbsége pedig 0,4?
A) 14,4; B) 14; C) 13,6; D) 13.

4. Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat kiilonbségét, ha a, =—7 és a, = 5!
A)-2; B) 2; C)-12; D) 12.

5. Szamitsd ki a szamtani sorozat elsé tiz tagjanak dsszegét, ha a, =—16 és d = 3!
A)-10; B)-15; C) —20; D) -25.

6. Szamitsd ki a mértani sorozat negyedik tagjat, ha p, = _% ésq=-2.
A)-2; B)-1; Ol D) 2.

7. Mennyi a (b,) mértani sorozat kvociense, ha b, =36 és b, = 9!
A) L B) 4; C) 27; D) -27
4

8. Szamitsd ki a mértani sorozat elsé tiz tagjanak osszegét, ha els6 tagja b, =2 és
kvéciense q = 3!
A) 56; B) 80; C) 96; D) 192.

9. Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat els tizenot tagjanak dsszegét, ha altalanos
tagjanak képlete a, = —4n + 13!
A) -300; B) -285; C) -275; D) -250.

10. Hanyadik tagja az (a,) szamtani sorozatnak a 6,2, haa, = 0,2 és d = 0,4?
A) 14, B) 15; C) 16; D) 17.

11. Hany pozitiv tagja van az (a,) szamtani sorozatnak, ha a, = 41 és a, = 38?
A) 13; B) 14; C) 15; D) 16.
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12. Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat kiilonbségét, ha a, + a; =28 és a, + a, = 24!
A)4; B) 3; C)2,5; D) 2.

13. Egy betétes 4000 hrinyat tett be egy bankba 10%-0s éves kamatra. Mennyi pénz
lesz a szdmlajan két év mualva?
A) 4840 hrn; B) 4800 hrn; C) 4080 hrn; D) 4440 hrn.

14. Egy szekrény ara 15 000 hrivnya. Kétszeri, ugyanakkora arleszallitds utan
9 600 hrivnyaba keriilt. Hany szazalékos volt mindkét esetben az arleszallitas?
A) 25%; B) 10%; C) 15%; D) 20%.

15. Hatarozd meg azoknak a szamoknak az 6sszegét, melyek 9 tobbszordsei és
kisebbek, mint 120!

A) 810; B) 702; C) 819; D) 882.
16. Mennyi az (a,) szamtani sorozat elsé kilenc tagjanak dsszege, ha a, + a, +
+a,,=18?
A) 48; C) 72;
B) 54; D) nem lehet meghatarozni.

17. Az x mely értékénél lesznek a 7x — 8, 2x + 1 és x + 6 kifejezések értékei egy
szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjai?
A)1; O -1;
B) 2; D) ilyen érték nem létezik.

18. Az x mely pozitiv értékénél lesznek az x + 1, 3x — 1 és 2x + 10 kifejezések
értékei egy mértani sorozat hdrom egymast kdvetd tagjai?
A) 1,5; 0O 3
B) 4; D) ilyen érték nem létezik.
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196 3. §. SZAMSOROZATOK

| A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA 1

Sorozat

Az 1,2,3, ..., n, ... természetes szamokkal megszamozott objektumok soro-
zatot alkotnak.

Szamtani sorozat

Azt a sorozatot, melynek minden tagja, a masodiktol kezdédden, egyenld
az el6z0 tagnak és egy allando6 szamnak az 6sszegével, szamtani sorozatnak
nevezzik.

A szamtani sorozat n-edik tagjanak (altalanos tagjanak) képlete

a,=a,+dn-1)

A szamtani sorozat tagjainak tulajdonsaga

A szamtani sorozat barmelyik tagja, kivéve az elsd tagot (és az utolsot,
ha a sorozat véges), a szomszédos két tag szamtani kdzepével (atlagaval)
egyenld:
an—l + an+1

2

A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege

a =

n

a, +a
S, =—1—"-n;
2
S, :2a1+(12(n—1).n

Mértani sorozat

Meértani sorozatnak nevezziik azt a sorozatot, melynek elsé tagja nullatol
kiilonb6z6, minden kovetkezo tagjat pedig Gigy kapjuk meg, hogy az eldtte 16vo
tagot megszorozzuk ugyanazzal a nullaval nem egyenldé szammal.
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A mértani sorozat n-edik tagjanak (altalanos tagjanak) képlete

b, =bia !

A mértani sorozat tagjainak tulajdonsaga

Egy mértani sorozat barmely tagjanak a négyzete, kivéve az elsé tagot (és ha
a sorozat véges, az utolsd tagot), a szomszédos két tag szorzataval egyenlo:

b =b, ,b

n+1*

A mértani sorozat els6 n tagjanak dsszege

_b(@"-1)
q-1

S,

n
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A 9. osztalyos tananyag ismétlése

20.1. [rd le az alabbi allitasokat a matematika nyelvén. Alkalmazz relacios jeleket:
1) az a szam pozitiv;
2) a b szam negativ;
3) a ¢ szam abszolut értéke nem negativ;
4) az a és b racionalis szamok 0sszegének abszolit értéke nem nagyobb a szé-
mok abszolut értékének 6sszegénél!

20.2. Bizonyitsd be az alabbi egyenlétlenségeket:
)3a(@a+6)<(3a+6)(a+4);
2)(2b—-1)(Bb+2)<Bb-1)(2b + 1);

3) 25m® + n* >10mn;
4)2a’—4a+5>0;

)X +x+1>0;

6) 42— 12 212y —21;

7) a®> +b®> +2>2(a+D);

8) a’+b*+c*+3>2(a+b+c);
9)2a%+ 5b*+2ab +1>0;
10) X2 + 2 + 15 > 6X + 4y!

20.3. Igazold, hogy az alabbi egyenlétlenségek igaz egyenlétlenségek:
1) a®-5>5a*—a, ha a>5;

2) b®* +b+2>0, ha b>-1;
3) ®+¢<3c*+38, ha ¢<3!

20.4. Tudjuk, hogy a > 3. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezések értékét nullaval:

1) 2a—6; 4)@-3)2-a;
2) 15 - 5a; 5)4-2.
a-1
3)2a - 4; 6) —%1
3-a
20.5. Tudjuk, hogy b < 2. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések értékét nullaval:
1)4b—8; 3 b=3
2-b) (-4

2) (b-2y* (b-3);
20.6. Bizonyitsd be, ha, a > b > 1, akkor
alb+b2+a>ab>+a’+h!

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



20. A 9. osztalyos tananyag ismétlése 199

20.7. Bizonyitsd be, ha a < b < 2, akkor
a’b + 2b? + 4a < ab? + 2a2 + 4b!

20.8. Hasonlitsd 0ssze az a szamot nullaval, ha:

1) 6a < 5a; 3)9a >4a;

2)2a <2a; 4)-37a>-3a!
20.9. Bizonyitsd be, ha a > 7 és b > 3, akkor:

1)4a+b>31; 2) 10a + 3b > 75!
20.10. Bizonyitsd be, ha, a > 5 és b <-2, akkor:

1)3a-b>17, 2) 5b —2a<-10!

20.11. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezések értékeit, ha lehetséges:
)4a+bés12,haa>2ésb>5;
2)b-2aés0,haa>4ésh<6;
3)b-3aés1,haa<6ésh<0;
4)ya—-5bés1,haa<12ésb>2!

20.12. Az a, b, ¢ és d pozitiv szamokra igaz, hogy a > b, d < b és ¢ > a. Rendezd

1 1 1, 1_., o P
az =, =, = ¢és — szamokat névekvo sorrendbe!

’

a b c d
20.13. Tudjuk, hogy 5 <a < 8. Becsiild meg az alabbi kifejezések értékét:

1) 0,4a; 3)2a+1;
2)a-3; 4)-3a+2!

20.14. Tudjuk, hogy 3,1<+/10 < 3,2. Becsiild meg az alébbi kifejezések értékét:
1) 24/10; 2) —410; 3) 310 - 5!

20.15. Tudjuk, hogy 3 <m <4 1i-3 <n <-2. Becsiild meg az alabbi kifejezések
értékét:

1) 2m + 3n; 3)—-5m + 4n;
2)0.2m - n; 4 m-"4
n
20.16. Oldd meg az alabbi egyenlbtlenségeket:
1) 16-4n>8; 4)%“;
2) 10x > 13X + 6; 5)3x+4<5x—4;
3)6x +3>5x-2; 6)4x—7>7x—6!

20.17. Hatarozd meg az y = /10 — 3x fiiggvény megengedett értékei koziil a termé-
szetes szamok Gsszegét!

20.18. Adott az f{x) = 3x + 12 fliggvény. Az argumentum mely értékeinél vesz fel
a fliggvény
1) pozitiv értéket;
2) negativ értéket;
3) a [-4; 7] intervallumhoz tartozo értéket?
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20.19. Adj meg olyan ax + b > 0 alaku egyenldtlenséget, ahol x az ismeretlen,
a és b valamilyen szam és az alabbi intervallum a megoldashalmaza:
1) (=3; 4o0) intervallum;
2) (—o0;—1,6) intervallum;
3) a valds szamok halmaza;
4) tires halmaz!
20.20. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:
1) 2x-3°<(4x-1)(x-2)+T;

2) (x-2)(2+x)>2—-(x+4)(1-x);

1- 2 1
3) =X 3<3x-2E10
2 4

- -2
4) 3x 37_9>7 x+2x;
2 4

5x—3>3x+4_§!
15
20.21. Mennyi a kdvetkez6 egyenl6tlenség legkisebb egész megoldasa:

3x+5_1<x?—’2+x?

5)

20.22. Mennyi a kdvetkezd egyenldtlenség legkisebb egész megoldésa:
3x+5 8-x
<—72
2 3

20.23. Ekvivalensek-e az alabbi egyenldtlenségek:
DAL Xl 3+ D) +2(x-1)<1;
2 3

2)(X+3)(xX*+4)>0ésx+3>0;

1
>3+—;
x-5 x-5

3)X—1>3¢és x-1+

A x+2<1és x+2+2 <1412

X x
20.24. Oldd meg az alabbi egyenldtlenség-rendszereket:
{x—3<2x—3, 3) {(x—5)2—15>(x—3)(x—4)—50,
4x+5>10—-x; 4(x+7)-1622—x;
x—1+x+1,7>3x+1
2) {9+2x<3x+7, 4 4 3 5
x—2>2x-5; x+2_x+8<3x—1!

4 5 10
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20.25. Hatarozd meg az alabbi egyenldtlenség-rendszerek egész megoldasainak
Osszegét:
3x—-5<23-4x,
Tx-9<9x+1;
2 2(3x-4)<3(4x-5)+23,
4(x+1)<3x+5!
20.26. Adj meg olyan egyismeretlenes linearis két egyenldtlenségbdl all6 rendszert,

amelynek a megoldashalmaza az alabbi intervallum:
1) (-2; +o0) intervallum;

i

2) [_4- %} intervallum,;

3) (—o0;—10] intervallum,;

4) iires halmaz;

5) csak a 8-as szam, vagyis egy egyelemil halmaz;

6) a valds szamok halmaza.
20.27. Tudjuk, hogy 1 < a < 4. Hany egész értéke lehet a 0,5a —3 kifejezésnek?
20.28. Oldd meg az alabbi kettds egyenldtlenségeket:

1) -83<2x-1<5; 3)2<7-4x<11;
2) -1<3x-9<6; 4) —2<1‘Tx<1!
20.29. Az amely értékénél lesz legalabb egy megoldasa az alabbi egyenlétlenség-
rendszereknek:
1 x <4, 3) x<-3,
x> a; x>a;
2) x < 2, 4) x> 19
x> a; x<a?
20.30. Az a mely értékénél nem lesz megoldéasa az aldbbi egyenl6tlenség-rend-
szereknek:
1) x <6, 3) x<-8,
x> a; x>a;
2) x < 5, 4) x > 01
x> a; x<a?
20.31. Az a mely értékénél lesz az {x >3 egyenldtlenség-rendszer megoldasa:
x>a
1) [7; +oo) intervallum; 3) (-2; +o0) intervallum;
2) [3; +oo) intervallum; 4) iires halmaz?
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20.32. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiilonboz6 negativ gyoke:
x*—(a+2)x-2a-3=0?
20.33. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiillonb6zd gyoke a
[-3; 2] intervallumbol:
X¥-—QRa-1)x+a*-a—-6=0?
20.34. A 20.1. abran a valos szamok halmazan értelmezett y = f(x) fiiggvény gra-
fikonja lathato. Olvasd le a rajzrol:
1) a fiiggvény zérus helyeit;
2) milyen intervallumon névekszik, és milyen intervallumon csokken a fiigg-
vény;
3) az f{x) > 0 egyenl6tlenség megoldashalmazat!

7 \

-

[«
Ry

20.1. dbra

20.35. A 20.2. dbran a [-5; 6] intervallumon értelmezett y = g(x) fiiggvény grafi-
konja lathato. Olvasd le a rajzrol:

1) a fiiggvény értékkészletét;
2) a fiiggvény zérus helyeit;
3) milyen intervallumon ndvekszik, és milyen intervallumon csokken a fligg-

vény;
4) a g(x) < 0 egyenldtlenség megoldashalmazat!
YA
/
AAEP
5 | f2\ (0] 1/2] 4 x
[N/
3
20.2. abra
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20.36. Allapitsd meg, hogy az alabbi lineéris fiiggvények koziil melyik ndvekvo,
¢és melyik csokkend:

1)y =-4x; 3)y=§;
2)y=4x-7; 4)y=4-x
20.37. Az alabbi fiiggvények koziil melyik csokkend:
Dy =x4 3)y=-2%
2)y=2 4)y=2x?
X

20.38. Oldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

D (1) =-2; 4) % i3
x x-2
2) x* -2 =—x; 5) (x+2)? =Jx +4;
) Jx+l=5-x; 6)§+3:(x—3)2!
X

20.39. Hatarozd meg az alabbi parabolak csucspontjainak abszcisszajat:
Dy=4x2-12x+1;
2) y =-0,2x — 2X + 3!

20.40. Az alabbi parabolak koziil melyek cstucspontjai illeszkednek az ordinata-
tengelyre és melyek az abszcisszatengelyre:
1)y=x2—4x+3; 3)y=x2—6X+9;
2)y=x2-8; 4)y=x>+2x?

20.41. Hatarozd meg a b és ¢ paraméterek értékeit tigy, hogy az y = x> + bx + ¢
fiiggvénynek:
1) egy zérus helye legyen, az X =—3;
2) legkisebb értékét, a 4-et, az x = 0 helyen vegye fel;
3) az x =-2 és X = 5 helyeken legyen zérushelye!

20.42. Abrazold az alabbi fiiggvényeket! Hatdrozd meg értékkészletiiket, hol no-
vekvok, és hol csokkendk az alabbi fiiggvények:

Dy=-2x*+1; 5)y=—X>+4x-3;
2)y=0,5%>-2; 6)y=x>—4x+5;
y=xX2+6x+5; Ty =2x-3x-2;
4)y =4x—x% 8)y=-3x+8x + 3!

20.43. A ¢ paraméterek mely értékeinél az y = x* — 6x + ¢ fiiggvény grafikonja
1) illeszkedik az origora;
2) csak egy kozos pontja van az abszcisszatengellyel;
3) az A(0; —4) pontban metszi az ordinatatengelyt;
4) a B(2; 0) pontban metszi az abszcisszatengelyt!
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20.44. A b paraméterek mely értékeinél az y = x> + bx + 2 fliggvény grafikonjanak:
1) és az abszcisszatengelynek egy kdzos pontja van;
2) és az abszcisszatengelynek nincs kdzos pontja;
3) és az abszcisszatengelynek két k6zos pontja van, melyek tavolsaga 4 egység!

20.45. Az y = x> + px + q fiiggvény grafikonja illeszkedik az A(1; 1) és B(2; 2)
koordinataja pontokra. Rajta vannak-e az alabbi pontok ezen a grafikonon:
1) C(-1;-1); 2)D (3;5)?

20.46. Az y = ax* + bx + ¢ fliggvény grafikonja illeszkedik a (0; 10) koordinataja
pontra, csicspontja pedig a (6; —2) koordinataju pont. Hatarozd meg az a, b és
c egyiitthatok értékeit!

20.47. Az y = ax* + bx + ¢ masodfoku fiiggvény helyettesitési értéke az x = —1
helyen 0, az x = L helyen pedig a fiiggvény felveszi legkisebb értékét, ami
4

_§, Hatarozd meg az a, b és c¢ egyiitthatok értékeit!
8

20.48. Az m mely értékénél lesz:

1) az y = x> — 6x + m fuggvény legkisebb értéke —8;

2) az y = —x? + 4x— m fiiggvény legnagyobb értéke 12?
20.49. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

3 2 4
x° +4x” —bx x -1
Dy=——— Ny =—5—7;
x x -1
3 4 2
x" +8 x  —13x" + 36
2y =3 y =
x+2 x° -9

20.50. Az a mely értékénél lesz az X* + ax + a — 2 = 0 egyenlet gyokei négyzetének
Osszege minimalis?

20.51. Tudjuk, hogy a + 3b = 10. Mennyi az a* + b? kifejezés minimalis értéke és
mely a és b értékeknél veszi fel ezt az értéket?

20.52. Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket:

1)x*—4x+3>0; 5)-3x2+2x+1>0;
2) x* -6x—-40<0; 6) X —x2<0;

3) X2 +x+1>0; 7) x® +25>0;
4HxE—x+1<0; 8) 0,1x* —2<0!

20.53. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek egész megoldésait:
1) %x2+3x+6<0; 2) —4x* +3x+1>0!

20.54. A ¢ mely értékénél lesz a 2x*> — 2X + 5¢ masodfokl polinom barmely x ér-
tékre pozitiv?
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20.55. Oldd meg a kovetkez6 egyenlétlenség-rendszereket:

1 x2-5x-6<0, 5) 6x2+x-2>0,
x>-1,2; x>1;
2 6x>+x-2>0,
2) {x ~5x-6<0, 6) ;
x > 0; xX>—=;
3
3) x2-5x-6<0, 7) 6x>+x-2>0,
x > 6; x> -2
2 _92>0
2_5 —6<0, 6x°+x-22 y
Y {x> -x 8) 1
x/6, x<7!
2

20.56. Oldd meg a kovetkezd egyenlétlenséget:

) *-16_ 2 x2—5x—14>0,
|x+1| ’ |x78|

20.57. Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

4 1
Dy= + ;
x®+3x-10 3x-9

2
) y-——%

— 2 1 !
3) y_m+\/x2 +3x74.
20.58. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiilonb6zd valos gyoke:
2x*+ax+a-2=0;
2)Ra-1)xX+@-3)x+1=0;
Jax*—(Ba+1)x+a=0?

20.59. Az a mely értekénél lesz az alabbi egyenldtlenség megoldashalmaza a valos
szamok halmaza:
1)5x*—x+a>0;
2)ax*—10x-5<0;
3) ax’* -2(a-1)x+4a<0;
H@a-)x*—(a+1)x+a+1>0?
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20.60. Oldd meg grafikusan a kovetkezd egyenletrendszereket:

2 _
1) y—x —3, 3) 4
x+y=2>5; y=-—x"+4x-4;
2) x-y="1, 4) x*+y? =25,
xy =-12; y=x" -5
20.61. Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
_ - 2 2 _
1 x2 4y2 6, 6) J* xy+y =T7,
x"+4y° =8; x-y=1
2) 3x+y=-2, (x-1)(y-1)=-2,
3x® — 2xy = 28; x+y=1
3) x+2y =138, 8) (x-2)(y+1)=1,
xy =15; x-y=3;
1 3
3x-2y=18, 1,1 3
4){x : 9){x+y s
xy =-12;
x+y=12;
1 1 4
Pyt =21, ———==,
5) {x v 10) 157575
x+y=-3;
y—x=4!

20.62. Hatarozd meg az alabbi egyenletrendszerek gyokeit:

2 2 _ 2 2 _
1 {x +y’ =5, 6) {Zx ~y’ =14,
xy =2; xy = —6;
{xy+x+y 11, 7 %_izi,
xy (x +y) = 30; xy = 50:
x y 16
xX+xy+y=>5, ——==—,
3){ yry= 8y x 15
x—xy+y=1 2y~ 16;
x-y=2 *,y_2
4) x Yy _ E 9 y x 12’
y x 6 x* +y? =25;
5) x* +2xy+y® =25, 10) x* +2xy =5,
x* —3xy=4; y? —4xy = 4!
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20.63. Hatarozd meg:
1) a3x—y—-5=0egyenesésazy = 20 _9x+i4 parabola metszéspontjainak
3
koordinatait;
2) a?2x-—3y-3=0egyenes és az xy = 3 hiperbola metszéspontjainak koor-
dinatait;
3) azx*+)?=13 korvonal és az xy = 6 hiperbola metszéspontjainak koordi-
natait!
20.64. Az a mely értékénél lesz az aldbbi egyenletrendszereknek egyetlen meg-
oldasuk:

1 x—-y=2, 2) x2+y2:6,
xy =a; x+y=a?
20.65. Egy téglalap atloja 17 cm, teriilete 120 cm?. Mekkorék a téglalap oldalai?

20.66. Egy derékszogli haromszog atmérdje 41 cm, teriilete 180 cm?. Mekkorak a
haromszog befogoi?

20.67. Két varosbol, melyek kozott a tavolsag 240 km, egyszerre elindult egymassal
szembe két személygépkocsi. Az indulas utan két éraval a gépkocsik kozotti
tavolsag 40 km volt, és a gépkocsik mar talalkoztak. Szamitsd ki mindkét gép-
kocsi sebességét, ha az egyik a két varos kozotti tdvolsagot egy oraval rovidebb
id6 alatt tette meg, mint a masik!

20.68. Két falubol, melyek kozott a tavolsag 20 km, egyszerre elindult egymassal
szembe két gyalogos, akik 2 o6ra mulva talalkoztak, majd folytattak utjukat.
Hatarozd meg mindkét gyalogos sebességét, ha egyikiik a két falu kozotti ta-
volsagot 1 6ra 40 perccel rovidebb id6 alatt teszi meg, mint a masik!

20.69. Az A és B helységekbdl egyszerre elindult egymassal szembe egy kerékparos
és egy gyalogos, akik 1 6éra mulva talalkoztak. Hatarozd meg a kerékparos és a
gyalogos sebességét, ha a kerékparos 2 6ra 40 perccel hamarabb érkezett meg a B
helységbe, minta gyalogos az Ahelységbe, és akét helység kozott atavolsag 16 km!

20.70. Az A varosbol a B varosba egyszerre indult el egy autobusz és egy személy-
gépkocsi. Az indulas utan 1 6ra 30 perccel a személygépkocsi mar 30 km-rel
megelézte az autdbuszt. Amikor a személygépkocsi megérkezett a B varosba,
az autobusz még 80 km-re volt téle. Hatarozd meg a személygépkocsi és az
autobusz sebességét, ha az A és B varosok tavolsaga 300 km!

20.71. Egy medencébe két csovon keresztiil lehet vizet engedni. Ha mind a kett6t
megnyitjak, akkor 1,5 ora alatt telik meg a medence vizzel, ha a medence felét
az egyik csovon keresztiil toltik fel, majd a masik felét a masik csovon keresztiil,
akkor 4 ora alatt telik meg vizzel. Mennyi id6 alatt lehet megtolteni vizzel a
medencét kiilon az egyik, és kiilon a masik csdvon keresztiil?
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20.72. Két munkas egyiitt 9 ora alatt tudja elvégezni a rajuk bizott feladatot.
Ha el0szor csak az egyikiik dolgozna 1 6ra 12 percet, majd 6t felvaltana a
masik munkas, aki 2 6rat dolgozna, akkor a munka 20%-aval végeznének.
Mennyi id6 alatt tudnanak végezni ezzel a feladattal kiilon-kiilon a mun-
kasok?

20.73. Egy csonak 15 km-t tesz meg a folyon lefelé ugyanolyan id6 alatt, mint
12 km-t a folyon felfelé. Mekkora a folyd sebessége, ha a csonak 1 km-t felfelé
¢és 1 km-t lefelé 27 perc alatt tesz meg?

20.74. Egy kerékparos a falutol a vasutallomasig 10 km-t tett meg miiaton,
majd visszatért a faluba az 5 km-es folduton. Az egész it 1 6ra 5 percet vett
igénybe. Hatdrozd meg a kerékparos sebességét a mtiiton és a folduton is,
ha tudjuk, hogy visszafelé 15 perccel kevesebb idére volt sziiksége, mint
odafelé!

20.75. Az A és B varosokbol, melyek tavolsaga 180 km, egyszerre elindult egymassal
szembe egy autobusz s egy teherautd. Talalkozasuk utan 1 6raval az A varosbol
indulé autébusz megérkezett a B varosba, mig a teherauto a talalkozas utan
2 6ra 15 perc alatt ért el az A varosba. Hatarozd meg az autobusz és a teherautd
sebességét!

20.76. Az (a,) sorozat az a, = n> — 4n + 4 képlettel van megadva. Add meg a sorozat
elsé hat tagjat! Tagja-e ennek a sorozatnak: 1) 256; 2) 361; 3) 1000; 4) 10000?
Ha igen, hatdrozd meg, hanyadik tagja a sorozatnak?

20.77. Hatarozd meg, hany tagja van annak az (a,) véges szamtani sorozatnak,
melynek els6 tagja a, = 4, kiilonbsége d = -5, utolsé tagja pedig —36!

20.78. Egy héttagu szamtani sorozat utolso tagja 31, Hatarozd meg ennek a soro-
6

zatnak az elsé tagjat, ha a kiilonbsége Z!

20.79. Milyen sorszamu a 2; 1,9; 1,8; 1,7; ... szamtani sorozat elsé negativ
tagja?

20.80. A 8; 11; 14; ... szamtani sorozat mely tagjai nagyobbak 100-nal, de kisebbek
200-nal?

20.81. A 105; 98; 91; ... szamtani sorozat hany tagjanak osszege lesz nulla?

20.82. Mekkorak annak a négyoldali konvex sokszdgnek a belsd szogei,

melyben a szogek fokmértékei egy 54° differenciaju szamtani sorozatot
alkotnak?
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20.83. Egy der¢kszogli haromszog oldalai szamtani sorozatot alkotnak. Szamitsd
ki a befogok hosszat, ha az atfogoja 4 cm!
20.84. Tudjuk, hogy az a,, a,, &,, ... olyan szamtani sorozat, melynek a differenciaja
nullatol kiilonb6zé szam, d # 0. Szamtani sorozat-e az alabbi sorozat:
1) —a,, —a,, —a, -8y, ...;
2)a, +5,a,+5 a,+5, ..
Hl-a,l-a,l-a,..
4) &, &, &, ...;
54 1 1
a a, ag
6)a, +a, a,+a;a;+a,..;
7)a, +a, a, + ay, as + ag, ...7
Ha igen, hatarozd meg a sorozat kiilonbségét!
20.85. Harom szam &sszege, melyek egy szamtani sorozat harom egymast kovetd
tagjai, 12, négyzeteik osszege pedig 80. Add meg ezt a hdrom szdmot!
20.86. Bizonyitsd be, hogyha az a, b és ¢ szdmok egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjai, akkor az @ + ab + b%, a% + ac + ¢%, b* + be + ¢* kifejezések értékei

is egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai!

20.87. Bizonyitsd be, hogy:

1) ha egy haromszog a, b és ¢ oldalai egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagja, akkor ac = 6Rr, ahol R és r rendre a haromszog koré és a
haromszogbe irt korvonalak sugarai;

2) haegy derékszogl haromszog oldalai egy szamtani sorozat harom egymast
koveto tagja, akkor ennek a sorozatnak a differenciaja a haromszogbe irhatod
korvonal sugardval egyenld;

3) haegy haromszog egyik szdge 120° ¢s oldalai egy szamtani sorozat harom
egymast koveto tagja, akkor az oldalak aranya 3 : 5 : 7!

20.88. Szamitsd ki az alabbi sorozatok els6 n tagjanak 0sszegét:

1 a—l, a—3’ a—5, "

a a a
a-b 3a-b ba-b
a+b a+b a+b’

2)
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20.89. Egy szamtani sorozat harmadik tagja 11, hetedik tagja 27. Ezen sorozat hany
tagjanak az Osszege lesz 2537

20.90. Jeloljiik az (a,) szamtani sorozat els6 n tagjanak dsszegét S,-nel. Hatarozd
meg a sorozat elso tagjat és kiilonbségét, ha:
l)a;,+a,+a3=18¢ésa,+a,=-2;
2)as—a;=—4ésaa, =-3;

3)a, +a,+a,=36¢s a,a, = 54;
4)8;—-S,—-a;=0,1ésa,+S,=0,1;
5)8,=9és S, =22,5!
20.91. Egy véges szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 3, els6 négy tag-

janak Osszege 16, mindegyik tagjanak osszege 220. Hany tagja van ennek a
sorozatnak?

20.92. Egy szamtani sorozat kilencedik tagja 15. Mennyi a sorozat els6 tizenhét
tagjanak az osszege?

20.93. Egy derékszogii haromszog oldalai egy szamtani sorozat harom egymast
kovet6 tagja, kisebbik befogdja a. Mekkora a haromszog teriilete?

20.94. Hatarozd meg az els6 hisz olyan paratlan szam 6sszegét, melyek 3-mal valo
osztasi maradéka 1!

20.95. Mennyi azon kétjegyli szamok Osszege, melyek nem oszthatok maradék
nélkiil sem 3-mal sem 5-tel?

20.96. Lehetnek-e egy derékszogli hdromszdg oldalai egy mértani sorozat harom
egymast koveto tagjai? Ha igen, hatarozd meg ennek a sorozatnak a kvociensét!

20.97. Egy fazék ara két egymast kovetd ugyanakkora arleszallitas utan 300 hriv-
nyarol 192 hrivnyara csokkent. Hany szazalékos volt az arcsokkentés mindkeét
esetben?

20.98. A (b,) mértani sorozat kvociense . Hatarozd meg:

16 2
1) b19 ha b5 = —? q=-—;

’

_9.
32’
3) a sorozat els6 hét tagjanak Gsszegét, ha b, =192, q=2;

4

2 hap -2 4

4) a sorozat elsd 6t tagjanak dsszegét, ha b, =96, ¢ =+/3!
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20.99. Egy hattagli mértani sorozat els6 harom tagjanak osszege 8-szor kisebb a
harom utolso tag 0sszegénél. Mennyi a sorozat hanyadosa?

20.100. Hatarozd meg azt a 4 szamot, melyek egy mértani sorozat egymast kovetd
tagjai és a két sz¢EIs6 tag Osszege §, a két kozépso tag Osszege pedig 10!
3
20.101. Tudjuk, hogy a b,, b,, b,, ... egy végtelen mértani sorozat, melynek a

kvéciense nullatdl kiillonb6zo szam, q # 1. Mértani sorozat-e az alabbi sorozat:
1) bz, b4’ b(): 7

2)b,+1,b,+1,by+ 1, ..
3) 2, b3, b .

4)-b,, —b;, b, ..;
5)b,+b,, b+ by, by+ by, ..
oL L 1 .9

’ ’

bl b2 b3
Ha igen, hatarozd meg a sorozat hanyadosat!
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Tudasproéba

A kombinatorika f6 szabalyai

Hanyféleképpen allhatnak sorba osztalytarsaid az iskolai étkezdében?
Hanyféleképpen valaszthatjatok meg az osztalyfeleldst és helyettesét? Hany-
féleképpen oszthatd ki az arany-, eziist- és bronzérem a labdarugo-vilagbaj-
noksagon?

Ahhoz, hogy valaszoljunk ezekre a kérdésekre, ki kell szdmolnunk, hany kii-
16nb6z6 kombinaciot lehet kirakni egy véges halmaz elemeib6l adott szabaly sze-
rint. A matematikanak azt az agat, amely hasonlé feladatok megoldasaval foglal-
kozik, kombinatorikanak nevezziik.

A legtobb kombinatorikahoz tartozo feladat megoldasa két szabalyra vezethetd
vissza: az Osszeadas és szorzas szabalyara.

Nézziink meg egy példat! Egy turista 5 utvonalat nézett ki maganak a Dnye-
per-vidéken, és 7-et a Karpatokban. Hanyféleképpen tudja megszervezni a szabad-
sagat, ha csak egy utvonalra jut ideje?

Mivel 6sszesen 5 + 7 = 12 kiilonb6z6 utvonal van, ezért 12-féleképpen lehet
kivalasztani ezekbdl egyet.

Ennck a példanak az altalanositasa a kovetkez6 szabaly.

Az osszeadasi szabaly: ha az A halmaz m elemii, a B halmaz pedig
k elemii és ezeknek a halmazoknak nincs kozos elemiik, akkor az ,,a vagy b”
kivalasztast, ahola € A ésb € B, m+ k-féleképpen lehet megvalositani.

Az 0sszeadasi szabaly kiszélesitheté harom és tobb halmazra is. Példaul, ha
az A, B és C halmazoknak rendre m, k és n elemiik van és nincs k6zos elemiik,
akkor az ,,a vagy b vagy ¢” valasztast, ahola € A,be€ Bésce C,m+k+
n- féleképpen lehet megvalositani.

Térjlink vissza az utvonalak kivalasztasahoz. Ha a turistanak két titvonal be-
jarasara van ideje és el6szor a Dnyeper-vidékén, majd a Karpatokban szeretne
barangolni, akkor 35-féleképpen szervezheti meg az iidiilését. Valoban, ha eldszor
kivalaszt egy utvonalat a Fels6-Dnyeper-vidékén, akkor hozza valaszthatja bar-
melyik Gtvonalat a 7 ko6ziil a Karpatokban. Mivel a Fels6-Dnyeperen 5 utvonalat
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ajanlanak, akkor az itvonalparok szama (fels6-dnyeperi utvonal; itvonal a Karpa-
tokban) 7+7+7+7+7=35.
Ezt a gondolatmenetet foglalja 6ssze az alabbi tablazat:

Turista tvonalak a Karpatokban

1 2 3 4 5 6 7
FL D | (1;2) | (153) | (54 | (1;5) | (1:6) | (1;7)

Turista 21 D @G| &) &Gy &G @D

utvonalak
a Dnyeper- 3G G2) | (33) | Bs4) | 355 | B56) | (357)
vidéken 41 &GED | E2) | &3 | 3D | 45 ) 456) | 457
510G 1552 | (5:3) [ G534 | (5:5) | (5:6) | (5:7)

Ennek a példanak az altalanositasa a kovetkezd szabaly.

A szorzasi szabaly: ha az a elemet m-féleképpen lehet kivalasztani,
és minden kivalasztashoz pedig a b elemet k-féleképpen!, akkor az ,,a és b”
kivalasztast mk-féleképpen lehet megvaldsitani.

A szorzasi szabalyt is célszerl altalanositani. Példaul, ha az a elemet m-féle-
képpen lehet kivalasztani, és minden kivalasztas utan a b elemet pedig i-félekép-
pen, tovabba, azutan hogy kivalasztottuk az a és b elemet, a ¢ elemet n-féleképpen
lehet kivalasztani, akkor az ,,a és b és ¢” kivalasztast min-féleképpen lehet meg-
valdsitani.

1. PELDA Egy 28 fs osztalybol ki kell valasztani harom gyereket iigyeletesnek,
a haromszintes épiilet mindegyik szintjére egyet-egyet. Hanyféleképpen lehet ezt
megtenni?

Megoldas. 28-féleképpen valaszthatunk az els6 szintre. Miutan kivalasztottuk
ezt az egy tanuldt, mar csak 27 gyerek koziil valaszthatunk, akik koziil barki lehet
iigyeletes a masodik szinten. Miutan kivalasztottuk, hogy ki fog tigyelni az els6 és
a masodik szinten, a harmadik szintre 26 lehetéségilink marad.

Igy a szorzasi szabaly szerint 28 - 27 - 26 = 19 656-féleképpen tudunk harom
ligyeletest valasztani az iskolaba.

Felelet: 19 656-féleképpen. €

! Ez a szabaly a ,,fiiggetlen kimenetelek szama” elvén alapszik
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2. PELDA AZ21.1. 4bran az A varosbol B varosba vezet6 utak tervrajza lathato.
Hanyféleképpen lehet eljutni az A varosbol a B varosba?

M Megoldds. A szorzasi szabaly alkalma-

zasaval arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

A B 2z A varosbol B-be az M varoson keresztiil
3 - 2 = 6-féleképpen juthatunk el, az N varoson

keresztill pedig 4 - 3 = 12-féleképpen. Tehat az

N Osszeadasi szabaly szerint az Osszes lehetdség
. szama 6 + 12 = 18.
21.1. abra
Felelet: 18-féleképpen. «

1. Mondd ki az sszeadasi szabalyt!
2. Mondd ki a szorzasi szabalyt!

?

I GYAKORLATOK

21.1.° A hegy labatol a csticsra 3 at vezet. Hany tvonalon lehet megmaszni a
hegyet, majd visszatérni a hegy labahoz?
21.2.° Egy csapatnak trikokat ajanlottak fel harom szinben: pirosat, zoldet €s

égszinkéket, és sportnadragokat két szinben: fehéret és sargat. Hanyféle meze
lehet a csapatnak?

21.3.° Timeéanak 6t szoknyaja és 3 par cipdje van. Hanyféleképpen 6ltdzkodhet
fel Timea?

21.4.° Az osztalyba 10 fiu és 7 lany jar. Hanyféleképpen alkothat tancos péarokat
egy fiu és egy lany?

21.5.° Hany kiilonbdz6 haromjegyti szamot alkothatunk az alabbi szamjegyekbdl:
1)1¢és2; 2)0¢s 1
(a szamjegyek ismétlodhetnek)?

21.6.° Az A varosbdl B varosba 4 ut vezet, a B varosbdl a C varosba 3 (22.2. abra).
Hanyféleképpen lehet eljutni A varosbol C varosba?

A B C

22.2. abra
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21.7.° Egy gyorsétterem kinalataban 3 els6 fogas, 6 masodik és 5 desszert szerepel.
Hanyféleképpen valaszthatsz ebédet, ha mind a harom fogasbol csak egyet
rendelhetsz?

21.8.° Kétbetlis szotagokat kell alkotni betiikb6l gy, hogy az elsé hang massal-
hangz6 legyen, a masodik maganhangzo6. Hany ilyen kiilonb6z6 szotagot lehet
alkotni az alabbi szavak betliibdl:
1) Poltava; 2) Harkiv?

21.9." Hany kiilonb6z6 négyjegyii szam képezhetd az 1, 2, 3 és 4 szamjegyekbdl,
ha a szamjegyek nem ismétlddhetnek és a szam:
1) els6 szdmjegye 4; 2) 23-mal kezd6dik?

21.10." Hany kiilonb6z6 haromjegyii szam képezhet6 a 0, 1, 2, 3 és 4 szamjegyekbd1?
21.11." Hany olyan kétjegyii szam van, amelynek mindkét szamjegye paros?
21.12." Hany olyan kétjegyii szam van, amelynek mindkét szamjegye paratlan?

21.13." Egy pénzérmét egymas utan haromszor dobunk fel. Hany kiilénb6z6 soro-
zatban fordulhat el6 a fej és irds oldala?

21.14. Egy dobdkockaval haromszor dobunk egymas utan. Hany kiilonb6z6 sorozata
lehet a dobott szamoknak?

21.15." Egy 2 x 2 tabla minden négyzetét befesthetjiik égszinkékre vagy pirosra.
Hanyféleképpen szinezhetd ki ez a tabla?

21.16. Hanyféleképpen valaszthatunk ki a sakktablan egy fehér és egy fekete me-
z0t ugy, hogy ezek a mezdék ne legyenek sem egy sorban, sem egy oszlopban?

21.17.” Hany 6tjegyli paros szam van?
21.18.” Hany olyan 6tjegyli szam van, amely 10 tobbszorose?

21.19.” Az egyik gylijtének 11 bélyege ¢és 8 érméje van cserére, egy masik gyiijto
pedig 9 bélyeget és 7 érmét szeretne elcserélni. Hanyféleképpen cserélhetnek
a gylijtok bélyeget bélyegre, érmét éremre?

21.20.” Hany olyan &tjegyti szam van, amelyben a szdmjegyek paritasa megegyezik?
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A véletlen esemény gyakorisaga és
valészinlisége

Gyakran kell kiilonb6z6 megfigyeléseket, kutatdsokat végezni, vagy részt ven-
ni kiilonboz6 kisérletekben. Altaldban a hasonld kutatisok eredményei elére nem
lathatok.

Nézziink néhany jellegzetes példat!

o Ha véletleniil kinyitunk egy konyvet, nem tudhatjuk elére, hogy milyen

oldalszamot latunk meg.

o Eldre nem lehet megmondani egy labdarug6-mérkdzés eredményét.

o Nem lehetiink biztosak abban, ha felkapcsoljuk az asztali lampat, valéban

vilagitani fog.

« Nincs arra garancia, hogy az inkubatorba tett minden tojasbol ki fog kelni

egy kiscsirke.

Torvényszerii, hogy a megfigyeléseknek és kisérleteknek egy komplex fel-
tételrendszernek kell megfelelniiik. Példaul egy labdarago-mérkdzésen be kell
tartani a jatékszabalyokat, a tyuktojasoknak legalabb 21 napig kell a kelte-
tében lenni megfeleld hdmérséklet-szabalyozas és a levegd paratartalmanak
betartasa mellett.

A megfigyelés, tapasztalat, kisérlet eredményét eseménynek nevezziik.

Véletlen eseménynek nevezziik azon megfigyelések, kisérletek eredményét,
melyek minden feltétel betartdsa mellett vagy bekovetkeznek, vagy nem.

Példaul, ha feldobunk egy pénzérmét, akkor véletlen eseménynek szamit, hogy
fej vagy iras lesz. Véletlen esemény az is, ha kinyitsz egy postaladat és van benne
levél.

Képzeljiik el, hogy kibocsatottak 1 000 000 lottoészelvényt, amellyel egy sze-
mélygépkocsit lehet nyerni. Lehetséges-e, hogy egy szelvény megvasarlasaval
megnyerjilk a fodijat? Természetesen lehetséges, bar ennek az eseménynek na-
gyon kicsi a valosziniisége. Mi van akkor, ha 10 személygépkocsit sorsolnak ki?
Konnyen belathatd, hogy ebben az esetben a nyerés valosziniisége nd. Ha elkép-
zeljiik, hogy 999 999 személygépkocsit sorsolnak ki, akkor a nyerési esélyiink
elképesztden megnd.

Tehat, a véletlen események valosziniiségét 6ssze tudjuk hasonlitani. Ehhez
viszont meg kell jegyezni, hogyan lehet az események bekovetkezésének lehetd-
ségét szamszerUsiteni.

Az ilyen szamszeri becslést megalapozhatja a szdmos megfigyelés és kisérlet
eredménye. Az emberek mar régen észrevették, hogy sok esemény latszatra azo-
nos gyakorisaggal kovetkezik be.
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A demografusok' jol ismerik a 0,512 szamot. A statisztikai adatok kiilonb6z6
korokban és kiilonb6z6 orszdgokban arrél tanuskodnak, hogy 1000 0jsziilott koziil
atlagban 512 fit. A 0,512 szamot a ,,fiu sziiletik” véletlen esemény gyakorisaga-
nak nevezziik. Az alabbi képlettel hatarozzuk meg:

o az Ujsziilott fitk szama
Gyakorisag =

az 0sszes Ujsziilott szama

Felhivjuk a figyelmeteket, hogy ez a
szam nagyon sok megfigyelés eredménye.
Ebben az esetben azt mondjak, hogy a ,.fiu
sziiletik” esemény valosziniisége 0,512.

Mar tudjatok, hogy a dohanyzas karos
az egészségre. Az egészségvédelmi szer-
vezetek statisztikaja alapjan a tiidérakban
szenvedd betegek 92%-a dohanyos. Ebben
az esetben 0,92 a gyakorisdga annak az
eseménynek, hogy a ,.tiidérakban szenve-
dé beteg dohanyos”, ami meghatarozhato

az alabbi arannyal:

a dohanyzo tiidorakos betegek szama

Gyakorisag =
az Osszes tiidorakos beteg szama

Ebben az esetben azt szoktuk mondani, hogy annak a val6szinlisége, hogy a
tiidérakos betegek kozott dohanyosokra leljiink, 0,92 (92%).

Ahhoz, hogy alaposabban megismerkedjiink a véletlen események valoszinii-
ségével, térjiink vissza a klasszikus példahoz, a pénzérme feldobasahoz.

Tegyiik fel, hogy kétszer dobtuk fel az érmét és mind a kétszer fej lett. Tehat
ebben a sorozatban, amely kétszeri feldobasbdl 4llt, a fej gyakorisaga:

a dobas eredménye fej 2
Gyakorisag = =—=1
a dobasok szama 2

Ez vajon azt jelenti, hogy annak a valdsziniisége, hogy fejet dobunk 1-gyel
egyenld? Természetesen nem.

! Demogrdfia — népességvaltozassal foglalkoz6 tudomany
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Ahhoz, hogy egy véletlen esemény gyakorisagabol kévetkeztetni lehessen a va-
[osziniiségére, nagyszamu kisérletet kell elvégezni.

A XVIIIL. szazadtol kezdve sokan végeztek kisérletsorozatokat az érme feldo-
basaval.

Az alabbi tablazat néhany ilyen kisérlet eredményét foglalja dssze.

A tudés neve A do})ésok A f’ej ek A fe':j ’
szama szama gyakorisaga

Georges-Louis Buffon (1707-1788) 4040 2048 0,5069
Augustus de Morgan (1806—1871) 4092 2048 0,5005
William Jevons (1835-1882) 20 480 10379 0,5068
Vszevolod Romanovszkij (1879-1954) | 80 640 39 699 0,4923
Karl Pearson (1857-1936) 24 000 12 012 0,5005
William Feller (1906-1970) 10 000 4979 0,4979

A bemutatott példak alapjan arra a térvényszertiségre kovetkeztethetiink, hogy
a pénzérme sokszoros feldobasa esetén a fej gyakorisaga alig tér el 0,5-t61.

Tehat, ,,a feldobott érme fej” esemény valdsziniisége kb. 0,5.

Az altalunk vizsgalt példak mindegyikében szerepelt a véletlenszerii esemény
gyakorisaga kifejezés. Ezt az értéket az alabbi képlettel hataroztuk meg:

a kedvez6 események szama

Gyakorisag =
Osszes esemény

Térjlink vissza az elébbi tablazatunkhoz. Megallapithato-e a tablazat adatai
alapjan, hogy ,,a feldobott érme fej” esemény valdsziniisége 0,5? Erre a kér-
désiinkre a valasz ellentmond6. Valdjaban a feltiintetett adatokbdl levonhato,
hogy ,,a feldobott érme fej” esemény gyakorisaga 0,502-t61 0,4997-ig valtozik,
tehat 0,5-nek semmilyen elénye nincs a 0,502 vagy a 0,4997 szammal szem-
ben.

Tehat a véletlen esemény gyakorisaga csak megkozelitd értéket ad a vélet-
len esemény valoszinliségére. Minél tobb kisérletet végziink el, anndl ponto-
sabb kovetkeztetést vonhatunk le a véletlen esemény gyakorisagabol a valo-
szintiségere.
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A véletlen esemény valosziniliségének ilyen formaji meghatarozasat statiszti-
kai valoszintiségnek nevezziik. Ezt az emberi tevékenység tobb teriiletén is alkal-
mazzak: fizika, kémia, bioldgia, biztositas, szocioldgia, kozgazdasag, egészségveé-
delem, sport, stb.

A valoszintiséget P betiivel jeloljiik (a francia probabilité szd els6 betiije, je-
lentése valdsziniiség).

Ha példaul az elsé esetiinkben ,,a fiugyermek sziiletik” eseményt A betiivel
jeloljiik, akkor a kapott eredményt igy irjuk le:

P(A)=0,512.

Figyelembe véve a statisztikai becslések kozelitd jellegét, a kapott eredmé-
nyeket kerekithetjiik. Példaul, ha a véletlen esemény gyakorisaga 0,512, akkor
P(A) = 0,51 vagy P(A) = 0,5 is helyes.

Ha ,,a feldobott érme fej” eseményt B-vel jel6ljiik, akkor

P(B)=0,5.

Ennek a fejezetnek a végén felhivjuk a figyelmeteket az alabbiakra. Nem rit-
ka az olyan eset, amikor a mindennapi életben a kdrnyezetiink jelenségeire vagy
objektumaira vonatkozé helyes kovetkeztetéseket vonunk le, alkalmazva a valo-
szinliség tulajdonsagait.

Felhozunk néhany példat.

o Hameg szeretnétek tudni, hogyan kell a hazi feladatra kijelolt példat megoldani,
akkor felhivjatok azt az osztalytarsatokat, aki jol tudja a matematikat. Ennek a
valasztasnak az alapja az, hogy nagyobb valdsziniiséggel oldja meg a feladatot
egy, a matematikaban erds tanuld, mint egy gyenge.

o Azismert markaja termékek dragabbak, mint a kevésbé ismertek. Ezért gyakran
dragabb terméket vasarolunk. Ez a valasztas azzal magyarazhatd, hogy kisebb a
val6észinlisége annak, hogy egy ismert markaji termék rossz mindségii legyen,
mint annak, hogy egy kevéssé ismert markajaé.

« Tételezziik fel, hogy az ellendrz6 dolgozat 10 megoldasvalasztos tesztfeladatbol
all. Kilenc feladattal mar megbirkoztatok, de a tizediket nem tudjatok meg-
oldani. Csak egy lehetdségetek marad, kitalalni a helyes valaszt. Feltehetéen
nem fogjatok azt a betiit valasztani, ami az el6z6 feladatok valaszai kozott a
leggyakoribb volt. Ez a mérlegelés azon alapszik, hogy a tesztfeladat dsszeallitoi
aligha jelolnék be a helyes valaszokat ugy, hogy valamelyik betii jele gyakoribb
legyen.

Azért meg kell jegyezniink, nem biztos, hogy egy valosziniiségi becslés alap-
jan hozott dontés minden esetben sikeres lesz. Ettdl eltekintve, dontéseinknél ha-
sonld esetekben célszer(i figyelembe venni a valosziniiségi eldrejelzéseket, mivel
ezek novelhetik a siker esélyét.
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? 1. Hozz fel példat véletlen eseményre!
2. Magyarazd meg, mit értlink egy véletlen esemény gyakorisagan!
3. Milyen feltételek mellett becsiilhetd egy véletlen esemény valdszinlisége a
gyakorisagaval?
4. Hogyan jeldljik az A esemény valdszinliségét?

I GYAKORLATOK

22.1.° Hozz fel példat olyan kisérletekre, amelyck eredménye szerinted 1) lehetetlen
esemény; 2) biztos esemény!
22.2.° Elképzelhetd-e, hogy az alabbi eseményeknek kicsi a valdsziniisége:
1) egy érem 200-szori feldobasakor mindig fejet kapunk;
2) a kovetkez6 héten legalabb egyszer kihivnak a tablahoz;
3) a Sahtar—Dinamo Kijev labdarag6-mérkézés eredménye 1 : 1;
4) a szamitogép billentylizetén véletleniil leiitott betlikbol a ,,matematika”
sz6t kapjuk?
22.3.° Akisérletiink annyibol all, hogy egy rajzszdget
dobunk fel. A rajzszog eshet a hegyére €s a lap-
jarais (lasd a 22.1. abrat). Dobd fel a rajzszoget: % \
1) 10-szer; 2) 20-szor; 3) 50-szer; 4) 100-szor;
5) 200-szor! Az eredményeket jegyezd fel az

alabbi tablazatba: 22.1. abra
A sorozat sorszama 1 2 3 4 5
Az’ adott kisérletben a dobasok 10 20 50 100 200
szama

A rajzszog a hegyére esett
dobasok szdma

A rajzszog a lapjara esett dobasok
szdma

Szamitsd ki mind az 6t sorozatban annak a gyakorisagat, hogy a rajzszog a
hegyére esett, és becsiild meg, mekkora valosziniiséggel kovetkezik be ez az
esemény. Melyik esemény kovetkezik be nagyobb valdsziniliséggel, ,,a rajz-
sz0g a hegyére esik” vagy, hogy ,,a rajzszog a lapjara esik”?

22.4.° A kisérletiink Iényege az, hogy két érmét dobunk fel. Végezd el a kisérletet:
1) 10-szer; 2) 20-szor; 3) 50-szer; 4) 150-szer! Jegyezd fel mind a négy sorozat
eredményét az alabbi tdblazatba:
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A sorozat sorszama 1 2 3 4

A dobasok szama az adott kisérletben 10 | 20 | 50 | 150

Azon kisérletek szama, amikor a dobasok eredménye
ket fej lett

Azon kisérletek szama, amikor a dobasok eredménye
egy fej lett

Azon kisérletek szama, amikor a dobasok eredménye
nem lett fej

Szamitsd ki mind a négy sorozatban az alabbi események gyakorisagat:
1) két fej lett;

1) egy fej lett;
1) két iras lett. \

22.5.° Dobj fel 100-szor egy fiiles (egylyuku) gombot
(22.2. ébra)! Hatarozd meg ,,a gomb fiile lefel¢ mutat”
esemény gyakorisagat! Becsiild meg az elvégzett sorozatok alapjan ,,a gomb
fiile felfelé mutat” esemény valdsziniiségét!

22.2. abra

22.6.° Az alabbi tablazat az N varosban 2016-ban sziiletett gyerekek szamat tar-

talmazza.
5
R 2|5
, »n [ )
Honap | S| B el ol « | 8| 8| €| E
< 2 o | = = = 2 5 &l @ ) 5]
E|ls | E|EIE|IEIE| 28 25| 3
[ N
Sl =< 2| B8 |<|un|0|Zz|A
A fin

ﬁjSZﬁléttek 11981053 (1220|1151 |1151|1279|1338|1347|1329|1287|1196|1243
szama

A leany
ujszilottek (1193 [1065|1137|1063 | 116312281258 |1335|1218|1239|1066(1120
szama

Szamitsd ki a fiagyerekek sziiletésének gyakorisagat minden hoénapban és
2016-ban! Becsiild meg a lednygyermek sziiletésének valosziniiségét a 2016-os
évben!

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



222 TUDASPROBA

22.7.° A tudakozo munkatarsa egy munkanap alatt (9:00-17:00) atlagosan 6 orat
beszél telefonon. Becsiild meg, mennyi a valoszintisége annak, hogyha felhivod
a tudakozot, a vonal szabad lesz?

22.8.° A statisztikai adatok alapjan Odesszaban a napsiitéses napok szaima nyaron
atlagosan 70. Becsiild meg annak a valdszinliségét, hogyha valaki nyaron ella-
togat egy napra Odesszaba, akkor borus napot fog ki!

22.9.° Egy nagyszamu tételbdl kivalasztottak 1000 darab izz6t, melyek kozott
kideriilt, hogy 5 selejtes. Mennyi a valésziniisége annak, hogy selejtes izz6t
vasarolhatsz?

22.10.° Az influenzajarvany idején a 40 000 megvizsgalt lakosbol 7900-nal diag-
nosztizaltak influenzat. Mennyi a valosziniisége annak, hogy ,.,egy véletleniil
kivalasztott lakos, influenzas” lesz?

22.11.° Annak a valdsziniisége, hogy selejtes tapegységet vasarolunk, 0,02. Allit-
hatjuk-e azt, hogy barmely 100 darabos tételben 2 elem selejtes?

22.12.° Annak a valésziniisége, hogy egy céltablaba talalj, 85%. Lehetséges-e, hogy
100 16vésbol 98 talaljon célba?

22.13." Az alabbi tablazat az ukran tannyelvii k6zépiskola 9. osztalyanak 6rahalojat

tartalmazza:
Tantérgy érizzm Tantérgy éri?élm
Ukrén nyelv 2 Meértan 2
Ukrén irodalom 2 Biologia 2
Idegen nyelv 3 Foldrajz 2
Vilagirodalom 2 Fizika 3
Ukrajna torténelme 2 Kémia 2
Egyetemes torténelem 1 Technika 1
Jogismeret 1 Informatika 2
Miivészet 1 Egészségtan 1
Algebra 2 Testnevelés 3

Becsiild meg annak a valdszintiségét, hogy a 9. osztaly heti 6rarendjébdl vélet-
lentil kivalasztott tantargy az: 1) algebra; 2) mértan; 3) matematika; 4) testnevelés;
5) idegen nyelv!

22.14." Valassz ki véletlenszertien egy oldalt Marko Vovcsok Intézeti kisasszony
cimii miivébdl (az eredeti ukran nyelvii valtozatbol)! Szamold meg, hany-
szor fordul elé ezen az oldalon az w, o, s és 10 betli és sszesen hany betil
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van az oldalon! Becsiild meg ezen betiik megjelenésének a valoszinliségét a
miiben! Ez a becslés segit megérteni a betiik elhelyezését a szamitogép ukran
nyelvi billentytizetén (22.3. dbra).

*
faaaajasaniRlasioss

22.3. abra

22.15." Az alabbi tablazat tartalmazza N varosban a naponkénti 12 6rakor mért
hémérsékletet és a levegd paratartalmat.

A levegd paratartalmanak

osztalyai, % -

A levegd hdmérsékletének §
ingadozasa, °C o Co|se|se|se[s?| 25
SRR ERIERIEREAE
S | w2 | =0 | =2 | =2 | =3 S w
S < < \© O o~ ©~ oo o0 N N — < :8
Kevesebb, mint —11 °C 0 1 1 3 2 0 7
—10 °C-t6l -1 °C-ig 0 0 11 15 | 13 5 44
0 °C-t6l 10 °C-ig 10 19 (12 | 13 | 19 | 47 | 120
11 °C-t61 20 °C-ig 23 | 27 | 15 6 10 2 83
21 °C-t6l 30 °C-ig 57 | 32 6 2 1 0 98
31 °C-t6l nagyobb 9 4 0 0 0 0 13
A napok szama Gsszesen 99 83 | 45 | 39 | 45 54 | 365

Szamold ki az alabbi események gyakorisagat a 2016-os évben:

1) azoknak a napoknak a szamat, amikor a hémérséklet 11 °C és 20 °C kozott
volt, a levegd paratartalma pedig nem haladta meg a 40%-ot;

2) azoknak a napoknak a szamat, amikor a levegd paratartalma 71% és 80%
kozott volt, a mért hdmérséklet pedig 0 °C alatt volt;

3) azoknak a napoknak szamat, amikor a hdmérséklet 21 °C és 30 °C kozott
volt, a levegd paratartalma pedig nem haladta meg a 41% ¢és 70% kozotti
adatot!
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A klasszikus valdszinliség

Néhany esemény valoszintiségének meghatarozasahoz nem sziikséges kisér-

leteket, teszteléseket végezni. Elegendd a tapasztalatra, a jozan észre tamasz-
kodni.

1. PELDA Legyen a dobozban 10 piros golyd. Mennyi a valosziniisége annak,
hogy a dobozbol véletleniil kivett golyo piros szinii? sarga szinii lesz?

Az adott feltételek mellett barmelyik kivett goly6 piros szint.
Azt az eseményt, amely az adott feltételek mellett barmelyik esetben bekovetke-
zik, biztos eseménynek nevezziik.
Az ilyen esemény valosziniliségét 1-nek tekintjiik, vagyis:
ha az A esemény biztos esemény, akkor
P(A)=1.

Tehat annak az eseménynek a valoszinlisége, hogy a kihuzott goly6 piros, 1.

Mivel a dobozban nincs sarga golyd, igy sarga golyot nem lehet kihtizni.

Azt az eseményt, amely az adott feltételek mellett egyetlen esetben sem ko-
vetkezhet be, lehetetlen eseménynek nevezziik. Az ilyen esemény valdsziniiségét
0-nak tekintjiik, vagyis:

ha az A esemény lehetetlen esemény, akkor

P(A)=0.

Tehat annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy a kihuzott golyd
sarga, 0. <«

2. PELDA  Egy érmét egyszer dobunk fel. Mennyi a valosziniisége annak,
hogy fejet dobunk?

Ebben a kisérletben a két lehet6ség koziil csak az egyik kdvetkezhet be: vagy
iras, vagy fej. Egyik lehet6ségnek sincs elonye. Az ilyen eredmények egyenlé
esélyiiek, ¢s ennek megfelelden az ilyen események egyenlé valésziniiségiiek.
Akkor természetes, ha ugy tekintjiik, hogy ,.fejet dobunk” és ,,irast dobunk” ese-
mények valdszintisége is %

Ez nem jelenti azt, hogy barmelyik sorozatban pontosan ugyanannyiszor

dobunk fejet, mint irast. Csak azt tudjuk eldre jelezni, hogyha sokszor dobunk
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23. Aklasszikus valoszinliség 225

egymas utan, akkor annak a gyakorisaga, hogy fejet dobunk, kézeliteni fog az
L hez.
2

Nézziink néhany példat azzal a feltétellel, hogy a kisérletek kimenetelei azonos
esélytiek.

3. PELDA Egy dobokockaval (23.1. 4bra)
egyszer dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a
négyest kapjuk?

Ebben az esetben hat kiillonb6z6 eredményiink
lehet: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Mindegyik azonos eséllyel
kovetkezhet be. Konnyen belathatd, annak az ese-
ménynek a valdszinlisége, hogy ,,egy dobokockaval

négyest dobunk”, 1_ <
6

23.1. dbra
4. PELDA A100000 kibocsatott lottoszelvény
kozott 20 nyerd van. Mennyi a valdszinisége a nyereménynek, ha egy szelvényt
vasarolunk?

A kisérlet Iényege, hogy egyetlen szelvényt vasarolunk. Ez azt jelenti, hogy a
100 000 egyenld esélyti lehetdség kozil egy valosul meg: megvessziik az 1-es
sorszamu szelvényt; a 2-est és igy tovabb. Ezek koziil 20 esetben nyerhetiink. Vi-
lagos, annak az eseménynek a valoszintisége, hogy az egyetlen szelvénylink nyerd
lesz, 20 1

" 100000 5000

5. PELDA Egy dobozban 15 billiardgolyé van, amelyeket 1-t61 15-ig megsza-
moztak. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a véletleniil kihuzott golyon 1évo
szam 3 tobbszordse?

Ebben az esetben a 15 egyenld esélyii lehetdség koziil egy valosul meg: ki-
vessziik az 1-es sorszamu golyot; a 2-est és igy tovabb. Ezek kozott 5 olyan eset
van, amely megfelel annak a feltételnek, hogy a ,.kihuzott golyon 1év6 szdm
3 tobbszorose”, mégpedig a 3, 6, 9, 12 és 15. Igy természetes, hogy a keresett
valosziniiség > -1 <

15 3

Azt, hogy az el6z6 6t példankban kiilonbozo kisérletek szerepeltek, egy mate-

matikai modellel tudtuk szemléltetni. Maris megmagyarazzuk a lényeget.
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* Mindegyik példaban n egyenld esélyli kimenetele lehetet a kisérletnek.

1. példa: n = 10.

2. példa: n=2.

3. példa: n=6.

4. példa: n = 1000 00.
5. példa: n=15.

* Mindegyik példaban olyan A eseményt vizsgalunk, amelyik m-szer kdvetkezhet
be. Ezeket az eseményeket kedvezé eseteknek nevezziik.

1. példa: A — piros golydt hizunk, m = 10, vagy A — sarga golydt huzunk,
m=0.

2. példa: A —,fejet” dobunk, m = 1.

3. példa: A — megadott szamot dobunk a dobokockaval, m = 1.

4. példa: A — nyer6 szelvényt vasarolunk, m = 20.

5. példa: A — olyan goly6t huzunk, melyen a szam 3 tobbszordse, m = 5.

* Mindegyik példaban az alabbi képlettel szamithato ki a valosziniiség:

P="

n

Meghatarozas. Ha egy kisérletnek n egyenlé esélyii kimenetele van,
melyek koziil az A esemény m-szer kovetkezik be, akkor az A esemény val6-

sziniiségének az — aranyt nevezziik.
n

Ez a klasszikus valésziniiség meghatarozasa.

Megjegyezziik, ha egy kisérlet feltételei olyanok, hogy a kimenetelek nem
egyenlo esélyiiek, akkor nem alkalmazhatjuk a klasszikus valosziniiség meghata-
rozasat.

6. PELDA Egyszerre két dobokockaval dobunk, az egyik sarga, a masik kék.
Mennyi a valdsziniisége annak, hogy két hatost dobunk?

A 23.2. abran lathato tablazat alapjan konnyen megallapithato, hogy ebben az
esetben 36 kiilonbozo kimenet lehetséges, melyek koziil csak egy lehet kedvezo.

Ezért a keresett valosziniiség i, |
36
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A sarga dobokocka pottyeinek szama
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23.2. dbra
7. PELDA  (d’Alember feladata.) Feldobunk Elsé Masodik
egyszerre két azonos pénzérmét. Mennyi a va- érme érme

l6szinlisége annak, hogy legalabb egyszer fejet
dobunk?

Ez a feladat hasonlit a 6. példara. A kiilonbség
csak annyi, hogy a dobokockakat sziniik alapjan meg
tudtuk kiilonboztetni, mig a pénzérméket nem. Ezért
ahhoz, hogy ebben az esetben is azonos esélytek le-

gyenek a kisérlet kimenetelei, el6szér megszamozzuk
a pénzérméket (23.3. abra).
Az elsé harom dobasnal legalabb az egyik fej volt.

Ezek a szamunkra kedvez6 esetek. Ezért annak a va-
loszintisége, hogy két érmével legalabb egyszer fejet

dobunk, Z <
23.3. 4bra

MpaBo anst 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua
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8. PELDA Egyszerre két dobokockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége annak,
hogy a dobott szamok dsszege 11?

Ennek a kisérletnek 11 kiilonb6z6 kimenetele van. A dobott szamok dsszege 2,
3,4,5,6,7,8.9, 10, 11 és 12 is lehet. Ebben az esetben viszont téves lenne annak

avaloszintiségére kovetkeztetni, hogy ,,a dobott szamok 6sszege 117 feltétel mellett

az eredmény ERN helyzet az, hogy a felsorolt 11 kimenetel nem egyenl6 eséllyel
11

kovetkezhet be. Példaul, az az eset, hogy ,,a dobott szamok dsszege 2”, csak egy-
féleképpen allhat el6, az pedig, hogy ,,a dobott szamok dsszege 67, tféleképpen.
(Ellendrizd le 6nalloéan!)

Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a klasszikus valdszinliség meghatarozasat, a
feltételeket ugy kell megfogalmaznunk, hogy a kimenetelek egyenld esélyiiek le-
gyenek.

Ehhez meg kell kiilonboztetniink a dobokockakat, példaul a sziniik alapjan. gy
36 egyenld esélyl kimenetel lehetséges (24.2. abra), melyek koziil csak kettd ked-

nor . Lt s 2 1
vez6 szamunkra. Ezért a keresett valoszinliség: = = —
36

18
9. PELDA Vizsgaljuk meg az 6sszes olyan kétgyermekes csaladot, ahol legalabb
az egyik gyermek fitl! Mennyi a val6szinlisége annak, hogy a véletlenszertien ki-
valasztott csaladban két fingyermek legyen? (Elfogadjuk, hogy a kisfiu és kislany
sziiletésének a valosziniisége egyforma.)

Ugy tiinhet, hogy ebben az esetben a valasz 1 Mivel a csaladban mér van egy
2

fin, igy egyenld valdsziniiséggel a méasodik gyerek vagy lany, vagy fit.

Valojaban ez a gondolatmenet egy masik feladat megoldasa: vizsgaljuk meg
azokat a kétgyermekes csaladokat, ahol az id6sebbik gyerek fiu. Mennyi a valo-
szinlisége annak, hogyha ezen csaladok koziil véletlenszertien egyet kivalasztunk,
akkor abban a csaladban két fingyerek lesz?

A mi feltételeink mellett harom eset kdvetkezhet be egyenld eséllyel:

az idGsebb gyerek fiu, a fiatalabb is fil;

az id6sebb gyerek fiu, a fiatalabb lany;
az id6sebb gyerek lany, a fiatalabb fiu.

Tehat a keresett valoszinliség !l <
3
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23. Aklasszikus valoszinliség 229

A fejezet végén fel kell hivni a figyelmet a kovetkezokre.

Els6 latasra azt hihetjiik, hogy a benniinket koriilvevd jelenségek tobbségét a
»véletlenek” iranyitjak. Ugyanakkor a mélyebb elemzés ramutat arra, hogy a vé-
letlenek kdoszaban utat ver a torvényszeriség, melyet szdmszerlsiteni lehet. Azt
a tudomanyéagat, amely ezzel a szamszertsitéssel, becsléssel foglalkozik, valészi-
niiségszamitas-elméletnek nevezzik.

‘?

1. Mi a biztos esemény?

2. Mi a lehetetlen esemény?

3. Mennyi a valoszinlisége 1) a biztos eseménynek; 2) a lehetetien eseménynek?
4. Hozz fel példat egyenld valdszinliségli eseményekre?

5. Fogalmazd meg a klasszikus val6szinliség definicijat!

6. Mely esetekben nem hasznélhaté a klasszikus valoszinliség meghatarozasa?

I GYAKORLATOK

23.1.° Hozz fel példat biztos eseményre!
23.2.° Hozz fel példat lehetetlen eseményre!
23.3.° Egy kosarban 10 piros és 15 zdld alma van. Mi a valdszintisége annak, hogy
a kosarbol kivett gyiimolcs korte? alma?
23.4.° Talalomra kivalasztunk harom paros szamjegyet. Mennyi a valdsziniisége
annak, hogy az ezekkel a szamjegyekkel leirt szam paratlan?
23.5.° Taldlomra kivalasztunk harom pératlan szdmjegyet. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy az ezekkel a szamjegyekkel felirt szam paratlan?
23.6.° Mekkora a valoszintisége annak, hogyha az ,,algebra” sz6 betiiinek a felcse-
rélésével a ,,mértan” szot kapjuk meg?
23.7.° Hozz fel példat egyenl6 eséllyel bekovetkezd eseményekre!
23.8.° Hozz fel példat kiilonbozo eséllyel bekdvetkezd eseményekre!
23.9.° Azonos valoszinliségii-e az A és a B esemény, ha:
1) az A esemény: az 1-tél 15-ig megszamozott billiardgolyok koziil talalomra
kihtazzuk az 1-est;
a B esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolyok koziil talalomra
kihazzuk az 7-est;
2) az Aesemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolyok koziil talalomra
paros szamut huzunk;
a B esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolyok koziil talalomra
paratlan szamut huzunk?
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23.10.° Mi a valoszintlisége annak, hogy egy szabalyos dobokockaval
1) egyet;
2) harmat:
3) pératlan szamot;
4) 5 tobbszorosét;
5) 3-mal maradék nélkiil nem oszthat6 szamot;
6) 9 tobbszorosét dobjunk?
23.11.° Képzeld el, hogy az osztalyotokban kisorsolnak
egy ingyenes londoni kirandulast. Mekkora a valo-
szinlisége annak, hogy te utazhatsz el Londonba?
23.12.° A matematika vizsgara 35 tételt kell meg-
tanulni. Az egyik tanulé 30 tételt tanult meg
kifogastalanul. Mekkora a valdsziniisége annak,
hogy a tanul6 a talalomra kihtuzott tételre 12-es
érdemjegyet kapjon?
23.13.° A matematika vizsgara 30 tételt kell megtanulni.
Az egyik tanulo egy tételt tanult meg. Mekkora a
valoszinlisége annak, hogy a tanuld nem teszi le a
vizsgat, ha csak egy tételre valaszolhat?
23.14.° Mekkora a valdszinlisége annak, hogy az osz-
talyotokban a tablahoz hivott tanulot Katalinnak |
hivjak? |
23.15.° Egy nyereményjatékban 20 nyerd és 280 nem nyer6 szelvény van. Mekkora
valoszintiséggel lehet nyerni, ha csak egy szelvényt vasarolunk?
23.16.° Egy dobozban 7 kék és 5 sarga golyd van. Mennyi a valdsziniisége annak,
hogy a dobozbdl talalomra kivett golyd 1) sarga; 2) kék?
23.17.° Egy dobozban 23 kartya van 1-t61 23-ig megszamozva. Talalomra kihtizunk
egy kartyat. Mekkora a val6szintisége, annak hogy a kihuzott kartyan:
1) a 11-es szdm van;
2) a 24-es szam van;
3) 6 tobbszordse van;
4) 5 tobbszorose van;
5) egyjegyli szam van;
6) Osszetett szam van,
7) olyan szam van, amelyben szerepel a 7-es szamjegy;
8) olyan szam van, amelyben szerepel a 2-es szamjegy;
9) olyan szam van, amelyben nincs 4-es szamjegy;
10) olyan szam van, amelyben a szamjegyek 0sszege oszthatd 3-mal;
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11) olyan szam van, amely 11-gyel val6 osztasi maradéka 2;

12) olyan szdm van, amelyben nincs 1-es szamjegy?

23.18.° Az 1 és 30 kozotti természetes szamok koziil talalomra kivalasztunk egyet.
Mekkora a valoszinlisége, annak hogy az:
1) Osszetett szam lesz;

2) 18 osztoja lesz;

3) egy természetes szam négyzete lesz?

23.19.° Miklos fel szeretné hivni a baratjat, de elfelejtette a telefonszam 1) utolso
szamjegyét; 2) az elsd és az utols6 szdmjegyet. Mekkora a valdsziniisége annak,
hogy els6 probalkozasra sikeriil felhivni a baratjat?

23.20." Az egyik el6fizeto elfelejtette a telefonszam két utolsd szamjegyét. Mekkora
valdsziniiséggel fogja a helyes szamot tarcsdzni, ha csak arra emlékszik, hogy
a két utolsé szamjegy:
1) péaratlan; 2) egymastol eltéro és paros?

23.21." Mekkora a valészinlisége annak, hogy szamodra a kovetkez6 év legboldo-
gabb napja 1) 7-ére; 2) 31-re; 3) 29-re esik?

23.22." Egy dobokocka lapjait pirosra vagy fehérre festették (egy-egy lapot egy

szinnel). Annak a valdszintisége, hogy a dobokocka a piros lapjara esik, E,
6

hogy a fehér lapjara, 1 Hany piros és hany fehér lapja van a dobokockanak?
6

23.23." Egy dobozban 4 kék és néhany piros goly6 van. Hany piros goly6 van a
dobozban, ha a kék golyo6 kihuzasanak valosziniisége 2,
7

23.24." A kétjegyl szamok koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mekkora a
valdsziniisége annak, hogy:
1) a tizesek helyén all6 szamjegy alaki értéke nagyobb, mint az egyesek helyén
allé szamjegyé;
2) a tizesek helyén allo szdmjegy és egyesek helyén allo szdmjegy alaki értéke
azonos;
3) a kivalasztott szam oszthat6 9-cel?
23.25." Az 1-es, 2-¢s és 3-as szamkartyakat véletlenszeriien sorba raktak. Mekkora
a valoszinlisége annak, hogy a paratlan szamok egymas mellé keriiljenek?
23.26." Egy locara véletlenszertien iilt le két fit és egy lany. Mekkora a valdszintisége
annak, hogy a filk egymas mell¢ keriiljenek?

23.27.' Egy dobozban 5 z6ld és 7 kék ceruza van. Legkevesebb hany ceruzat kell
kivenni a dobozbol, hogy annak a valdsziniisége, hogy a véletleniil kivett ceruzak
kozott legyen 1 zold, 1 legyen?
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23.28." Egy dobozban 3 piros, 7 sarga és 11 kék ceruza van. Legkevesebb hany
ceruzat kell a dobozbdl kivenni ahhoz, hogy annak a valdsziniisége, hogy a
véletleniil kivett ceruzak kozott van legalabb egy piros ceruza, 1 legyen?

23.29." Egyszerre dobunk két dobokockaval. Hatarozd meg a 27.2. abra alapjan,
mekkora a valoszinlisége annak, hogy a dobott szamok:

1) két egyes;

2) két azonos szam;

3) Osszege 7;

4) sszege tobb, mint 10;
5) szorzata 6!

23.30.” Egy dobokockaval kétszer dobunk. Mekkora a valosziniisége annak, hogy:
1) el6szor 4-nél kisebb, masodszor pedig 4-nél nagyobb szamot dobjunk;

2) el6szor kisebb szadmot dobjunk, mint masodszor;
3) a két dobas 0sszege 5 legyen?

23.31." Mekkora a valosziniisége annak, hogy egy dobokocka kétszeri dobasaval:
1) el6szor 5-nél kisebb szamot, masodszor pedig 4-nél nagyobb szamot dob-

junk;

2) csak masodszorra dobjunk hatost;
3) el6szor tobbet dobunk, mint masodszor?

23.32." Dénes és Péter egyszerre dobnak egy-egy dobokockaval. Ha a dobott
szdmok Osszege hat, akkor Dénes nyer, ha 7, akkor Péter. Kinek van nagyobb
esélye a gydzelemre?

23.33." Kétszer feldobunk egy pénzérmét. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy:
1) mind a kett6 fej; 2) az egyik fej, a masik iras?

23.34." Ot megszdmozott szamkartya koziil véletleniil kivalasztunk egyet. A sorsza-
mat megjegyezve visszatessziik a tobbi kartya kdzzé. Majd tjra kivesziink egy
szamkartyat. Mekkora a valosziniisége annak, hogy mind a két kivett kartyan
ugyanaz a szam lesz?

23.35." Mekkora a valdsziniisége annak, hogy egy pénzérme haromszori feldoba-
sakor 1) mind a haromszor fejet dobunk; 2) kétszer dobunk fejet; 3) egyszer
dobunk fejet; 4) legalabb egyszer fejet dobunk?

23.36." Egy kerekasztal koré véletlenszertien leiilt n ember (n > 2). Csak ketten
ismerik egymast. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy az egymast ismerd
emberek egymas mell¢ iiljenek?

23.37." Véletlenszeriien sorba all négy ember: 4, B, C és D. A sorbaallas sorrend-
jének valamennyi lehetdségét tekintsiik azonos valdszinliségiinek. Mekkora a
valdszinisége annak, hogy A megelézze B-t?
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Elébb volt a jaték @

Sok olyan jatékot ismertek, melyek eredménye a jatékosok tudasatol fiigg. Vi-
szont léteznek olyan jatékok is, amelyekben a tudas nem jatszik szerepet. Minden
a szerencsén mulik. Ide sorolhatjuk a dobokockds jatékokat. Ugy tartjak, veliik
kezd6dott a véletlenek vizsgalatanak tudomanya.

XIV. Lajos francia kiraly egyik udvaronca, de Mere lovag, hazardjatékos, fi-
lozéfus és irodalmar azzal a kéréssel fordult a hires tudoshoz, Blaise Pascalhoz,
hogy magyarazzon meg neki egy paradoxont. Egyrészt de Mere sokéves jatékta-
pasztalata azt mutatta, ha harom kockaval dob, akkor a szamok 6sszege gyakrab-
ban lesz 11, mint 12.

Masrészt ez az allitas ellentmondasba keriil a kovetkezd okfejtéssel. Osszes-
ségében 11-et hat kiilonb6zd kombinaciobol kaphatunk.
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Tehat ahhoz, hogy 11-et vagy 12-t dobjunk, hat-hat kedvezd esetre van sziik-
ség. Vagyis ezeknek az eseményeknek azonos az esélyiik, ami ellentmond a gya-
korlatnak.

Pascal megértette: a hiba abban rejlik, hogy a de Merre altal vizsgalt esetek
nem azonos valosziniiségliek. Példaul, ha 11 pontot ugy ériink el, hogy 6-4-1-t
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dobunk, ez 6-féleképpen lehetséges: (6; 4; 1), (6; 1; 4), (4; 6; 1), (4; 1; 6), (1; 6;
4), (1; 4; 6).

Ha 6sszeszamoljuk az 6sszes kombinaciot, akkor a 11 dobasahoz 27 kedvezd
eset van, a 12-h6z 25. Mikdzben ezek mindegyike egyenld esélyii.

Ezt és mas hazardjatékokhoz kothetd feladatot Blaise Pascal Pierre de Fermat-
val beszélte meg. Ugy tekintik, hogy ebben a levelezésben van megalapozva a
valdszintiségelmélet tudomanya.

Erdekes, hogy a de Merre altal vétett hibat a hires francia matematikus, Jean le
Rond d’Alambert is elkovette. Hibasan oldotta meg a kovetkezd feladatot: ,,Egy
érmét kétszer dobunk fel. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy legalabb egyszer
fejet dobunk?” O koriilbeliil igy okoskodott.

Harom lehetséges kimenet van: el6szor fejet dobunk, masodszorra is fejet do-
bunk, harmadszorra egyaltalan nem dobunk fejet. Tehat a harom valdszinii lehetd-

ségbdl csak kettd kedvezd, igy a keresett valosziniiség 2,
3

Mikozben a 23. fejezet 7. feladatdbol mar tudjatok, hogy a helyes
vélasz 2.
4

A hiba abban rejlik, hogy a harom megnevezett lehet6ség nem azonos
eséllyel kovetkezik be (gondolkozz el rajta, hogy miért). Torténetiink inkabb
arrol tantiskodik, hogy a XVIII. szdzadban a valoszinliségszamitas még ,,fi-
atal” tudomany volt, pontositani kellett volna ,,az esemény valdszinlisége”
fogalmat.

Blaise Pascal
(1623-1662)

Francia teolégus, ir6, matematikus és fizikus. Korai
gyermekkoraban matematikai tehetséget mutatott, fiatal
géniuszok példajaként vonult be a tudoméanyok térténetébe.
Matematikai érdekl6dése nagyon széles korii volt. Megalkotta a
tobbi kdz6tt a barmely egész szammal val6 oszthatésag
algoritmusét, megfogalmazta a valészinliségszamitas
alapallitasait, az alakzatok teriiletének, testek felszinének és
térfogatanak szamitasai modszereit. Megalkotta az els6
mechanikus szamologépet, a summéatort.
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A valészinliségszamitas kidolgozasa és fejlédése Jakob Bernoulli (1654—
1705), Pierre Laplace (1749—1827), Richard von Mises (1883—1953) hires tudo-
sok munkaihoz kotheték. A XX. szazadban jelent6s eredményeket ért el ezen a
téren a kivalo szovjet matematikus, Andrij Mikolajevics Kolmogorov.

Az ukran matematika-tudomany a valdsziniiségelmélet terén szamos ki-
magaslo egyéniséggel ajandékozta meg a vilagot. J. I. Hihman, B. V. Hnye-
denko, A. V. Szkorohoda, M. J. Jadrenko neve ismerten cseng a matematiku-
sok korében szerte a vilagon.

A. M. Kolmogorov M. J. Jadrenko
(1903-1987) (1932-2004)

Mihajlo Jadrenko az alkot6 energiajanak je-
lentds részét pedagdgusi tevékenységbe fektette.
Sokat foglalkozott a tehetséges felnovekvd nemzedékkel, alapito tagja volt az or-
szagos matematikai olimpiaknak. Jelentos felvilagositd munkat végzett. Tobbek
kozott az 6 kezdeményezésére adtak ki 1968-ban Ukrajna elsé tudomanyos-isme-
retterjeszt0 gyljteményét A matematika vilagaban cimmel.

A statisztika alapjai

Mekkora példanyszamban kell kiadni a kilencedikes algebrakdnyvet?

Megéri-e egy politikusnak elindulni a kovetkezd polgarmesteri valaszta-
son?

Mennyi az egy fore jutd halfogyasztas éves atlagban Ukrajnaban?

Megéri-e az adott miivész koncertjére kibérelni egy stadiont?

Ezekre és mas hasonld érdekes kérdésekre segit valaszt adni a sta-
tisztika.
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Meghatarozas. A statisztika (latin eredeti, status — jelentése allapot) — a
tomegjelenségeket jellemz6 adatok dsszegyiijtésének, feldolgozasanak és elem-
zésének tudomanya.

A statisztika vizsgalatok tobb szakaszbdl allnak:

Adatok gytijtése

v

Az adatok feldolgozésa és azok
kedvez6 megadasa

v

Az adatok elemzése

v

Kovetkeztetések és ajanlasok

Vizsgaljunk meg miden szakaszt.

Az adatok gyiijtése

Tudjatok, hogy a rossz beidegzddések, helytelen taplalkozas, a mozgassze-
gény életvitel sziv- és érrendszeri betegségekhez vezethet. Természetesen erre a
kovetkeztetésre nem ugy jutottak az orvosok, hogy megvizsgaltak a f61don min-
den embert.

Vilagos, hogy a vizsgalatot a kivdlasztas €s a tomegesség jellemezte.

A statisztikaban azon objektumok Gsszességét, ami alapjan torténik a vizsgalat,
mintanak nevezziik.

Az el6bbi példaban a minta tobb millié emberbdl allt.

Meg kell jegyezni, hogy azok a statisztikai kdvetkeztetések, amelyek csak a
minta nagysagara alapoznak, nem mindig megbizhatok. Példaul, ha egy miivész
népszerliiségét vizsgaljuk, és megelégsziink csak azok kikérdezésével, akik el-
jottek a fellépésére, akkor a kovetkeztetéseink nem lesznek objektivek, mivel a
megkérdezettek pontosan azért jottek el a fellépésre, mert kedvelik a miivészt.
A statisztikusok szerint a mintanak reprezentativnak kell lenni (a francia represen-
tatif szobol — jelentése képviseld).

Igy az orvosok a sziv- és érelégtelenséget kivaltd okok vizsgalatakor kiilonbo-
z6 kort, foglalkozasu, nemzetiségli embereket vizsgaltak meg.

Tehat az adatok dsszegyiijtésénél a tomegességre kell odafigyelni és arra,
hogy a mintavétel reprezentativ legyen. Néha a minta megegyezik azon objek-
tumok halmazaval, amelyen a vizsgalatot végezziik. Erre az esetre példa lehet a
9. osztalyban az allami 6sszegzd atesztacio.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



24. A statisztika alapjai 237

Az adatok megadasi médjai

A begylijtott informaciot (adathalmazt) célszerli tablazatokba, grafikonokba
vagy diagramokba foglalni.

Vizsgaljunk meg néhany példat!

1. PELDA Az alébbi tablazat az iskoldsok szamara szervezett nemzetkozi ma-
tematikai olimpia ukran eredményeit tartalmazza 1993-2016 k6z6tt. (A nemzetkozi
matematikai olimpian egy csapatban nem lehet tobb 6 versenyzonél.)

Az érmek szama Erem
Ev Helyszin . nélkiiliek
Arany | Eziist | Bronz | Osszesen szAma
1993 Torokorszag 0 2 3 5 1
1994 Hongkong 1 1 2 4 2
1995 Kanada 1 1 1 3 3
1996 India 1 0 5 6 0
1997 Argentina 3 3 0 6 0
1998 Tajvan 1 3 2 6 0
1999 Romania 2 2 1 5 1
2000 Koreai Koztarsassag 2 2 0 4 2
2001 USA 1 5 0 6 0
2002 Nagy-Britannia 1 3 0 4 2
2003 Japan 1 2 3 6 0
2004 Gorogorszag 1 5 0 6 0
2005 Mexiko 2 2 2 6 0
2006 Szlovénia 1 2 2 5 1
2007 Vietnam 3 1 2 6 0
2008 Spanyolorszag 2 2 2 6 0
2009 Németorszag 3 1 2 6 0
2010 Kazahsztan 1 2 3 6 0
2011 Hollandia 1 2 3 6 0
2012 Argentina 0 3 2 5 1
2013 Kolumbia 1 3 1 5 1
2014 | Dél-afrikai Koztarsasag 2 3 1 6 0
2015 Thaifold 2 3 1 6 0
2016 Hongkong 0 2 4 6 0

Sok esetben az adatokat célszerli oszlopdiagrammal megadni, melyet még
hisztogramnak is neveziink (a gérog eredet(i: histos — jelentése oszlop és a gram-
ma — iras, levél). Az ilyen informaciét konny értelmezni és megjegyezni.
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2. PELDA A 24.1. dbra Ukrajna természetvédelmi alapjarol tartalmaz infor-

maciot.
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3. PELDA Az informéci6 grafikonon is feltiintethets. A 24.2. dbra szemlél-
teti az internethasznalok évenkénti szazalékos aranyanak ndvekedését 1995—

2016 folyaman.
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Oszlopdiagramot és grafikont akkor érdemes hasznalni, ha azt szeretnénk
bemutatni, hogyan valtozik valamilyen mennyiség az id0 valtozasanak fiiggvé-
nyében.

4. PELDA A 24.3. abran lathato diagram az ukran tanulok altal 2016-ban
a nemzetk6zi olimpidkon megnyert érmek megoszlasat mutatja be. Ezt KOr-
diagramon szemléltettiik. A kor jeloli az Gsszes érmet és minden tantargynak
megfelel egy korcikk.

Matematika
Fizika
Kémia
Biologia
Lingvisztika
Okologia

Csillagaszat

O
]
O
O
|
]
1]
O

Foldrajz

24.3. abra

Az adatok elemzése, kovetkeztetések és ajanlasok

A statisztikai adatok a tudomanyok kiilonb6z6 agaibol, az emberi tevékenység
szerteagaz6 tevékenységi korébol szarmaznak: kozgazdasag, egészségiigy, szo-
ciologia, demografia, mezogazdasag, meteoroldgia, sport, stb. Ennek ellenére a
statisztikai adatok feldolgozasa (elemzése) sokban hasonlit egymasra. Ismerked-
jink meg néhannyal koziliik.

Térjiink vissza az 1. példahoz. A tablazat adataibol ki lehet szamitani,
hogy Ukrajna atlagosan évente hany érmet szerzett a nemzetk6zi matematikai
olimpiakon. Ehhez el kell osztani az eltelt idoszak alatt megnyert érmek szamat
az évek szamaval. Példaul 1993-t61 2016-ig azt kapjuk, hogy

5+4+3+6+6+6+5+4+6+4+6+6+6+5+6+6+6+6+6+5+5+6+6+6

24
130 5
== =52,
24 12

Mivel egy év alatt 6-nél tobb érmet nem lehet nyerni, igy a meghatarozott
kozépérték, 5% arr6l taniskodik, hogy Ukrajna csapata méltoképpen szerepel

ezen a tekintélyes forumon.
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A statisztikai informéciokban gyakran szerepelnek a megkapott adathalmazok
kozépértékei. Példaul, az alabbi tablazat tartalmazza néhany orszag legnagyobb
¢lelmiszerlancain keresztiil értékesitett alapélelmiszerek mennyiségét (egy év
alatt egy fore juté mennyiséget kilogrammban).

Orszag His Hzlyzfnaog‘fler Gabonafélék | Zoldségek | Gyiimolesok
Ausztralia 118,1 22,1 86,6 93,8 103,5
Dania 111,9 24,3 139,5 102,2 146,5
Spanyolorszag 122,0 27,4 98,9 143,3 105,4
Olaszorszag 91,0 26,2 162,6 178,3 131,0
Kanada 99,0 25,6 119,3 120,3 119,2
USA 123,4 21,1 110,8 123,5 113,5
Ukrajna 33,9 15,6 1584 116,0 36,4
Franciaorszag 98,3 31,2 117,2 1429 95,5

Az ilyen tablazatot fel tudjak hasznalni példaul a kdzgazdaszok a kutatasaik-
ban, kovetkeztetéseikben és ajanlasaikban, az {izletlancok tulajdonosai, a termé-
kek eléallitoi a tovabbi tevékenységiik tervezésénél.

Viszont a szamtani k6zépérték nem mindig pontosan (megfeleléen) tiikrozi
a helyzetet. Ha példaul az orszagban a lakossag kiilonboz6 rétegeinek a fizetése
lényegesen kiilonbozik egymastdl, akkor az egy fore jutd atlagkereset a lakossag
tobbségénél nem tiikrdzi az anyagi helyzetiiket.

Tegyiik fel, egy adott orszagban 100 nagyon gazdag és 5 millié nagyon sze-
gény ember él. Akkor az atlagjovedelem nem tul alacsony, ami nem megfeleléen
tiikkrozi a lakossag szegénységét.

Ilyen esetekben az elemzéshez masmilyen ismérveket alkalmaznak.

Az 1. példa alapjan készitettiink egy tablazatot, amelyben feltiintettiik a kiilon-
boz6 szinll érmek szamat:

Aranyérem Eziistérem Bronzérem Nerr} nyertek
ermet
33 55 42 14

Az ilyen tablazatot gyakorisagi tablazatnak nevezziik, a masodik sorban fel-
tiintetett szamokat pedig gyakorisdgoknak.

Az 55 gyakorisag arr6l tanuskodik, hogy az ukran didkok leggyakrabban
eziistérmet szereztek. Az ezilistérmek szamat az adatsor méduszanak nevezziik.
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Ez a sz6 mindenki szamara ismerds. Gyakran hasznaljuk a ,,moédot kapott”,
,»modja van rd”, ,,moédot keritett ra” kifejezéseket. A mindennapi életben a divat,
ukranul ,,mona”, azon nézetek, elvarasok dsszességét jelenti, amit adott idében a
tobbség elényben részesit.

A modusz akkor a legfontosabb kdzépérték-mutato, ha az adathalmaz nem sza-
mokbol all. Szemléltessiik ezt egy példan.

Egy ismert cég, amely farmernadragokat szeretne behozni az ukran piacra, egy
500 f6s reprezentativ mintan végzett felmérést. Az eredményt az alabbi gyakori-
sagi tablazat tartalmazza:

A farmerek mérete XS S M L XL | XXL | XXXL
Gyakorisag 52 71 145 | 126 | 59 40 7
Relativ gyakorisag (%) 10,4 | 142 | 29 | 252 | 11,8 8 1,4

A tablazat harmadik soraban a megfeleld gyakorisag és a minta elemszamanak
az aranya van feltlintetve. Ezt az aranyt relativ gyakorisagnak nevezziik. Példaul
az XS méretre azt kapjuk, hogy:

£~100 =10,4 (%).
500

Ennek a mintanak a modusza az M-es méret, melynek a relativ gyakorisaga
29%.

fgy ez a cég megtudta, hogy a szallitmany legnagyobb részét (kb. a 29%-at) az
M-es méretli farmereknek kell képeznie.

Megjegyezziik, ha a tablazatban két gyakorisag egyenld lenne és legnagyobb
értékil, akkor modusz lenne a két megfelel6 méret.

Korabban mar felhoztunk egy olyan példat, amikor a szamtani k6zépérték nem
pontosan tiikkrozte az adott orszagban az emberek anyagi helyzetét. Pontosabb
elemzést kaphatunk, ha a szamtani kozépértéket kibovitjiik egy ilyen vizsgalat
eredményével.

Készitiink egy reprezentativ mintat az adott orszag lakosai koziil, és begyij-
tiink egy adathalmazt az emberek jovedelmérdl. Majd egy skéala mentén, ami meg-
hatarozza a jovedelem szintjét (alacsony, kdzepes, magas) az adott adatsort harom
csoportra bontjuk. Osszeallitunk egy tabldzatot, amelyben feltiintetjiik az adatok
gyakorisagat és relativ gyakorisagat:

A jovedelem szintje Alacsony Kozepes Magas
Gyakorisag m n k
Relativ gyakorisag p% q% r%
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Ennek az adathalmaznak a médusza jellemezheti a jovedelem szintjét az adott
orszagban.

Az adatsorok vizsgalatat 6ssze lehet hasonlitani az orvosok munkajaval, akik
diagnozist allitanak fel. A tlinetek és a panaszok alapjan az orvos kivalaszt egy
modszert a betegség okainak a feltirdsara. Erthetd, hogy ezt a modszert a pontos
diagnozis hatarozza meg. Ugyanigy van ez a statisztikaban is: az 6sszegy(jtott in-
formaciotdl, a begyiijtés modszereitdl fligg az adat feldolgozasa. Ezek a modsze-
rek kiegészithetik egymadst, valamelyik pontosabb (helyénvaldbb), mint a masik,
konkrét helyzetet titkkrozhet. Igy példaul, elemezve az ukrajnai didkok szereplését
a nemzetk6zi matematikai olimpian megallapithatjuk, hogy a statisztikai jellem-
70k, a szamtani kozép és a modusz sikeresen Osszeegyeztethetd. Viszont abban
a példaban, amely a legkelenddbb farmerek méretét hatarozta meg, leginkabb a
moédusz keresése az elfogadhato.

Minél nagyobb az adatok feldolgozasanak fegyvertara, annal objektivebb ko-
vetkeztetést vonhatunk le.

Ismerkedjiink meg még egy fontos statisztikai mutatoval!

Az egyik csalad szeretné felujitani a konyhat, ezért utanaérdeklédott, meny-
nyibe keriil egy négyzetméter csempe. Attanulmanyozva 11 épitkezési vallalat ar-
ajanlatait, az alabbi informacidhoz jutottak (az arak hrivnyaban vannak megadva
és novekvo sorrendbe rendezve)

80, 80, 90, 90, 100, 130, 180, 200, 300, 450, 500.

A csalad olyan vallalatot szeretne valasztani, amelynek az arai kozepesek.

A kapott adathalmaz atlaga 200.

Viszont a kapott adatok azt mutatjak, hogy a 200 inkabb a magasabb arak kozé
tartozik, mint a kozéparhoz.

Lathato, hogy a 130-as szdm 4all a rendezett adathalmaz kdzepén. Ezt a szamot
az adott minta medidnjanak nevezziik. A vizsgalt példanal épp ez a mutatd segit
kivalasztani a megfeleld vallalatot. Valdjaban a sorozatban a 11 szam koziil pon-
tosan 5 kisebb 130-nal, és ugyanannyi nagyobb nala.

Most lassunk egy olyan adatsort, ami paros szamu, példaul 8 elembdl all:

1,4,4,7,8, 15,24, 24,
Ebben az esetben a minta “kdzepe” egyszerre két szam: 7 és 8. Ilyenkor a

minta medianja a két kozEéps6 elem szamtani kozepe: +8_ 7,5.

A szamtani kozepet, a moduszt €s a mediant a kapott adathalmaz statisztikai
kozépérték mutatéjanak nevezzik.
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I GYAKORLATOK

24.1.° Készits oszlopdiagramot a tablazat adatai alapjan az éves atlaghomeérséklet
szemléltetésére Ukrajna kiilonb6z6 varosaiban!

Varos Homérséklet, °C Varos Ho6mérséklet, °C
Lviv 7,8 Cserkaszi 7,7
Ungvar 10,1 Poltava 7,6
Kijev 8,4 Doneck 8,5
Szumi 6,8 Luhanszk 8,8
Odessza 10,7 Herszon 10,3
Mikolajiv 10,0

24.2.° Abrazold grafikonon a metrovonalak hosszanak novekedését a kijevi metrd
fejlodését mutato tablazat alapjan!

24.3.° Abrazold grafikonon a metréallomasok szamanak novekedését a kijevi metro
fejlodését mutatd tablazat alapjan!

v Allot}lésok A hélozat Ev Anolpasok A hélozat
szama hossza, km szama hossza, km

1960 5 52 2000 40 51,4
1965 10 12,7 2004 43 56,3
1971 14 18,1 2008 46 59,8
1976 17 20,42 2010 49 63,6
1981 23 27,72 2011 50 65,08
1987 28 32,6 2012 52 66
1992 35 43,1 2013 53 67,5

24.4.° Allapitsd meg, reprezentativak-e az alabbi mintavételek:

1) ahhoz, hogy megallapitsak, milyen gyakran kirandulnak a varos lakoéi a
természetbe, megkérdezték harom kertvarosi szovetkezet tagjait;

2) ahhoz, hogy megallapitsak, mennyire tudjak fejbdl a 9.-es tanulok Leszja
Ukrajinka verseit, véletlenszeriien megkérdeztek 4000 kilencedikes tanu-
1ot;

3) ahhoz, hogy megallapitsak az internetfelhasznalok aranyat Ukrajnaban,
megkérdeztek 500 véletlenszertien kivalasztott kijevi lakost;
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4) egy fiatalok szdmara készitett televizios miisor nézettségének megallapita-
sakor megkérdeztek 10 ezer lanyt és fiut 15-t61 20 éves korig!

24.5.° Hatarozd meg az alabbi mintak statisztikai kozépérték-mutatoit:
1)3,3,4,4,7,7,7,7,8, 8, 10;
2) 12,13, 14, 16, 18, 18, 19, 19, 19.

24.6.° Testnevelésoran a lanyok szigorlatot tettek magasugrasbol. A ta-
nar a kovetkez6 eredményeket jegyezte fel: 105 cm, 65 cm, 115 cm,
100 cm, 105 cm, 110 cm, 110 ¢cm, 115 cm, 110 cm, 110 cm, 115 cm.
Hatarozd meg a kapott eredmények atlagat és medianjat!

24.7." A 9. osztaly osztalyfondke nyilvantartast vezet a tanulok hianyzasarol. Hét
végén igy nézett ki a feljegyzése:

A hét napjai Hétfo Kedd Szerda Cstléfr- Péntek
A hianyzok szama 3 2 5 4 8

1) Hatarozd meg, hany tanul6 hianyzott atlagosan naponta ezen a héten!
2) Hatarozd meg a kapott adatok moduszat!
24.8." Egy 23 £6s 9. osztalyban felmérést végeztek, naponta hozzavetdleg hany orat

tolt egy tanuld a hazi feladat elvégzésével. A valaszokat az alabbi hisztogram
szemlélteti (24.4. abra).

8

7

6
5
4
2
14

0 6ra 1 6ra 2 ora 3 6ra 4 6ra

A kilencedikesek szama
@

A hazi feladat elvégzésére forditott id6
24.4. abra
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1) Toltsd ki az alabbi gyakorisagi tablazatot:

A hézi feladat elvégzésére forditott id6, h 0 1 2 3 4

Gyakorisag

Relativ gyakorisag

2) Atlagosan mennyi id6t fordit egy tanuld egy nap alatt a hazi feladat elvég-
zésére? (Hatarozd meg az adatsor szamtani kdzepét!)

3) Mennyi id6t fordit a tanulok tobbsége egy nap alatt a hazi feladat elvégzé-
sére? (Hatarozd meg az adatsor moduszat!)

24.9." A 24.5. abran lathaté oszlopdiagram harom kilencedikes osztaly algebra
irasbeli dolgozatanak eredményeit szemlélteti.

14
12
10

A tanuldok szama

1 2 3 4 b 6 7 8 9 10 11 12
Erdemjegyek

24.5. dbra

1) Toltsd ki az alabbi gyakorisagi tablazatot:

Az érdemjegy szama L2345 |6| 7|89 [10(f11]12

Gyakorisag

Relativ gyakorisag

2) Hatarozd meg az erre az irasbeli dolgozatra kapott atlagos érdemjegyet!
3) Hatarozd meg az adatsor moduszat!
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24.10." Toltsd ki a 24.9. feladatban 1év6 gyakorisagi tablazatot az osztalyod utolso
algebradolgozatanak eredményei alapjan!
1) Hatarozd meg az irasbeli dolgozatra kapott 4tlagos érdemjegyet!
2) Hatarozd meg az adatsor moduszat!

24.11." Egy herszoni iskola tanuléit megkérdezték, hanyszor repiiltek mar repiilo-
gépen. A kapott valaszokat az alabbi tablazat mutatja:

A repiilések szama 0 1 2

Tanulok szama 530 | 92 46 30 8 4

Relativ gyakorisag (%)

1) Toltsd ki a tablazat harmadik sorat!
2) Szemléltesd a kapott adatokat oszlopdiagramon!
3) Hatarozd meg az adatok méduszat és szamtani kozepét!

4) Hatarozd meg, lehet-e ez a minta reprezentativ Herszon minden iskolasa
szamara?

24.12." ird le az ebben az évben algebrabol kapott 5sszes jegyedet! Hatarozd meg
az igy kapott adatsor szamtani kdzepét, moduszat és medianjat!

24.13." Egy vallalat igazgatdjanak a fizetése 50 000 hrivnya, két helyetteséé
20-20 000 hrivnya, a tobbi 17 munkas havi bére 4500 hrivnya. Hatarozd meg
ennél a vallalatnal az atlagfizetést, a fizetések moduszat és medianjat!

24.14." Olvasd el Sevcsenko egyik legismertebb versét!

Caziox BHIIHEBHH KOJIO XaTH,

Xpyuii Ha/l BUIIHSIMH TYIyTh,
[Tmyrarapi 3 yramu HayTb,

CniBaroThb iy4u JiBuara,

A martepi BeuepsTh KIyTh.

CeM’s Bedepst KOJIO XaTH,
Beuipns 3ipoHbKa BCTae.
Jouka BeuepsTh nojae,
A Maru Xoue HaydJar,
Tak conoBeliko He Jae.
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Iloxnana MaTu KOJI0 XaTH
MaJjieHbKHX IITOYOK CBOIX;
Cama 3acHyJa KoJIo iX.
3aTuxIo Bce, TIIBKO JiBUaTa
Ta conoBeiiko He 3aTHX.'

Szamold meg a versben az g, ¢, i, i, #, o, p, ¥, ¢, 2 betliket! Készits gyakorisagi
tablazatot! Hatarozd meg az adatok moduszat!
24.15." 2016 majusaban reggel 8 drakor Kijevben ekkora volt a levegd hdmérséklete:

Détum Hc'Smf’irséklet, Datum H('Sménrséklet, Datum H('Sméirséklet,

C C C

01.05.2016 13,1 11.05.2016 17,8 21.05.2016 14,0
02.05.2016 15,3 12.05.2016 15,0 22.05.2016 16,9
03.05.2016 15,7 13.05.2016 16,6 23.05.2016 18,7
04.05.2016 15,4 14.05.2016 12,6 24.05.2016 17,4
05.05.2016 16,2 15.05.2016 13,1 25.05.2016 16,1
06.05.2016 13,1 16.05.2016 13,5 26.05.2016 16,8
07.05.2016 10,5 17.05.2016 8,8 27.05.2016 20,1
08.05.2016 14,2 18.05.2016 12,4 28.05.2016 19,2
09.05.2016 15,5 19.05.2016 9,5 29.05.2016 20,7
10.05.2016 17,5 20.05.2016 10,8 30.05.2016 17,3
31.05.2016 17,4

Hatarozd meg a kapott adatok kdzépérték mutatdit!

24.16." Alkoss olyan adatsort, amely 1) 6telem; 2) hatelemi és amelynek:
a) a szamtani kdzepe a medianjaval egyenld;
b) a szamtani kozepe nagyobb a medianjanal!

' T. I. lleBuenko. TBopu y 12 T. [uctutyt niteparypu iMm. T. I. [lleBuenka Axamemii
Hayk Ykpainu. — K. : HaykoBa gymka, 2003. - T. 2. — C. 17.
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Baratunk a szamitoégép

Ebben az évben folytatjuk a 7. és a 8. osztalyban megkezdett szamitogépes is-
mereteitek tokéletesitését, Gjabb eszkozokkel és programokkal ismerkediink meg.
Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az ebben a fejezetben ajanlott feladatokon ki-
viil rengeteg olyan program van, ami segit a kilencedikes tananyag elsajatitasaban.
Keressétek ezeket a programokat és mas tananyagokat, kiegészité informaciokat
az internet halozatan.

Ha szeretnél olyan szakmat valasztani, amelyhez nélkiilozhetetlen a matema-
tika mindennapi alkalmazasa, akkor elkezdheted béviteni a matematikai program-
jaidat (példaul a Mathcad, MATLAB stb.), melyek gazdag eszkoztarral rendelkez-
nek matematikai szamitasok elvégzéséhez és mértani szerkesztésekhez.

Ebben a fejezetben olyan feladatokat tliztiink ki, melyeket az adott témakoron
beliil szamitogép segitségével tudsz megoldani. A feladatok tobbsége — a tankonyv
feladatainak folytatasa, tovabbgondolasa (ezeket a feladatokat = jel6ltiik, ebben
a fejezetben pedig feltiintetjiik a szamat).

Azok szamara, akik szeretnek programozni, az olyan algoritmusok és progra-
mok elkészitését ajanljuk, melyekben alkalmazhatjak az elsajatitott matematikai
ismereteiket. Azokat a feladatokat, melyek tartalmazzak a programozas elemeit,
csillaggal jeldltiik. Mivel a programozasi nyelveket még nem tanultatok, ezért ele-
gendd végiggondolni az algoritmust, és leirni szavakkal vagy folyamatabrat készi-
teni; a programozasi nyelvek elsajatitasanak fliggvényében az algoritmus alapjan
mar a programot is megirhatjatok. Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az algorit-
mikus gondolkozas (1épések meghatarozott sorozata) nem csak a programozasban
hasznalhat6, hanem mads tevékenységekben is.

Az 1. fejezethez

Egyenlotlenségek

Keress ra az interneten a kozlekedési szabalyokra! Valaszd ki koziiliikk azokat,
amelyek valamilyen mennyiségi korlatot szabnak meg! A vélaszaidat add meg
egyenlotlenség alakjaban!

Rajzolj szerkeszté programmal szamegyenest! Szemléltesd, hogy a kisebb
szam a nagyobb szamtol balra van a szamegyenesen!

Mentsd el egy fajlba a megrajzolt szamegyenest, hogy a tovabbiakban is tud
hasznélni!
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A 2. fejezethez

Az egyenlotlenségek alaptulajdonsagai

Hogyan lehet szemléltetni az egyenldtlenségek tulajdonsagait szerkesztd prog-
rammal? A szerkesztd program eszkoztarabol mely eszkozoket tudott alkalmazni?

A 3. fejezethez

Egyenlétlenségek osszeadasa és szorzasa.

A kifejezések helyettesitési értékének becslése

Keress valaszt az internet segitségével arra a kérdésre, hogy a Naprendsze-
riinkben melyik bolygd van legkozelebb, és melyik van legtavolabb a Naptol!
Hogyan hatarozhatjuk meg a bolygok kozotti legkisebb és legnagyobb tavolsa-
got! Készits tablazatot valamilyen tablazatkezeldvel! Megtudod-e oldani, hogy a
program automatikusan szamolja ki a tetszdleges két bolygd kozotti legnagyobb
és legkisebb tavolsagot?

A 4. fejezethez

Egyismeretlenes egyenlétlenségek

Készits szdmegyenest valamilyen grafikai szerkesztével! Szemléltesd ezen a
szamegyenesen a 4.5., 4.6., 4.13. feladatok megoldasat! A rajzprogram mely esz-
kozei segitettek a megoldasok 1épéseinek szemléltetésében?

Az S. fejezethez

Egyismeretlenes linearis egyenlétlenségek megoldasa.
Szamintervallumok

Oldd meg grafikai szerekesztével az 5.1., 5.2., 5.3. feladatokat!

A 6. fejezethez

Egyismeretlenes linearis egyenlétlenség-rendszerek

Oldd meg grafikai szerekesztével a 6.3., 6.4. feladatokat!

Készitsd el a 6.33." feladat megoldasanak algoritmusat, ha minden esetet vé-
gigprobalunk!

A 6.54.", 6.55.", 6.56." feladatok a szazalékszamitas tipusfeladatai. Altalano-
sitsd a szazalékos feladatok mindharom tipusat! ird le a bemené adatokat és az
eredményeket! Készits algoritmust a feladat megoldasahoz!

A7. fejezethez

A fiiggvényekrol tanultak ismétlése, bovitése

A fiiggvény megadasi modjai koziil melyiket célszert hasznalni szamitogép
alkalmazasanal? Milyen eszkdzoket hasznalhatsz ebben az esetben?
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A 8. fejezethez

Fiiggvénytulajdonsagok

‘Egy fliggvény tablazattal van megadva. Készits algoritmust, hogyan lehet
meghatarozni, milyen argumentum értékékre vesz fel a fliggvény azonos elgjelit
értékeket, hol novekvd és hol csokkend ez a fiiggvény? Milyen feltételnek kell
megfelelnie az adatok tablazatos elrendezésének?

Altalanositsd a 8.31." feladatot és készitsd el a matematikai modelljét és a meg-
oldas algoritmusat!

A9. fejezethez

Hogyan kell abrazolni az y = kf (X) fiiggvény grafikonjat az y = f (x) fiigg-
vény grafikonjabol

Adj meg tablazatkezeldvel egy tetszdleges y = f(X) fliggvényt, majd abrazold
a tablazat alapjan ezt a fliggvény! Hogyan kell megvaltoztatni a tablazatot, hogy
megkapd az y = kf (X) fiiggvényt? Hogyan végezheted el ezt automatikusan? Ab-
razold az y = kf (X) fliggvényt kiilonboz6 k értékekre?

Abrazolj grafikai szerkeszt6vel egy tetszéleges y = f (X) fliggvényt! A grafi-
kai szerkeszté milyen eszkozeit tudod alkalmazni, hogy ennek a fliggvénynek a
grafikonjabol megkapd az y = kf' (X) fliggvény grafikonjat, ha £ > 1; ha 0 < k <1;
ha k = —1? Hogyan lehet alkalmazni ezeket az eszkdzoket, hogy megkapjuk az
y = kf (X) fliggvény grafikonjat, ha k<0 ésk #-1?

A 10. fejezethez

Hogyan kell abrazolni az y =f(X) + b és az y =f (X + a) fiiggvény grafikon-
jat az y = f (X) fiiggvény grafikonjabdl

Adj meg tablazatkezeldvel egy tetszbleges y = f(X) fliggvényt, majd abrazold
a tablazat alapjan ezt a fliggvény! Milyen valtozasokat kell elvégezni a tablazaton,
hogy megkapjuk az y = f(x) + b fiiggvény grafikonjat? az y = f(x + a) fliggvény
grafikonjat? az y = f(x + @) + b fiiggvény grafikonjat? Hogyan lehet megoldani,
hogy mindez automatikusan valtozzon? Abrazold az y = f(x + a) + b fliggvény
néhany grafikonjat tetszéleges a és b értékre?

Abrazolj grafikai szerekesztével egy tetszoéleges y = f(X) fiiggvényt! A grafikai
szerkeszt6 milyen eszkozeit tudod alkalmazni, hogy az y = f'(X) fiiggvény grafi-
konjabol megkapd az y =f(x) + b és az y = f(x + @) fiiggvény grafikonjat! Hogyan
alkalmazhatod ezeket az eszk6zoket ahhoz, hogy dbrazolhasd azy =f(x +a) + b
fliggvény grafikonjat?

A 11. fejezethez

A masodfoku fiiggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai

“Egy parabola az y = ax® + bx + ¢ képlettel van megadva. Készits algoritmust
az a, b és ¢ bemend adatokkal! Az algoritmusnak a parabola kovetkez6 tulajdon-
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sagait kell vizsgalnia: a parabola szarainak iranyat, csucspontjanak a koordinatait,
a parabola és a koordinatatengelyek metszéspontjait, a kapott eredmények alapjan
pedig dontsd el, hogy a parabola melyik részét célszerti abrazolni!

Automatizald a megfeleld fliggvényérték tablazatanak kiszamitasat, és abra-
zold a tablazat alapjan a grafikont! Hogyan fogod kivalasztani az argumentum
értékeit, hogy a grafikon minél pontosabb legyen?

Néhany tovabbi fiiggvénytranszformacio ‘

Hatarozd meg, hogyan lehet tiblazatkezelSvel és grafikai szerkesz- | fQ\‘?
tével az y = £ (x) fiiggvény grafikonjabol megkapni az y = £(-—X) és az e
y=f(x],y=1f(x) | figgvény grafikonjat?

A 12. fejezethez

Masodfoku egyenlotlenségek megoldasa

* frj algoritmust a 12. fejezetben 1évé tablazat alapjan az ax? + bx + ¢ > 0
egyenlétlenség megoldasara, a bemeneti adatok legyenek az a, b és ¢ értékei!

Milyen bemeneti adatokkal kell kiegésziteni az a, b és c¢ értékeket és hogyan
kell megvaltoztatni az algoritmust, hogy meg tud oldani az ax*> + bx + ¢ < 0,
ax?+bx + ¢ 2 0, ax? + bx + ¢ = 0 egyenlétlenségeket is?

A 13. fejezethez

Kétismeretlenes egyenletrendszerek

Feledékeny Marci ugy szeretett volna megoldani egy egyenletrendszert, hogy
a rendszer minden egyenletét tablazatkezeldvel abrazolja, majd a szamitogép mo-
nitoran megkeresi a gorbék metszéspontjat. Mi a hidnyossaga ennek a tervnek?

A 14. fejezethez

A kétismeretlenes egyenletrendszerek mint alkalmazott matematikai mo-
dellek

*Elemezd a fejezet feladatait! Tobb feladat hasonlo esetekkel foglalkozik. Ta-
lald meg ezeket a feladatokat, és irj az altalanos esetre algoritmus?

A 15. fejezethez

Szamsorozatok

A tablazatkezeldvel ki lehet tolteni a tablazat iires részeit a sorozat megfeleld
tagjainak beirasaval, amit egy sorozat tagjai altalanos » tagjanak képlete alapjan és
rekurzivan adtunk meg. Sajatitsd el a tablazatkitdltések ezen modjait!

Megjegyzés. Vilagos, hogy ezzel a modszerrel csak véges sorozatot tu-
dunk megadni.

Oldd meg a fejezet tetszdleges feladatat ezzel a modszerrel!
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A 16. fejezethez

Szamtani sorozat

Dolgozd ki tablazatkezeldvel azt az eljarast, amellyel ki lehet tdlteni egy tabla-
zatot egy véges szamtani sorozat tagjaival, és ezt az eljarast barmely a, és d értékre
alkalmazni lehessen!

A 17. fejezethez

A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege

Dolgozd ki a tablazat kitoltésének olyan mechanizmusat, hogy a tablazatkeze-
16ben az elsé oszlopban a k természetes szam legyen, a szamtani sorozat tagjanak
sorszama, a masodik oszlopban a k-dik tag értéke, a harmadikban pedig az elsé &
tagok Osszege. A k maximalis értékét te valaszd ki. Ki tudod-e tdlteni automatiku-
san ezt a tiblazatot megadott a, és d értékre?

A 18. fejezethez

Mértani sorozat

Dolgozd ki tablazatkezel6vel azt az eljarast, amellyel ki lehet tolteni egy tab-
lazatot egy véges mértani sorozat tagjaival. Dolgozd ki ugy, hogy ezt az eljarast
barmely b, és q értékre alkalmazni lehessen!

Hogyan lehet szamologéppel kamatos kamatot szdmolni? Szamitsd ki a
18.17.—18.20. feladatokat szamologéppel!

A 19. fejezethez

A mértani sorozat elso n tagjanak osszege

A 17. fejezetnél olyan eljarast készitettél, amely megadott a, és d értékre szam-
tani sorozattal tolti ki a tablazatot. Bovitsd ki ezt a tablazatot egy negyedik osz-
loppal, amelybe a mértani sorozat k-dik tagja keriil, amelynél b, = a, és q =d, az
6todik oszlopba pedig a mértani sorozat elsé k tagjanak dsszege keriiljon. Rajzolj
grafikont a tablazat adatai alapjan!

Vizsgald meg a szamtani és a mértani sorozatok menetét kiilonboz6 a, és d
értékre!
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Feleletek és utmutatasok

1.8. Egyenlétlenségek

1. Egyenlétlenségek

1.10. 1) Nem; 2) Igen; 3) Nem; 4) Nem; 5) Nem. 1.18. A tort értéke né.
1.19. A tort értéke csokken vagy nem valtozik. 1.22. 1) Nem igaz; 2) Igaz;
1.26. Igen. 1.28. 1) Utmutatds. a*> +0b*+ 6a—4b + 13 =(a*> + 6a + 9) + (b*—4b + 4).

2. Az egyenlétlenségek alaptulajdonsagai

2.13. 3) Nem lehet Osszehasonlitani. 2.19. 4) Ha ¢ > 0, akkor ¢* > —4c;
ha —4 < ¢ <0, akkor ¢? < —4c; ha ¢ = 0, akkor igaz egyenl6tlenséget nem kapha-
tunk. 2.21. 1. 2.22. 24,

3. Egyenlétlenségek Osszeadasa és szorzasa. A Kkifejezések helyettesitési
értékének becslése

3.12. 3) Nem; 4) Nem; 5) Nem; 6) Igen; 8) Igen; 10) Igen; 11) Nem; 12) Igen;
13) Nem; 14) Nem. 3.27. 1) V10 ++/6 >11++/5; 2) 2+/11 <+/5 +10;
3) J15-V5>42; 4) J21+420>9. 3.28. 1) J6++/3>7+42;
2) /26 —/2 <J/14. 3.32. 400%.

4. Egyismeretlenes egyenlétlenségek
4.15. 4) Nincsenek gyokei; 5) x — barmely szdm; 6) —6. 4.16. 6 km.

5. Egyismeretlenes linearis egyenlétlenségek megoldasa.
Szamintervallumok

5.25.3) (—o0; =5]; 4) (-0 1); 5) [7; + 0); 6) (—oo; 3}; 7) (905 =7,5]; 8) (1; + 0);
11
9) (o )5 10) 03 1) (oni + 0): 12) (01 0). 5.26. 1) (24 1o,
19
2) [-6; +o0); 3) @; 4) (~o0; —6]; 5) (—00; + ) 6) (=3,5; + ). 5.27. 1) -8; 2) —1.
5.28. 1) —6; 2) 3. 5.29. 5 megoldasa van. 5.30. 8§ megoldasa van. 5.33. 1) ¢ < _g;
4

2) a<1,6. 5.34. 1) b<3;2) p< _1, 5.35. 12 km. 5.36. Ilyen szam nem létezik.
8

5.37. 18 golyd. 5.38. 44 meggyfa. 5.39. 21. 5.40. 28, 30, 32. 5.41. 25, 30, 35. 5.42.
I)Ha4<x<2¢ésx>2;2)hax<-4¢é-4<x<3;3)ha-3<x<-2,-2<x<2
ésx>2;4)ha—1<x<1ésx>1.543.1)Hax<-3és-3<x<9;2)ha7<x<8¢és
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x> 8.5.44.1)9; 2) -3; 3) 13; 2,2; 4) nincsenek gyokei. 5.45. 1) E; 2) =2; 12.
3

548.3) Haa>-1¢ésa#1.549.2)Ham<7¢é m#0.550.1)Haa>-1és

a#0;2)hag< ésaz-1;3)hag<? ésa#3.551.Hag<— -, 552.1)3;
16 5 12

2)—1.5.53.1)-7;2)—4.5.54. 1) Ha a > 0, akkor x > 0; ha a < 0, akkor x < 0; ha
a = 0, akkor nincsenek gyokei; 2) ha a > 0, akkor x <—1; ha a <0, akkor x > —1; ha
a =0, akkor x — barmely szam; 3) ha a > 0, akkor x < 1; ha @ <0, akkor x < 1; ha

= 0, akkor x — barmely szam; 4) ha a < 2, akkor x <-2; ha a > 2, akkor x > -2;
ha a = 2, akkor nincs megoldas; 5) ha a > 2, akkor x > a + 2; ha a < 2, akkor
x <a+2;haa=2, akkor nincs megoldas; 6) ha a >-3, akkor x < a—3; haa <-3,
akkor x 2 a —3; ha a = -3, akkor x — barmely szam. 5.55. 1) Ha a # 0, akkor x < 0;

ha a = 0, akkor x — barmely szam ; 2) ha a > —1, akkor x <2 2. haa <-1, akkor

a+1

274, hag= —1, akkor x — barmely szam; 3) ha a > —4, akkor x > 1 ;
a+l’ a+4

ha a <-4, akkor x <

x >

; ha a =—4, akkor nincs megoldas. 5.59. 15 6ra, 10 6ra

a+4

6. Egyismeretlenes linearis egyenlétlenség-rendszerek

6.23. D) (LB} 2) (osoazy 3) 1230 4) Fosieon 5) 2
6) (coo;-4; 7) @; 8) D. 6.24. 1) (_, _zj; 2) [-10; +00); 3) D
4) (—o0; +00). 6.25. 1) -3; —2; —1; 0; 2) 7; 8; 9; 10; 11. 6.26. 1) 4 megoldasa;
2) 6 megoldasa. 6.27. 1) [2,5; +0); 2) {77 3) 3) J; 4) (—oc; 4). 6.28. 1) (0; 8];
2) (5; +0). 6.29. 1) (-0,5; 6,5); 2) [14; 17]. 6.30. 1) [-1,5; 2,5); 2) {0; lj,

3

6.31. 2) (1,5; 7); 3) (—o0; —2). 6.32. 1) J; 2) (1; 3). 6.33. 3 cm, 5 cm vagy 4 cm.
6.34. 1) [4; 3]; 2) x<—1 vagy X >3,5; 3) x < 1 vagy x> 8; 4) (-2; 9); 5) (-2; 0,5];
6) x<-0,8 vagy X>6.6.35. 1) (-3; 2); 2) Xx<4 vagy x> 8; 3) Xx<-9vagy x>1,2;
4) [_l; 10), 6.36. 1) [-1,6; 5,6]; 2) (—4; 1); 3) x < —12 vagy X > 6;

4) x<2 vagy x>, 5) [1; +o0); 6) (_7 +ooj 6.37. 1) x<3,6 vagy x>8,4;
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2) [-2; -1,2]; 3) (,oo; l); 4) (~0;2]. 6.38. 1) Haa > 3; 2) haa < 3. 6.39. 1) Ha
2

a<4;2)haa>1.6.40.1)Haa<-1;2)haa=1.6.41. Haa <2, akkor x < q;
ha a = 2, akkor x < 2. 6.42. Ha a < -3, akkor a < x <-3; ha a = -3, akkor nincs

megoldas. 6.43. Ha 10 <a < 11. 6.44. Ha 1 <b < 2. 6.45. Ha 8 < a <9. 6.46. Ha
-6 < b<-5.647.Haa<3.648. Ha —§<a<3. 6.49. Ha a <—7 vagy a > 8.

6.50. 1) —1;2) —2; 4. 6.51. 1) 2410 —/6; 2) 0,5/2b; 3) -4 6.

2. §. Masodfoku fliggvény

7. A fiiggvényekrol tanultak ismétlése, bovitése
7.17. 2) Minden szam, kivéve a 7—et és a —7—et; 4) a négynél nem kisebb sza-
mok, kivéve a 6-ot. 7.27. 60 km/h.

8. Fiiggvénytulajdonsagok
8.17. a < %, 8.18.2>9.8.19.2.820.m<-2.8.26.a=1,a=2¢éa=1,.5.

8.27. Ha < -2, akkor a fliggvény legnagyobb értéke 1 ... = f (a) = o legkisebb
érteke f i, = f(0) = 0; ha a = -2, akkor f,,, =f (-2) = f (2) = 4, f n =1 (0) = 0;
ha -2 <a <0, akkor /', .,=f(2) =4, f nn=/,(0) =0; ha 0 < a < 2, akkor
foax=f2)=4, [ .=fa)=d> 8.30. 10 ora, 40 ora. 8.31. 20%.

9. Hogyan Kkell abrazolni az y = kf (x) fiiggvény grafikonjat az y = f (X)
fiiggvény grafikonjabol
9.21.3 t.

10. Hogyan kell abrazolni az y = f (X) + b és az y = f (x+a) fiiggvény
grafikonjat az y = f (x) fiiggvény grafikonjabél
1017. a) y = x>+ 3; b) y = -2x* — 1. 10.18. a) y = 2X>* — 6; b) y =

=4-x21019.a) y = (x—2); b)y=-3 (x + 3)% 10.20. a) y :1(x+4)2;
2

by y = 2 (x—1)21021.a) y = (X + 2)2 —4; b) y = =(x — 2)> + 5;
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)y =L(x-8P+1. 1022.2) y = (x—4)— 5; b) y =—2 (X + 6)* + 7. 10.25. Mind
3

2x+2-2_ 5, 2 1032 3.

a két allitas igaz. 10.28. 3) Utmutatds. y -
x-1 x-1

11. A masodfoku fiiggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai
11.12. -1; 1; 3. 11.13. 4. 11.14. 1) 2 gyoke van; 2) 1 gyoke van 11.15. 3 gyoke
van. 11.16. 1) (-1;-1),(9; 9); 2) (2; 23), (8; 17). 11.17. (3; 15), (-1; 11). 11.23. 1) -25;

2)-13;3)-22.11.24.1)26;2) 17;3)~10.11.25.p=1,q=4.11.26. g = -, p=".
6 6

11.27.a=3,b =5.11.30. b = —-16. 11.31. b = 18. 11.32. a = 1 vagy a = 4.

11.33. o> 2. 11.34.a<-16.11.35. c = -8. 11.36. ¢ = 14. 11.37. a)a>0,b<0,c<0;
2

b)a<0,b<0,¢>0.11.39.p=-4,9=9.11.40.a=1,b=-8,c = 6. 11.41. a) 4;
b) 4. 11.42. —1. 11.43. 1) 25. Utmutatds. Jelsljiik az egyik szamot x-szel, akkor a
masik szam 10 — x. Vizsgaljuk meg az f (X) = x (10 — xX) = 10x — x3; 2) 50.
1.44. 1 6ra 30 perc mulva. 11.45. 1600 m2. 11.50. 1) a>-4;2)a=-4;3)a<-4.
11.52. ¢4 >§, 11.53. a>-0,5. 11.57. 1) 8a+a; 2) 56; 3) 62-5.

11.58. 4 km/h. 11.59. 20 perc, 30 perc.

12. Miasodfoku egyenlétlenségek megoldasa

12.10. 1) (=2; 1); 2) (=00 5] U [2; +0); 3) [—3;—%} 4) (—o0; —21) U

U (13 +00); 5) (=005 —3) U (4; +0); 6) L?; 1}, 12.11. 1) (—o0; 1] U [4; +0);2) (=5;
-3); 3) (1- 1]; 4) (<o0;-10)U (I3 +o0). 12.12. 1) Ha _é<x<§;

’

2) ha x<-0,2 vagy x>2,4. 12.13. 1) Ha -2 x<2. 2) ha ~2<, <10
2 2 3 3

12.14. Ha -5 <x<4.12.15.Ha 1 <x<2,5.12.16. 1) -5, -4, -3, -2, -1, 0; 2) -3, -2,
~1,0,1,2,3:3)0;4)-1,0,1,2,3,4,5. 12.17. 1) 11; 2) 4. 12.18. 1) -6; 2) 2.
12.19. 1) 1;2) -3.12.24. 1) 4 <a<4;2) 8<a<12;3) 3423

8 2

12.25. 1) b<-L vagy b > 1;2) b < 4 vagy b > 10. 12.26. 1) (0; 3]; 2)
16
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(45 ~0.51 U163 9 3) [-1: 0) U (6 103 4)(-5:-3).1227.1) (s L0 23,
2) (<2; 0] U U[5; 9).12.28.1)4,-3,-2,-1,0,1;2)-3,-2, 1,2.12.29. 1) (6; +0);
2) (=% 5)U(5;6); 3) (=003 —9) U (=9 —2]1U[T; 9) U (9; +o0); 4) (_1;2].
12.30. 1) [-2; 2); 2) (-5:6) U (6: 7). 12.31. 1) (=11; 11); 2) (_oo; _ﬂ u
uE;m) 12.32. 1) (=00 -1]U[-0,4; 0,4]U[L; +o0); 2) [-2; 2].
12.33. 1) (=5;0)U(0;2); 2) [0; 2]; 3) (-L2)U(29); 4) (- -5)U
U(-5; -3) U (5 +0); 5) (o003 ~8]U[L;4) U (4; +o0); 6) [-11;-3) U (-3;1].
12.34. 1) (—o50) U (0;2) U (3; +); 2) (4 +0); 3) (0% -3) U (-3; -2) U
U (3; +00); 4) {_é; 1)ua; 3]. 12.35. 1) (~4;-8) U (5; +0); 2) [-4; -3]U
ULs; 4o 3) (co—d); 4) (oo —4]U{-3,5). 12.36. 1) (3; 7);
2) [3: 71U (-2} 3) (-2; 3); 4) [-2; 3] U {7). 12.37. 1) Haa>4; 2) ha —1<a<§;

3)ha 0<a<i; 4 ha g>2. 12.38. 1) Ha a>9; 2) ha 3<a<T; 3) ha a>1.
2 3

12.39. 1) Haa < 1, akkor a <x <1 vagy x > 4; ha 1 < a < 4, akkor x > 4; ha

a > 4, akkor X > a; 2) ha a<—1, akkor nincs megoldas; ha 1 <a<1, akkor
4 4
Ly <a haa>1,akkor ~L<x<1. 12.40. 1) Ha a < -8, akkor -8 < x <9;
4 4

ha—8 <a <9, akkor a <x <9; ha a 2 9, akkor nincs megoldas; 2) ha a < 1, akkor
x<a;hal<a<8§, akkorx<1;haa>8§,akkorx <1 vagy 8§ <x<a.12.43. 3 napot.
12.44.40 1.

13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek

13.3. 1) (55 8), (=3; 0); 2) (4; 1), (15 4); 3) (=15 1), (-3; —1);
4) (6; 1), (=6, =2); 5) (5; 3), (-1,5; =10); 6) (2; -2). 13.4. 1) (-4; -7), (7; 4); 2) (%;
4), (-5;-3); 3) (-1; 4), (-0,5; 2,5); 4) (4; 2), (20; —14). 13.5. 1) 2 megoldasa; 2) 3
megoldasa; 3) 1 megoldasa; 4) 2 megoldasa; 5) nincs megoldasa; 6) 3 megoldasa.

13.6. 1) 2 megoldasa; 2) nincs megoldasa; 3) 2 megoldésa; 4) 4 megoldasa.
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13.7. 1) (4 3); 2) (0; 0), (-2.4; 4.8); 3) (4; —3), (17; 10); 4) (9 —4), (4 1;

5) (2 2.5), (4.4; 2.3); 6) (4; 1), (0; 3). 13.8. 1) (6; 9), (-9; —6); 2) (1; 0),

(-0.5; 0,75); 3) (2; 4), (3: 3); 4) (1; 1), [ﬂ ﬁj 13.9. 1) (1; oj,
3 3

(-2; -7); 2) (2: 2), (=15 —4); 3) (1; 0), (5; —4); 4) (2; 3), (2 493) 13.10. (-4; —1).

13.11. 2) (0,5; 5,5); 3) (4; 52), (3; 3). 13.12. 1) (3; 4), (4; 6); 2) (-2; 1), (—6; gj

13.13. 1) (2: 1), [7 _7) 2)(1;3), (7 _2] 13.14. 1) (=5; 1), (1:-5), (4; 1), (1
3 3

4): 2) (5; -2), [6 15) 3) (s 1), (3: -1, (242; V2), (-242; —V3); 4) (2; 3);
5) (-3 3), (3: -3); 6) (2 1), (—;; -4] 7) (1; 0), (-f ‘a) 13.15. 1) (6; 3),
3 21 15 11 ) 0. 2\ Q) (A
(—Z ‘5) 2) (2; 1), (Q %j; 3) (‘z 5) 4) 9 3), (49 3% 5) (-2 1),

(@ _ﬁj 6) (-3; 4), (-5; 2), (1; -4), (3; -2). 13.16. 1) (1; 0), (0; 1); 2) (3; —1),

(15 -3); 3) (45 3), (4 -3); 4) (-3; 2), (3; -2). 13.17. 1) (4; 2), (-2;4); 2) (15 3),
(-1;-3).13.18. 1) (1; 2), (77 ‘g) 2) (-7, -5), (4; 6); 3) (4 -3), (—4; 2), (3; -3),

(3;2);4) (35 1), (7 _7j 13.19. 1) (4; 1), (1; 4); 2) (1; =2), (7 _7) 3) (6; 9),
3 3 3
(-4; =5); 4) (5; 4), (-5 —4), (5; —4), (-5; 4). 13.20. 1) [7; lj, [1; 1); 2) (-2: 4),
6 6
8 94 8 C AN . 1,
(2:-4), (f -;j, (-7 ;) 3)(4:3). (3:4), (-4:-3), (-3;-4): 4) (1;-1), [-g, 3}
-1; 1), (f —3) 13.21. 1) (2; 1), (-5; -0,4); 2) (4; 0); 3) (1; 3), 3; 1), (-3; —1),

(1;-3).4) (-2:2), (_10; 2) 2:-2), ( 0 ‘gj 13.22.1) a =342 vagy a - -3V2;

2) -3v2<a<3+2; 3) a<-32 vagy a>3+2.13.23. 1) k = 2 vagy k = -2;
2) k<-2vagy k>2;3)-2<k<2.13.24. 1) Ha a > 0, akkor 2 megoldas van;

ha a = 0, akkor 1 megoldas van; ha a <0, akkor nincs megoldas; 2) ha -4 <a <4,
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akkor nincs megoldas; ha a =—4 vagy a = 4, akkor 2 megoldas van; ha a <—4 vagy
1

a > 4, akkor 4 megoldas van; 3) ha ¢ > _1 akkor 2 megoldas van; ha ¢ = ——,
4

akkor 1 megoldas van; ha q < —l, akkor nincs megoldas; 4) ha q < 17 vagy
4 4
a > 2, akkor nincs megoldas; ha ¢ = 1 vagy —2 < a < 2, akkor 2 megoldas van;
4

ha —17 <a < -2, akkor 4 megoldas van; ha a = -2, akkor 3 megoldas van, ha
4

a =2, akkor 1 megoldas van. 13.25. 1) Ha a < 1, akkor nincs megoldas; ha a = 1,
akkor 2 megoldas van; ha a > 1, akkor 4 megoldas van; 2) ha a >3+/2 vagy

a < -3, akkor nincs megoldés; haa= 32 vagy -3 <a < 3, akkor 2 megoldas van;
ha3 <a< 342, akkor 4 megoldas van; ha a = 3, akkor 3 megoldés van; ha
a =-3, akkor 1 megoldas van; 3) ha -2 J2 < a <2+/2, akkor nincs megoldas; ha
a=-22 vagy a =242, akkor 2 megoldas van; ha a <-2+2 vagy a >2+2,

vagy megoldas van. 13.26. a = —2. Utmutatds. Konnyen belathato, hogy a # 0.
Vizsgaljuk meg az ax®> + x + 1 = 0 és az ax® + a’x + a = 0 egyenletekbdl alld

cgyenletrendszert! 13.28. 5. 13.29. {o; i}, 13.30. 40. 13.33. 737 dindr és 914
17 1 17

dinar. 13.34. 72 km/h, 10 km/h.

14. A kétismeretlenes egyenletrendszerek mint alkalmazott matematikai
modellek

14.1. 9 és 12. 14.2. 6 és 4. 14.3. 80 m, 30 m. 14.4. 7 cm, 9 cm. 14.5. 36.
14.6. 62.14.7. 84. 14.8. 12 ¢s 24.14.9. 6 és 9. 14.10. 5 cm, 12 cm. 14.11. 15 cm,
17 cm. 14.12. 15 cm és 12 cm vagy 18 cm és 10 cm. 14.13. 15 ¢cm, 6 cm.
14.14. 18 cm, 12 cm. 14.15. 80 km/h, 60 km/h. 14.16. 90 km/h, 45 km/h.
14.17. 80 km/h, 60 km/h. 14.18. 500 m/perc, 400 m/perc. 14.19. 12 nap, 24 nap
vagy 40 nap, 10 nap. 14.20. 10 Ora, 15 ora vagy 12 ora, 12 6ra. 14.21. 16 ora,
48 ora. 14.22. 10 6ra, 15 o6ra. 14.23. 60 ohm, 90 ohm. 14.24. 4 ohm, 6 ohm vagy
3,6 ohm, 7,2 ohm. 14.25. 2 km/h. 14.26. 27 km/h, 3 km/h. 14.27. 24 km/h,
16 km/h. 14.28. 12 km/h. 14.29. 2 km/h, 12 km/h. 14.30. 8,4 g/cm?, 6,4 g/cm?’.
14.31. 15N, 20 N. 14.32. 60 m, 80 m. 14.33.1) _1; 2) ﬁ, 14.35. 1) (—o0; 2];

a
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2) (0,16;+00). 14.36. 3. 14.37. —05<x<24. 14.38. 1) (<o0; —2,5;
2) F; +ooj_ 14.39. 13 és 6 vagy 67 és 66.
6

3.8. Szamsorozatok

15. Szamsorozatok

15.11. 8 tagja. 15.12. 13.15.13. 1,2, 3, 4, 5. 15.14. 8. 15.15. 1) a, = n’;
2)a, =3n+23) a=""t 4)a = (1) + 1 1516. 1) a, = n* + I;
n

’

2) a, = ! . 15.18. 2) [-6; 1). 15.20. 32 alkatrészt. 15.21. 60 kg. 15.22.

n(n+1)

400 oldalas.

16. Szamtani sorozat

16.13. 1)Igen, n = 16; 2) nem. 16.14. 15. 16.17. 23. 16.18. -6. 16.20. 18.
16.21. 16. 16.22. -0,6. 16.23. —6; —4,5; -3; —1,5; 0; 1,5; 3. 16.24. 2,2; 0,4; —1,4;
-3,2.16.25. 1) a, = 5,d =2,5; 2) a, = -6, d = 4 vagy a, = 15, d:%,

16.26. 1) a,=-2,d=3;2) a, =20,d =-8 vagy ¢, = 51,5,d =-11,5. 16.27. Ha a
sorozat els6 tagja egyenld a sorozat kiilonbségével, vagy ha a kiilonbség nulla.
16.30. 60°. 16.31. 1) Igen, a, = -3, d = —6; 2) nem; 3) igen, a, = -2,8,d = -2.8;

4) nem. 16.32. 1) Igen, @, = 13,d = 7; 2) igen, q, = 1 - E; 3) nem. 16.38. Ha
5 5

’

x =-1, akkor: a, =-3, a, = -2, a; = -1; ha x = 8, akkor: a, = 60, a, = 43, a, = 26.
16.39.y=3;a,=10,a,=12,a,=14.16.40. y=1;a,=-1,a,=8,a;,=17, a, = 26.
1641.x=-1;a,=a,=a,=a,=1.16.45. 1) (7; -1), (11; =5); 2) (2; 2), (2; -2),
(-2;2),(-2;-2).16.47.-4.16.48. 1) 120~/2; 2) 150 —30+/2. 16.50.24 alkatrészt.
16.51. 40 peng6 vagy 60 peng6. 16.52. 120%.

17. A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege
17.9. 1) 204; 2) 570. 17.10. —-310. 17.11. 156-ot. 17.12. 1400. 17.13. 710.
17.14. 1188. 17.15. 8§, 14, 20. 17.16. -17. 17.17. 12, 10%, 20, 29%, 38%.

17.18. 1) ”(”; D 0y 2 1709, 0 (n + 1), 17.20. 3. 17.21. —67,2. 17.22. 63,

17.23. 5880. 17.24. 2112. 17.25. 1632. 17.26. 61 376. 17.27. 70 336. 17.28. 0,3.
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17.29. 10. 17.30. 20. 17.31. 16. 17.32. Igen, 19, 23, 27, 31, 35. 17.33. Nem.
17.34. 10 sec. 17.35. 42 oldal. 17.36. —1976. 17.37. 348. 17.38. a, = 14, d = -3.
17.39. —10. 17.40. 10. 17.41. 690. 17.42. 250. 17.43. 1) 12; 2) 26. 17.44. 1) 10;
2) 69.17.45. a, = 1, d = 2. 17.47. a, = -2, d = 2. Utmutatis. a, = S, — S, _,.
a—+be 2 4\/d_—28.
Jabe T 3d +18

17.48. 2610. 17.52. 1) 17.53. 24 km/h. 17.54. 2 ora.

17.55. 200 g, 600 g.

18. Mértani sorozat.
18.17. 6298,56 hrn. 18.18. 29 736 darabot. 18.19. 3600 hrn. 18.20. 600 hrn.

18.21. 5%. 18.22. 15%. 18.25. 1) 2; 2) g vagy —g. 18.26. 1) %; 2) 0,001.
18.27. 6. 18.28. 9. 18.29. 30 és 150. 18.30. 1; 2; 4; 8. 18.31. Igen, b, = g, q=4.

18.32.x,=49,q9="7.18.33. 1) 15 vagy —15; 2) 6 vagy —6; 3) 2 J5 vagy —2 V5.
3a

n-1°

18.34. 2. 18.35. /2 vagy —J/2. 18.36. 216. 18.37. 243. 18.39. P, =

18.41. 3) Akkor mértani a sorozat, ha q = —1. 18.43. 80, 40, 20, 10, 5 vagy 80,40,
20,-10,5.18.44. 6, 18,54, 162,486 vagy 6,—18, 54,—-162,486.18.45.1) b, = 2 \/5,

q=+/3 vagy b =-2+/3, ¢=—3; 2)b, = 162, q:%; 3)b,=7,q=-2vagy

b, =%, q=-3.18.46.1) b, =%, q=4;2)b, =-1,q=3.18.47. Hax = 1, akkor

a harom szam: 3, 6, 12; ha x = 14, akkor -27, -9, -3. 18.48. Ha x = 2, akkor 8, 4,
2; ha x = -7, akkor -1, -5, -25. 18.50. 96, 48, 24, 12, 6, 3. 18.51. 3, 7, 11.
18.52. 8,10, 12 vagy 17, 10, 3. 18.53. 5, 15, 45 vagy 45, 15, 5. 18.54. 2, 6, 18 vagy
18, 6, 2. 18.59. 2 nap alatt. 18.60. 6 kg, 18 kg vagy 9 kg, 21 kg. 18.61. 3 kg.
18.62. 6%. 18.63. 10%.

19. A mértani sorozat elsé n tagjanak osszege

19.5. 1) 1456; 2) 155(5++/5). 19.6. 762. 19.7. 1210. 19.8. ~68,2. 19.9. 27.

19.10. -7 vagy 6. 19.11. 5. 19.12. (27> — 1) baktérium. 19.13. 72. 19.14. 2 19.15.
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4368.19.16. 12 285.19.19. 5. 19.20. 1) {_E; 13} 2)[-1;4). 19.23. 50 alkatrészt,
7

40 alkatrészt. 19.24. 1) b — 5a; 2) X + 2y. 19.25. Elészor 10%-o0s és masodszor
20%-0s. 19.26. 20%-o0s.

20. A 9. osztalyos tananyag ismétlése

20.17. 6. 20.24. 1) @;+); 2) [2; 3); 3) [-2; 16]; 4) (—4; 7].
20.25. 1) -9; 2) -2. 20.27. 2. 20.29. 1) a < 4; 2) a < 2; 3) a<-38;
4) a>1. 2030.1) a>6; 2) a>5; 3)a>-8;4) a<0. 20.32. a<-1,5¢és a#-2.
20.33.2=0.2041. 1) b=6,¢c=9;2)b=0,¢c=4;3) b =-3, ¢c =-10.

20.44.3) —242 vagy 242. 20.46. g =1, b=-4,c=10.2047.a=2,b=-1,¢
3

=3.20.48.1) 1;2) -8.20.50. 1. 20.51. 10, haa = 1 és b = 3. 20.54. Ha ¢ > 0,1.
20.58. 1)a#4;2) a<Xvagy Lcg<ivagya>13; 3)a<-1,vagy —-L<a<0
2 2 5

vagy a > 0. 20.59. 1) ¢ >%; 2)a<-53) a<-1; 4) q >g. 20.60. 1) (1; 4),

(-2:7);2) (3;-4), (4;-3); 3) (4, 0), (0, -4); 4) (0, -5), (3; 4), (-3;4). 20.61. 1) (-2;
D), (-0.4; 1,4); 2) (-2; 4), (%; —?); 3) (3; 5), (10; 1,5); 4) (4; -3), (2, —6); 5)

(=55 2); 6) (35 2), (-2;-3); 7) (3; =2), (05 1); 8) (1; -2), (35 0); 9) (8; 4), (4; 8); 10)
(1; 5), (=5; -1). 20.62. 1) (2; 1), (=2; 1), (1; 2), (-1; =2); 2) (5; 1), (15 5), (2; 3),
(3:2):3) 2 1), (1;2): 4) (6 4), (f; —ﬁj; 5)(4; 1), (—1; 51j, (4;-1), (3; -51}
5 5 4 4 4 4
6) (3; -2), (35 2); 7) (105 5), (=5; —10); 8) (5; 3), (5; -3), (=5; 3), (=5; -3); 9) (3;
4), (4;3), (-3;-4), (-4;-3); 10) (1; 2), [—5; —ﬁj, (-1:-2), (E; 3]. 20.63. 1) (3;
3 3 3 3
4), (4,5; 8,5); 2) (3; 1), (-=1,5; =2); 3) (3; 2), (2; 3), (-3; =2), (-2; -3).
20.64. 1) :%; 2) a =23 vagy a=-2+3. 20.65. 8 cm, 15 cm. 20.66. 9 cm,

40 cm. 20.67. 80 km/h, 60 km/h. 20.68. 6 km/h, 4 km/h. 20.69. 12 km/h, 4 km/h.

20.70. 55 km/h, 75 km/h. 20.71. 2 6ra, 6 6ra. 20.72. 36 o6ra, 12 6ra. 20.73. 0,5 km/h.

20.74. 15 km/h, 12 km/h. 20.75. 72 km/h, 48 km/h. 20.78. 11 20.80.A32. tagtol
12
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a 64. tagig. 20.83. 2,4 cm, 3,2 cm. 20.84. 6) Igen, 2d; 7) Igen, 4d. 20.85. 0, 4, 8.

20.88. 1) M= o) 2(A7D) 5489 11.20.90. 1) a, =7, d=3:2) a, =5,

a a+b

d=-2vagya =3,d=-2;3)a, =d=3vagya, =-33,d=15;4)a, =-0,7,
2
d=0,3;5)a,=0,d=1,5.20.91. 10. 20.92. 255. 20.93. 2%. 20.94. 1160. 20.95.
2610. Utmutatds. A keresett dsszeg S =S,— S, — S, + S, ahol S, az dsszes kétjegyii
szam Osszege; S, — a hdrommal oszthato kétjegyli szamok Osszege; S, — Ot kétje-
gyl tobbszoroseinek az dsszege; S, —a 15-tel oszthato kétjegyli szamok sszege.

20.96. Igen, ¢ - /*/3“, 20.97.20%. 20.99. 2. 20.100. zg, 4,6, 9. 20.101.
2

3) Igen, 67 4) igen, G; 5) nem; 6) igen, 1.
q

Tudasproba

21. A kombinatorika fé szabalyai

21.1. 9 utvonalon. 21.2. 6-féle. 21.3. 15-féleképpen. 21.4. 70. 21.5. 1) §;
2)4.21.6.4 - 3.21.7.3 - 6 - 5.218.1)4 - 2;2)4 - 3.21.9.1)6; 2) 2.
21.10. 100. 21.11. 20. 21.12. 25. 21.13. 8. 21.14. 6°. 21.15. 16. 21.16. 32 - 24.
21.17.9 - 10 - 10 - 10 - 5.21.18.9 - 10 - 10 - 10.21.19.11 - 9+8 - 7.
21.20.5°+4 - 54

22. A véletlen esemény gyakorisaga és valésziniisége
22.16.a=1.22.17. 10 km/h. 22.18. 3.

23. A Kklasszikus valdsziniiség

23.20.1) L. 2) L 23.23.10 goly6. 23.24. 1) 1, 2) 1, 3) L 2325, 2
25 20 2 10 9 3

23.26. 2 23.27. 8 ceruzat. 23.28. 19 ceruzat. 23.30. 1) %; 2) %; 3) % Utmutatas.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



264 Feleletek és Utmutatasok

A rajzon a kedvezd esetek zolddel vannak jeldlve. 23.31. 1) g; 2) 3%; 3) %

Utmutatds. Kétszer dobni egy kockaval ugyanannyit tesz, mint egymastol fiigget-
leniil két kockaval dobni. Ezért hasznald a 24.2. abrat! 23.32. Péternek.

masodszor masodszor masodszor
1[/2]|3]|4]5]6 1[{2[{3[4[5[6 1]2[3]4]5]6
1 1 1
=2 w2 w2
Q3 ME A E
g4 34 514
<[5 o5 T[5
6 6 | 6] |
1) 2) 3)

A 23.30. feladathoz

2333.1) L. 2) 1 2334. 1 2335.1) L. 2) 3. 3) 3. 4) L. Usmusatds. Harom-
4 2 5 8 8 8 8

szor dobni egy pénzérmével ugyanannyit tesz, mint egymastol fiiggetleniil harom
pénzérmével dobni.

yo Masodik Harmadik
Els6 pénzérme . ok
pénzérme pénzérme
fej fej fej
fej fej iras
fej iras fej
fej iras iras
iras fej fej
iras fej iras
iras iras fej
iras iras iras

A 23.35. feladathoz

23.36.

. Utmutatas. Ha az egyikiik mar leiilt, akkor az ¢ ismerdse azonos
n—

1
eséllyel iilhet le n — 1 helyre. 23.37. 5 Utmutatds. Minden olyan esetnek, amikor
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A B elétt all, van egy parja, amikor A B utan all. Ezért a kedvez6 esetek szama

pont a fele az dsszes lehetdségnek 23.39. ¢ = -1 1§, 23.40. 50 km/h. 23.41. 61_
4 3

Feleletek és utmutatasok Az 6sszegzés fejezethez
(A hazi feladat elvégzése utan rovatbol)

PUREICRS I WU T S S N O LI
2 4 45 2 2-3 9
2) 000 =Y 5n g gy nzl gy 0D gy L Unnutatds.
81 9 4n-3 n+l (n+1)!
1 1 , ,
LA N ;04 1- 1 5 Utmutatas. 22n+12:%7 ! 5+
(n+1)! n! (n+1)! (n+1) n”(n+1) (n+1)
2 3 2
1y —" g) nn+2n+d) Utmutatés. =t 1.1 1
2(5n+2) 2(n+1) n(n+1) n n+l
7. l(lJrl—L— ! j Utmutatds. %:l(l— ! j 8. M.
2 2 n+l n+2 (n+1)*-1 2\n n+2 4(n+1)(n+2)

. , 1 1 11 1 1 1 1
Utmutatas. L N _1 _ _
n(n+l)(n+2) n+1 2\n n+2) 2\nn+1) @+1){n+2)
_na" a"-
" a-1 (a-17%

aS, =a+2a*+3a’+ +4a* +...+n-a".

9.

Utmutatds. Vizsgald a kovetkezé egyenldséget:
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A Tudaspréba tesztek megoldokulcsa

A tesztfeladat A feladat szama
szama 1234567891011 |12|13][14[15]|16]17|18
1 B/ D/ B|C|B|A|C|C|C|A|B|D|D|A|D|C|B|B
2 D|C|{B|C|A|D|D|C|C|C|C|D|B|D|B|C|C|A
3 C/B|A|C|D|A|A|C|C|A|D|B|D|C|D|A|D|B
4 B|C|B|D|IDIC|A|B|B|C|B|A|A|D|C|B|A|C
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Targymutato

Alkalmazott matematika 138

Egyenldtlenség 118

— azonos iranyu 18

— ellenkez6 iranyu 18

— egyenértéki 29

— szdm 5

Egyenlotlenségek grafikus megoldasa
- 118

Egyenlotlenségek bizonyitasa 6
Egyenlétlenségek megoldashalmaza 28
— rendszer 42

Egyismeretlenes linearis egyenldt-

— lenség 35

— megoldasa 28

nemszigoru rendszere 42

— szigoru 6

Fiiggvény argumentuma 59

— allando¢ eljeltt 69

— csokkend 70

— értelmezési tartomanya 59
— értéke 60

— értékkészlete 60

— masodfoku 98

— megadasi modjai 60

— ndvekvo 70

— zérushelye 69

Intervallum 32
— metszete 43

Kezdeti feltételek 153
Képlet
— rekurziv 153

— kamatos kamat 178

— aszamtani sorozat elso n tagja

— Osszege 167

— a szamtani sorozat altalanos, n-edik
tagja 167

— a mértani sorozat altalanos, n-edik
tagja 186

— amértani sorozat elsé n tagja Ossze-
— gének 186

Kifejezések megengedett értékei 42

— értékeinek becslésel9

K6z€ép mértani 7

Mértani sorozat hanyadosa,
— kvociense 173
Matematikai modell 138
Matematikai modellezés 138
Mennyiségek hibahatarai 19

Osszeadasi szabaly129
— valtozo cserel30
— Dbehelyettesité modszer 128

Parabola 77
Relacios jelek 6

Sorozat 151

— els6 n tagjanak 6sszege 190
megadasi modja 152

— leiras 152

— rekurziv 153

mértani 173

— szam 151

— szamtani 160

tagjai 151
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végtelen 152 Szamok &sszehasonlitasa 5

— véges 152 Szazalék pont 184

Szamegyenlo6tlenségek tulajdonsaga 12

Szamtani sorozat kiilonbsége,
differenciaja 160

Szamegyenes 34

Ures halmaz 28

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



269

TARTALOM
A SZEFZOKIOL ...ttt 3
EGyezmeényes JElek ............ooovivriniiiiniiniininiiiciciccteteeeee e 4
1. §. Egyenlitlenségek...............cooiiiiiiiniiiiccee e 5
1. EgyenlOtlensEgek.......ccueieiriririniniirieriesierieseeetet et 5
2. Az egyenlétlenségek alaptulajdonsagai..........coeveveerveieeecnencncnnns 12
3. Egyenlétlenségek dsszeadasa és szorzasa.
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3. sz. el6zék

Fiiggvénygrafikonok atalakulasa
Nyujtas az abszcisszatengelytdl és zsugoritas az abszcisszatengelyhez

¥yt y=1x)

y{kf(:c-)_,-0<k<1
0 X
Fiigg
=
~

A
y=f(x)15,6>0

y=1(x)

y=f(x+a),a<0

a4

I\

vény grafikonjanak parhuzamos at

y=f(x+a),a>0

yﬂ

y=kf(x),k>1

A

0 %

vitele

y=1(x)

y=1(x)+b,b<0

y A

(=

0 x

/?yf(x)
7

avs

0 %

Masodfoku fliggvény grafikonjanak helyzete az
abszcisszatengelyhez viszonyitva

D>0

D=0

NZ

xw@ ¥

/\

MpaBo Ans 6esonnaTtHOro po3MmileHHs MigpyYHMKa B Mepexi [HTepHeT mae

Szamtani sorozat

:2a1+d(n—1)n S :bl(q"—l)

4. sz. el6zék

Szamsorozatok

Mértani sorozat

Az n-edik tag képlete
a =a, +d(n-1)

A szamsorozatok n elsé tagjainak dsszege

) sq#1

A szamsorozatok tagjainak tulajdonsaga

b2=b, b

n n+1

Szazalékszamitas

Az a szam p%-anak Kiszamitasa:

_ _ap
100

Szam meghatarozasa, amelynek p%-a a-val egyenld:

b= @100
p

Az a és a b szam szazalékaranyanak kiszamitasa:

=4.100 %
b

Kamatos kamat képlete

n
i _a°(1+ 150)
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