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СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА
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«Ìîÿ ëþáîâü — Óêðàèíà è ìàòåìàòèêà». Ýòè ñëîâà 
Ìèõàèëà Ôèëèïïîâè÷à Êðàâ÷óêà (1892–1942) âûãðàâèðî-
âàíû íà ãðàíèòíîì ïîñòàìåíòå ïàìÿòíèêà ó÷åíîìó.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî ïàòðèîòè÷åñêîå âûñêàçûâàíèå 
âûäàþùåãîñÿ óêðàèíñêîãî ìàòåìàòèêà ñòàíåò äëÿ âàñ 
íàäåæíûì ìàÿêîì íà ïóòè ê ïðîôåññèîíàëèçìó.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



ГЕОМЕТРИЯ
Учебник для 7 класса 

общеобразовательных 
учебных заведений 

Харьков
«Гимназия»

2015

А. Г. Мерзляк
В. Б. Полонский

М. С. Якир

Рекомендовано
Министерством образования и науки Украины

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



УДК 373.167.1:514
ББК 22.151я721
  М52

ISBN 978-966-474-270-9

© А. Г. Мерзляк, В. Б. Полонский,  
М. С. Якир, 2015

© ООО ТО «Гимназия», оригинал-макет,   
художественное оформление, 2015

 
М52

Мерзляк А. Г. 
Геометрия : учеб. для 7 кл. общеобразоват. учеб. за-

ведений / А. Г. Мерзляк, В. Б. Полонский, М. С. Якир. —  
Х. : Гимназия, 2015. — 224 с. : ил.

ISBN 978-966-474-270-9.
УДК 373.167.1:514

ББК 22.151я721

Рекомендовано
Министерством образования и науки Украины
(приказ МОН Украины от 20.07.2015 № 777)

Издано за счет государственных средств.
Продажа запрещена

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



ОТ АВТОРОВ

УЧЕНИКАМ

Дорогие семиклассники!

Вы начинаете изучать новый школьный предмет — гео­
метрию. Обратите внимание, что в словах «география» и «гео-
метрия» одинаковая часть — «гео», что в переводе с греческого 
означает «земля». Но если на уроках географии в 6 классе 
вы действительно занимались землеописанием («графия» 
по-гречески — «описание»), то на уроках геометрии вам не 
придется заниматься землемерием («метрео» по-гречески — 
«мерить»).

Геометрия — одна из самых древних наук. Ее название 
можно объяснить тем, что зарождение и развитие геометрии 
были тесно связаны с разнообразной практической деятель-
ностью человека: разметкой границ земельных участков, 
строительством зданий, дорог, оросительных каналов и дру-
гих сооружений, то есть геометрия, как говорят в таких слу-
чаях, была прикладной наукой. Постепенно, шаг за шагом 
человечество накапливало знания, и геометрия превратилась 
в красивую и совершенную, строгую и последовательную ма-
тематическую теорию. Знакомиться с этой наукой и учиться 
применять полученные знания на практике вы и будете на 
уроках геометрии.

Знать геометрию чрезвычайно важно. Действительно, по-
смотрите вокруг — везде геометрия, точнее, геометрические 
фигуры: отрезки, треугольники, прямоугольники, прямо-
угольные параллелепипеды, шары и т. п.
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От авторов4

а б

Рис. 1. Архитектурные сооружения:
а — гостиница «Салют» (г. Киев); 

б — административное здание (г. Лондон)

Рис. 2. Сырецкая 
телевизионная башня  

(г. Киев)

Без глубоких геометрических знаний не могли появиться 
сложные строительные конструкции (рис. 1, 2), корабли и са-
молеты (рис. 3) и даже детали детского конструктора и узоры 
вышивок (рис. 4). Для создания узоров мастерица должна 
иметь представление о таких геометрических понятиях, как 
симметрия и параллельный перенос. Не зная геометрии, не-
возможно стать хорошим инженером-конструктором, тока-
рем, столяром, ученым, архитектором, дизайнером, модель-
ером, специалистом в области компьютерной графики и т. д. 
Вообще, геометрические знания — важнейшая составляющая 
человеческой культуры.

а б

Рис. 3. Машиностроительные конструкции:
а — корабль на стапелях Николаевского судостроительного завода;

б — самолет Ан-225 («Мрия»)
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а б

Рис. 4. Геометрия в быту:
а — детский конструктор; б — узор вышивки

Геометрия — очень интересный предмет. Мы надеемся, 
что вы в этом скоро убедитесь, и поможет этому учебник, ко-
торый вы держите в руках. Познакомьтесь с его структурой.

Учебник разделен на четыре параграфа, каждый из кото-
рых состоит из пунктов. В пунктах изложен теоретический 
материал. Изучая его, особое внимание обращайте на текст, 
напечатанный жирным шрифтом, жирным курсивом и кур-
сивом; так в книге выделены определения, правила и важ-
нейшие математические утверждения.

Как правило, изложение теоретического материала за-
вершается примерами решения задач. Эти записи можно 
рассматривать как один из возможных образцов оформления 
решения.

К каждому пункту подобраны задачи для самостоятельно-
го решения, к которым мы советуем приступать только после 
усвоения теоретического материала. Среди заданий есть как 
простые и средние по сложности упражнения, так и трудные 
задачи (особенно отмеченные «звёздочкой» (*)).

Каждый пункт завершается рубрикой «Наблюдайте, ри-
суйте, конструируйте, фантазируйте». В ней собраны задачи, 
для решения которых нужны не специальные геометрические 
знания, а смекалка, изобретательность и сообразительность. 
Эти задачи полезны, как витамины: они развивают «геомет-
рическое зрение» и интуицию.

Кроме того, в учебнике вы сможете прочитать интересные 
рассказы по истории геометрии. 

Дерзайте! Желаем успеха!
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УЧИТЕЛЯМ

Уважаемые коллеги!

Очевидно, что в рамках общеобразовательной школы 
невозможно реализовать формально-логический принцип 
построения курса геометрии: положить в основу систему 
аксиом, а далее строить изложение дедуктивно, то есть до-
казывать теоремы логически строго, основываясь на аксиомах 
и ранее доказанных фактах. Это можно объяснить тем, что 
количество учеников (особенно семиклассников), склонных 
к дедуктивному мышлению, невелико. На самом деле боль-
шинству присущ наглядно-образный тип мышления. Поэтому 
для ребенка апелляция к наглядной очевидности совершенно 
естественна и оправданна.

Исходя из сказанного, в основу данного учебника положен 
наглядно­дедуктивный принцип в сочетании с частичной 
аксиоматизацией.

Мы считаем, что цель изучения геометрии в школе — это 
не только развитие логического мышления и умения прово-
дить доказательство. Авторы учебника ставят более широкую 
цель: уточнить представление учащихся об элементарных 
геометрических объектах (точка, прямая, луч, отрезок, угол), 
ознакомить их с важнейшими свойствами базовых фигур 
элементарной геометрии (треугольник, окружность, четырех-
угольник и т. п.), развить у них потребность в доказатель-
стве, то есть заложить основы дедуктивного и эвристическо-
го мышления, а главное — научить учащихся применять 
свойства геометрических фигур при решении практических 
и теоретических задач. Мы надеемся, что этот учебник по-
может в реализации указанных целей.

В книге собран обширный и разнообразный дидактиче-
ский материал. Однако за один учебный год все задачи ре-
шить невозможно, да в этом и нет никакой необходимости. 
Вместе с тем гораздо удобнее работать, когда есть большой 
запас задач. Это позволит реализовать принципы уровневой 
дифференциации и индивидуального подхода в обучении.
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Зеленым цветом отмечены номера задач, рекомендуе-
мых для домашней работы, синим цветом — номера задач, 
которые по усмотрению учителя (с учетом индивидуальных 
особенностей учащихся класса) можно решать устно.

Давайте превратим школьный курс геометрии в понятный 
и привлекательный предмет.

Желаем творческого вдохновения и терпения.

УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

n°
задания, соответствующие начальному и среднему уров-
ням учебных достижений;

n• задания, соответствующие достаточному уровню учебных 
достижений;

n•• задания, соответствующие высокому уровню учебных 
достижений;

n* задачи для математических кружков и факультативов;

ключевые задачи, результат которых может быть исполь-
зован для решения других задач;


доказательство теоремы, соответствующее достаточному 
уровню учебных достижений;

доказательство теоремы, соответствующее высокому уров-
ню учебных достижений;

доказательство теоремы, не обязательное для изучения;

 окончание доказательства теоремы;

 окончание решения задачи;

рубрика «Когда сделаны уроки».

Равные отрезки на чертежах обозначены одинаковым количе-
ством черточек, равные углы — одинаковым количеством дуг, за 
исключением отрезков и углов, которые требуется найти.
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ВСТУПЛЕНИЕ

Что изучает геометрия?

Хотя геометрия — новый для вас учебный предмет, однако 
на уроках математики вы уже знакомились с азами этой муд-
рой науки. Так, все геометрические фигуры, изображенные 
на рисунке 5, вам хорошо известны.
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Рис. 5
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Вступление 9

Рис. 6 Рис. 7

Вы умеете с помощью линейки соединять две точки отрез-
ком (рис. 6), с помощью циркуля строить окружность (рис. 7), 
с помощью линейки и угольника строить перпендикулярные 
и параллельные прямые (рис. 8), измерять длину отрезка 
и строить отрезок заданной длины с помощью линейки с мил-
лиметровыми делениями (рис. 9), находить величину угла 
и строить угол заданной величины с помощью транспортира 
(рис. 10), классифицировать треугольники (см. форзац).

      

Рис. 8

Рис. 9
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Вступление10

Рис. 10

Однако знать, как «выглядит» фигура, или уметь вы-
полнять простейшие построения — это всего лишь самые 
начальные знания науки о свойствах геометрических фигур, 
то есть геометрии.

При изучении систематического курса геометрии вы бу-
дете постепенно, в определенной последовательности изучать 
свойства геометрических фигур, а значит, и сами фигуры, 
как уже знакомые вам, так и новые. Это означает, что вы 
должны научиться, используя одни свойства фигуры, нахо-
дить, а главное, доказывать другие ее свойства.

Школьный курс геометрии традиционно делят на плани­
метрию и стереометрию. Планиметрия изучает фигуры на 
плоскости («планум» в переводе с латинского — «плоскость»), 
стереометрия — фигуры в пространстве («стереос» в переводе 
с греческого — «пространственный»).

Итак, мы приступаем к изучению планиметрии.
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ПРОСТЕЙШИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФИГУРЫ И ИХ СВОЙСТВА §1

В этом параграфе рассматриваются знакомые вам из курса 
математики предыдущих классов геометрические фигуры, 
а именно: точки, прямые, отрезки, лучи и углы.
Вы узнаете больше о свойствах этих фигур. Некоторые из 
этих свойств научитесь доказывать. Слова определение, 
теорема, аксиома станут для вас привычными, понятными 
и часто употребляемыми.
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства12

1. Точки и прямые

Точка — самая простая геометрическая фигура. Это един-
ственная фигура, которую нельзя разбить на части. Напри-
мер, каждая из фигур, изображенных на рисунке 11, разбита 
на части. И даже о фигуре, изображенной на рисунке 12, 
которая состоит из двух точек, можно сказать, что она со-
стоит из двух частей: точки A и точки B.

A

B

A

B
a

Рис. 11 Рис. 12 Рис. 13

На рисунке 13 изображены прямая a и две точки A и B. 
Говорят, что точка A принадлежит прямой a, или точ ка A 
лежит на прямой a, или прямая a проходит через точку A, 
и, соответственно, точка B не принадлежит прямой a, или 
точка B не лежит на прямой a, или прямая a не проходит 
через точку B.

Прямая — это геометрическая фигура, обладающая 
определенными свойствами.

Основное свойство прямой. Через любые две точки1 
можно провести прямую, и притом только одну.

Почему это свойство прямой считают основным?
Пусть о некоторой линии известно 

лишь то, что она проходит через точ-
ки А и В. Для того чтобы составить 
представление об этой фигуре, такой 
информации явно недостаточно. Ведь 
через точки A и B можно провести 

много различных линий (рис. 14). Прямая же задается этими 
точками однозначно. В этом и состоит суть основного свой-
ства прямой.

1 Здесь и в дальнейшем, говоря «две точки», «три точки», «две пря-
мые» и т. п., будем подразумевать, что это разные точки и разные прямые. 
Случай их совпадения будем оговаривать особо.

Рис. 14
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1. Точки и прямые 13

Это свойство позволяет обозначать прямую, называя две 
любые ее точки. Так, прямую, проведенную через точки M 
и N, называют «прямая MN» (или «прямая NM»).

Основное свойство геометрической фигуры еще называют 
аксиомой (более подробно об аксиомах вы узнаете в п. 6).

Если надо разъяснить смысл какого-либо понятия (тер-
мина), то используют определения. Например:

1) часами называют прибор для измерения времени;
2) геометрия — это раздел математики, изучающий 

свойства фигур.
Определения есть и в геометрии.

Определение. Две прямые, имеющие общую точку, на­
зывают пересекающимися.

На рисунке 15 изображены прямые a и b, пересекающиеся 
в точке O.

Часто справедливость (истинность) какого-либо факта 
устанавливают с помощью логических рассуждений.

Рассмотрим следующую задачу. Известно, что все жители 
Геометрической улицы — математики. Женя живет по адре-
су ул. Геометрическая, 5. Является ли Женя математиком?

По условию задачи Женя живет на Геометрической улице. 
А поскольку все жители этой улицы математики, то Женя — 
математик.

Приведенные логические рассуждения называют доказа­
тельством того факта, что Женя — математик.

В математике утверждение, истинность которого уста-
навливают с помощью доказательства, называют теоремой.

Теорема 1.1. Любые две пересекающиеся прямые име­
ют только одну общую точку.

Доказательство.  Предположим, что пересекаю-
щиеся прямые a и b, кроме общей точки A, имеют еще 
одну общую точку B (рис. 16). Тогда через две точки A и B

Oa

b

A
a

b

B

Рис. 15 Рис. 16 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства14

проходят две прямые. А это противоречит основному свойству 
прямой. Следовательно, предположение о существовании 
второй точки пересечения прямых a и b неверно. 

1. Какую фигуру нельзя разбить на части?
2. Сформулируйте основное свойство прямой.
3. Какое свойство прямой позволяет обозначать ее, называя 

любые две точки прямой?
4. Для чего используют определения?
5. Какие две прямые называют пересекающимися?
6. Как называют утверждение, истинность которого устанав­

ливают с помощью доказательства?
7. Сформулируйте теорему о двух пересекающихся прямых.

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

1.° Проведите прямую, обозначьте ее буквой m. Отметьте 
точки A и B, лежащие на этой прямой, и точки C, D, E, 
не лежащие на ней.

2.° Отметьте точки M и K и проведите через них прямую. 
Отметьте на этой прямой точку E. Запишите все возмож-
ные обозначения полученной прямой.

3.° Проведите прямые a и b так, чтобы они пересекались. 
Обозначьте точку их пересечения буквой C. Принадлежит 
ли точка C прямой a? пря мой b?

4.° Отметьте три точки так, чтобы они не лежали на одной 
прямой, и через каждую пару точек проведите прямую. 
Сколько образовалось прямых?

5.° Отметьте четыре точки, никакие три из которых не лежат 
на одной прямой.

6.• Проведите три прямые так, чтобы каждые две из них 
пересекались. Отметьте точки пересечения этих прямых. 
Сколько можно получить точек пересечения?

?
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1. Точки и прямые 15

7.• Отметьте четыре точки так, чтобы при проведении прямой 
через каждые две из них на рисунке: 1) образовалась одна 
прямая; 2) образовались четыре прямые; 3) образовалось 
шесть прямых. Проведите эти прямые.

УПРАЖНЕНИЯ

8.° Пользуясь рисунком 17:
1) укажите все отмеченные точки, принадлежащие пря-

мой a; пря мой MK;
2) укажите все отмеченные точки, не принадлежащие 

прямой a; прямой MK;
3) определите, пересекаются ли прямые a и MK;
4) укажите все отмеченные точки, принадлежащие пря-

мой a, но не принадлежащие прямой MK.

D
a

B

C

E
M

K

P 

F

m

n

p k

E

A

B

C

D

Рис. 17 Рис. 18 

9.° Пользуясь рисунком 18, укажите:
1) какие из отмеченных точек принадлежат пря мой p, 

а какие не принадлежат ей;
2) каким прямым принадлежит точка A; точка B; точ-

ка C; точка D; точка E;
3) какие прямые проходят через точку C; точку B; точ-

ку A;
4) в какой точке пересекаются прямые k и p; прямые 

m и k;
5) в какой точке пересекаются три из четырех изобра-

женных на рисунке прямых.
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства16

10.• Точка C принадлежит прямой AB. Являются ли различ-
ными прямые AB и AC? Ответ обоснуйте.

11.• Провели четыре прямые, каждые две из которых пере-
секаются, причем через каждую точку пересечения про-
ходят только две прямые. Сколько точек пересечения 
при этом образовалось?

12.•• Как надо расположить шесть точек, чтобы они опреде-
ляли шесть прямых?

13.•• Данную прямую пересекают четыре прямые. Сколько 
может образоваться точек пересечения этих прямых 
с данной?

14.•• Провели четыре прямые, каждые две из которых пересе-
каются. Сколько точек пересечения может образоваться?

15.•• Провели пять прямых, каждые две из которых пересека-
ются. Каково наименьшее возможное количество точек 
пересечения этих прямых? Какое наибольшее количество 
точек пересечения может образоваться?

16.* Можно ли провести шесть прямых и отметить на них 
11 точек так, чтобы на каждой прямой было отмечено 
ровно четыре точки?

17.* На плоскости проведены три прямые. На первой пря-
мой отметили пять точек, на второй — семь точек, а на 
третьей — три точки. Каким может быть наименьшее 
количество отмеченных точек?

18.* Можно ли отметить несколько точек и провести несколь-
ко прямых так, чтобы на каждой прямой лежали ровно 
три отмеченные точки и через каждую точку проходили 
ровно три из проведенных прямых?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

19. Составьте квадрат из нескольких фи-
гур, каждая из которых равна фигуре, 
изображенной на рисунке 19. Рис. 19
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2. Отрезок и его длина 17

2. Отрезок и его длина
На рисунке 20 изображена прямая a, проходящая через 

точки A и B. Эти точки ограничивают часть прямой a, вы-
деленную красным цветом. Такую часть прямой вместе с точ-
ками A и B называют отрезком, а точки A и B — концами 
этого отрезка.

a BA NM

Рис. 20 Рис. 21

Для любых двух точек существует единственный отрезок, 
для которого эти точки являются концами, то есть отрезок 
своими концами задается однозначно. Поэтому отрезок обо-
значают, называя его концы. Например, отрезок, изображен-
ный на рисунке 21, обозначают так: MN или NM (читают: 
«отрезок MN» или «отрезок NM»).

На рисунке 22 изображены отрезок AB и точка X, при-
надлежащая этому отрезку, но не совпадающая ни с одним 
из его концов. Точку X называют внутренней точкой от-
резка AB. В этом случае также говорят, что точка X лежит 
между точками A и B.

A BX

BA

DC

Рис. 22 Рис. 23

Таким образом, отрезок AB состоит из точек A и B, а так-
же всех точек прямой AB, лежащих между точками A и B.

Определение. Два отрезка называют равными, если 
их можно совместить наложением.

На рисунке 23 изображены равные отрезки AB и CD. 
Пишут: AB CD= .

Вы знаете, что каждый отрезок имеет определенную длину 
и для ее измерения надо выбрать единичный отрезок. В ка-
честве единичного можно выбрать любой отрезок.
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства18

NM

B A

D C

A B

Рис. 24 Рис. 25

Например, будем считать отрезок MN на рисунке 24 еди-
ничным. Этот факт записывают так: MN =1 ед. Тогда счита-
ют, что длина отрезка AB равна трем еди ницам длины, и за-
писывают: AB = 3 ед. Также принята запись AB = 3, ее чита-

ют: «отрезок AB равен трем». Для отрезка CD имеем: CD =
2

3
.

На практике чаще всего используют такие единичные 
отрезки: 1 мм, 1 см, 1 дм, 1 м, 1 км.

В зависимости от выбора единицы длины меняется чис­
ловое значение длины отрезка. Например, на рисунке 25 
имеем: AB =17 мм, или AB =1 7,  см, или AB = 0 17,  дм и т. д.

На производстве и в быту используют различные приборы 
для измерения длины отрезка (рис. 26): линейку с деления-
ми, рулетку, штангенциркуль, микрометр, полевой циркуль.  

Рис. 26

Рулетка

МикрометрШтангенциркуль Полевой 
циркуль

Линейка с делениями
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2. Отрезок и его длина 19

Равные отрезки имеют равные длины, и наоборот, если 
длины отрезков равны, то равны и сами отрезки.

Если длина отрезка AB больше длины отрезка MN, как, 
например, на рисунке 24, то говорят, что отрезок AB больше 
отрезка MN, и записывают: AB > MN. Также можно сказать, 
что отрезок MN меньше отрезка AB, и записать: MN < AB.

В дальнейшем, говоря «сумма отрезков», будем подразуме-
вать сумму длин этих отрезков.

Основное свойство длины отрезка. Если точка C 
является внутренней точкой отрезка AB, то отрезок AB равен 
сумме отрезков AC и CB (рис. 27), то есть

AB = AC + CB.

A BC

AB = AC + CB 

A BC A B C

Рис. 27 Рис. 28 Рис. 29

Определение. Расстоянием между точками A и B на­
зывают длину отрезка AB. Если точки A и B совпадают, 
то расстояние между ними считают равным нулю.

Определение. Серединой отрезка AB называют такую 
его точку C, что AC = CB.

На рисунке 28 точка C — середина отрезка AB.

Задача. Точки A, B и C принадлежат одной прямой, 
AB = 8 см, отрезок AC на 2 см длиннее отрезка BC. Найдите 
отрезки1 AC и BC.

Решение. В условии не указано, каково взаимное рас-
положение данных точек на прямой. Поэтому рассмотрим 
три возможных случая.

1) Точка B — внутренняя точка отрезка AC (рис. 29). 
Тогда отрезок AC длиннее отрезка BC на длину отрезка AB, 
то есть на 8 см. Это противоречит условию. Следовательно, 
такой случай невозможен.

1 Часто вместо «Найдите длину отрезка...» говорят: «Найдите отре-
зок...».
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства20

2) Точка C — внутренняя точка отрезка AB (рис. 30). 
В этом случае AC BC AB+ = . Пусть BC x=  см, тогда AC =  
= +( )x 2  см. Имеем:

x x+ + =2 8;
x = 3.

Следовательно, BC = 3 см, AC =5 см.

A BC AB C

Рис. 30 Рис. 31

3) Точка A — внутренняя точка отрезка BC (рис. 31). 
В этом случае AB AC BC+ =  и тогда AC < BC. Это противо-
речит условию. Следовательно, такой случай невозможен.

Ответ: AC =5 см, BC = 3 см. 

 1. Сколько существует отрезков, концами которых являются 
две данные точки?

 2. Из каких точек состоит отрезок AB?
 3. Какие два отрезка называют равными?
 4. Можно ли любой отрезок выбрать в качестве единичного?
 5. Что можно сказать о длинах равных отрезков?
 6. Что можно сказать об отрезках, имеющих равные длины?
 7. Сформулируйте основное свойство длины отрезка.
 8. Что называют расстоянием между двумя точками?
 9. Чему равно расстояние между двумя совпадающими 

точками?
10. Какую точку называют серединой отрезка AB?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

20.° Отметьте две точки A и B и проведите через них прямую. 
Отметьте точки C, D и E, принадлежащие отрезку AB, 
и точки F, M и K, которые не принадлежат отрезку AB, 
но принадлежат прямой AB.

?
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2. Отрезок и его длина 21

21.° Проведите прямую и отметьте на ней три точки. Сколько 
образовалось отрезков?

22.° Отметьте на прямой точки A, B, C и D так, чтобы точ-
ка C лежала между точками A и B, а точка D — между 
точками B и C.

23.° Отметьте на прямой точки A, B и C так, чтобы выпол-
нялось равенство AC AB BC= + .

A

DC B

A B

DC
C D

A B

а б в

Рис. 32

24.° Сравните на глаз отрезки AB и CD 
(рис. 32). Проверьте свой вывод 
измерением.

25.° Сравните на глаз отрезки AB и BC 
(рис. 33). Проверьте свой вывод 
измерением.

УПРАЖНЕНИЯ

26.° Назовите все отрезки, изображенные на рисунке 34.

BA C

K

O T 

R 

P A 

E
C 

D M Q 

E N P 

а б в г 

Рис. 34

A

B

C

Рис. 33
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27.° Найдите длину каждого из отрезков, изображенных 
на рисунке 35, если единичный отрезок равен отрезку: 
1) AB; 2) MN.

BA
C
M
K
E

S T
F

P
N

D

M
E

P

Рис. 35 Рис. 36

28.° Какая из точек, отмеченных на рисунке 36, лежит между 
двумя другими? Запишите со ответствующее равен ство, 
следующее из основ ного свойства длины отрезка.

29.° Между какими точками лежит точка B (рис. 37)? Для 
каждого случая запишите соответствующее равенство, 
следующее из основного свойства длины отрезка.

30.° Точка D — внутренняя точка отрезка ME. Найдите:
1) расстояние между точками M и E, если MD =1 8,  дм, 

DE = 2 6,  дм;
2) длину отрезка MD, если ME = 42 мм, DE =1 5,  см.

A
B

C D
A CB

Рис. 37 Рис. 38

31.° Точки A, B и C лежат на одной прямой (рис. 38). Какие 
из следующих утверждений верны:
1) AB BC AC+ = ; 2) AC AB BC+ = ?

32.° Точка K является серединой отрезка MN. Можно ли 
совместить наложением: 1) отрезки MK и KN; 2) отрез-
ки MK и MN?
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2. Отрезок и его длина 23

33.° Точка K — середина отрезка MN, точка E — середина 
отрезка KN, EN =5 см. Найдите отрезки MK, ME и MN.

34.° Точка C — внутренняя точка отрезка AB, длина которого 
равна 20 см. Найдите отрезки AC и BC, если:
1) отрезок AC на 5 см больше отрезка BC;
2) отрезок AC в 4 раза меньше отрезка BC;
3) AC BC: : .= 9 11

35.° Точка K принадлежит отрезку CD, длина которого равна 
28 см. Найдите отрезки CK и KD, если:
1) отрезок CK на 4 см меньше отрезка KD;
2) отрезок CK в 6 раз больше отрезка KD;
3) CK KD: : .= 3 4

36.• Отрезки AB и CD равны (рис. 39). Докажите, что отрез-
ки AC и BD также равны.

A

D

C
B M

N

F
E

Рис. 39 Рис. 40

37.• Отрезки ME и FN равны (рис. 40). Докажите, что 
MF EN= .

38.• Точка C делит отрезок AB, длина которого равна a, на 
два отрезка. Найдите расстояние между серединами 
отрезков AC и BC.

39.• Точки A, B и C лежат на одной прямой. Найдите отре-
зок BC, если AB = 24 см, AC = 32 см. Сколько решений 
имеет задача?

40.•• На прямой отмечены точки A, B и C так, что AB = 15 см, 
AC = 9 см. Найдите расстояние между серединами от-
резков AB и AC.

41.•• Отрезок EF равен 12 см. Найдите на прямой EF все точ-
ки, сумма расстояний от каждой из которых до концов 
отрезка EF равна: 1) 12 см; 2) 15 см; 3) 10 см.
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства24

42.•• Через точки A и B проведена прямая. Где на этой пря-
мой лежит точка C, расстояние от которой до точки B 
в 2 раза больше расстояния от нее до точки A?

43.•• Отрезок, длина которого равна 32 см, разделили на 
три неравных отрезка. Расстояние между серединами 
крайних отрезков равно 18 см. Найдите длину среднего 
отрезка.

44.•• Какое наименьшее количество внутренних точек надо от-
метить на отрезках, изображенных на рисунке 41, чтобы 
на каждом из них было отмечено по две внутренние точки?

a б

в г

Рис. 41

45.•• Сколько точек надо отметить между точками A и B, что-
бы вместе с отрезком AB образовалось шесть отрезков?

46.•• На шкале линейки нанесены только деления 0 см, 5 см 
и 13 см (рис. 42). Как, пользуясь этой линейкой, можно 
построить отрезок длиной: 1) 3 см; 2) 2 см; 3) 1 см?

47.•• На шкале линейки нанесены толь-
ко деления 0 см, 7 см и 11 см. 
Как, пользуясь этой линейкой, 
можно построить отрезок длиной: 
1) 8 см; 2) 5 см?

0 5 13

Рис. 42
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3. Луч. Угол. Измерение углов 25

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

48. Из прямоугольников размерами 1 × 1, 1 × 2, 1 × 3, ..., 
1 × 13 составьте прямоугольник, каждая сторона кото-
рого больше 1.

3. Луч. Угол. Измерение углов

Проведем прямую AB и отметим на ней произвольную 
точку O. Эта точка разбивает прямую на две части, выде-
ленные на рисунке 43 разными цветами. Каждую из этих 
частей вместе с точкой O называют лучом или полупрямой. 
Точку O называют началом луча.

Каждый из лучей, изображенных на рисунке 43, состоит 
из точки O и всех точек прямой AB, лежащих по одну сто-
рону от точки O.

A O B

O

M

N

Рис. 43 Рис. 44

Это позволяет обозначать луч, называя две его точки: 
первой обязательно указывают начало луча, второй — любую 
другую точку, принадлежащую лучу. Так, луч с началом 
в точке O (рис. 44) можно обозначить OM или ON.

Лучи OA и OB (рис. 43) дополняют друг друга до прямой. 
Также можно сказать, что объединением этих лучей является 
прямая.

Определение. Два луча, имеющих общее начало и ле­
жащих на одной прямой, называют дополнительными.
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§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства26

Например, лучи BC и BA — допол-
нительные (рис. 45). Их объединением 
является прямая AC. Заметим, что, 
объединив лучи CA и AC, мы тоже по-

лучим прямую AC. Однако эти лучи не являются дополни-
тельными: у них нет общего начала.

На рисунке 46, а изображена фигура, состоящая из двух 
лучей OA и OB, имеющих общее начало. Эта фигура делит 
плоскость на две части, выделенные разными цветами.  
Каждую из этих частей вместе с лучами OA и OB называют 
углом.

Лучи OA и OB называют сторонами угла, а точку O — 
вершиной угла.

O

A

B

M

N

O

A

B

а б

Рис. 46

Как видим, углы на рисунке 46, а внешне существенно 
различаются. Это различие определено следующим свой-
ством. На лучах OA и OB выберем произвольно точки M и N 
(рис. 46, б). Отрезок MN принадлежит «зеленому» углу, 
а «синему» углу принадлежат лишь концы отрезка.

В дальнейшем, говоря «угол», будем подразумевать лишь 
тот из них, который содержит любой отрезок с концами на его 
сторонах. Ситуации, в которых придется 
рассматривать углы, не обладающие этим 
свойством, будут специально оговариваться.

Существует несколько способов обозна-
чения углов. Угол на рисунке 47 можно 
обозначить так: ∠MON, или ∠NOM, или 
просто ∠O (читают соответственно: «угол 
MON», «угол NOM», «угол O»).

A CB

Рис. 45

O

M

N

Рис. 47
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3. Луч. Угол. Измерение углов 27

На рисунке 48 изображено несколь-
ко углов, имеющих общую вершину. 
Здесь обозначение угла одной буквой 
может привести к путанице. В таких 
случаях углы удобно обозначать с по-
мощью цифр: ∠1, ∠2, ∠3 (читают со-
ответственно: «угол один», «угол два», 
«угол три»).

Определение. Угол, стороны которого являются допол­
нительными лучами, называют развернутым.

O BA

Рис. 49 Рис. 50

На рисунке 49 лучи ОА и ОВ являются дополнительны-
ми, поэтому углы, выделенные зеленым и желтым цветами, 
являются развернутыми.

Любая прямая делит плоскость на две полуплоскости, для 
которых эта прямая является границей (рис. 50). Считают, 
что прямая принадлежит каждой из двух полуплоскостей, 
для которых она является границей. А по-
скольку стороны развернутого угла образу-
ют прямую, то можно сказать, что разверну-
тый угол — это полуплоскость, на границе 
которой отмечена точка — вершина угла.

Опред ел ение. Два угла называют 
равными, если их можно совместить на­
ложением.

На рисунке 51 изображены равные углы 
ABC и MNK. Пишут: ∠ =∠ABC MNK.

A

CB

M

K
N

Рис. 51

O

1

3

2

Рис. 48
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Понятно, что все развернутые углы равны.
На рисунке 52 изображены угол AOB и луч OC, принад-

лежащий этому углу, но отличный от его сторон. Говорят, 
что луч OC проходит между сторонами угла AOB и делит 
его на два угла AOC и COB.

O

A

C

B

A

K

B

O

Рис. 52 Рис. 53

Определение. Биссектрисой угла называют луч с на­
чалом в вершине угла, делящий этот угол на два равных угла.

На рисунке 53 луч OK — биссектриса угла AOB. Значит, 
∠AOK = ∠KOB.

1°

A

B
O

Рис. 54 Рис. 55

Вы знаете, что каждый угол имеет величину. Для ее изме-
рения нужно выбрать единицу измерения — единичный угол. 
Выбрать его можно, например, так. Разделим развернутый 
угол на 180 равных углов (рис. 54). Угол, образованный двумя 
соседними лучами, принимают за единичный. Его величину 
называют градусом и записывают: 1°.

Например, градусная мера (величина) угла AOB (рис. 55) 
равна 20° (этот факт легко установить с помощью транспор-
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3. Луч. Угол. Измерение углов 29

тира). В таком случае говорят, что угол AOB равен 20°, и за-
писывают: ∠ = °AOB 20 .

Из принятого определения градуса следует, что градусная 
мера развернутого угла равна 180°.

На рисунке 56, а изображен старинный угломерный при-
бор астролябия (в переводе с греческого — «схватывающая 
звезды»). На протяжении многих веков именно такой прибор 
помогал мореплавателям находить путь, а астрономам — 
определять положение звезд. В наше время для измерения 
углов на практике используют астролябию (рис. 56, б), 
а также другие приборы специального назначения: теодолит 
(рис. 57) — для измерения на местности, буссоль (рис. 58) — 
в артиллерии, секстант (рис. 59) — в морском деле.

а Рис. 58. Буссоль

б

Рис. 56. Астролябия:
а — старинная; 

б — современная 

Рис. 57. Теодолит Рис. 59. Секстант

Для более точного измерения углов используют части 

градуса: 
1

60
 градуса равна одной минуте (1′), то есть 1° = 60′; 

1

60
 минуты называют секундой (1′′), то есть 1′ = 60′′. Напри-

мер, запись 23°15′11′′ означает, что градусная мера угла со-
ставляет 23 градуса 15 минут 11 секунд.
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Существуют и другие единицы измерения углов, напри-
мер, в морском деле используют единицу 1 румб (11°15′).

Определение. Угол, градусная мера которого равна 90°, 
называют прямым. Угол, градусная мера которого мень­
ше 90°, называют острым. Угол, градусная мера которого 
больше 90°, но меньше 180°, называют тупым.

На рисунке 60 изображены углы каждого из трех ука-
занных видов.

Прямой угол Острый угол Тупой угол

Рис. 60

Равные углы имеют равные величины, и наоборот, если 
величины углов равны, то равны и сами углы. 

Если величина угла ABC больше величины угла MNP, 
то говорят, что угол ABC больше угла MNP, и записывают: 
∠ABC > ∠MNP. Также говорят, что угол MNP меньше угла 
ABC, и записывают: ∠MNP < ∠ABC.

В дальнейшем, говоря «сумма углов», будем подразуме-
вать сумму величин этих углов.

Основное свойство величины угла. Если луч OC 
делит угол AOB на два угла AOC и COB, то ∠AOB = ∠AOC +
+ ∠COB (рис. 61).

O

A
C

B M

B C

DA

Рис. 61 Рис. 62
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3. Луч. Угол. Измерение углов 31

Задача. На рисунке 62 ∠ =∠AMC DMB, ∠ = °BMC 118 . 
Найдите угол1 AMB.

Решение. Имеем: ∠ =∠ +∠AMC AMB BMC,
∠ =∠ +∠DMB DMC BMC.
Поскольку ∠ =∠AMC DMB, то ∠ =∠AMB DMC.
Запишем: ∠ +∠ +∠ =∠ = °AMB BMC CMD AMD 180 .
Тогда 2 118 180∠ + ° = °AMB . Отсюда ∠ = °AMB 31 .
Ответ: 31°. 

 1. Как называют фигуру, образованную точкой, принадле­
жащей прямой, и одной из частей, на которые эта точка 
делит прямую? Как при этом называют данную точку?

 2. Как обозначают луч?
 3. Какие два луча называют дополнительными?
 4. Как называют фигуру, образованную двумя лучами с об­

щим началом и одной из частей, на которые эти лучи 
делят плоскость? Как при этом называют данные лучи? 
их общее начало?

 5. Как обозначают угол?
 6. Какой угол называют развернутым?
 7. Как называют части, на которые прямая делит плоскость?
 8. Какие два угла называют равными?
 9. Что называют биссектрисой угла?
10. В каких единицах измеряют углы?
11. Какова градусная мера развернутого угла?
12. Как называют угол, градусная мера которого равна 90°?
13. Какой угол называют острым?
14. Какой угол называют тупым?
15. Что можно сказать о величинах равных углов?
16. Что можно сказать об углах, величины которых равны?
17. Сформулируйте основное свойство величины угла.

?

1 Часто вместо «Найдите градусную меру угла...» говорят: «Найдите 
угол...».
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 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

49.° Проведите два луча AB и AC так, чтобы они не были до-
полнительными. Постройте для каждого из этих лучей 
дополнительный луч. Обозначьте и запишите все обра-
зовавшиеся лучи.

50.° Проведите отрезок AB и два луча AB и BA. Являются 
ли эти лучи дополнительными? Ответ обоснуйте.

51.° Начертите угол MNE и проведите лучи NA и NC между 
его сторонами. Запишите все образовавшиеся углы.

52.° Проведите лучи OA, OB, OC и OD так, чтобы луч OC про-
ходил между сторонами угла AOB, а луч OD — между 
сторонами угла BOC.

53.• Начертите два луча так, чтобы их общая часть была: 
1) точкой; 2) отрезком; 3) лучом.

УПРАЖНЕНИЯ

54.° Прямая EF пересекает прямые AB и CD (рис. 63). Укажите:
1) все образовавшиеся лучи с началом в точке M;
2) все пары дополнительных лучей с началом в точке K.

55.° Запишите все лучи, изображенные на рисунке 64. Ука-
жите, какие из них являются дополнительными лучами 
с началом в точке O.

K

F

D

B

C

A

M

E

O M
B

CA

D

A
B

D EC

Рис. 63 Рис. 64 Рис. 65

56.° Можно ли угол, изображенный на рисунке 65, обозначить 
так:
1) ∠ABC; 3) ∠ADC; 5) ∠ACE; 7) ∠BDE;
2) ∠ACD; 4) ∠DCA; 6) ∠BCD; 8) ∠ECD?
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57.° Запишите все углы, изображенные на рисунке 66.

A E

D

C
B

A
B C D E

O

F

О B

A

C

Рис. 66 Рис. 67 Рис. 68

58.° На рисунке 67 ∠ =∠ =∠ =∠ =∠AOB BOC COD DOE EOF.
1) Какой луч является биссектрисой угла AOC? угла DOF? 

угла BOF?
2) Биссектрисой каких углов является луч OC?

59.° На рисунке 68 луч OC — биссектриса угла AOB. Мож-
но ли совместить наложением: 1) углы AOC и BOC; 
2) углы  AOC и AOB?

60.° Луч BD делит угол ABC на два угла. Найдите:
1) угол ABC, если ∠ = °ABD 54 , ∠ = °CBD 72 ;
2) угол CBD, если ∠ = °ABC 158 , ∠ = °ABD 93 .

61.° Луч OP проходит между сторонами угла MOK. Найдите 
угол MOP, если ∠ = °MOK 172 , ∠ = °POK 85 .

62.° Верно ли утверждение:
1) любой угол, который меньше тупого, — острый;
2) угол, который меньше развернутого, — тупой;
3) угол, который меньше тупого угла в 2 раза, — острый;
4)  сумма двух острых углов больше прямого угла;
5) угол, который меньше разверну-

того угла в 2 раза, больше любого 
острого угла;

6) угол, который больше прямо-
го, — тупой?

63.° Из  вершины  прямого  угла  BOM 
(рис. 69) проведены два луча OA 
и OC так, что ∠ = °BOC 74 , ∠ =AOM
= °62 . Найдите угол AOC.

OB

C

A

M

Рис. 69
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64.° Из вершины развернутого угла ACP 
(рис. 70) провели два луча CT и CF 
так, что ∠ = °ACF 158 ,  ∠ = °TCP 134 . 
Найдите угол TCF.

65.° Угол CEF равен 152°, луч EM прохо-
дит между его сторонами, угол CEM 
на 18° больше угла FEM. Найдите 
углы CEM и FEM.

66.° Луч AK принадлежит углу BAD. Найдите углы BAK 
и DAK, если угол BAK в 7 раз меньше угла DAK 
и ∠ = °BAD 72 .

67.° На рисунке 71 равные углы отмечены дугами. Найдите 
углы ABC, MKE и STK, если в качестве единичного угла 
взять: 1) угол ABC; 2) угол MKE.

B

A

C M

K E

S

T

K

Рис. 71

68.• Точки A, B и C расположены на прямой так, что 
AB = 3 2,  см, AC = 4 8,  см, BC = 8 см. Являются ли лучи 
AB и AC дополнительными?

69.• На рисунке 72 угол ABC прямой, ∠ABE = ∠EBF = ∠FBC, 
лучи BD и BK — биссектрисы углов ABE и FBC соот-
ветственно. Найдите угол DBK.

B C
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F
EDA
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Рис. 72 Рис. 73
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Рис. 70
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Рис. 74 Рис. 75

70.• На рисунке 73 ∠ =∠ =∠AOC COD DOF, луч OB — биссек-
триса угла AOC, луч OE — биссектриса угла DOF, 
∠ = °BOE 72 . Найдите угол AOF.

71.• На рисунке 74 ∠ =∠AOB DOC. Есть ли еще на этом ри-
сунке равные углы? Ответ обоснуйте.

72.• Углы FOK и MOE равны (рис. 75). Равны ли углы FOM 
и KOE?

73.• Луч BK является биссектри сой угла CBD, ∠ = °ABK 146  
(рис. 76). Найдите угол CBD.

74.• Луч BK является биссектри сой угла CBD, ∠ = °CBD 54  
(рис. 76). Найдите угол ABK.

75.• На сколько градусов поворачива-
ется за 1 мин: 1) минутная стрелка; 
2) часовая стрелка?

76.• Найдите угол между стрелками 
часов, если они показывают: 1) 3 ч; 
2) 6 ч; 3) 4 ч; 4) 11 ч; 5) 7 ч.

77.•• Угол ABC равен 30°, угол CBD — 
80°. Найдите угол ABD. Сколько 
решений имеет задача?

78.•• Найдите угол MOK, если ∠ = °MON 120 , ∠ = °KON 43 . 
Сколько решений имеет задача?

79.•• Луч, проведенный из вершины прямого угла, делит его 
на два угла. Докажите, что угол между биссектрисами 
образовавшихся углов равен 45°.

80.•• Как, имея шаблон угла, равного 70°, построить угол, 
равный 40°?

81.•• Как, имея шаблон угла, равного 40°, построить угол, 
равный: 1) 80°; 2) 160°; 3) 20°?

C

K
D

A B

Рис. 76

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства36

82.•• Как, используя шаблон угла, равного 13°, построить 
угол, равный 2°?

83.* Как построить угол, равный 1°, используя шаблон угла, 
равного: 1) 19°; 2) 7°?

84.* Проведите шесть прямых, пересекающихся в одной точ-
ке. Верно ли, что среди образовавшихся при этом углов 
есть угол меньше 31°?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

85. Не отрывая карандаша от бумаги, прове-
дите через девять точек (рис. 77) четыре 
отрезка (возвращаться в исходную точку 
не обязательно).

4. Смежные и вертикальные углы

Определение. Два угла называют смежными, если 
у них одна сторона общая, а две другие являются дополни­
тельными лучами.

На рисунке 78 углы MOE и EON смежные.

Теорема 4.1. Сумма смежных углов равна 180°.
Доказательство.  Пусть углы AOC и COB смежные 

(рис. 79). Надо доказать, что ∠ +∠ = °AOC COB 180 .

E

O NM

C

O B

A

Рис. 78 Рис. 79

Поскольку углы AOC и COB смежные, то лучи OA и OB 
являются допол нительными. Тогда угол AOB развернутый. 
Следовательно, ∠ = °AOB 180 . Луч OC принадлежит углу AOB. 
По основному свойству величины угла имеем: ∠ +∠ =AOC COB
= ∠ = °AOB 180 . 

Рис. 77
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Определение. Два угла называют вертикальными, 
если стороны одного угла являются дополнительными лу­
чами сторон другого.

На рисунке 80 углы AOB и COD вертикальные.
Очевидно, что при пересечении двух прямых образуются 

две пары вертикальных углов, отличных от развернутого. 
На рисунке 80 углы AOC и BOD также вертикальные.

Теорема 4.2. Вертикальные углы равны.

Доказательство.   Если вертикальные углы явля-
ются развернутыми, то они равны.

На рисунке 81 углы 1 и 2 вертикальные и отличные от 
развернутого. Надо доказать, что ∠1 = ∠2.

Каждый из углов 1 и 2 смежный с углом 3. Тогда ∠ +∠ =1 3
= °180  и ∠ +∠ = °2 3 180 . Отсюда ∠ = °−∠1 180 3 и ∠ = °−∠2 180 3. 
Получаем, что градусные меры углов 1 и 2 равны, а значит, 
равны и сами углы. 

O

A

B

C

D

3

1 2
A B C D

Рис. 80 Рис. 81 Рис. 82

Задача.  На рисунке 82 ∠ =∠ABE DCP. Докажите, что 
∠ +∠ = °FBC BCP 180 .

Решение. ∠ +∠ = °DCP BCP 180 , так как углы DCP и BCP 
смежные. Углы DCP и ABE равны по условию. Углы ABE 
и FBC равны как вертикальные.

Следовательно,  ∠ =∠DCP FBC.  Тогда  ∠ +∠ =FBC BCP
= °180 . 

1. Какие два угла называют смежными?
2. Чему равна сумма смежных углов?
3. Какие два угла называют вертикальными?
4. Сформулируйте теорему о свойстве вертикальных углов.

?
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 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

86.° Начертите три угла: острый, прямой и тупой. Для каж-Начертите три угла: острый, прямой и тупой. Для каж-
дого из них постройте смежный угол.

87.° Начертите два неравных смежных угла так, чтобы их 
общая сторона была вертикальной.

УПРАЖНЕНИЯ

88.° Укажите пары смежных углов (рис. 83).

а

A

B

CD

б

O

K

M P

E

в

E

F 

M

N

C
E

F 

A B

C

D

г

Рис. 83

89.° Являются ли углы ABC и DBE вертикальными (рис. 84)?
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Рис. 84

90.° Сколько пар смежных углов изоб-
ражено на рисунке 85? Назовите их. 
Укажите пары вертикальных углов.

91.° Могут ли два смежных угла быть 
равными: 1) 24° и 156°; 2) 63° 
и 107°? Ответ обоснуйте.

O

A C

D B

Рис. 85
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92.° Найдите угол, смежный с углом: 1) 29°; 2) 84°; 3) 98°; 
4) 135°.

93.° Может ли пара смежных углов состоять:
1) из двух острых углов;
2) из двух тупых углов;
3) из прямого и тупого углов;
4) из прямого и острого углов?

94.° Один из смежных углов прямой. Каким является второй 
угол?

95.° Найдите угол, смежный с углом ABC, если: 1) ∠ABC =
 = 36°; 2) ∠ABC = 102°.

96.° Найдите углы 2, 3 и 4 (рис. 86), 
если ∠ = °1 42 .

97.° Найдите смежные углы, если:
1) один из них на 70° больше 

другого;
2) один из них в 8 раз меньше 

другого;
3) их градусные меры относятся как 3 : 2.

98.° Найдите смежные углы, если:
1) один из них в 17 раз больше другого;
2) их градусные меры относятся как 19 : 26.

99.° Верно ли утверждение:
1) для каждого угла можно построить только один вер-

тикальный угол;
2) для каждого угла, отличного от развернутого, можно 

построить только один смежный угол;
3) если углы равны, то они вертикальные;
4) если углы не равны, то они не вертикальные;
5) если углы не вертикальные, то они не равны;
6) если два угла смежные, то один из них острый, 

а второй — тупой;
7) если два угла смежные, то один из них больше дру-

гого;
8) если сумма двух углов равна 180°, то они смежные;
9) если сумма двух углов не равна 180°, то они не смежные;
10) если два угла равны, то смежные с ними углы также 

равны;

1

2

3

4

Рис. 86
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11) если смежные углы равны, то они прямые;
12) если равные углы имеют общую вершину, то они 

вертикальные;
13) если два угла имеют общую сторону, то они смеж-

ные?
100.• Сумма двух углов, образованных при пересечении двух 

прямых, равна 140°. Докажите, что эти углы верти-
кальные.

101.• Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если:
1) сумма двух из них равна 106°;
2) сумма трех из них равна 305°.

102.• Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если разность двух из них равна 64°.

103.• Три прямые пересекаются в одной точке (рис. 87). Най-Три прямые пересекаются в одной точке (рис. 87). Най-
дите сумму ∠ +∠ +∠1 2 3.

104.• Прямые AB, CD и MK пересекаются в точке O (рис. 88), 
∠ = °AOC 70 , ∠ = °MOB 15 . Найдите углы DOK, AOM 
и AOD.

 105.• Найдите угол между биссектрисами смежных 
углов.

 106.• Найдите угол между биссектрисами вертикальных 
углов.

107.• Углы ABF и FBC смежные, ∠ = °ABF 80 , луч BD при-
надлежит углу ABF, ∠ = °ABD 30 . Найдите угол между 
биссектрисами углов DBF и FBC.

108.• Углы AOB и BOC смежные, луч OD — биссектриса 
угла AOB, угол BOD на 18° меньше угла BOC. Найдите 
углы AOB и BOC.
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Рис. 87 Рис. 88
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Рис. 89 Рис. 90

109.• Найдите смежные углы MKE и PKE, если угол FKE на 24° 
больше угла PKE, где луч KF — биссектриса угла MKE.

110.• На рисунке 89 ∠ +∠ = °MAB ACB 180 . Докажите, что 
∠ =∠MAB KCB.

111.• На рисунке 90 ∠ =∠MBC BEF. Докажите, что ∠ABE +
+ ∠BED = 180°.

112.• Два угла имеют общую сторону, а их сумма равна 180°. 
Можно ли утверждать, что эти углы смежные?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

113. Разрежьте фигуру, изображенную на 
рисунке 91, на шесть частей двумя 
прямыми.

5. Перпендикулярные прямые

На рисунке 92 отмечены четыре угла, которые образова-е 92 отмечены четыре угла, которые образова- 92 отмечены четыре угла, которые образова- четыре угла, которые образова-
лись при пересечении прямых a и b. Легко показать (сделайте 

это самостоятельно), что если один из 
углов прямой (например, угол 1), то 
углы 2, 3 и 4 также прямые.

Определение. Две прямые называ­
ют перпендикулярными, если при их 
пересечении образовался прямой угол.

На рисунке 92 прямые a и b перпен-
дикулярны. Пишут: a ^ b или b ^ a.

Рис. 91

1

a

b
2

43

Рис. 92
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На рисунке 93 прямые AD и BC не 
перпендикулярны. При их пересечении 
образовались пара равных острых углов 
и пара равных тупых углов. Величину 
образовавшегося острого угла называют 
углом между прямыми AD и BC.

Если прямые перпендикулярны, то считают, что угол 
между ними равен 90°.

Из сказанного следует, что угол между двумя прямыми 
не превышает 90°. 

Определение. Два отрезка называют перпендику­
лярными, если они лежат на перпендикулярных прямых.

На рисунке 94 отрезки AB и CD перпендикулярны. Пи-
шут: AB ^ CD.
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B
B

A

C D DC B

A

Рис. 94

Также можно рассматривать перпендикулярность двух 
лучей, луча и отрезка, прямой и луча, отрезка и прямой. 
Например, на рисунке 95 изображены перпендикулярные 
отрезок CD и луч AB.

На рисунке 96 изображены прямая a и перпендикуляр-
ный ей отрезок AB, конец B которого принадлежит прямой a.  

A

B
C

D

A

B

a

Рис. 95 Рис. 96
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Рис. 93
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В таком случае говорят, что из точки A на прямую a опу­
стили перпендикуляр AB. Точку B называют основанием 
перпендикуляра AB.

Длину перпендикуляра AB называют расстоянием от точ­
ки A до прямой a. Если точка A принадлежит прямой a, то 
естественно считать, что расстояние от точки A до прямой a 
равно нулю.

На рисунке 97 изображен перпендикуляр OM, опущенный 
из точки O на прямую AB. Если основание этого перпендику-
ляра, точка M, принадлежит отрезку AB (лучу AB), то длину 
отрезка OM называют расстоянием от точки O до отрезка AB 
(луча AB).

Если точка принадлежит отрезку (лучу), то естественно 
считать, что расстояние от этой точки до отрезка (луча) равно 
нулю.

Опустим из точки A на прямую a перпендикуляр AB 
(рис. 98). Пусть X — произвольная точка прямой a, отличная 
от точки B. Отрезок AX называют наклонной, проведенной 
из точки A к прямой a.

Теорема 5.1. Через каждую точку прямой проходит 
только одна прямая, перпендикулярная данной.

Доказательство.  Отметим на прямой AB произ-
вольную точку M и построим прямой угол CMB (рис. 99). 
Тогда CM AB⊥ .

Предположим, что через точку M проходит еще одна пря-
мая MD, отличная от CM и перпендикулярная прямой AB.

Рассмотрим случай, когда луч MD принадлежит углу 
CMB. Тогда по основному свойству величины угла ∠CMB =
= ∠CMD + ∠DMB. Отсюда ∠CMB > ∠DMB. Однако на самом

O

M BA

A

B X

a A M B

DC

Рис. 97 Рис. 98 Рис. 99
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деле ∠ =∠ = °CMB DMB 90 . Следовательно, 
наше предположение неверно.

Аналогично рассматривают случай, когда 
луч MC принадлежит углу DMB. 

Вы умеете через произвольную точку M, 
не принадлежащую прямой a, проводить пря-
мую b, перпендикулярную прямой a (рис. 100). 
То, что такая прямая b единственная, дока-
жем в п. 7.

1. Какие две прямые называют перпендикулярными?
2. Каким символом обозначают перпендикулярные прямые?
3. Что называют углом между двумя пересекающимися пря­

мыми?
4. Какие два отрезка называют перпендикулярными?
5. Что называют расстоянием от точки до прямой?
6. Сколько через каждую точку прямой можно провести 

прямых, перпендикулярных данной?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

114.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 101. Пользуясь уголь-Перерисуйте в тетрадь рисунок 101. Пользуясь уголь-
ником, проведите через точку M прямую, перпендику-
лярную прямой a.

a

M a

M

a

M a

M

а б в г

Рис. 101

115.° Проведите прямую c и отметьте на ней точку K. Поль-
зуясь угольником, проведите через точку K прямую, 
перпендикулярную прямой c.

?

M

a

M

a

b

Рис. 100
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116.° Проведите прямую d и отметьте точку M, не принад-
лежащую ей. С помощью угольника проведите через 
точку M прямую, перпендикулярную прямой d.

117.° Начертите угол ABK, равный: 1) 73°; 2) 146°. Отметь-
те на луче BK точку C и проведите через нее прямые, 
перпендикулярные прямым AB и BK.

118.° Начертите два перпендикулярных отрезка так, что-Начертите два перпендикулярных отрезка так, что-
бы они: 1) пере секались и не имели общего конца;  
2) не имели общих точек; 3) имели общий конец.

119.° Начертите два перпендикулярных луча так, чтобы они: 
1) пересекались; 2) не имели общих точек.

УПРАЖНЕНИЯ

120.° На рисунке 102 прямые AC и DK перпендикулярны. 
Перпендикулярны ли: 1) отрезки AB и BK; 2) отрез-
ки BC и DF; 3) лучи BC и BK; 4) отрезок AB и луч FD?

121.° Может ли угол между прямыми быть равным: 1) 1°; 
2) 80°; 3) 90°; 4) 92°; 5) 101°? 

122.• Докажите, что если биссектрисы углов AOB и BOC 
перпендикулярны, то точки A, O и C лежат на одной 
прямой.

123.• На рисунке 103 AB CD⊥ , ∠ = °COK 42 , ∠MOC + ∠BOK =
= 130°. Найдите: 1) угол MOK; 2) угол MOD.

124.• На рисунке 104 AC DK⊥ ,  OB BF⊥ ,  ∠ = °DBO 54 . Най-
дите угол ABF.

A

B

K
C

F
D

K

B

M

A O

D

C

K

A B

D

O

C

F

Рис. 102 Рис. 103 Рис. 104
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125.• Угол ABC равен 160°, лучи BK и BM 
проходят между сторонами этого угла 
и перпендикулярны им. Найдите 
угол MBK.

126.• На рисунке 105 BF AC⊥ ,  BD BK⊥ .  
Докажите, что ∠ =∠ABD FBK.

127.• На рисунке 105 ∠ABD = ∠FBK, 
∠DBF = ∠KBC. Докажите, что BF AC⊥ .

128.•• Из вершины угла ABC, равного 70°, проведены лучи BD 
и BF так, что BD ^ BA, BF ^ BC, лучи BD и BC при-
надлежат углу ABF. Найдите углы DBF и ABF.

129.* Пользуясь угольником и шаблоном угла, равного 17°, 
постройте угол, равный: 1) 5°; 2) 12°.

130.* Пользуясь угольником и шаблоном угла, равного 20°, 
постройте угол, равный 10°.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

131. На рисунке 106 прямая пересекает 
все стороны восьмиугольника. Может 
ли прямая пересекать все стороны 
тринадцатиугольника, не проходя ни 
через одну из его вершин?

6. Аксиомы

В предыдущих пунктах были доказаны четыре теоремы. 
Каждый раз, доказывая новое свойство фигуры, мы опирались 
на ранее известные геометрические факты. Например, при 
доказательстве теоремы о вертикальных углах было исполь-
зовано свойство смежных углов. Руководствуясь этим прин-
ципом, мы докажем еще много новых теорем. Но уже сейчас, 

A B C

KF

D

Рис. 105

Рис. 106
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на начальном этапе изучения геометрии, возникает естествен-
ный вопрос: если свойства геометрических фигур изучают по 
принципу «новое из старого», то должны существовать перво-
начальные факты, и тогда на чем основано доказательство их 
истинности? Ведь до них никаких истинных утверждений не 
было. Решить эту проблему можно единственным способом: 
принять первые свойства без доказательств. Так и поступают 
математики. Эти свойства называют аксиомами.

В качестве аксиом выбирают утверждения, которые про-
сты, очевидны и не вызывают сомнений. Ведь недаром слово 
«аксиома» происходит от греческого «аксиос», что означает 
«достойный признания».

Некоторые аксиомы были сформулированы в предыдущих 
пунктах. Мы назвали их основными свойствами. 

Часть аксиом мы не выделяли каким-то специальным 
образом, а просто привели как наглядно очевидные утверж-
дения. Так, в пп. 2, 3 были сформулированы следующие 
аксиомы:

для любых двух точек существует единственный отрезок, 
для которого эти точки являются концами;

каждый отрезок имеет определенную длину;

каждый угол имеет определенную величину.

Мы опирались и на некоторые другие истинные утверж-
дения, принятые без доказательства, то есть, по сути, на ак-
сиомы, которые, однако, не были сформулированы в явном 
виде. Например, в п. 1, описывая рисунок 13, мы фактически 
использовали такую аксиому:

какова бы ни была прямая, существуют точки, принад­
лежащие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей.

Аксиомы используют не только в математике. Нередко 
в обыденной жизни любое истинное утверждение, не требую-
щее обоснования, называют аксиомой. Например, говорят: 
«После марта наступит апрель. Это аксиома».

Аксиомы возникают не только из практики или наблю-
дений.
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Для каждого гражданина Украины Конституция — это 
список аксиом. Поэтому аксиому можно рассматривать как 
закон или правило. Но законы (правила игры) принимают, то 
есть они возникают в результате договоренности людей между 
собой. Следовательно, аксиомы геометрии можно также рас-
сматривать как утвержденные правила, на основании которых 
геометры, как каменщики, строят здание науки (рис. 107).

Рис. 107

Тогда у вас может возникнуть вопрос: «Неужели на гео-
метрию можно смотреть как на игру, например такую, как 
шахматы?» В какой-то степени — да. Но при этом надо 
понимать, что шахматные правила, а значит, и сама игра 
возникли благодаря человеческой фантазии. Вместе с тем 
геометрические правила (аксиомы) возникли из практики 
и наблюдений. Поэтому геометрия, в отличие от шахмат, 
используется очень широко.

Если вы изберете профессию математика, то сможете 
ознакомиться с совершенно иными геометриями, которые 
отличаются от изучаемой в школе тем, что они строятся 
на других аксиомах.
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  ИЗ ИСТОРИИ ГЕОМЕТРИИ

Когда и где возникли первые геометри-
ческие сведения? Специалисты не отве- 
чают на этот вопрос однозначно. Одни 
считают, что первооткрывателями были 
египетские и вавилонские землемеры, 
жившие за 4000 лет до н. э.; другие пола-
гают, что геометрия зародилась в Древнем 
Египте 5000 лет назад.

Может показаться странным, но во-
прос, когда возникла наука геометрия, 
не вызывает споров. Историки едины во мнении: в VI веке 
до н. э. Такое единодушие, на первый взгляд, может удивить: 

ведь и до того времени народы древнего 
мира накопили огромный объем гео-
метрических знаний. Например, совер-
шенно очевидно, что без геометрического 
опыта египтяне не подарили бы миру 
одно из семи чудес света — пирамиды. 
И все-таки, почему обилие накопленных 
геометрических фактов неравносильно 
существованию геометрической науки?

Геометрия стала наукой лишь тог-
да, когда ее истины начали устанавли-
вать путем доказательства.

Появление «доказательной геомет-
рии» связано с именем первого из «семи 
мудрецов» — Фалеса Милетского1 (ок. 
625–547 гг. до н. э.) — философа, уче-
ного, купца и государственного деятеля.

Задолго до Фалеса было известно, что 
вертикальные углы равны, что диаметр 
делит круг на две равные части. Никто 
в истинности этих фактов не сомневался. 

Древний папирус

Фалес Милетский

1 Милет — порт в Малой Азии на побережье Эгейского моря.

Египетские пирамиды
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А Фалес доказал их, тем самым прославив 
себя.

В VI–III вв. до н. э. благодаря ученым 
Древней Греции, таким как Пифагор, 
Евдокс, Архит, Теэтет, Евклид (Эвклид), 
Архимед, геометрия из прикладной науки 
превратилась в математическую теорию.

Книгу, по которой изучали геометрию 
более 2000 лет, без преувеличения можно 
назвать великой. Она называется «Нача-
ла», ее автор — Евклид (ок. 365–300 гг. 
до н. э.). К сожалению, о самом Евклиде 
мало что известно. В таких случаях лич-
ность обрастает легендами, одна из кото-

рых весьма поучительна. Царь Птолемей I спросил Евклида, 
существует ли более простой путь познания геометрии, чем 
изложенный в «Началах». Евклид ответил: «В геометрии нет 
царских дорог».

«Начала» Евклида

Евклид
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А какой же путь в геометрию избрал Евклид в своих «На-
чалах»? Аксиоматический. В фундаменте науки — список 
простейших фактов. Их называют постулатами (от латин-латин-
ского postulatum — «требование») и аксиомами. Затем на 
их основе путем логических рассуждений доказывают все 
другие свойства — теоремы.

Постулатов у Евклида пять. Приведем первые четыре.

I постулат. Требуется, чтобы от каждой точки ко всякой 
другой точке можно было провести прямую 
линию.

II постулат. И чтобы каждую прямую можно было неогра-
ниченно продолжить.

III постулат. И чтобы из любого центра можно было описать 
окружность любого радиуса.

IV постулат. И чтобы все прямые углы были равны.

О пятом постулате мы расскажем после п. 14.
На протяжении многих веков с «Началами» Евклида по 

популярности могла сравниться разве что Библия. Так, еще 
в конце XIX в. в ряде европейских стран геометрию препо-
давали по упрощенным изданиям «Начал».

И сейчас геометрия, которую изучают в школе, во многом 
следует идеям Евклида.

ЗАДАНИЕ № 1 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ

1. Сколько прямых определяют три точки, не лежащие на 
одной прямой?
А) 2; Б) 4; В) 3; Г) 1.

2. Сколько можно провести отрезков, содержащих две за-
данные точки?
А) 1; Б) 2; В) 3; Г) бесконечно много.

3. Точка M является внутренней точкой отрезка PQ. Какое 
из следующих утверждений верно?
А) PM + MQ = PQ; В) MQ = PQ + PM;
Б) PQ = PM – MQ; Г) PM = PQ + MQ.
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4. Точки A, B и C лежат на одной прямой, причем BC = 8 см, 
AB – BC = 8 см. Какое из следующих утверждений верно?
А) Точка A — середина отрезка BC;
Б) точка B — середина отрезка AC;
В) точка C — середина отрезка AB;
Г) точки A и B совпадают.

5. Отрезок AB равен 12 см. Сколько на прямой AB суще-
ствует точек, сумма расстояний от каждой из которых до 
концов отрезка AB равна 14 см?
А) Бесконечно много; Б) 1; В) 2; Г) ни одной.

6. Отрезок AB равен 12 см. Сколько на прямой AB суще-
ствует точек, сумма расстояний от каждой из которых до 
концов отрезка AB равна 12 см?
А) Ни одной; Б) 2; В) бесконечно много; Г) 1.

7. Два луча являются дополнительными, если:
А) они имеют общее начало;
Б) их объединением является прямая и они имеют общее 

начало;
В) они принадлежат одной прямой;
Г) их объединением является прямая.

8. Какое обозначение угла, изображенного 
на рисунке, неверно?
А) ∠O; В) ∠MON; 
Б) ∠OMN;  Г) ∠NOM.

9. Какое из следующих утверждений неверно?
А) Смежные углы имеют общую вершину;
Б) смежные углы имеют общую сторону;
В) всегда один из смежных углов острый, а другой — 

тупой;
Г) если углы AOC и COB смежные, то лучи OA и OB до-

полнительные.
10. Какое из следующих утверждений неверно?

А) Вертикальные углы равны;
Б) если углы равны, то они вертикальны;
В) вертикальные углы имеют общую вершину;
Г) стороны вертикальных углов образуют две пары до-

полнительных лучей.

M

O
N
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11. Какое из следующих утверждений верно?
А) Перпендикулярные отрезки всегда имеют общую точку;
Б) перпендикулярные лучи всегда имеют общую точку;
В) перпендикулярные прямые всегда имеют общую точку;
Г) перпендикулярные луч и отрезок всегда имеют общую 

точку.

ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 1

Основное свойство прямой
Через любые две точки можно провести прямую, и при-
том только одну.

Пересекающиеся прямые
Две прямые, имеющие общую точку, называют пере-
секающимися.

Теорема о двух пересекающихся прямых
Любые две пересекающиеся прямые имеют только одну 
общую точку.

Равные отрезки
Два отрезка называют равными, если их можно совме-
стить наложением.
Равные отрезки имеют равные длины, и наоборот, если 
длины отрезков равны, то равны и сами отрезки.

Основное свойство длины отрезка
Если точка C является внутренней точкой отрезка AB, 
то отрезок AB равен сумме отрезков AC и CB, то есть 
AB = AC + CB.

Расстояние между точками
Расстоянием между точками A и B называют длину от-
резка AB.

Дополнительные лучи
Два луча, имеющих общее начало и лежащих на одной 
прямой, называют дополнительными.

Развернутый угол
Угол, стороны которого являются дополнительными лу-
чами, называют развернутым.
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Равные углы
Два угла называют равными, если их можно совместить 
наложением.
Равные углы имеют равные величины, и наоборот, если 
величины углов равны, то равны и сами углы.

Биссектриса угла
Биссектрисой угла называют луч с началом в вершине 
угла, делящий этот угол на два равных угла.

Прямой, острый, тупой углы
Угол, градусная мера которого равна 90°, называют 
прямым. 
Угол, градусная мера которого меньше 90°, называют 
острым. 
Угол, градусная мера которого больше 90°, но меньше 
180°, называют тупым.

Основное свойство величины угла
Если луч OC делит угол AOB на два угла AOC и COB, 
то ∠AOB = ∠AOC + ∠COB.

Смежные углы
Два угла называют смежными, если у них одна сторона 
общая, а две другие являются дополнительными лучами.

Свойство смежных углов
Сумма смежных углов равна 180°.

Вертикальные углы
Два угла называют вертикальными, если стороны одного 
угла являются дополнительными лучами сторон другого.

Свойство вертикальных углов
Вертикальные углы равны.

Перпендикулярные прямые
Две прямые называют перпендикулярными, если при их 
пересечении образовался прямой угол.

Теорема о прямой, перпендикулярной данной
Через каждую точку прямой проходит только одна пря-
мая, перпендикулярная данной.
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ТРЕУГОЛЬНИКИ §2
Как, не накладывая один треугольник на другой, 
узнать, равны ли они? Какими свойствами обладают 
равнобедренный и равносторонний треугольники?
Как «устроена» теорема? На эти и многие другие во­
просы вы найдете ответы в данном параграфе.
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7. Равные треугольники. 
Высота, медиана, биссектриса треугольника

Рассмотрим три точки A, B, C, не лежащие на одной пря-
мой. Соединим их отрезками AB, BC, CA. Полученная фигура 
ограничивает часть плоскости, выделенную на рисунке 108 
зеленым цветом. Эту часть плоскости вместе с отрезками AB, 
BC и CA называют треугольником. Точки A, B, C называют 
вершинами треугольника, а отрезки AB, BC, CA — сторонами 
треугольника.

Треугольник называют и обозначают по его вершинам. 
Треугольник, изображенный на рисунке 108, обозначают так: 
DABC, или DBCA, или DACB (читают: «треугольник ABC», 
«треугольник BCA» и т. д.).

A

B

C

B

A C

Рис. 108 Рис. 109

Углы BAC, ABC, BCA (рис. 109) называют углами тре­
угольника ABC.

В треугольнике ABC (рис. 109), например, угол B назы-
вают углом, противолежащим стороне AC, а углы A и C — 
углами, прилежащими к стороне AC, сторону AC — стороной, 
противолежащей углу B, стороны AB и AC — сторонами, 
прилежащими к углу A.

Определение. Периметром треугольника называ­
ют сумму длин всех его сторон.

Периметр обозначают буквой P. Например, для периметра 
треугольника MNK используют обозначение P

MNK
. 

Определения. Треугольник называют остроуголь­
ным, если все его углы острые.

Треугольник называют прямоугольным, если один из 
его углов прямой.
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Треугольник называют тупоугольным, если один из 
его углов тупой (рис. 110).

Остроугольный  
треугольник

Прямоугольный  
треугольник

Тупоугольный  
треугольник

Рис. 110

Определение. Два треугольника называют равными, 
если их можно совместить наложением.

На рисунке 111 изображены равные треугольники ABC 
и A B C1 1 1. Записывают: ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1. Эти треугольники 
можно совместить так, что вершины A и A

1
, B и B

1
, C и C

1
 

совпадут. Тогда можно записать: ∠ =∠A A1, ∠ =∠B B1, ∠ =∠C C1, 
AB A B= 1 1, BC B C= 1 1, CA C A= 1 1.

Те стороны и те углы, которые со-
вмещаются при наложении равных тре-
угольников, называют соответственны­
ми сторонами и соответственными угла­
ми. Так, на рисунке 111 стороны AC 
и A

1
C

1
, углы A и A

1
 соответственные.

Обычно на рисунках равные сторо-
ны отмечают одинаковым количеством 
черточек, а равные углы — одинаковым 
количеством дуг (рис. 111).

Заметим, что в равных треугольни-
ках против соответственных углов 
лежат соответственные стороны, 
и наоборот, против соответствен-
ных сторон лежат соответственные  
углы.

B

A C

B1

A1 C1

Рис. 111
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Основное свойство равенства треугольников. 
Для данного треугольника ABC и данного луча A

1
M су­

ществует треугольник A
1
B

1
C

1
, равный треугольнику ABC, 

такой, что AB = A
1
B

1
, BС = B

1
C

1
, AC = A

1
C

1
 и сторона A

1
B

1
 

принадлежит лучу A
1
M, а вершина C

1 
лежит в заданной 

полуплоскости относительно прямой A
1
M (рис. 112).

C1

B1

A1

C

BA

М B

O

A

a

Рис. 112 Рис. 113

Теорема 7.1. Через точку, не принадлежащую данной 
прямой, проходит только одна прямая, перпендикулярная 
данной.

Доказательство.   Рассмотрим прямую a и не при-
надлежащую ей точку O. Предположим, что через точку O 

проходят две прямые OA и OB, перпенди-
кулярные прямой a (рис. 113).

В силу основного свойства равенства 
треугольников существует треугольник O

1
AВ, 

равный треугольнику OAB, такой, что АО =
= АO

1
 и ВО = ВO

1
 (рис. 114). Тогда ∠OAB =

= ∠O
1
AB. Следовательно, ∠ = °O AB1 90 . От-

сюда ∠ = °OAO1 180 , а значит, точки O, A, O
1
 

лежат на одной прямой.
Аналогично доказывают, что точки 

O, B, O
1
 также лежат на одной прямой. 

Но тогда прямые OA и OB имеют две точ-
ки пересечения: O и O

1
. А это противо-

речит теореме 1.1. Следовательно, наше  

O

A B

a

O1

Рис. 114
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предположение неверно. Таким образом, через точку O про-
ходит одна прямая, перпендикулярная прямой a. 

Возможно, вы заметили, что определения равных отрез-
ков, равных углов и равных треугольников очень похожи. 
Поэтому целесообразно принять следующее определение 
равных фигур.

Определение. Две фигуры называют равными, если 
их можно совместить наложением.

На рисунке 115 изображены равные 
фигуры Ф1  и Ф2. Пишут: Ф Ф1 2= .  

Понятно, что любые две прямые (два 
луча, две точки) равны.

Опред ел ение. Перпендикуляр, 
опущенный из вершины треугольника 
на прямую, содержащую противоле­
жащую сторону, называют высотой 
треугольника.

На рисунке 116 отрезки BB
1
 и CC

1
 — 

высоты треугольника ABC.

Определение. Отрезок, соединяющий вершину тре­
угольника с серединой противолежащей стороны, называют 
медианой треугольника.

На рисунке 117 отрезок AM — медиана треугольника ABC.

Определение. Отрезок биссектрисы угла треугольника, 
соединяющий вершину треугольника с точкой противолежа­
щей стороны, называют биссектрисой треугольника.

CA B1

B

C1

A C

B

M

Рис. 116 Рис. 117

Ф
1

Ф
2

Рис. 115
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A CL

B

lc

ha

mb

A C

B

Рис. 118 Рис. 119

На рисунке 118 отрезок BL — биссектриса треугольни-
ка ABC.

Каждый треугольник имеет три высоты, три медианы 
и три биссектрисы.

Часто длины сторон треугольника, противолежащих 
углам A, B, C, обозначают соответственно a, b, c. Длины вы-
сот обозначают ha, hb, hc, медиан — ma, mb, mc, биссектрис — 

la, lb, lc. Индекс показывает, к какой стороне проведен от-

резок (рис. 119).

 1. Как называют и обозначают треугольник?
 2. Что называют периметром треугольника?
 3. Какие существуют виды треугольников в зависимости 

от вида их углов?
 4. Какой треугольник называют прямоугольным? тупоуголь­

ным? остроугольным?
 5. Какие два треугольника называют равными?
 6. Как называют те пары сторон и пары углов равных тре­

угольников, которые совмещаются при наложении?
 7. Какие две фигуры называют равными?
 8. Что называют высотой треугольника?
 9. Что называют медианой треугольника?
10. Что называют биссектрисой треугольника?
11. Сколько у каждого треугольника высот? медиан? бис­

сектрис?

?
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 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

132.° Начертите треугольник:
1) остроугольный;
2) прямоугольный;
3) тупоугольный.
Проведите из каждой вершины треу-
гольника высоту.

133.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 120, 
проведите высоту, общую для трех 
изображенных треугольников. У ка-
кого из них эта высота расположена 
вне треугольника?

134.° Перерисуйте в тетрадь треугольники, 
изображенные на рисунке 121, про-
ведите в каждом из них все высоты.

а б в

Рис. 121

135.° Начертите произвольный треугольник и проведите все 
его медианы.

136.° Начертите произвольный треугольник и проведите все 
его биссектрисы.

A

B

D

C

Рис. 120
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УПРАЖНЕНИЯ

137.° Начертите произвольный треугольник, обозначьте его 
вершины буквами M, K и E. Укажите:
1) сторону, противолежащую углу M;
2) угол, противолежащий стороне MK;
3) стороны, прилежащие к углу K;
4) углы, прилежащие к стороне KE.

138.° Запишите стороны, вершины, углы треугольника CEF 
(рис. 122). Укажите:
1) угол, противолежащий стороне CF;
2) углы, прилежащие к стороне CE;
3) сторону, противолежащую углу E;
4) стороны, прилежащие к углу F.

139.° Одна из сторон треугольника в 
5 раз меньше второй и на 25 см 
меньше третьей. Найдите стороны 
треугольника, если его периметр 
равен 74 см.

140.° Стороны треугольника относятся как 5 : 7 : 11, а сумма 
наибольшей и наименьшей сторон равна 80 см. Вычис-
лите периметр треугольника.

141.° Периметр треугольника равен 48 см, а его стороны от-
носятся как 7 : 9 : 8. Найдите стороны треугольника.

142.° Треугольники APK и MCE равны, углы A и C соответ-
ственные, PK =10  см. Найдите сторону ME.

143.° Треугольники ABC и DEF равны, стороны AB и DE, BC 
и DF соответственные, ∠ = °B 32 . Найдите угол D.

144.° Треугольники ABC и KTM равны, углы A и M, B и K 
соответственные, ∠ = °C 40 , MK =5 см. Найдите угол T 
и сторону AB.

E

F

C

Рис. 122
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145.° Верно ли утверждение:
1) если треугольники равны, то их периметры также 

равны;
2) если периметры двух треугольников равны, то и сами 

треугольники равны?

146.° Какие из элементов треугольника — биссектриса, ме-
диана, высота — всегда принадлежат треугольнику?

147.° Какой из элементов треугольника — биссектриса, 
медиана, высота — может совпадать с его стороной? 
Укажите вид треугольника, для которого это возможно.

148.° 1) Может ли одна высота треугольника принадлежать 
ему, а две другие — нет?
2) Может ли только одна высота треугольника совпадать 

с его стороной?
3) В каком треугольнике три высоты пересекаются в его 

вершине?

149.• Медиана BD треугольника ABC разбивает его на два 
треугольника, периметры которых равны 32 см и 36 см. 
Найдите периметр треугольника ABC, если BD =10 см.

150.• Медиана треугольника, периметр которого равен 60 см, 
разбивает его на два треугольника, периметры которых 
равны 36 см и 50 см. Чему равна длина этой медианы?

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

151. На рисунке 123 KP PE EF FT= = = =1 см. Какие равные 
отрезки есть еще на этом рисунке? Найдите их длины.

K P E F T

Рис. 123

152. Луч BD разбивает угол ABC, равный 72°, на два 
угла ABD и CBD так, что ∠ = ∠ABD CBD5 . Луч BK про-
ходит так, что луч BA является биссектрисой угла DBK. 
Определите градусную меру и вид угла DBK.
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 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

153. Разрежьте каждую из фигур, изображенных на рисун-
ке 124, на две равные фигуры (разрезать не обязательно 
по линиям сетки).

а б в г д

Рис. 124

8. Первый и второй признаки 
равенства треугольников

Если для треугольников ABC и A B C1 1 1 выполняются шесть 
условий: ∠ =∠A A1, ∠ =∠B B1, ∠ =∠C C1, AB A B= 1 1, BC B C= 1 1, 
CA C A= 1 1, то очевидно, что эти треугольники совпадут при 
наложении. Значит, они равны.

Попробуем уменьшить количество условий. Например, 
оставим лишь два равенства: AB A B= 1 1  и BC B C= 1 1. В этом 
случае треугольники ABC и A B C1 1 1 могут оказаться неравны-
ми (рис. 125).

C C1

B1

A1

B

A

Рис. 125

Как же сократить список требований до минимума, но 
при этом сохранить равенство треугольников? На этот вопрос 
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отвечают теоремы, которые называют признаками равенства 
треугольников.

Теорема 8.1 (первый признак равенства тре­
угольников: по двум сторонам и углу между ними). 
Если две стороны и угол между ними одного треугольника 
равны соответственно двум сторонам и углу между ними 
другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство.   Рассмотрим треугольники ABC 
и A B C1 1 1, у которых AB A B= 1 1, BC B C= 1 1, ∠ =∠B B1 (рис. 126). 
Докажем, что ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1.

Наложим треугольник ABC на тре-
угольник A B C1 1 1 так, чтобы луч BA сов-
местился с лучом B A1 1, а луч BC совме-
стился с лучом B C1 1. Это можно сделать, 
так как по условию ∠ =∠B B1. Поскольку 
по условию BA B A= 1 1 и BC B C= 1 1, то при 
таком наложении сторона BA совме-
стится со стороной B A1 1, а сторона BC — 
со стороной B C1 1. Следовательно, тре-
угольники ABC и A B C1 1 1 полностью совме-
стятся, значит, они равны. 

Определение. Прямую, перпендикулярную отрезку 
и проходящую через его середину, называют серединным 
перпендикуляром отрезка.

На рисунке 127 прямая a — серединный перпендикуляр 
отрезка AB. Заметим, что точки A и B равноудалены от пря-
мой a.

Теорема 8.2. Каждая точка серединного перпендику­
ляра отрезка равноудалена от концов этого отрезка.

Доказательство.  Пусть X — произ-
вольная точка серединного перпендикуля-
ра a отрезка AB. Надо доказать, что XA XB= .

Пусть точка M — середина отрезка AB. 
Если точка X совпадает с точкой M (а это воз-
можно, так как X — произвольная точка пря-
мой a), то XA XB= .

C

B

A

C1

B1

A1

Рис. 126

A

B

a

Рис. 127
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Если точки X и M не совпадают, то 
рассмотрим треугольники AXM и BXM 
(рис. 128). В этих треугольниках AM =
= MB, так как точка M — середина отрез-
ка AB, сторона XM — общая, ∠AMX =
= ∠BMX = 90°. Следовательно, треуголь-
ники AXM и BXM равны по двум сто-
ронам и углу между ними, то есть по 
первому признаку равенства треуголь-
ников. Значит, отрезки XA и XB равны 
как соответственные стороны равных 
треугольников. 

Теорема  8.3 (второй  признак  равенства  тре­
угольников:  по стороне и двум прилежащим к ней 
углам) . Если сторона и два прилежащих к ней угла одно­
го треугольника равны соответственно стороне и двум 
прилежащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Доказательство.   Рассмотрим треугольники ABC 
и A B C1 1 1, у которых AC A C= 1 1, ∠ =∠A A1, ∠ =∠C C1 (рис. 129). 
Докажем, что ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1.

Наложим треугольник ABC на тре-
угольник A B C1 1 1 так, чтобы точка A 
совместилась с точкой A

1
, отрезок AC — 

с отрезком A
1
C

1
 (это возможно, так как 

AC A C= 1 1)  и точки B и B
1
 лежали 

в одной полуплоскости относительно 
прямой A C1 1.  Поскольку ∠ =∠A A1  
и ∠ =∠C C1, то луч AB совместится с лу-
чом A B1 1, а луч CB — с лучом C B1 1. 
Тогда точка B — общая точка лучей 
AB и CB — совместится с точкой B

1
 — 

общей точкой лучей A B1 1 и C B1 1. Зна-
чит, треугольники ABC и A B C1 1 1 пол-
ностью совместятся, следовательно, 
они равны. 

A B

X
a

M

Рис. 128

C

B

A

C1

B1

A1

Рис. 129
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Задача. На рисунке 130 точка O — 
середина отрезка BD, ∠ =∠ABO CDO. 
Докажите, что BC AD= .

Решение. Рассмотрим треугольни-
ки AOB и COD. Так как точка O — сере-
дина отрезка BD, то BO OD= . По условию 
∠ =∠ABO CDO. Углы AOB и COD равны 
как вертикальные. Следовательно, ∆ ∆AOB COD=  по стороне 
и двум прилежащим углам, то есть по второму признаку ра-
венства треугольников. Отсюда AB CD=  как соответственные 
стороны равных треугольников. Заметим, что BD — общая 
сторона треугольников ABD и CDB. Также по условию 
∠ =∠ABD CDB. Следовательно, треугольники ABD и CDB 
равны по двум сторонам и углу между ними, то есть по перво-
му признаку равенства треугольников. Тогда BC AD= . 

1. Сформулируйте первый признак равенства треугольников.
2. Какую прямую называют серединным перпендикуляром 

отрезка?
3. Каким свойством обладают точки серединного перпенди­

куляра отрезка?
4. Сформулируйте второй признак равенства треугольников.

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

154.° С помощью линейки и транспортира постройте треуголь-
ник, две стороны которого равны 3 см и 6 см, а угол 
между ними — 40°.

155.° С помощью линейки и транспортира постройте треуголь-
ник, две стороны которого равны 3 см и 4 см, а угол 
между ними — 90°. Укажите вид этого треугольника.

156.° С помощью линейки и транспортира постройте тре-
угольник, одна сторона которого равна 3 см, а углы, 
прилежащие к этой стороне, — 100° и 20°. Укажите 
вид этого треугольника.

?

A D

CB

O

Рис. 130

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 2. Треугольники68

157.° С помощью линейки и транспортира постройте тре-
угольник, одна сторона которого равна 6 см, а углы, 
прилежащие к этой стороне, — 90° и 45°.

158.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 131. С помощью уголь-
ника и линейки найдите на прямой l точку, равноуда-
ленную от концов отрезка AB.

A

B
l

B

A

C

D

Рис. 131 Рис. 132

159.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 132. С помощью уголь-
ника и линейки найдите точку, которая равноудалена 
от точек A и B и в то же время равноудалена от то-
чек C і D.

УПРАЖНЕНИЯ

160.° На рисунке 133 AC DC= , BC EC= . Докажите, что 
∆ ∆ABC DEC= . 

161.° На рисунке 134 AB AD= , ∠ =∠BAC DAC. Докажите, что 
∆ ∆ABC ADC= .

A

B

C

D

E

A

B

C

D

Рис. 133 Рис. 134
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162.° На рисунке 135 AB CD= , ∠ =∠1 2, AD =7см, ∠ = °C 34 . 
Найдите отрезок BC и угол A.

163.° На рисунке 136 AO OD= , BO OC= . Найдите сторо-
ну CD и угол OCD треугольника OCD, если AB = 8 см, 
∠ = °OBA 43 .

A

B C

D

1
2

A

B C

D

O

Рис. 135 Рис. 136

164.° Дано: OA OC= , OB OD=  (рис. 137). Докажите, что 
∠ =∠OAD OCB.

165.° Дано: ∠ =∠ADC ADB, BD CD=  (рис. 138). Докажите, 
что AB AC= .

A
B

C
D

O

A

B

D

C

Рис. 137 Рис. 138

166.° Из точек A и B, лежащих в одной полуплоскости от-
носительно прямой a на одинаковом расстоянии от нее, 
опущены на эту прямую перпендикуляры AC и BD. 
Найдите угол ACB, если ∠ = °ADC 25 .

167.° Отрезки AD и BC пересекаются в точ-
ке O и делятся этой точкой попо-
лам. Найдите угол ACD, если ∠ =ABC  
= °64 , ∠ = °ACO 56 .

168.° На рисунке 139 AB ^ BD, CD ^ BD, 
точка O — середина отрезка BD. До-
кажите, что ∆ ∆ABO CDO= .

O

A

B

C

D

Рис. 139
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169.° На рисунке 140 ∠ =∠1 2, ∠ =∠3 4, AB = 8 см, BC = 6 см. 
Найдите стороны AD и CD треугольника ADC.

170.° На рисунке 141 ∠ =∠ABC DEF, BO OE= . Докажите, что 
∆ ∆BCO EFO= .

CD

A B

3
2

4
1

O

B EA D

C F

Рис. 140 Рис. 141

171.° На рисунке 142 ∠ =∠BAO DCO, ∠ =∠BAC DCA. Дока-
жите, что ∆ ∆ABC CDA= .

A

D

C

B
O A

D

B

C
K

Рис. 142 Рис. 143

172.° На сторонах угла с вершиной в точке B отмечены точ-
ки A и C, а на его биссектрисе — точка D так, что 
∠ =∠ADB CDB. Докажите, что AB BC= .

173.° Через точку M, принадлежащую биссектрисе угла 
с вершиной в точке O, провели прямую, перпендику-
лярную этой биссектрисе. Эта прямая пересекает сто-
роны данного угла в точках A и B. Докажите, что 
AM MB= .

174.° На рисунке 143 ∆ ∆ABC ADC= . Докажите, что DABK =
= DADK. 
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A

B

D C A1

B1

D1 C1

M

P

O E

K

Рис. 144 Рис. 145

175.• На рисунке 144 ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1, ∠ =∠DBC D B C1 1 1. До-
кажите, что ∆ ∆DBC D B C= 1 1 1.

176.• На рисунке 145 ∆ ∆MKO MPO= . Докажите, что DKOE =
= DPOE.

177.• На рисунке 146 BM ̂  AD, CK ̂  AD, BM CK= , AM KD= . 
Докажите, что ∆ ∆ABD CDA= .

 178.• Докажите, что биссектрисы равных треугольников, 
проведенные из вершин соответственных углов, равны.

 179.• Докажите, что в равных треугольниках медианы, 
проведенные к соответственным сторонам, равны.

180.• На продолжении медианы AM треугольника ABC за 
точку M отложен отрезок MK, равный AM. Найдите 
расстояние от точки K до вершины C, если AB = 6 см.

181.• Отрезки AB и CD пересекаются в точке O и делятся точ-
кой пересечения пополам. Докажите, что ∆ ∆ABC BAD= .

182.• На рисунке 147 прямые m и n — серединные перпен-
дикуляры сторон AB и AC треугольника ABC. Докажи-
те, что точка O равноудалена от всех вершин данного 
треугольника.

A D

CB

M K

O

A

B

C

n
m

Рис. 146 Рис. 147
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183.• Для нахождения расстояния от точки B до колоколь-
ни A, расположенной на другом берегу реки (рис. 148), 
с помощью вешек, рулетки и астролябии отметили на 
местности точки C, D и E так, что B, C и D лежат на 
одной прямой, причем точка C является серединой от-
резка BD. Потом наметили прямую AE, проходящую 
через точку C, причем ∠ =∠ABC CDE. Затем, измерив 
одну из сторон треугольника CDE, определили рас-
стояние от B до A. Какую сторону измерили? Ответ 
обоснуйте.

A

B

C

D

E

Рис. 148

184.• Для определения ширины озера (рис. 149) на его берегу 
отметили точки A и B, а потом еще точки C, D и O так, 
чтобы точка O была общей серединой отрезков AC и BD. 
Как можно определить ширину озера? Ответ обоснуйте.

O

D C

BA

Рис. 149
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185.•• Докажите равенство двух треугольников по стороне, 
медиане, проведенной к этой стороне, и углу между 
этой стороной и медианой.

186.•• Докажите равенство двух треугольников по стороне, 
прилежащему к ней углу и биссектрисе треугольника, 
проведенной из вершины этого угла.

187.•• Докажите равенство двух треугольников по биссектрисе, 
углу, из вершины которого проведена эта биссектриса, 
и углу, образованному биссектрисой со стороной, к ко-
торой она проведена.

188.•• Серединный перпендикуляр стороны BC треугольни-
ка ABC пересекает сторону AB в точке D. Найдите от-
резок AD, если CD = 4  см, AB =7  см.

189.•• Серединный перпендикуляр стороны AB треугольни-
ка ABC пересекает сторону BC в точке M. Найдите 
длину стороны AC треугольника ABC, если BC =16 см, 
а периметр треугольника AMC равен 26 см.

190.•• На рисунке 150 OA OD= . Добавьте еще одно условие такое, 
чтобы треугольники AOC и DOB оказались равными:
1) по первому признаку равенства треугольников;
2) по второму признаку равенства треугольников.

191.•• Отрезки AB и CD пересекаются в точке O и делятся 
этой точкой пополам. На отрезке AC отмечена точка M, 
а на отрезке BD — точка K так, что AM BK= . Дока-
жите, что: 1) OM OK= ; 2) точки M, O и K лежат на 
одной прямой.

192.•• На одной стороне угла с вершиной в точке O (рис. 151) 
отмечены точки A и B, а на другой — точки C и D так, 
что OA OC= , AB CD= . Докажите, что луч OM является 
биссектрисой угла BOD, где M — точка пересечения 
отрезков AD и BC.

O

A D

C B
A B

C
D

O
M

Рис. 150 Рис. 151
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  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

193. Верно ли утверждение: если через каждые две из 
трех данных точек провести прямую, то получим три 
прямые?

194. Лучи OD и OF — биссектрисы смежных углов AOB 
и BOC соответственно, ∠ ∠ =AOD FOC: : .2 7  Найдите 
углы AOD и FOC.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

195. Разделите каждую из фигур, изображенных на рисун-
ке 152, по линиям сетки на четыре равные части так, 
чтобы в каждой части был ровно один кружок.

Рис. 152

9. Равнобедренный треугольник и его свойства

Определение. Треугольник, у которо­
го две стороны равны, называют равно­
бедренным.

На рисунке 153 изображен равнобедрен-
ный треугольник ABC, у которого AB BC= .

Равные стороны равнобедренного тре-
угольника называют боковыми сторонами, 
а третью сторону — основанием равнобед-
ренного треугольника.
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Рис. 153
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Вершиной равнобедренного треугольника называют об-
щую точку его боковых сторон (точка B на рисунке 153). При 
этом угол B называют углом при вершине, а углы A и C — 
углами при основании равнобедренного треугольника.

Определение. Треугольник, у которого все стороны 
равны, называют равносторонним.

На рисунке 154 изображен равносторонний треуголь-
ник ABC. Равносторонний треугольник — частный случай 
равнобедренного треугольника.

A C

B

A C

B

L

Рис. 154 Рис. 155

Теорема  9.1 (свойства  равнобедренного  тре­
угольника). В равнобедренном треугольнике: 1) углы 
при основании равны; 2) биссектриса треугольника, про­
веденная к его основанию, является медианой и высотой 
треугольника.

Доказатель ство.  Рассмотрим равнобедренный 
треугольник ABC, у которого AB BC= , отрезок BL — его 
биссектриса (рис. 155). Требуется доказать, что ∠ =∠A C, 
AL LC= , BL ^ AC.

В треугольниках ABL и CBL сторона BL — общая, 
∠ =∠ABL CBL, так как по условию BL — биссектриса угла ABC, 
стороны AB и BC равны как боковые стороны равнобедрен-
ного треугольника. Следовательно, ∆ ∆ABL CBL=  по первому 
признаку равенства треугольников. Отсюда можно сделать 
следующие выводы: 1) ∠A = ∠C; 2) AL = LC; 3) ∠ALB = ∠CLB.

Поскольку отрезки AL и LC равны, то отрезок BL — ме-
диана треугольника ABC.
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Углы ALB и CLB смежные, следовательно, ∠ALB +
+ ∠CLB = 180°. Учитывая, что ∠ALB = ∠CLB, получаем: 
∠ALB = ∠CLB = 90°. Значит, отрезок BL — высота треуголь-
ника ABC. 

Из теоремы 9.1 следует, что:
1) в треугольнике против равных сторон лежат рав­

ные углы;
2) в равнобедренном треугольнике биссектриса, вы­

сота и медиана, проведенные к его основанию, со­
впадают;

3) в равностороннем треугольнике все углы равны;
4) в равностороннем треугольнике биссектриса, вы­

сота и медиана, проведенные из одной вершины, 
совпадают.

Определение. Если в треугольнике длины всех сто­
рон различны, то такой треугольник называют разносто­
ронним.

Задача. Отрезок AD — медиана равнобедренного тре-
угольника ABC, проведенная к основанию. На сторонах AB 
и AC отмечены соответственно точки M и K так, что BM CK= . 
Докажите равенство треугольников AMD и AKD.

Решение. Точка M принадлежит 
отрезку AB, а точка K — отрезку AC, 
следовательно, AB AM BM= + , AC AK= +
+ CK  (рис. 156).

Поскольку AB AC=  и BM CK= , то 
AM AK= .

Углы BAD и CAD равны, поскольку 
медиана равнобедренного треугольника, 
проведенная к основанию, является его 
биссектрисой.

Заметим, что AD — общая сторона треугольников AMD 
и AKD.

Следовательно, треугольники AMD и AKD равны по двум 
сторонам и углу между ними, то есть по первому признаку 
равенства треугольников. 

CDB

M

A

K

Рис. 156
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1. Какие существуют виды треугольников в зависимости 
от количества равных сторон?

2. Какой треугольник называют равнобедренным? равно­
сторонним? разносторонним?

3. Какие стороны равнобедренного треугольника называют 
боковыми?

4. Какую сторону равнобедренного треугольника называют 
основанием?

5. Сформулируйте свойство углов равнобедренного тре­
угольника.

6. Сформулируйте свойство биссектрисы равнобедренного 
треугольника, проведенной к основанию.

7. Каким свойством обладают углы треугольника, лежащие 
против его равных сторон?

8. Сформулируйте свойство углов равностороннего тре­
угольника.

9. Каким свойством обладают биссектриса, высота и ме­
диана равностороннего треугольника, проведенные 
из одной вершины?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

196.° Начертите:
1) разносторонний остроугольный треугольник;
2) равнобедренный прямоугольный треугольник;
3) равнобедренный тупоугольный треугольник.

197.° Начертите:
1) разносторонний прямоугольный треугольник;
2) разносторонний тупоугольный треугольник.

198.° Начертите равнобедренный треугольник с боковой сто-
роной, равной 3 см, так, чтобы его угол при вершине 
был: 1) острым; 2) прямым; 3) тупым. В построенных 
треугольниках проведите высоты к боковым сторонам.

?
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УПРАЖНЕНИЯ

199.° 1) Найдите периметр равнобедренного треугольника, 
основание которого равно 13 см, а боковая сторона — 
8 см.

2) Периметр равнобедренного треугольника равен 39 см, 
а основание — 15 см. Найдите боковые стороны 
треугольника.

200.° Периметр равнобедренного треугольника равен 28 см, 
а боковая сторона — 10 см. Найдите основание тре-
угольника.

201.° Найдите стороны равнобедренного треугольника, пери-
метр которого равен 32 см, а основание на 5 см больше 
боковой стороны.

202.° Найдите стороны равнобедренного треугольника, пери-
метр которого равен 54 см, а основание в 4 раза меньше 
боковой стороны.

203.° В равнобедренном треугольнике ABC сторона AC — 
основание, ∠ = °BCA 40 , ∠ = °ABC 100 , BD — медиана. 
Найдите углы треугольника ABD.

204.° На рисунке 157 AB BC= , BD — медиана треугольни-
ка ABC, ∠ = °ABD 53 . Найдите углы ABC и ADE.

205.° На рисунке 158 MK KE= , OE = 6 см, ∠ = °MKE 48 , 
∠ = °POE 90 . Найдите сторону ME и угол MKO.

206.° На рисунке 159 AB BC= , ∠ = °1 140 . Найдите угол 2.
207.° Угол, вертикальный углу при вершине равнобедренного 

треугольника, равен 68°. Найдите угол между боковой 
стороной треугольника и медианой, проведенной к осно-
ванию.
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Рис. 157 Рис. 158 Рис. 159
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Рис. 160 Рис. 161

208.° Угол, смежный с углом при вершине равнобедренного тре-
угольника, равен 76°. Найдите угол между боковой сто-
роной треугольника и высотой, опущенной на основание.

209.° На рисунке 160 AB BC= , DC DE= .  Докажите, что 
∠ =∠A E.

210.° Прямая пересекает стороны угла A в точках B и C так, 
что AB AC=  (рис. 161). Докажите, что ∠ =∠1 2.

211.° На рисунке 162 AO CO= , ∠ =∠AOB COB. Докажите, что 
треугольник ABC равнобедренный.

212.° Треугольник ABC — равнобедренный с основанием AC, 
BD — его биссектриса, DM — биссектриса треугольни-
ка BDC. Найдите угол ADM.

213.° Один ученик утверждает, что некоторый треугольник 
равнобедренный, а другой ученик — что этот треуголь-
ник равносторонний.
1) Могут ли оба ученика быть правыми?
2) В каком случае прав только один ученик и какой 

именно?
214.° Используя признаки равенства треугольников, докажи-

те признак равенства равнобедренных треугольников 
по боковой стороне и углу при вершине.

215.° Используя признаки равенства тре-
угольников, докажите признак равен-
ства равнобедренных треугольников по 
основанию и прилежащему к нему углу.

216.• На основании AC равнобедренного тре-
угольника ABC отмечены точки M и K 
так, что точка M лежит между точками 
A и K, причем AM = CK. Докажите, что 
треугольник MBK равнобедренный.
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Рис. 162
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217.• В треугольнике MKE известно, что MK ME= . На сто-
роне KE отмечены точки F и N так, что точка N лежит 
между точками F и E, причем ∠ =∠KMF EMN. Дока-
жите, что ∠ =∠MFN MNF.

218.• На боковых сторонах CA и CB равнобедренного тре-
угольника ABC отложены соответственно равные отрез-
ки CK и CM. Докажите, что: 1) ∆ ∆AMC BKC= ; 
2) ∆ ∆AMB BKA= .

219.• В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AC 
на медиане BD отметили произвольную точку M. До-
кажите, что: 1) ∆ ∆AMB CMB= ; 2) ∆ ∆AMD CMD= .

 220.• Докажите, что биссектрисы равнобедренного тре-
угольника, проведенные из вершин углов при основа-
нии, равны.

 221.• Докажите, что медианы равнобедренного тре-
угольника, проведенные к боковым сторонам, равны.

222.• Докажите, что середины сторон равнобедренного тре-
угольника являются вершинами равнобедренного тре-
угольника.

223.• Найдите третью сторону равнобедренного треугольника, 
если две другие его стороны равны 7 см и 4 см. Сколько 
решений имеет задача?

224.• Одна из сторон равнобедренного треугольника равна 
4 см. Найдите две другие стороны, если периметр тре-
угольника равен 14 см.

225.• Верно ли утверждение:
1) биссектриса равнобедренного треугольника является 

его высотой и медианой;
2) биссектриса равностороннего треугольника является 

его высотой и медианой;
3) если периметр треугольника в 3 раза 

больше одной из его сторон, то этот 
треугольник равносторонний?

226.• На сторонах равностороннего тре-
угольника ABC (рис. 163) отметили 
точки M, K и D так, что AD = BM = CK. 
Докажите, что треугольник MKD рав-
носторонний.
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Рис. 163
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227.•• На продолжениях сторон AB, BC, AC равностороннего 
треугольника ABC (рис. 164) за точки A, B и C соот-
ветственно отложили равные отрезки AD, BK и CE. 
Докажите, что треугольник DEK равносторонний.

228.•• Основание равнобедренного треугольника равно 20 см, 
а его медиана делит данный треугольник на два тре-
угольника так, что периметр одного из них на 6 см 
меньше периметра другого. Найдите боковую сторону 
данного треугольника. Сколько решений имеет задача?
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Рис. 164 Рис. 165

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

229. На рисунке 165 a ^ b, ∠ = °1 35 . Найдите углы 2, 3, 4.
230. Точки C и D разделили отрезок AB, длина которого 

равна a, на три отрезка AC, CD и DB так, что AC CD= 2 , 
CD DB= 2 . Найдите расстояние между: 1) точкой A и се-
рединой отрезка CD; 2) серединами отрезков AC и DB.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

231. Нарисуйте шестиугольник, который можно одним раз-
резом разделить на два треугольника.
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10. Признаки равнобедренного треугольника
В предыдущем пункте мы рассмотрели свойства равнобед-

ренного треугольника. А как среди треугольников «распозна-
вать» равнобедренные? На этот вопрос дают ответ следующие 
теоремы-признаки.

Теорема 10.1. Если медиана треугольника является 
его высотой, то этот треугольник равнобедренный.

Доказательство.  Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором отрезок BM — медиана и высота. Надо доказать, 
что AB = BC (рис. 166).

Из условия теоремы следует, что прямая BM — середин-
ный перпендикуляр отрезка AC.

Тогда по свойству серединного перпендикуляра AB = BC.  

Теорема 10.2. Если биссектриса треугольника явля­
ется его высотой, то этот треугольник равнобедренный.

Доказательство.  Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором отрезок BL — биссектриса и высота. Надо доказать, 
что AB = BC (рис. 167).

В треугольниках ABL и CBL сторона BL — общая, ∠ABL =
= ∠CBL (так как по условию BL — биссектриса угла ABC), 
∠ =∠ = °ALB CLB 90  (так как по условию отрезок BL — высота). 
Следовательно, треугольники ABL и CBL равны по второму 
признаку равенства треугольников. Тогда стороны AB и BC 
равны как соответственные стороны равных треугольников. 

Теорема 10.3. Если в треугольнике два угла равны, 
то этот треугольник равнобедренный.

Доказательство.  Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором ∠ =∠A C. Надо доказать, что AB = BC.

A C

B

M A C

B

L

Рис. 166 Рис. 167
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Рис. 168 Рис. 169 Рис. 170

Проведем серединный перпендикуляр a стороны AC. До-
кажем, что прямая a проходит через вершину B.

Предположим, что это не так. Тогда прямая a пересекает 
во внутренней точке или сторону AB (рис. 168), или сторо-
ну BC (рис. 169).

Рассмотрим первый из этих случаев. Пусть K — точка пе-
ресечения прямой a со стороной AB. Тогда по свойству сере-
динного перпендикуляра (теорема 8.2) AK CK= . Следователь-
но, треугольник AKC равнобедренный, а значит, ∠ =∠A ACK.  
Но по условию ∠ =∠A ACB. Тогда имеем: ∠ =∠ACB ACK, что 
противоречит основному свойству величины угла (п. 3).

Аналогично получаем противоречие и для второго случая 
(рис. 169).

Следовательно, наше предположение неверно. Пря-
мая a проходит через точку B (рис. 170). Тогда по свойству 
серединного перпендикуляра BА = BC. 

Из этой теоремы следует, что:
1) в треугольнике против равных углов лежат равные 

стороны;
2) если в треугольнике все углы равны, то этот тре­

угольник равносторонний.

Теорема 10.4. Если медиана треугольника является 
его биссектрисой, то этот треугольник равнобедренный.

Доказательство.  Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором отрезок  BM — медиана и биссектриса. Надо до-
казать, что AB = BC.
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На луче BM отложим отрезок MD, 
равный отрезку BM (рис. 171).

В треугольниках AMD и CMB имеем: 
AM MC=  (так как по условию BM — ме-
диана), BM MD=  по построению; углы 
AMD и CMB равны как вертикальные. 
Следовательно, треугольники AMD и CMB 
равны по первому признаку равенства 
треугольников. Тогда стороны AD и BC, 
углы ADM и CBM равны как соответствен-
ные элементы равных треугольников.

Поскольку BD — биссектриса угла ABC, 
то ∠ =∠ABM CBM. Поскольку ∠CBM = 

= ∠ADM, то имеем: ∠ =∠ABM ADM.  Тогда по признаку 
равнобедренного треугольника (теорема 10.3) получаем, что 
треугольник DAB равнобедренный, откуда AD AB= . И уже 
доказано, что AD BC= . Следовательно, AB BC= . 

Задача. В треугольнике ABC проведена биссектриса BM 
(рис. 172), ∠ = °BAK 70 , ∠ = °AKC 110 . Докажите, что BM ̂  AK.

Решени е. Поскольку углы BKA 
и AKC смежные, то ∠ = °−∠BKA AKC180 . 
Тогда ∠ = °− ° = °BKA 180 110 70 .

Следовательно, в треугольнике ABK 
получаем, что ∠ =∠ = °BAK BKA 70 . По-
этому треугольник ABK равнобедренный 
с основанием AK, и его биссектриса BO 
(O — точка пересечения AK и BM) явля-
ется также высотой, то есть BM ̂  AK. 

1. Сформулируйте признаки равнобедренного треугольника.
2. Какова связь между равными углами и равными сторо­

нами треугольника?
3. Что можно сказать о треугольнике, если все его углы 

равны?

?

CA

B

D

M

Рис. 171

CMA

B

O K
70°

110°

Рис. 172
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УПРАЖНЕНИЯ

232.° В треугольнике ABC медиана BK перпендикулярна 
стороне AC. Найдите угол ABC, если ∠ = °ABK 25 .

233.° Серединный перпендикуляр стороны AC треугольни-
ка ABC проходит через вершину B. Найдите угол C, 
если ∠ = °A 17 .

234.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °ACB 90 , ∠ =A  
= ∠ = °B 45 , CK — высота. Найдите сторону AB, если 
CK = 7 см.

235.° На рисунке 173 ∠AMK = ∠ACB, 
AK = MK. Докажите, что треуголь-
ник ABC равнобедренный.

236.° Прямая, перпендикулярная биссек-
трисе угла A, пересекает его сторо-
ны в точках B и C. Докажите, что 
треугольник ABC равнобедренный.

237.° Биссектрисы AM и CK углов при основании AC равно-
бедренного треугольника ABC пересекаются в точке O. 
Докажите, что треугольник AOC равнобедренный.

238.° В треугольнике ABC биссектриса BK является его 
высотой. Найдите периметр треугольника ABC, если 
периметр треугольника ABK равен 16 см и BK = 5 см.

239.• Верно ли утверждение:
1) если медиана и высота треугольника, проведенные из 

одной вершины, не совпадают, то этот треугольник 
не является равнобедренным;

2) если биссектриса треугольника делит противолежа-
щую сторону пополам, то этот треугольник равно-
бедренный?

240.• Медианы AE и CF, проведенные к боковым сторонам BC 
и AB равнобедренного треугольника ABC, пересекаются 
в точке M. Докажите, что треугольник AMC равнобед-
ренный.

M

KA B

C

Рис. 173

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 2. Треугольники86

241.• Точки M и K принадлежат соответственно боковым 
сторонам AB и BC равнобедренного треугольника ABC, 
AM CK= . Отрезки AK и CM пересекаются в точке O. 
Докажите, что треугольник AOC равнобедренный.

242.•• На сторонах AB и BC треугольника ABC отметили со-
ответственно точки D и E так, что ∠ =∠EAC DCA. 
Отрезки AE и CD пересекаются в точке F, DF = EF. 
Докажите, что треугольник ABC равнобедренный.

243.•• Через середину D стороны AB треугольника ABC проведе-
ны прямые, перпендикулярные биссектрисам углов ABC 
и BAC. Эти прямые пересекают стороны AC и BC в точ-
ках M и K соответственно. Докажите, что AM = BK.

244.•• Медиана AM треугольника ABC перпендикулярна его 
биссектрисе BK. Найдите сторону AB, если BC =16 см.

245.•• Прямая, проходящая через вершину A треугольни-
ка ABC перпендикулярно его медиане BD, делит эту 
медиану пополам. Найдите отношение длин сторон AB 
и AC треугольника ABC.

246.•• В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , ∠ = °A 67 5, , 
∠ = °B 22 5, , CK — биссектриса треугольника ABC, CM — 
биссектриса треугольника BCK (рис. 174). Докажите, 
что точка M — середина отрезка AB.

247.* Длины сторон треугольника, выражен-
ные в сантиметрах, равны трем по-
следовательным натуральным числам. 
Найдите стороны этого треугольника, 
если одна из его медиан перпендику-
лярна одной из его биссектрис.

248.* В треугольнике ABC известно, что AB =
= 3 см, AC = 6  см. На стороне BC от-
метили точку M такую, что CM = 1 см. 
Прямая, проходящая через точку M 
перпендикулярно биссектрисе угла ACB, 
пересекает  отрезок AC  в  точке K,

A

B

C

K

M

Рис. 174
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а прямая, проходящая через точку K перпендикулярно 
биссектрисе угла BAC, пересекает прямую AB в точке D. 
Найдите отрезок BD.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

249. На прямой последовательно отметили точки A, B, C, 
D, E и F так, что AB = BC = CD = DE = EF. Найдите 
отношения AB : CF, AB : BF, BD : AE.

250. Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если один из них на 42° больше половины 
другого угла.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

251. Разрежьте прямоугольник размером 4 × 9 на две равные 
части, из которых можно сложить квадрат.

11. Третий признак равенства треугольников

Теорема 11.1 (третий признак равенства тре­
угольников:  по трем сторонам) . Если три стороны 
одного треугольника равны соответственно трем сторо­
нам другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство.  Рассмотрим 
тре уголь ники ABC и A B C1 1 1 (рис. 175), 
у которых AB A B= 1 1, BC B C= 1 1, CA C A= 1 1 
(эти равенства указывают, какие сторо-
ны треугольников соответствуют друг 
другу). Докажем, что ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1.

Расположим   треугольники   ABC 
и A

1
B

1
C

1
 так, чтобы вершина A совмести-

лась с вершиной A1, вершина B — с вер-
шиной B1, а вершины C и C1 лежали

C

BA
C1

B1A1

Рис. 175
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(A) A1

C

1

2 4

3

C1

B1 (B)
(A) A1 B1 (B)

C

C1

Рис. 176 Рис. 177

в разных полуплоскостях относительно прямой AB (рис. 176). 
Проведем отрезок CC1. Поскольку AC A C= 1 1, то треуголь-
ник C A C1 1  равнобедренный, а значит, ∠ =∠1 2. Аналогич-
но можно доказать, что ∠ =∠3 4. Следовательно, ∠ =A C B1 1 1  
= ∠A CB1 1. Тогда треугольники A

1
C

1
B

1
 и A

1
CB

1
 равны по двум 

сторонам и углу между ними, то есть по первому призна- 
ку равенства треугольников.

Казалось бы, доказательство за-
вершено. Однако мы рассмотрели 
лишь случай, когда отрезок CC1 пе-
ресекает отрезок A B1 1 во внутренней 
точке. На самом деле отрезок CC1 
может проходить через один из кон-
цов отрезка A B1 1, например через 
точку A1 (рис. 177), или не иметь 

общих точек с отрезком A B1 1 (рис. 178). В каждом из этих 
случаев доказательства будут аналогичны приведенному. 
Проведите их самостоятельно. 

а гвб

Рис. 179

A1  (A) 
B1 (B)

C

C1

Рис. 178
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Опоры линий электропередачи Телевизионная башня (г. Киев)

Рис. 180. Жесткие конструкции

Из третьего признака равенства треугольников следует, 
что треугольник — жесткая фигура. Действительно, если 
четыре рейки скрепить так, как показано на рисунке 179, а, 
то такая конструкция не будет жесткой (рис. 179, б, в). Если 
же добавить еще одну рейку, то получим два треугольника 
(рис. 179, г), и тогда конструкция станет жесткой. Этот факт 
широко используют на практике (рис. 180).

Теорема 11.2. Если точка равноудалена от концов от­
резка, то она принадлежит серединному перпендикуляру 
этого отрезка.

Доказательство.  Пусть точка X равноудалена от 
концов отрезка AB, то есть XA XB=  (рис. 181). Рассмотрим 
треугольники AXM и BXM, где точка M — 
середина отрезка AB. Тогда ∆ ∆AXM BXM=  
по трем сторонам, то есть по третьему при-
знаку равенства треугольников. Отсюда 
∠ =∠AMX BMX. Сумма этих углов рав-
на 180°, следовательно, каждый из них ра-
вен 90°. Значит, прямая XM — серединный 
перпендикуляр отрезка AB.

A BM

X

Рис. 181
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Заметим, что мы рассмотрели случай, когда точка X не 
принадлежит прямой AB. Если точка X принадлежит пря-
мой AB, то она совпадает с серединой отрезка AB, а значит, 
принадлежит его серединному перпендикуляру. 

1. Сформулируйте третий признак равенства треугольников.
2. Где находятся точки, равноудаленные от концов отрезка?

УПРАЖНЕНИЯ

252.° На рисунке 182 AB CD= , BC AD= . Докажите, что 
∠ =∠B D.

253.° На рисунке 183 AC AD= , BC BD= . Найдите угол BAC, 
если ∠ = °BAD 25 .

254.° Докажите, что два равнобедренных треугольника равны, 
если боковая сторона и основание одного треугольника 
соответственно равны боковой стороне и основанию 
другого треугольника.

A

B C

D

A B

C

D

Рис. 182 Рис. 183

255.° Докажите, что два равносторонних треугольника равны, 
если сторона одного треугольника равна стороне другого 
треугольника.

256.° На рисунке 184 ∆ ∆ABC DCB= , причем AB CD= . До-
кажите, что ∆ ∆ABD DCA= .

257.° На рисунке 184 AB CD= , AC BD= . Докажите, что 
треугольник BOC равнобедренный.

?

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



11. Третий признак равенства треугольников 91

A D

CB

O

A

B K

E
CM

Рис. 184 Рис. 185

258.° Каждая из точек M и N равноудалена от концов от-
резка AB. Докажите, что прямая MN — серединный 
перпендикуляр отрезка AB.

259.• На рисунке 185 AB KE= , BC KM= , AM EC= . Докажи-
те, что ∠ =∠AMK BCE.

260.• На рисунке 186 AB CD= , BC AD= , BM — биссектриса 
угла ABC, DK — биссектриса угла ADC. Докажите, что 
∆ ∆ABM CDK= .

261.• Равные отрезки AB и CD пересекаются в точке O так, 
что OA OD= . Докажите, что ∆ ∆ABC DCB= .

262.• Отрезки BD и B D1 1 — биссектрисы треугольников ABC 
и A B C1 1 1 соответственно, AB A B= 1 1, BD B D= 1 1, AD =  
= A D1 1. Докажите, что ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1.

263.•• Коля утверждает, что ему удалось сделать рисунок, на 
котором AB AC=  и AM AN=  (рис. 187). Прав ли Коля?

264.•• Можно ли утверждать, что два треугольника равны, 
если каждой стороне одного треугольника равна не-
которая сторона другого треугольника?

265.* Докажите равенство двух треугольников по двум сто-
ронам и медиане, проведенной к третьей стороне.

A

B C

D

K

M

B M C N

A

Рис. 186 Рис. 187
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  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

266. На отрезке AB отметили точки C и D так, что AC BC: =
=7 8: , AD BD: : .=13 17  Найдите длину отрезка AB, если 
расстояние между точками C и D равно 2 см.

267. Прямые AB и CD пересекаются в точке O, лучи OM 
и OK — биссектрисы соответственно углов AOC и BOC, 
образовавшихся при этом. Будет ли угол MOK прямым?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

268. Квадрат разрезали по диагоналям на че-
тыре треугольника (рис. 188). Сложите 
из этих треугольников два квадрата.

12. Теоремы

Вы видите, что в учебнике появляется все больше и боль-
ше теорем. И это не удивительно: ведь геометрия в основном 
состоит из теорем и их доказательств.

Формулировки всех теорем, которые мы доказали, со-
стоят из двух частей. Первую часть теоремы (то, что дано) 
называют условием теоремы, вторую часть теоремы (то, что 
требуется доказать) — заключением теоремы.

Например, в теореме 8.1 (первый признак равенства тре-
угольников) условием является то, что две стороны и угол 
между ними одного треугольника равны двум сторонам 
и углу между ними другого треугольника, а заключе-
нием — равенство треугольников.

Все известные вам теоремы можно условно разделить 
на теоремы­свойства и теоремы­признаки. Например, тео-
рема 1.1 устанавливает свойство пересекающихся прямых, 
теорема 9.1 — свойство равнобедренного треугольника.

Рис. 188
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Теоремы-признаки перечисляют свойства, по которым 
можно распознать фигуру, то есть отнести ее к тому или 
иному виду (классу).

Так, теоремы-признаки равенства треугольников указы-
вают требования, по которым два треугольника можно при-
числить к классу равных. Например, в теоремах 10.1–10.4 
сформулированы свойства, по которым распознают равно-
бедренный треугольник.

Теоремы, которые следуют непосредственно из аксиом 
или теорем, называют теоремами­следствиями, или просто 
следствиями.

Например, свойство углов, противолежащих равным сто-
ронам треугольника, является следствием из теоремы 9.1.

Если в теореме 8.2 о свойстве серединного перпендикуляра 
поменять местами условие и заключение, то получим теоре-
му 11.2. Две теоремы, каждую из которых можно получить 
из другой, поменяв местами условие и заключение, называют 
взаимно обратными. Если какую-то из этих теорем назвать 
прямой, то вторую теорему будем называть обратной.

Меняя местами условие и заключение теоремы, надо быть 
очень внимательными: не всегда можно получить истинное 
утверждение. Например, утверждение, обратное теореме 4.1 
о сумме смежных углов, неверно. Действительно, если сумма 
каких-то двух углов равна 180°, то совершенно не обязатель-
но, чтобы эти углы были смежными.

Вы знаете, что справедливость теоремы устанавливают 
путем логических рассуждений, то есть доказательства.

Первая теорема этого учебника была доказана методом 
от противного. Название этого метода фактически отражает 
его суть. Мы предположили, что заключение теоремы 1.1 
неверно. На основании этого предположения с помощью ло-
гических рассуждений мы получили факт, который противо-
речил основному свойству прямой.

Методом от противного также были доказаны и другие 
теоремы, например теоремы 5.1, 10.3.

Очень важно, чтобы доказательство теоремы было пол-
ным, то есть были рассмотрены все возможные случаи.  
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Так, полное доказательство теоремы 11.1 (третий признак 
равенства треугольников) потребовало рассмотрения трех 
возможных случаев.

Умение видеть все тонкости и нюансы доказательства — 
важнейшее качество, формирующее математическую куль-
туру. Если бы, например, при доказательстве теоремы 8.2 
о свойстве серединного перпендикуляра отрезка мы не рас-
смотрели отдельно случай, когда точка X является серединой 
отрезка AB, то для этого случая обращение к треугольни-
кам AXM и BXM было бы невозможным.

При доказательстве теоремы 10.4 (признак равнобедрен-
ного треугольника) мы использовали прием дополнительного 
построения: рисунок дополнили элементами, о которых не 
шла речь в условии теоремы. Этот метод является ключом 
к решению многих задач и доказательству ряда теорем. 
Поэтому очень важно научиться видеть «выгодное» дополни-
тельное построение — то, которое поможет получить нужный 
результат.

А как приобрести такое «геометрическое зрение»? Вопрос 
непростой, и на него сложно ответить конкретными рекомен-
дациями. Но все же мы советуем, во-первых, не быть равно-
душными к геометрии, а полюбить этот красивый предмет; 
во-вторых, решать больше задач, чтобы развить интуицию 
и приобрести нужный опыт. Дерзайте!

1. Из каких двух частей состоит формулировка теоремы?
2. Как называют теорему, в которой перечислены свойства, 

позволяющие отнести фигуру к какому­то виду (классу)?
3. Как называют теорему, непосредственно следующую 

из аксиомы или другой теоремы?
4. Как называют пару теорем, в которых условие и заклю­

чение поменяли местами?
5. В чем состоит метод доказательства от противного?
6. Какие из теорем 1.1, 4.2, 5.1, 8.3 доказаны методом 

от противного?
7. В чем состоит прием дополнительного построения?

?
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УПРАЖНЕНИЯ

269.° В теоремах 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 укажите условие 
и заключение теоремы.

270.° Из теорем 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 выберите: 1) теоремы-
свойства; 2) теоремы-признаки.

271.° Сформулируйте утверждение, обратное данному:
1) если треугольник равносторонний, то его углы равны;
2) если два угла вертикальные, то их биссектрисы яв-

ляются дополнительными лучами;
3) если угол между биссектрисами двух углов прямой, 

то эти углы смежные;
4) если сторона и противолежащий ей угол одного тре-

угольника равны соответственно стороне и противо-
лежащему ей углу другого треугольника, то эти 
треугольники равны.

Для каких из данных утверждений:
1) прямое и обратное утверждения истинны;
2) прямое утверждение истинно, а обратное — ложно;
3) прямое утверждение ложно, а обратное — истинно?

272.° Сформулируйте утверждение, обратное данному:
1) если точка B лежит между точками A и C, то AB +

+ BC = AC;
2) если два треугольника не равны, то их периметры 

также не равны;
3) если градусная мера угла больше 90°, то он тупой.
Для каких из данных утверждений:
1) прямое и обратное утверждения истинны;
2) прямое утверждение истинно, а обратное — ложно;
3) прямое утверждение ложно, а обратное — истинно?

273.° Сформулируйте утверждение, отрицающее данное:
1) отрезок AB пересекает прямую m;
2) градусная мера угла ABC больше 40°;
3) из двух смежных углов хотя бы один не больше 90°;
4) лучи OA и OB не являются дополнительными;
5) отрезок имеет только одну середину.
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274.° Сформулируйте утверждение, отрицающее данное:
1) угол ABC не является прямым;
2) треугольник MKE равнобедренный;
3) через точку на прямой можно провести только одну 

прямую, перпендикулярную данной;
4) луч AC делит угол BAK пополам.

275.• Докажите, используя метод от противного, что если ни 
одна из высот треугольника не совпадает с биссектри-
сой, проведенной из этой же вершины, то треугольник 
не является равнобедренным.

276.• Докажите, используя метод от противного, что если 
стороны AB и BC треугольника ABC не равны, то его 
медиана BD не является его высотой.

277.• Докажите методом от противного, что если разность 
двух углов равна 1°, то они не могут быть вертикаль-
ными.

278.• Докажите методом от противного, что из двух смежных 
углов хотя бы один не меньше 90°.

279.• Сформулируйте и докажите признак равенства равнобед-
ренных треугольников по боковой стороне и медиане, 
проведенной к боковой стороне.

280.• Сформулируйте и докажите признак равенства тре-
угольников по стороне, медиане, проведенной к этой 
стороне, и углу между медианой и этой стороной.

281.•• Докажите признак равенства треугольников по медиане 
и углам, на которые она разбивает угол треугольника.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

282. Отметьте на прямой точки A, B и C. Поставьте вместо 
многоточия один из знаков «<», «>» или «=» так, чтобы 
образовалась правильная запись:
1) AB + BC ... AC; 3) AC + BC ... AB.
2) AB + AC ... BC; 
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283. Угол между биссектрисой одного из смежных углов 

и их общей стороной составляет 
1

3
 другого из смежных 

углов. Найдите градусные меры этих смежных углов.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

284. Стороны прямоугольника ABCD равны 4 см и 3 см. 
Найдите сумму длин всех отрезков, расположенных 
внутри прямоугольника (рис. 189).

B

A D

C

Рис. 189

ЗАДАНИЕ № 2 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ 

1. Треугольник является остроугольным, если:
А) среди его углов нет тупого;
Б) каждый его угол меньше прямого;
В) среди его углов нет прямого;
Г) каждый его угол меньше тупого.

2. Если высота треугольника ему не принадлежит, то этот 
треугольник является:
А) прямоугольным;
Б) тупоугольным;
В) равносторонним;
Г) остроугольным.
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3. Два треугольника равны, если:
А) две стороны одного треугольника равны двум сторонам 

другого треугольника;
Б) сторона и два угла одного треугольника равны стороне 

и двум углам другого треугольника;
В) две стороны и угол одного треугольника равны двум 

сторонам и углу другого треугольника;
Г) две стороны и угол между ними одного треугольника 

равны двум сторонам и углу между ними другого тре-
угольника.

4. Сколько пар равных треугольников изо-
бражено на рисунке?
А) 1; В) 3;
Б) 2; Г) 4.

5. Известно, что точка M — середина стороны AC тре-
угольника ABC. На луче BM вне треугольника отложи-
ли отрезок ME, равный отрезку BM. Найдите EC, если 
AB = 4,2 см.
А) 2,1 см; В) 4,8 см;
Б) 4,2 см; Г) 8,4 см.

6. Какое из следующих утверждений истинно?
А) Равнобедренный треугольник — частный случай раз-

ностороннего треугольника;
Б) равносторонний треугольник — частный случай раз-

ностороннего треугольника;
В) равносторонний треугольник — частный случай равно-

бедренного треугольника;
Г) равнобедренный треугольник — частный случай равно-

стороннего треугольника.

7. Какое из следующих утверждений ложно?
А) Если высота треугольника делит сторону, к которой 

она проведена, на равные отрезки, то этот треугольник 
равнобедренный;

Б) если медиана и биссектриса треугольника, проведен-
ные из одной вершины, не совпадают, то этот тре-
угольник не является равнобедренным;
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В) если треугольник равносторонний, то длина любой его 
высоты равна длине любой его биссектрисы;

Г) если два угла треугольника равны, то биссектриса 
третьего угла делит противолежащую сторону тре-
угольника на равные отрезки.

8. Треугольник является равносторонним, если:
А) его сторона в три раза меньше его периметра;
Б) каждая его сторона в три раза меньше его периметра;
В) две его высоты равны;
Г) две его биссектрисы равны.

9. Периметр равнобедренного треугольника ABC (AB = BC) 
равен 16 см. Периметр треугольника ABM, где точка M — 
середина отрезка AC, равен 12 см. Найдите медиану BM.
А) 4 см; В) 2 см;
Б) 6 см; Г) 5 см.

10. Каждая из точек X и Y равноудалена от концов отрез-
ка AB. Какое из следующих утверждений может быть 
ложным?
А) Прямые XY и AB перпендикулярны;
Б) ∠XAY = ∠XBY;
В) ∠AXB = ∠AYB;
Г) ∠AXY = ∠BXY.

11. Точка M — середина отрезка AB. Точка X не принадлежит 
серединному перпендикуляру отрезка AB, если:
А) XA = XB;
Б) XM = XB; 
В) XM ^ AB;
Г) ∠XAM = ∠XBM.
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ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 2

Равные фигуры

Две фигуры называют равными, если их можно совме-
стить наложением.

Основное свойство равенства треугольников

Для данного треугольника ABC и данного луча A
1
M су-

ществует треугольник A
1
B

1
C

1
, равный треугольнику ABC, 

такой, что AB = A
1
B

1
, BС = B

1
C

1
, AC = A

1
C

1
 и сторона A

1
B

1
 

принадлежит лучу A
1
M, а вершина C

1
 лежит в заданной 

полуплоскости относительно прямой A
1
M.

Теорема о прямой, перпендикулярной данной

Через точку, не принадлежащую данной прямой, про-
ходит только одна прямая, перпендикулярная данной.

Высота треугольника

Перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника 
на прямую, содержащую противолежащую сторону, на-
зывают высотой треугольника.

Медиана треугольника

Отрезок, соединяющий вершину треугольника с сере-
диной противолежащей стороны, называют медианой 
треугольника.

Биссектриса треугольника

Отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий 
вершину треугольника с точкой противолежащей сторо-
ны, называют биссектрисой треугольника.

Первый признак равенства треугольников: 
по двум сторонам и углу между ними

Если две стороны и угол между ними одного треугольника 
равны соответственно двум сторонам и углу между ними 
другого треугольника, то такие треугольники равны.
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Второй признак равенства треугольников: 
по стороне и двум прилежащим к ней углам

Если сторона и два прилежащих к ней угла одного 
треугольника равны соответственно стороне и двум при-
лежащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Третий признак равенства треугольников: по трем сторонам
Если три стороны одного треугольника равны соответ-
ственно трем сторонам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Серединный перпендикуляр отрезка
Прямую, перпендикулярную отрезку и проходящую через 
его середину, называют серединным перпендикуляром 
отрезка.

Равнобедренный треугольник
Треугольник, у которого две стороны равны, называют 
равнобедренным.

Равносторонний треугольник
Треугольник, у которого все стороны равны, называют 
равносторонним.

Свойства равнобедренного треугольника
В равнобедренном треугольнике: 1) углы при основании 
равны; 2) биссектриса треугольника, проведенная к его 
основанию, является медианой и высотой треугольника.

Признаки равнобедренного треугольника
 Если медиана треугольника является его высотой, то этот 

треугольник равнобедренный.
 Если биссектриса треугольника является его высотой, то 

этот треугольник равнобедренный.
 Если в треугольнике два угла равны, то этот треугольник 

равнобедренный.
 Если медиана треугольника является его биссектрисой, 

то этот треугольник равнобедренный.
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Свойства треугольников, следующие из свойств и призна­
ков равнобедренного треугольника
 В треугольнике против равных сторон лежат равные 

углы.
 В треугольнике против равных углов лежат равные сто-

роны.
 В равнобедренном треугольнике биссектриса, высота 

и медиана, проведенные к его основанию, совпадают.
 В равностороннем треугольнике все углы равны.
 В равностороннем треугольнике биссектриса, высота 

и медиана, проведенные из одной вершины, совпадают.
 Если в треугольнике все углы равны, то этот треугольник 

равносторонний.
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§3
Как установить параллельность двух прямых? 
Какими свойствами обладают параллельные пря­
мые? Чему равна сумма углов любого треугольни­
ка? Какими свойствами обладает прямоугольный 
треугольник? Изучив материал этого параграфа, 
вы получите ответы на поставленные вопросы.

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ. 
СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА
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13. Параллельные прямые

Определение. Две прямые называют параллельны­
ми, если они не пересекаются.

На рисунке 190 изображены параллельные прямые a и b. 
Пишут: a || b (читают: «прямые a и b параллельны» или «пря-
мая a параллельна прямой b»).

Если два отрезка лежат на параллельных прямых, то их 
называют параллельными. На рисунке 191 отрезки AB и CD 
параллельны. Пишут: AB || CD.

a

b
A

B

C

D

A

B
C

D

Рис. 190 Рис. 191 Рис. 192

Также можно говорить о параллельности двух лучей, луча 
и отрезка, прямой и луча, отрезка и прямой. Например, на 
рисунке 192 изображены параллельные лучи AB и CD.

Теорема 13.1 (признак параллельности прямых). 
Две прямые, перпендикулярные третьей прямой, парал­
лельны.

Доказательство.  На рисунке 193 a ̂  c и b ̂  c. Надо 
доказать, что a || b.

Предположим, что прямые a и b пересекаются в некоторой 
точке M (рис. 194). Тогда через точку M, не принадлежащую 
прямой c, проходят две прямые a и b, перпендикулярные 
прямой c. Это противоречит тому, что через точку можно 
провести только одну прямую, перпендикулярную данной 

(теорема 7.1). Значит, наше предположение 
неверно; следовательно, a || b. 

Доказанная теорема разъясняет, почему 
с помощью линейки и угольника можно 
строить параллельные прямые так, как по-
казано на рисунке 195.

a b

c

Рис. 193
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a b

c

M

Рис. 194 Рис. 195

Следствие.  Через данную точку M, не принадлежа­
щую прямой a, можно провести прямую b, параллельную 
прямой a.

Доказательство.  Пусть точка M не принадлежит 
прямой a (рис. 196). 

Проведем (например, с помощью уголь-
ника) через точку M прямую c, перпен-
дикулярную прямой a. Теперь через точ-
ку M проведем прямую b, перпендикуляр-
ную прямой c. По признаку параллельности 
прямых (теорема 13.1) получаем, что a || b. 

Можно ли через точку M (рис. 196) про-
вести еще одну прямую, параллельную пря-
мой a? Ответ на этот вопрос дает основное 
свойство параллельных прямых.

Основное свойство параллельных прямых (ак­
сиома параллельности прямых) . Через точку, не ле­
жащую на данной прямой, проходит только одна прямая, 
параллельная данной.

Теорема 13.2. Если две прямые параллельны третьей 
прямой, то они параллельны.

Доказательство.  Пусть b || a и c || a. Докажем, что 
b || c.

Предположим, что прямые b и c не параллельны, а пере-
секаются в некоторой точке M (рис. 197). Получается, что 
через точку M проходят две прямые, параллельные прямой a, 

a

b

c

M

Рис. 196
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что противоречит аксиоме параллельности прямых. Значит, 
наше предположение неверно; следовательно, b || c. 

 Задача. Докажите, что если прямая пересекает одну 
из двух параллельных прямых, то она пересекает и другую.

Решение. Пусть прямые a и b параллельны, прямая c 
пересекает прямую b в точке M (рис. 198). Предположим, что 
прямая c не пересекает прямую a, тогда c || a. Но в этом слу-
чае через точку M проходят две прямые b и c, параллельные 
прямой a, что противоречит аксиоме параллельности прямых. 
Значит, наше предположение неверно; следовательно, пря-
мая c пересекает прямую a. 

M

a

b

c

a

b M
c

Рис. 197 Рис. 198

1. Какие две прямые называют параллельными?
2. Каким символом обозначают параллельность прямых?
3. Как читают запись m n ?

4. Какие отрезки называют параллельными?
5 Каково взаимное расположение двух прямых, перпенди­

кулярных третьей прямой?
6. Сформулируйте аксиому параллельности прямых.
7. Каково взаимное расположение двух прямых, параллель­

ных третьей прямой?
8. Если прямая пересекает одну из двух параллельных пря­

мых, то как эта прямая расположена относительно второй 
из них?

?
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 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

285.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 199. Проведите через 
каждую из точек A и B прямую, параллельную прямой m.

а б в

m m m

A

B

B

BA

A

Рис. 199

286.° Начертите треугольник и проведите 
через каждую его вершину прямую, 
параллель ную противолежащей сто-
роне.

287.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 200. 
Проведите через точку B прямую m, 
параллельную прямой AC, а через 
точку D — прямую n, параллельную 
прямой AC. Каково взаимное рас-
положение прямых m и n?

УПРАЖНЕНИЯ

288.° Можно ли провести прямую, которая была бы парал-
лельна каждой из пересекающихся прямых a и b?

289.° Прямая a параллельна стороне AB треугольника ABC. 
Может ли прямая a быть параллельной стороне AC? 
стороне BC?

290.° Прямые a и b пересекаются. Можно ли провести такую 
прямую c, которая была бы параллельна прямой a 
и пересекала прямую b?

B

CA

D

Рис. 200
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291.° Можно ли утверждать, что два отрезка параллельны, 
если они не имеют общих точек?

292.° Можно ли утверждать, что существует только один 
луч, параллельный данной прямой, началом которого 
является данная точка?

293.• Сколько можно провести отрезков, параллельных 
данной прямой, через точку, не принадлежащую этой 
прямой?

294.• Прямые a и b перпендикулярны прямой c, прямая d 
пересекает прямую a. Пересекает ли прямая d прямую b?

295.•• Докажите, что если любая прямая, пересекающая пря-
мую a, пересекает и прямую b, то прямые a и b парал-
лельны.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

296. На отрезке AB отметили точки C и D так, что AC = BD. 
Точка O — середина отрезка CD. Найдите расстояние 
между точками C и D, если AB = 21 см, AO OD: : .=7 2

297. Точка B принадлежит прямой AC, лучи BD и BF лежат 
в разных полуплоскостях относительно прямой AC, 
∠ = °ABD 80 , ∠ = °ABF 150 , BM — биссектриса угла DBF. 
Найдите угол MBC.

298. В треугольнике ABC медиана CM равна половине сто-
роны AB, ∠ = °A 47 , ∠ = °B 43 . Чему равен угол ACB?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

299. Катя и Женя подошли к квадратному пруду, в середи-
не которого находится квадратный остров (рис. 201). 
На берегу они нашли две доски, которые чуть-чуть ко-
роче ширины пролива между берегом пруда и островом. 
Как им попасть на остров, используя эти доски?
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Рис. 201

14. Признаки параллельности двух прямых

Если две прямые a и b пересечь третьей прямой c, то об-
разуется восемь углов (рис.202). Прямую c называют секущей 
прямых a и b.

Углы 3 и 6, 4 и 5 называют односторонними.
Углы 3 и 5, 4 и 6 называют накрест лежащими.
Углы 6 и 2, 5 и 1, 3 и 7, 4 и 8 называют соответственными.

Теорема 14.1. Если накрест лежащие углы, образую­
щиеся при пересечении двух прямых секущей, равны, то 
прямые параллельны.

Доказательство.  На рисунке 203 прямая c являет-
ся секущей прямых a и b, ∠ =∠1 2. Докажем, что a || b.

Если ∠ =∠ = °1 2 90  (рис. 204), то параллельность прямых a 
и b следует из признака параллельности прямых (теорема 13.1).

a

b

c
12

3 4

56
7 8

a

b

c

2

1
a

b

c

1
2

Рис. 202 Рис. 203 Рис. 204

Пусть теперь прямая c не перпендикулярна ни прямой a, 
ни прямой b. Обозначим A и B — точки пересечения прямой c 
с прямыми a и b соответственно. Отметим точку M — середину 
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c
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Рис. 205 Рис. 206 Рис. 207

отрезка AB (рис. 205). Через точку M проведем перпендику-
ляр ME к прямой a. Пусть прямая ME пересекает прямую b 
в точке F. Имеем: углы 1 и 2 равны по условию; углы 3 и 4 
равны как вертикальные. Следовательно, треугольники AME 
и BMF равны по стороне и двум прилежащим к ней углам, 
то есть по второму признаку равенства треугольников. Отсю- 
да ∠ =∠ = °AEM MFB 90 . Мы показали, что прямые a и b 
перпендикулярны прямой EF; значит, они параллельны. 

Теорема 14.2. Если сумма односторонних углов, обра­
зующихся при пересечении двух прямых секущей, рав­
на 180°, то прямые параллельны.

Доказательство.  На рисунке 206 прямая c являет-
ся секущей прямых a и b, ∠ +∠ = °1 2 180 . Докажем, что a || b.

Углы 1 и 3 смежные, следовательно, ∠ +∠ = °1 3 180 . По-
скольку ∠ +∠ = °1 2 180 , то ∠ =∠2 3. А углы 2 и 3 накрест ле-
жащие, поэтому в силу теоремы 14.1 a || b. 

Теорема 14.3. Если соответственные углы, образую­
щиеся при пересечении двух прямых секущей, равны, то 
прямые параллельны.

Доказательство.  На рисунке 207 прямая c являет-
ся секущей прямых a и b, ∠ =∠1 2. Докажем, что a || b.

Углы 1 и 3 равны как вертикальные. Поскольку ∠ =∠1 2 
и ∠ =∠1 3, то ∠ =∠2 3. Но углы 2 и 3 накрест лежащие. 
Поэтому согласно признаку параллельности двух прямых 
(теорема 14.1) a || b. 
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Задача. На рисунке 208 AB CD= , ∠ =∠ABD CDB. До-
кажите, что BC || AD.

Решение. Для треугольников ABD 
и CDB имеем: AB CD=  и ∠ =ABD  
= ∠CDB  по условию, BD — общая сто-
рона. Значит, треугольники ABD и CDB 
равны по двум сторонам и углу между 
ними, то есть по первому признаку 
равенства треугольников.

Тогда ∠ =∠BDA DBC. Поскольку углы BDA и DBC — на-
крест лежащие при прямых BC и AD и секущей BD и эти 
углы равны, то BC || AD. 

1. Какими должны быть накрест лежащие углы, образован­
ные при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?

2. Какими должны быть односторонние углы, образованные 
при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?

3. Какими должны быть соответственные углы, образован­
ные при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

300.° Проведите две прямые AB и СD. Проведите прямую MK, 
пересекающую каждую из прямых AB и СD. Обозначьте 
точку пересечения прямых AB и MK буквой O, а пря-
мых CD и MK — буквой E. Заполните пропуски в тексте:
1) углы AOM и ... — соответственные;
2) углы AOE и ... — соответственные;
3) углы AOE и ... — накрест лежащие;
4) углы AOE и ... — односторонние.
Укажите, какими углами (соответственными, накрест 
лежащими или односторонними) являются:
1) ∠BOM и ∠DEM; 2) ∠BOE и ∠DEM; 3) ∠BOE и ∠OEC.

?

A

B C

D

Рис. 208

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 3. Параллельные прямые. Сумма углов треугольника112

301.° Начертите две прямые и проведите их секущую. Про-
нумеруйте углы, образованные при пересечении данных 
прямых секущей. Укажите среди этих углов все пары:
1) соответственных углов;
2) односторонних углов;
3) накрест лежащих углов.

УПРАЖНЕНИЯ

302.° На рисунке 209 укажите все пары накрест лежащих, 
односторонних и соответственных углов.

303.° Запишите, какие углы на рисунке 210 являются:
1) односторонними при прямых BC и AD и секущей AB;
2) односторонними при прямых CE и CD и секущей AD;
3) накрест лежащими при прямых BC и AD и секу-

щей CE;
4) соответственными при прямых CE и CD и секу-

щей AD;
5) односторонними при прямых BC и AD и секущей CE.

S

M

C
K

E

T

O
D

A

B C

DE

Рис. 209 Рис. 210

304.° На каких из рисунков 211, а–г прямые a и b парал-
лельны?

a
c

b

28°

29°

c
a

b 52°

52° c
a

b 72°

108°

c
a

b
154°

16°

а б в г

Рис. 211
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305.° Параллельны ли изображенные на 
рисунке 212 прямые a и b, если:
1) ∠ =∠3 6;
2) ∠ =∠2 6;
3) ∠ = °4 125 , ∠ = °6 55 ;
4) ∠ = °2 35 , ∠ = °5 146 ;
5) ∠ = °1 98 , ∠ = °6 82 ;
6) ∠ = °1 143 , ∠ = °7 37 ?

306.° На каких из рисунков 213, а–г прямые m и n парал-
лельны?

m
128°

n               

k               
52°

k               

m

n               

103°

76° m n               

26°

26°
k               

k               
m

n               

159°

156°

а б в г

Рис. 213

307.° На рисунке 214 укажите все пары параллельных прямых.
308.° Запишите, какие прямые на рисунке 215 являются 

параллельными, если ∠ = °1 53 , ∠ = °2 128 , ∠ = °3 127 .

a

k
94°

m
104°

c

114°
b

76°

d
86°

c
3

b
2

a

1

Рис. 214 Рис. 215

a

b

2

43

6

1

5

7

Рис. 212
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A

B

C

D

K

A C

KM

A D

Рис. 216 Рис. 217 Рис. 218

309.° На рисунке 216 AB BC= , CD DK= .  Докажите, что 
AB || DK.

310.• На рисунке 217 AK — биссектриса угла BAC, AM MK= . 
Докажите, что MK || AC.

311.• На рисунке 218 ∠ =∠ACB ACD, AD CD= . Докажите, 
что BC || AD.

312.• В треугольнике ABC известно, что AB BC= , ∠ = °A 60 , 
угол BCD смежный с углом ACB, CM — биссектриса 
угла BCD. Докажите, что AB || CM.

313.• Отрезки AB и CD пересекаются в точке O и делятся 
этой точкой пополам. Докажите, что AC || BD.

314.• На рисунке 219 AB CD= , BC AD= . Докажите, что 
AB || CD.

315.• На рисунке 220 изображены прямые a, b и k. Известно, 
что некоторая прямая m пересекает прямую a. Пере-
секает ли прямая m прямую b?

316.• Каково взаимное расположение прямых CD и EF на 
рисунке 221?

317.•• Угол ABC равен 60°, а угол BCD — 120°. Можно ли 
утверждать, что прямые AB и CD параллельны?

A

B C

D

k

a b

140°
40°

132°

48°

24°

72°

E F

C D

BA

Рис. 219 Рис. 220 Рис. 221
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318.•• Угол между прямыми a и c равен углу между прямыми 
b и c. Можно ли утверждать, что прямые a и b парал-
лельны?

319.•• Из восьми углов, образованных при пересечении пря-
мых a и b прямой c, четыре угла равны по 40°, а осталь-
ные четыре угла — по 140°. Можно ли утверждать, что 
прямые a и b параллельны?

320.•• Прямая пересекает биссектрису BM треугольника ABC 
в точке O, являющейся серединой отрезка BM, а сто-
рону BC — в точке K. Докажите, что если OK ^ BM, 
то MK || AB.

321.•• Отрезки AM и CK — медианы треугольника ABC. На 
продолжении отрезка AM за точку M отложен отре-
зок MF, а на продолжении отрезка CK за точку K — 
отрезок KD так, что MF AM= , KD CK= . Докажите, 
что точки B, D и F лежат на одной прямой.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

322. Луч OC разбивает угол AOB на два угла 
так, что ∠ ∠ =AOC BOC: : .3 5  Найдите 
угол между лучом OC и биссектри-
сой угла, смежного с углом AOB, если 
угол BOC на 42° больше угла AOC.

323. На рисунке 222 AB BC= ,  ∠ABK =
= ∠CBM. Докажите, что BM BK= .

324. Равнобедренные треугольники ABC и ADC имеют общее 
основание AC. Прямая BD пересекает отрезок AC в точ-
ке E. Докажите, что AE EC= .

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

325. Приведите пример, когда общей частью (пересечением) 
треугольника и четырехугольника является восьми-
угольник.

A CKM

B

Рис. 222
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  ПЯТЫЙ ПОСТУЛАТ ЕВКЛИДА

В п. 6 вы узнали, что в качестве аксиом выбирают очевид-
ные утверждения. Тогда почему бы, например, теоремы 1.1 
и 5.1 не включить в список аксиом, ведь они тоже очевидны? 
Ответ на этот вопрос понятен: если какое-то утверждение 
можно доказать с помощью аксиом или уже доказанных 
теорем, то это утверждение — теорема, а не аксиома.

С этой точки зрения очень поучительна история, связан-
ная с пятым постулатом Евклида (напомним, что в рассказе 
«Из истории геометрии» мы сформулировали четыре первых 
постулата).

V постулат. И чтобы каждый раз, когда прямая при пере-
сечении с двумя другими прямыми образует 
с ними односторонние углы, сумма которых 
меньше двух прямых углов, эти прямые пересе-
кались с той стороны от секущей, с которой эта 
сумма меньше двух прямых углов (рис. 223).

Можно показать, что пятый постулат и сформулированная 
нами в п. 13 аксиома параллельности прямых равносильны, 
то есть из постулата следует аксиома, и наоборот, из аксиомы 
следует постулат.

Более двадцати веков многие ученые пытались дока-
зать пятый постулат, то есть вывести его из других аксиом 
Евклида. Лишь в начале XIX в. несколько математиков 
независимо друг от друга пришли к выводу: утверждение, 
что через данную точку, не лежащую на данной прямой, 
можно провести только одну прямую, параллельную данной, 
является аксиомой.

Вам может показаться, что в этом выводе 
ничего особенного нет: присоединяем аксиому 
параллельности к уже существующему списку 
аксиом-правил, а дальше доказываем теоремы.

Однако если в футболе добавить хотя бы 
одно правило, например разрешить полевым 
игрокам играть и руками, то мы получим со-
вершенно другую игру.

a

b

a + b < 180°

Рис. 223
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Если пятый постулат — это правило, которое мы прини- 
маем, а не теорема, то его можно заменить другим правилом — 
утверждением, противоположным ему.

Так и поступил выдающийся русский 
математик, профессор Казанского уни-
верситета Николай Иванович Лобачев-
ский (1792–1856). Он заменил лишь одно 
правило — аксиому параллельности пря-
мых — другим: через точку, не лежащую 
на данной прямой, проходят по крайней 
мере две прямые, не пересекающие дан-
ную. Новая аксиома позволила построить 
новую геометрию — неевклидову.

С подобной идеей несколько позже 
выступил венгерский математик Янош 
Бойяи (1802–1860).

15. Свойства параллельных прямых

Теорема 15.1 (обратная теореме 14.1). Если две 
параллельные прямые пересечены секущей, то углы, обра­
зующие пару накрест лежащих углов, равны.

Доказательство.  На рисунке 224 прямые a и b па-
раллельны, прямая c — секущая. Докажем, что ∠ =∠1 2.

Предположим, что ∠ ≠ ∠1 2. Тогда через точку K проведем 
прямую a1 так, чтобы ∠ =∠3 2 (рис. 224). Углы 3 и 2 явля-
ются накрест лежащими при прямых a1 и b и секущей c. 
Тогда по признаку параллельности двух прямых (теоре-
ма 14.1) a1 || b. Получили, что через точку K проходят две 
прямые, параллельные прямой b. Это про-
тиворечит аксиоме параллельности пря-
мых. Таким образом, наше предположение 
неверно; следовательно, ∠ =∠1 2. 

Теорема  15.2 (о братная  т еоре­
ме 14.3). Если две параллельные прямые 
пересечены секущей, то углы, образую­
щие пару соответственных углов, равны.

a

b

c

2

13

K
a1

Рис. 224

Н. И. Лобачевский 
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Доказательство.  На рисунке 225 прямые a и b па-
раллельны, прямая c — секущая. Докажем, что ∠ =∠1 2.

По свойству параллельных прямых (теорема 15.1) углы 3 
и 2 равны как накрест лежащие при параллельных прямых a 
и b и секущей c. Но углы 3 и 1 равны как вертикальные. 
Следовательно, ∠ =∠1 2. 

Теорема 15.3 (обратная теореме 14.2). Если две па­
раллельные прямые пересечены секущей, то сумма углов, 
образующих пару односторонних углов, равна 180°.

Доказательство.  На рисунке 226 прямые a и b па-
раллельны, прямая c — секущая. Докажем, что ∠ +∠ = °1 2 180 .

По свойству параллельных прямых (теорема 15.1) углы 3 
и 2 равны как накрест лежащие при параллельных прямых a 
и b и секущей c. Но углы 3 и 1 смежные, поэтому ∠ +∠ = °1 3 180 . 
Следовательно, ∠ +∠ = °1 2 180 . 

a

b

c

2

1

3

a

b

c

2
13

a

b

c

Рис. 225 Рис. 226 Рис. 227

Следствие. Если прямая перпендикулярна одной из 
двух параллельных прямых, то она перпендикулярна 
и другой (рис. 227).

Докажите это следствие самостоятельно.

 Задача 1. Докажите, что все точ-
ки одной из двух параллельных прямых 
равноудалены от другой прямой.

Решение. Пусть прямые a и b парал-
лельны (рис. 228), M и N — две произволь-
ные точки прямой a. Опустим из них пер-
пендикуляры MK и NP на прямую b. До-
кажем, что MK NP= .

M

b

a N

PK

Рис. 228
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Рассмотрим треугольники MKN и PNK. Отрезок KN — 
их общая сторона. Поскольку MK ^ b и NP ^ b, то MK || NP, 
а углы MKN и PNK равны как накрест лежащие при парал-
лельных прямых MK и NP и секущей KN.

Аналогично углы MNK и PKN равны как накрест лежа-
щие при параллельных прямых MN и KP и секущей KN.

Следовательно, треугольники MKN и PNK равны по сто-
роне и двум прилежащим углам, то есть по второму призна-
ку равенства треугольников. Тогда MK NP= . 

Определение.  Расстоянием между двумя парал­
лельными прямыми называют расстояние от любой точки 
одной из прямых до другой прямой.

Например, на рисунке 228 длина отрез-
ка MK — это расстояние между параллель-
ными прямыми a и b.

Задача 2. На рисунке 229 отрезок AK — 
биссектриса треугольника ABC, MK || AC. 
Докажите, что треугольник AMK равно-
бедренный.

Решение. Поскольку AK — биссектриса треугольни-
ка ABC, то ∠ =∠MAK KAC.

Углы KAC и MKA равны как накрест лежащие при па-
раллельных прямых MK и AC и секущей AK. Следовательно, 
∠ =∠MAK MKA.

Тогда треугольник AMK равнобедренный. 

1. Каким свойством обладают накрест лежащие углы, об­
разованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?

2. Каким свойством обладают соответственные углы, обра­
зованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?

3. Каким свойством обладают односторонние углы, обра­
зованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?

?

A C

K

B

M

Рис. 229
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4. Известно, что прямая перпендикулярна одной из двух 
параллельных прямых. Обязательно ли она перпендику­
лярна другой прямой?

5. Что называют расстоянием между двумя параллельными 
прямыми?

УПРАЖНЕНИЯ

326.° На рисунке 230 найдите угол 1.
327.° На рисунке 231 найдите угол 2.

a

b

с d

1

108°

116°

64° m

n
100°

100° 94°

2

p k

Рис. 230 Рис. 231

328.° Разность односторонних углов, образованных при пе-
ресечении двух параллельных прямых секущей, рав- 
на 50°. Найдите эти углы.

329.° Один из односторонних углов, образованных при пере-
сечении двух параллельных прямых секущей, в 4 раза 
больше другого. Найдите эти углы.

330.° Найдите все углы, образованные при пересечении двух 
параллельных прямых секущей, если:

1) один из этих углов равен 48°;
2) отношение градусных мер 

двух из этих углов равно 2 : 7.
331.° Найдите все углы, образованные 

при пересечении двух параллель-
ных прямых секущей, если один 
из них на 24° меньше другого.

332.° На рисунке 232 m || n, p || k, 
∠ = °1 50 . Найдите углы 2, 3 и 4.

m

n

p k

1

2
3 4

Рис. 232
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333.° Прямая, параллельная основанию AC равнобедренного 
треугольника ABC, пересекает его боковые стороны AB 
и BC в точках D и F соответственно. Докажите, что 
треугольник DBF равнобедренный.

334.° На продолжениях сторон AC и BC равнобедренного 
треугольника ABC ( )AB BC=  за точки A и B отметили 
соответственно точки P и K так, что PK || AB. Докажи-
те, что треугольник KPC равнобедренный.

335.° Отрезки AB и CD пересекаются в точке O, AO BO= , 
AC || BD. Докажите, что CO DO= .

336.° Отрезки MK и DE пересекаются в точке F, DK || ME, 
DK ME= . Докажите, что ∆ ∆MEF KDF= .

337.° Ответьте на вопросы.
1) Могут ли оба односторонних угла при двух парал-

лельных прямых и секущей быть тупыми?
2) Может ли сумма накрест лежащих углов при двух 

параллельных прямых и секущей быть равной 180°?
3) Могут ли быть равными односторонние углы при 

двух параллельных прямых и секущей?
338.• На рисунке 233 AB || CD, BC || AD. Докажите, что 

BC AD= .
339.• На рисунке 233 BC AD= ,  BC || AD. Докажите, что 

AB || CD.
340.• На рисунке 234 MK || EF, ME EF= , ∠ = °KMF 70 . Най-

дите угол MEF.
341.• Через вершину B треугольника ABC (рис. 235) провели 

прямую MK, параллельную прямой AC, ∠ = °MBA 42 , 
∠ = °CBK 56 . Найдите углы треугольника ABC.

A

B C

D

M E

F
K

KM B

A C

Рис. 233 Рис. 234 Рис. 235

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



§ 3. Параллельные прямые. Сумма углов треугольника122

K B C D

EAM

A E F K

D

C
B

A

B C

D E

KM

Рис. 236 Рис. 237 Рис. 238

342.• Прямая, проведенная через вершину A треугольни-
ка ABC параллельно его противолежащей стороне, обра-
зует со стороной AC угол, равный углу BAC. Докажите, 
что треугольник ABC равнобедренный.

343.• На рисунке 236 ∠ = °MAB 50 , ∠ = °ABK 130 , ∠ = °ACB 40 , 
CE — биссектриса угла ACD. Найдите углы треуголь-
ника ACE.

344.• На рисунке 237 BE ^ AK, CF ^ AK, CK — биссектриса 
угла FCD, ∠ = °ABE 62 . Найдите угол ACK.

345.• На рисунке 238 BC || MK, BK KE= , CK KD= . Докажи-
те, что AD || MK.

346.• На рисунке 239 AB AC= , AF FE= , AB || EF. Докажите, 
что AE ^ BC.

347.• Треугольник ABC — равнобедренный с основанием AC. 
Через произвольную точку M его биссектрисы BD про-
ведены прямые, параллельные его сторонам AB и BC 
и пересекающие отрезок AC в точках E и F соответ-
ственно. Докажите, что DE DF= .

348.•• На рисунке 240 AB || DE. Докажите, что ∠BCD = ∠ABC +
+ ∠CDE.

349.•• На рисунке 241 AB || DE, ∠ = °ABC 120 , ∠ = °CDE 150 . 
Докажите, что BC ^ CD.

A

B

C

E

F

AB

D

C

E

A

ED

C

B

Рис. 239 Рис. 240 Рис. 241
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350.•• Через вершину B треугольника ABC провели прямую, 
параллельную его биссектрисе AM. Эта прямая пере-
секает прямую AC в точке K. Докажите, что треуголь-
ник BAK равнобедренный.

351.•• Через точку O пересечения биссектрис AE и CF тре-
угольника ABC провели прямую, параллельную пря-
мой AC. Эта прямая пересекает сторону AB в точке M, 
а сторону BC — в точке K. Докажите, что MK AM CK= + .

352.•• Биссектрисы углов BAC и BCA треугольника ABC пере-
секаются в точке O. Через эту точку проведены прямые, 
параллельные прямым AB и BC и пересекающие сторо-
ну AC в точках M и K соответственно. Докажите, что 
периметр треугольника MOK равен длине стороны AC.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

353. На отрезке AB отметили точку C так, что AC BC: : .= 2 1  
На отрезке AC отметили точку D так, что AD CD: : .= 3 2  
В каком отношении точка D делит отрезок AB?

354. Отрезки AC и BD пересекаются в точке O, AB = BC =
= CD = AD. Докажите, что AC ^ BD.

355. В треугольнике MOE на стороне MO отметили точку A, 
в треугольнике TPK на стороне TP — точку B так, что 
MA TB= . Какова градусная мера угла BKP, если MО =
= TР, ∠ =∠M T, ∠ =∠O P, ∠ = °AEO 17 ?

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

356. На рисунке 242 изображена очень 
сложная замкнутая ломаная. Она огра- 
ничивает некоторую часть плоскости 
(много угольник). На рисунке отме-
чают произвольную точку. Как бы-
стрее всего определить, принадлежит 
эта точка многоугольнику или нет? Рис. 242
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16. Сумма углов треугольника. 
Неравенство треугольника

Треугольник — ключевая фигура планиметрии. Мир тре- 
угольников разнообразен. Но всем им присуще свойство, 
которое раскрывает следующая теорема.

Теорема 16.1. Сумма углов треугольника равна 180°.
Доказательство.  Рассмотрим произвольный тре-

угольник ABC. Требуется доказать, что ∠ +∠ +∠ = °A B C 180 .
Через вершину B проведем прямую a, параллельную пря-

мой AC (рис. 243). Имеем: ∠A и ∠1 равны как накрест лежа-
щие при параллельных прямых a и AC и секущей AB. Ана-
логично доказываем, что ∠ =∠C 3. Но углы 1, 2, 3 состав-
ляют развернутый угол с вершиной B. Следовательно, ∠A +
+ ∠ABC + ∠C = ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°. 

Следствие. Среди углов треугольника не менее двух 
углов острые.

Докажите это следствие самостоятельно.
Из этого следствия вытекает, что угол при основании 

равнобедренного треугольника всегда острый.
Определение.  Внешним углом треугольника назы­

вают угол, смежный с углом этого треугольника.

На рисунке 244 углы 1, 2, 3 являются внешними углами 
треугольника ABC.

Теорема 16.2. Внешний угол треугольника равен сум­
ме двух углов треугольника, не смежных с ним.

Доказательство.  На рисунке 244 углы 1, 2 и 3 — 
внешние углы треугольника ABC. Надо доказать, что ∠1 =
= ∠5 + ∠6, ∠2 = ∠4 + ∠6, ∠3 = ∠4 + ∠5.

B

A C

1

2

3

a B

A C

4

5

6

1

3

2

Рис. 243 Рис. 244
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Докажем, например, первое из этих трех равенств (осталь-
ные равенства доказывают аналогично).

По свойству смежных углов ∠ +∠ = °1 4 180 . По теоре-
ме о сумме углов треугольника ∠ +∠ +∠ = °4 5 6 180 . Тогда 
∠1 + ∠4 = ∠4 + ∠5 + ∠6, отсюда ∠ =∠ +∠1 5 6. 

Следствие. Внешний угол треугольника больше каж­
дого из углов треугольника, не смежных с ним.

Докажите это следствие самостоятельно.

Теорема 16.3 (неравенство треугольника). Каж­
дая сторона треугольника меньше суммы двух других 
его сторон.

Доказательство.  Рассмотрим треугольник ABC 
(рис. 245). Надо доказать, что: 1) AB < AC + CB; 2) AC <
< AB + BC; 3) BC < BA + AC. 

Докажем первое из этих неравенств (два других доказы-
вают аналогично).

Пусть доказываемое неравенство неверно. Тогда AB >
> AC + CB или AB = AC + CB.

1) Пусть AB > AC + CB. Тогда на стороне AB можно отме-
тить точки C

1
 и C

2
 такие, что AC = AC

1
 и BC = BC

2
 (рис. 245). 

Поскольку мы предположили, что AB > AC + CB, то AB >
> AC

1
 + BC

2
. Следовательно, отрезки AC

1
 и BC

2
 не имеют 

общих точек.

BA

C

C
1

C
2

1 2

Рис. 245

Углы AC
1
C и BC

2
C являются острыми как углы при 

основании равнобедренных треугольников AC
1
C и BC

2
C со-

ответственно. Тогда углы 1 и 2 являются тупыми как углы, 
смежные с острыми. Получили противоречие: в треугольни-
ке C

1
CC

2
 два тупых угла.
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2) Рассуждая аналогично, можно показать (сделайте это 
самостоятельно), что равенство AB = AC + CB также приво-
дит к противоречию. 

Из доказанной теоремы следует, что если длина одного из 
трех данных отрезков не меньше суммы длин двух других, 
то эти отрезки не могут служить сторонами треугольника 
(рис. 246).

Если же каждый из трех данных отрезков меньше сум-
мы двух других, то эти отрезки могут служить сторонами 
треугольника.

Вы уже знаете, что в треугольнике против равных сторон 
лежат равные углы, и наоборот, против равных углов лежат 
равные стороны (пп. 9, 10). Эти свойства дополняет следую-
щая теорема.

Теорема 16.4. В треугольнике против большей сто­
роны лежит больший угол, и наоборот, против большего 
угла лежит большая сторона.

Доказательство.  1) Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором AB > BC. Надо доказать, что ∠ACB > ∠A (рис. 247).

A C 

B

M

A C 

B

M

Рис. 246 Рис. 247 Рис. 248

Поскольку AB > BC, то на стороне AB найдется такая 
точка M, что BM BC= . Получили равнобедренный треуголь-
ник MBC, в котором ∠ =∠BMC BCM.

Так как угол BMC — внешний угол треугольника AMC, 
то ∠BMC > ∠A. Следующая «цепочка» неравенств доказывает 
первую часть теоремы:

∠ >∠ =∠ >∠ACB MCB BMC A.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



16. Сумма углов треугольника. Неравенство треугольника 127

2) Рассмотрим треугольник ABC, в котором ∠C > ∠A. Надо 
доказать, что AB > BC.

Поскольку ∠ACB > ∠A, то угол ACB можно разделить на 
два угла ACM и MCB так, что ∠ =∠ACM A  (рис. 248). Тогда 
треугольник AMC равнобедренный с равными сторонами MA 
и MC.

Для стороны BC запишем неравенство треугольника: 
MC + MB > BC. Имеем: AB = AM + MB = MC + MB > BC. 

Заметим, что вторую часть теоремы 16.4 можно доказать 
методом от противного: предположить, что BC l AB, а далее 
воспользоваться уже доказанной первой частью теоремы. 
Проведите это доказательство самостоятельно.

 Задача. Медиана CM треугольника ABC равна 
половине стороны AB. Докажите, что треугольник ABC пря-
моугольный.

Решение. По условию AM CM=  (рис. 249). Тогда в тре-
угольнике AMC углы A и ACM равны.

По условию BM CM= , отсюда следует, что в треугольни-
ке BMC углы B и BCM равны.

В треугольнике ACB имеем: ∠A + ∠B +
+ ∠ACB = 180°. Учитывая, что ∠A = ∠ACM 
и ∠B = ∠BCM, получаем: ∠ACM + ∠BCM +
+ ∠ACB = 180°. Поскольку ∠АCM + ∠ВCМ =
= ∠ACB, то 2 180∠ = °ACB . Тогда ∠ = °ACB 90 .

Следовательно, треугольник ABC пря-
моугольный. 

1. Чему равна сумма углов треугольника?
2. Какое наименьшее количество острых углов есть в любом 

треугольнике?
3. Какой угол называют внешним углом треугольника?
4. Как связаны внешний угол треугольника и два угла тре­

угольника, не смежные с ним?
5. Сравните внешний угол треугольника с углом треуголь­

ника, не смежным с ним.

?

A B

C 

M

Рис. 249
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6. Сформулируйте теорему о неравенстве треугольника.
7. Сформулируйте теорему о соотношении между сторона­

ми и углами треугольника.

УПРАЖНЕНИЯ

357.° Найдите угол треугольника, если два других его угла 
равны 35° и 96°.

358.° Один из углов треугольника в 3 раза меньше второго угла 
и на 35° меньше третьего. Найдите углы треугольника.

359.° Найдите углы треугольника, если их градусные меры 
относятся как 2 : 3 : 7.

 360.° Найдите углы равностороннего треугольника.
 361.° Найдите углы равнобедренного прямоугольного тре-

угольника.
362.° Угол при основании равнобедренного треугольника ра-

вен 63°. Найдите угол при вершине этого треугольника.
363.° Найдите углы при основании равнобедренного треуголь-

ника, если угол при вершине равен 104°.
364.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если угол 

при вершине в 4 раза больше угла при основании.
365.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если угол 

при основании на 48° меньше угла при вершине.
366.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 

из них равен: 1) 110°; 2) 50°. Сколько решений имеет 
задача?

367.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 
из них равен: 1) 42°; 2) 94°. Сколько решений имеет задача?

368.° Могут ли стороны треугольника быть равными:
1) 6 см, 5 см, 12 см; 2) 6 см, 5 см, 11 см?

369.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , AK — бис-
сектриса, ∠ = °BAK 18 . Найдите углы AKC и ABC.

370.° В треугольнике ABC известно, что AB BC= , CK — бис-
сектриса, ∠ = °A 66 . Найдите угол AKC.

371.° Биссектрисы AK и CM треугольника ABC пересекаются 
в точке O, ∠ = °BAC 116 , ∠ = °BCA 34 . Найдите угол AOC.
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372.° В равнобедренном треугольнике ABC с углом при верши-
не B, равным 36°, провели биссектрису AD. Докажите, 
что треугольники ADB и CAD равнобедренные.

373.° В треугольнике ABC провели биссектрису BF. Найдите 
угол C, если ∠ = °A 39 , ∠ = °AFB 78 .

374.° Докажите, что если один из углов треугольника равен 
сумме двух других углов, то этот треугольник прямо-
угольный.

375.° На рисунке 250 укажите внешние углы:
1) при вершинах E и F треугольника MEF;
2) при вершине E треугольника MKE.

376.° На рисунке 251 укажите треугольники, для которых 
внешним углом является: 1) угол AMB; 2) угол BMD.

K E F N

M

M

A C 

B D

Рис. 250 Рис. 251

377.° Один из внешних углов треугольника равен 75°. Най-
дите:
1) угол треугольника при этой вершине;
2) сумму двух углов треугольника, не смежных с ним.

378.° Может ли внешний угол треугольника быть меньше 
смежного с ним угла треугольника? В случае утверди-
тельного ответа укажите вид треугольника.

379.° Определите вид треугольника, если один из его внешних 
углов равен смежному с ним углу треугольника.

380.° Один из внешних углов треугольника равен 136°, а один 
из углов треугольника — 61°. Найдите неизвестный 
угол треугольника, не смежный с данным внешним.

381.° Один из внешних углов треугольника равен 154°. Най-
дите углы треугольника, не смежные с ним, если один 
из этих углов на 28° больше другого.
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382.° Один из внешних углов треугольника равен 98°. Най-
дите углы треугольника, не смежные с ним, если один 
из этих углов в 6 раз меньше другого.

383.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если 
внешний угол при его вершине равен 38°.

384.° Сравните углы треугольника ABC, если:
1) AB > AC > BC; 2) AB BC= ,  BC > AC.

385.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °A 34 , ∠ = °B 28 . 
Сравните стороны AB, BC и AC.

386.° Сравните стороны треугольника ABC, если:
1) ∠C > ∠A > ∠B; 2) ∠B > ∠C, ∠ =∠A B.

 387.° Докажите, что если два угла одного треугольника 
равны соответственно двум углам другого треугольника, 
то и третьи углы этих треугольников равны.

388.• Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 
из его внешних углов равен: 1) 54°; 2) 112°. Сколько 
решений имеет задача?

389.• Внешний угол равнобедренного треугольника ра-
вен 130°. Найдите углы треугольника. Сколько решений 
имеет задача?

390.• Периметр треугольника равен 30 см. Может ли одна из 
его сторон быть равной: 1) 20 см; 2) 15 см?

391.• Длины двух сторон треугольника равны 7 см и 9 см. 
Может ли периметр этого треугольника быть равным: 
1) 20 см; 2) 32 см; 3) 18 см?

392.• Существует ли треугольник, одна из сторон которого 
на 2 см меньше второй и на 6 см меньше третьей, а пе-
риметр равен 20 см?

393.• Биссектрисы углов при основании AC равнобедренного 
треугольника ABC пересекаются в точке O. Докажите, 
что угол AOC равен внешнему углу треугольника ABC 
при вершине A.

394.• На рисунке 252 BC || AD, ∠ = °A 25 , 
∠ = °B 55 . Найдите угол CMD.

395.• Отрезок BK — биссектриса равно-
бедренного треугольника ABC с осно-
ванием BC, ∠ = °AKB 105 . Найдите 
углы треугольника ABC.

A D

C B

M

Рис. 252
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396.• На стороне AB треугольника ABC отметили точку D 
так, что BD BC= , ∠ = °ACD 15 , ∠ = °DCB 40 . Найдите 
углы треугольника ABC.

397.• На сторонах треугольника ABC (рис. 253) отметили 
точки E и F так, что ∠ =∠1 2. Докажите, что ∠ =∠3 4.

398.• На рисунке 254 BC || AD, ∠ = °B 100 , ∠ = °ACD 95 , ∠D =
= 45°. Докажите, что AB BC= .

A C 

F 

B 

E 4 2 

3 1 

A

B C 

D

Рис. 253 Рис. 254

399.• Через вершину C треугольника ABC проведена прямая, 
параллельная биссектрисе AM треугольника и пересе-
кающая прямую AB в точке K. Найдите углы треуголь-
ника AKC, если ∠ = °BAC 70 .

400.• В треугольнике ABC биссектрисы углов A и C пересе-
каются в точке O. Найдите угол AOC, если ∠ = °B 100 .

401.• Докажите, что биссектриса внешнего угла при вершине 
равнобедренного треугольника параллельна его осно- 
ванию.

402.• Докажите, что если биссектриса внешнего угла тре-
угольника параллельна его стороне, то этот треугольник 
равнобедренный.

403.• Угол при основании AC равнобедренного треугольни-
ка ABC в 2 раза больше угла при вершине, AM — бис-
сектриса треугольника. Докажите, что BM AC= .

404.• Треугольник ABC равнобедренный с основанием AC. На 
стороне BC отметили точку M так, что BM AM AC= = . 
Найдите углы треугольника ABC.

 405.• Докажите, что в любом треугольнике существует 
угол: 1) не меньше 60°; 2) не больше 60°.
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406.•	 Определите	вид	треугольника,	если:
1)	один	из	его	углов	больше	суммы	двух	других;
2)	любой	из	его	углов	меньше	суммы	двух	других.

407.•	 Определите	вид	треугольника,	если	сумма	любых	двух	
его	углов	больше	90°.

408.•	 В	 треугольнике	ABC	 угол	B	 тупой.	На	продолжении	
стороны	AB	за	точку	A	отметили	произвольную	точку	D.	
Докажите,	что	CD	>	AC.

409.•	 В	треугольнике	ABC	известно,	что	∠C	>	90°.	На	сторо-
не	BC	отметили	произвольную	точку	D.	Докажите,	что	
AD	>	AC.

410.••	Существует	ли	треугольник,	две	биссектрисы	которого	
перпендикулярны?

411.••	Существует	ли	треугольник,	в	котором	одна	биссектриса	
делит	пополам	другую	биссектрису?

412.••	Найдите	 углы	 треугольника	ABC,	 если	 биссектриса	
угла	B	разбивает	его	на	два	равнобедренных	треуголь-
ника.	

	 413.••	Три	точки	A,	B	и	C	таковы,	что	выполняется	ра-
венство	AB	=	AC	+	CB.	Докажите,	что	точка	C	является	
внутренней	точкой	отрезка	AB.

414.••	На	прямой	m	(рис.	255)	найдите	такую	точку	C,	чтобы	
сумма	расстояний	от	нее	до	точек	A	и	B	была	наимень-
шей.	Ответ	обоснуйте.

415.*	Одна	сторона	треугольника	равна	2,8	см,	а	вторая	—	
0,6	 см.	Найдите	 третью	 сторону	 этого	 треугольника,	
если	ее	длина,	выраженная	в	сантиметрах,	равна	целому	
числу.

416.*	В	треугольнике	ABC	известно,	что	∠ =A α,	биссектрисы	
внешних	углов	при	вершинах	B	и	C	пересекаются	в	точ-
ке	O.	Найдите	угол	BOC.

417.*	Отрезок	AM	—	медиана	 треугольника	ABC,	∠CAM	>
>	∠BAM.	Докажите,	что	AB	>	AC.

418.*	На	боковых	сторонах	AB	и	BC	равно-
бедренного	треугольника	ABC	отмети-
ли	соответственно	точки	E	и	F	так,	что	
AC AF EF BE= = = .	Найдите	углы	тре-
угольника	ABC.

m

A B

Рис. 255
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419.* В треугольнике ABC известно, что AB = 2 см, ∠ = °A 60 , 
∠ = °B 70 . На стороне AC отметили точку D так, что 
AD =1 см. Найдите углы треугольника BDC.

420.* Докажите, что сумма длин двух сторон треугольника 
больше удвоенной длины медианы, проведенной к тре-
тьей стороне.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

421. На прямой отметили точки A, B и C так, что точка B 
лежит между точками A и C, причем BC AB= 2 . На от-
резке BC отметили точку D так, что BD DC: : .= 3 7  
Найдите расстояние между серединами отрезков AB 
и CD, если отрезок CD на 16 см длиннее отрезка BD.

422. На медиане BM треугольника ABC отметили точку O 
так, что ∠ =∠OAC OCA. Докажите, что треугольник ABC 
равнобедренный.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

423. Существует ли шестиугольник, у которого никакие две 
диагонали не имеют общих точек, отличных от вершин?

17. Прямоугольный треугольник

На рисунке 256 изображен прямоуголь-
ный треугольник ABC, в котором ∠ = °C 90 .

Сторону прямоугольного треугольника, 
противолежащую прямому углу, называют 
гипотенузой, а стороны, прилежащие к пря-
мому углу, — катетами (рис. 256).

Для доказательства равенства двух тре-
угольников находят их равные элементы. 

C B

A

Катет

ГипотенузаК
ат

ет

Рис. 256
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У любых двух прямоугольных треугольников такие элементы 
есть всегда — это прямые углы. Поэтому для прямоугольных 
треугольников можно сформулировать «персональные» при-
знаки равенства.

Теорема 17.1 (признак равенства прямоуголь­
ных треугольников по гипотенузе и катету). Если 
гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольника 
соответственно равны гипотенузе и катету другого, то 
такие треугольники равны.

Доказательство.  Рассмотрим треугольники ABC 
и A B C1 1 1, у которых  ∠ =∠ = °C C1 90 ,  AB A B= 1 1,  AC A C= 1 1 
(рис. 257). Надо доказать, что ∆ ∆ABC A B C= 1 1 1.

A A1

B C C1 B1

A1 (A)

B C1 (С) B1

Рис. 257 Рис. 258

Расположим треугольники ABC и A B C1 1 1 так, чтобы вер-
шина A совместилась с вершиной A1, вершина C — с верши-
ной C1, а точки B и B1 лежали в разных полуплоскостях 
относительно прямой A C1 1 (рис. 258).

Имеем: ∠А1C1B + ∠А1C1B1 = 90° + 90° = 180°. Значит, 
угол BC1B1 развернутый, поэтому точки B, C1, B1 лежат на 
одной прямой. Получили равнобедренный треугольник BA B1 1 
с боковыми сторонами A B1  и A B1 1 и высотой A C1 1 (рис. 258). 
Тогда A C1 1 — медиана этого треугольника, то есть C B C B1 1 1= . 
Следовательно, треугольники A

1
BC

1
 и A

1
B

1
C

1
 равны по тре-

тьему признаку равенства треугольников. 

При решении задач удобно пользоваться и другими при-
знаками равенства прямоугольных треугольников, непосред-
ственно следующими из признаков равенства треугольников.
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Признак равенства прямоугольных треуголь­
ников по двум катетам. Если катеты одного прямо­
угольного треугольника соответственно равны катетам 
другого, то такие треугольники равны.

Признак равенства прямоугольных треугольни­
ков по катету и прилежащему острому углу. Если 
катет и прилежащий к нему острый угол одного прямо­
угольного треугольника соответственно равны катету 
и прилежащему к нему острому углу другого, то такие 
треугольники равны.

Очевидно, что если острый угол одного прямоугольного 
треугольника равен острому углу другого прямоугольного 
треугольника, то равны и два других острых угла. Восполь-
зовавшись этим утверждением, список признаков равенства 
прямоугольных треугольников можно дополнить еще двумя.

Признак равенства прямоугольных треугольни­
ков по катету и противолежащему острому углу. 
Если катет и противолежащий ему острый угол одного 
прямоугольного треугольника соответственно равны 
катету и противолежащему ему острому углу другого, 
то такие треугольники равны.

Признак равенства прямоугольных треугольни­
ков по гипотенузе и острому углу. Если гипотенуза 
и острый угол одного прямоугольного треугольника соот­
ветственно равны гипотенузе и острому углу другого, то 
такие треугольники равны.

Задача. Докажите равенство прямоугольных треугольни-
ков по острому углу и биссектрисе, проведенной из вершины 
этого угла.

Решение. В треугольниках ABC 
и A

1
B

1
C

1 
(рис. 259) ∠C = ∠C

1
 = 90°, ∠BAC =

= ∠B
1
A

1
C

1
, отрезки AD и A D1 1 — биссек-

трисы, AD A D= 1 1.

Имеем:  ∠ = ∠ = ∠ =CAD BAC B A C
1

2

1

2
1 1 1  

= ∠C A D1 1 1. Поскольку AD A D= 1 1, то пря-

моугольные треугольники ACD и A C D1 1 1 

B1

A1C1

D1

C

B

A

D

Рис. 259
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равны по гипотенузе и острому углу. Отсюда AC A C= 1 1, и так 
как ∠ =∠BAC B A C1 1 1, то прямоугольные треугольники ABC 
и A B C1 1 1 равны по катету и прилежащему острому углу. 

1. Какой треугольник называют прямоугольным?
2. Какую сторону прямоугольного треугольника называют 

гипотенузой?
3. Какую сторону прямоугольного треугольника называют 

катетом?
4. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­

угольников по гипотенузе и катету.
5. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­

угольников по двум катетам.
6. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­

угольников по катету и прилежащему острому углу.
7. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­

угольников по катету и противолежащему острому углу.
8. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­

угольников по гипотенузе и острому углу.
9. Чему равна сумма острых углов прямоугольного треуголь­

ника?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

424.° С помощью транспортира и линейки постройте прямо-
угольный треугольник:
1) катеты которого равны 3 см и 4 см;
2) один из катетов которого равен 2,5 см, а прилежащий 

к нему угол — 40°;
3) гипотенуза которого равна 6 см, а один из острых 

углов равен 70°.
Обозначьте построенные треугольники, укажите в каж-
дом из них катеты и гипотенузу.

?
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425.° С помощью транспортира и линейки постройте равно-
бедренный прямоугольный треугольник:
1) с катетом, равным 5 см;
2) с гипотенузой, равной 4 см.

УПРАЖНЕНИЯ

426.° На рисунке 260 изображен треуголь-
ник MKE с прямым углом при верши-
не K. Укажите:
1) катеты и гипотенузу треугольника;
2) катет, прилежащий к углу E;
3) катет, противолежащий углу M.

427.° На рисунке 261 AD — высота треуголь-
ника ABC. Найдите на этом рисунке 
прямоугольные треугольники, укажи-
те в каждом из них катеты и гипотенузу.

428.° Один из острых углов прямоугольного треугольника 
равен 43°. Найдите другой острый угол.

429.° В равнобедренном треугольнике ABC ( )AB BC=  про-
ведена высота AH. Найдите угол CAH, если ∠ = °B 76 .

430.° Угол между основанием равнобедренного треугольника 
и высотой, проведенной к боковой стороне, равен 19°. 
Найдите углы данного треугольника.

431.° На рисунке 262 AB ^ BC, CD ^ BC, AC BD= . Докажи-
те, что AB CD= .

432.° На рисунке 263 MO FO= , ∠ =∠ = °MEO FKO 90 . Дока-
жите, что ∆ ∆MEO FKO= .

A

D

C

B
A

B C 

D

M

O

F

KE

Рис. 261 Рис. 262 Рис. 263

K E

M

Рис. 260
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433.° Из точек A и B, лежащих в одной полуплоскости от-
носительно прямой a, опущены перпендикуляры AM 
и BK на эту прямую, AM BK= . Докажите, что AK BM= .

434.° На рисунке 264 AB CD= , AB || CD, BM ^ AC, DK ^ AC. 
Докажите, что BM DK= .

435.° На рисунке 265 AB BC= , CD ^ AB, AE ^ BC. Докажи-
те, что BE BD= .

 436.° На биссектрисе угла с вершиной в точке B отме-
тили точку M, из которой опустили перпендикуляры 
MD и MC на стороны угла. Докажите, что MD MC= .

437.° На сторонах угла с вершиной в точке B отметили точ-
ки A и C так, что AB BC= . Через точки A и C провели 
прямые, перпендикулярные сторонам BA и BC соот-
ветственно, которые пересекаются в точке O. Докажи-
те, что луч BO — биссектриса угла ABC.

 438.• Докажите, что высоты равнобедренного треуголь-
ника, проведенные к его боковым сторонам, равны.

 439.• Докажите, что если две высоты треугольника 
равны, то этот треугольник равнобедренный.

440.• Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и биссектрисе, проведенной из вершины прямого 
угла.

441.• Докажите равенство прямоугольных треугольников 
по катету и высоте, проведенной из вершины прямого 
угла.

442.• Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и биссектрисе, проведенной из вершины при-
лежащего к этому катету острого угла.

443.• Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и медиане, проведенной к другому катету.

A

B C

D

K

M

AD

C
E

B

Рис. 264 Рис. 265
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 444.• Докажите, что в равных треугольниках высоты, 
опущенные на соответственные стороны, равны.

445.• Докажите равенство остроугольных треугольников по 
стороне и двум высотам, проведенным из концов этой 
стороны.

446.• Докажите равенство треугольников по стороне и про-
веденным к ней медиане и высоте.

447.• Прямая пересекает стороны AB и BC треугольника ABC 
соответственно в точках M и K, являющихся середи-
нами этих сторон. Докажите, что вершины данного 
треугольника равноудалены от прямой MK.

448.• Прямая пересекает стороны AB и BC треугольника ABC 
в точках M и K соответственно. Вершины данного 
треугольника равноудалены от прямой MK. Докажите, 
что точки M и K являются серединами сторон AB и BC 
соответственно.

449.•• Высо ты AM и CK треугольника ABC пересекаются 
в точке H, HK HM= . Докажите, что треугольник ABC 
равнобедренный.

450.•• Высо ты ME и NF треугольника MKN пересекаются 
в точке O, OM ON= , MF KE= . Докажите, что треуголь-
ник MKN равносторонний.

451.•• Можно ли утверждать, что если две стороны и высота, 
проведенная к третьей стороне, одного треугольника 
соответственно равны двум сторонам и высоте, про-
веденной к третьей стороне, другого треугольника, то 
эти треугольники равны?

452.•• Докажите равенство треугольников по двум углам и вы-
соте, проведенной из вершины третьего угла.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

453. Углы ABC и DBC смежные, луч BM принадлежит 
углу ABC, луч BK — углу DBC, ∠ =∠ = °MBC CBK 30 , 
угол DBK в 5 раз больше угла ABM. Найдите углы ABC 
и DBC.
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454. На боковых сторонах AB и BC равнобедренного тре-
угольника ABC отметили соответственно точки M и K

так, что BM BK= . Отрезки AK и CM 
пересекаются в точке O. Докажите, 
что: 1) треугольник AOC равнобедрен-
ный; 2) прямая BO — серединный 
перпендикуляр отрезка AC.

455. На рисунке 266 AB CD= , BC AD= . 
Докажите, что AO OC= .

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

456. Можно ли замостить плоскость фигура-
ми, каждая из которых равна фигуре, 
изображенной на рисунке 267?

18. Свойства прямоугольного треугольника

Теорема 18.1. В прямоугольном треугольнике гипо­
тенуза больше катета.

Доказательство.  Каждый из катетов лежит про-
тив острого угла, а гипотенуза лежит против прямого угла. 
Прямой угол больше острого угла, а в треугольнике против 
большего угла лежит большая сторона (теорема 16.4). Поэто-
му гипотенуза больше любого из катетов. 

Следствие. Если из одной точки, 
не лежащей на прямой, к этой прямой 
проведены перпендикуляр и наклонная, 
то перпендикуляр меньше наклонной.

На рисунке 268 отрезок AB — пер-
пендикуляр, отрезок AX — наклонная, 
AB < AX.

  Задача 1. Докажите, что катет, 
лежащий против угла, величина которого 
равна 30°, равен половине гипотенузы.

A

B C

D

O

Рис. 266

Рис. 267

B

A

X

a

Рис. 268
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Решение. Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором ∠ = °ACB 90 , ∠ = °BAC 30 . Надо до-

казать, что BC AB=
1

2
.

На луче BC отложим отрезок CD, равный 
отрезку BC (рис. 269). Проведем отрезок АD. 
Тогда в треугольниках ABC и ADC имеем: 
∠ =∠ = °ACB ACD 90 , стороны BC и CD равны 
по построению, AC — общая сторона этих 
треугольников. Следовательно, эти треугольники равны по двум 
катетам. Тогда ∠ = °DAC 30 , отсюда ∠BAD = 2 ∠DAC = 60°. 
Имеем: ∠ABD = 90° – 30° = 60°. Тогда ∠ADB = 60° и треуголь-

ник ABD равносторонний. Значит, BC = 
1

2

1

2
BD AB= . 

  Задача 2. Докажите, что если катет равен половине 
гипотенузы, то угол, лежащий против этого катета, равен 30°.

Решение. Рассмотрим треугольник ABC, в котором 

∠ = °ACB 90 , BC AB=
1

2
. Надо доказать, что ∠ = °BAC 30 .

На луче BC отложим отрезок CD, равный отрезку BC 
(рис. 269). Тогда AB BD= . Кроме того, отрезок AC является 
медианой и высотой треугольника BAD, следовательно, по 
признаку равнобедренного треугольника AB AD= . Получаем: 
AB BD AD= = , поэтому треугольник BAD равносторонний, 
следовательно, ∠BAD = 60°.

Поскольку отрезок AC — биссектриса треугольника BAD, 

то ∠ = ∠ = °BAC BAD
1

2
30 . 

1. Какая из сторон прямоугольного треугольника является 
наибольшей?

2. Каково свойство катета, лежащего против угла, равно­
го 30°?

3. Какова градусная мера угла, лежащего против катета, 
равного половине гипотенузы?

?

B C D

A

Рис. 269
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УПРАЖНЕНИЯ

457.° Стороны прямоугольного треугольника равны 24 см, 
10 см и 26 см. Чему равен наибольший катет данного 
треугольника?

458.° В прямоугольном треугольнике DEF гипотенуза DE 
равна 18 см, ∠ = °D 30 . Найдите катет FE.

459.° В прямоугольном треугольнике MKC известно, что 
∠ = °M 90 , ∠ = °C 60 , CM =7 см. Найдите гипотенузу CK.

460.° В равностороннем треугольнике ABC точка D — сере-
дина стороны AB. Из этой точки опущен перпендику-
ляр DE на сторону AC. Найдите отрезки, на которые 
точка E разбивает отрезок AC, если сторона данного 
треугольника равна 16 см.

461.° Один из углов прямоугольного треугольника равен 30°, 
а разность гипотенузы и меньшего катета равна 5 см. 
Найдите эти стороны треугольника.

462.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °A 30 , ∠ = °B 45 , 
CK — высота, AC =10 см. Найдите отрезок BK.

463.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , ∠ = °A 30 , 
CD — высота, BD =7 см. Найдите гипотенузу AB.

464.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , CK — вы-
сота, CK =7  см, AC =14 см. Найдите угол B.

465.• На рисунке 270 AB — перпендикуляр, AC — наклонная, 
AC = 2 см. Найдите угол ACB и длину перпендикуля-
ра AB, если эта длина, выраженная в сантиметрах, равна 
целому числу.

466.• Основание равнобедренного треугольника равно 18 см, 
а один из углов равен 120°. Найдите высоту треуголь-

ника, проведенную из вершины 
угла при его основании.

467.• В равнобедренном треугольнике 
ABC с основанием BC провели вы-
соту BM длиной 7,5 см, ∠ = °MBC 15 . 
Найдите боковую сторону тре-
угольника.

B

A

C

Рис. 270
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468.• Биссектрисы AM и BK равностороннего треугольни-
ка ABC пересекаются в точке O. Докажите, что AO : OM =
= 2 : 1.

469.•• В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , ∠ = °B 30 . 
Серединный перпендикуляр отрезка AB пересекает его 
в точке M, а отрезок BC — в точке K. Докажите, что 

MK BC=
1

3
.

470.•• В треугольнике MKE известно, что ∠ = °K 90 , ∠ = °E 30 , 
KE =12  см. Найдите биссектрису MC треугольника.

471.•• В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , ∠ = °BAC 60 , 
отрезок AD — биссектриса, отрезок CD на 3 см меньше 
отрезка BD. Найдите биссектрису AD.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

472. На рисунке 271 AB = BC, AM = KC, 
∠AKE = ∠FMC. Докажите, что треуголь-
ник FBE равнобедренный.

473. Через вершины A и B треугольника ABC 
проведены прямые, перпендикулярные 
биссектрисе угла ACB и пересекающие 
прямые BC и AC в точках M и K соот-
ветственно. Найдите периметр треуголь-
ника ABC, если AC > BC, CM = 6  см, 
BK = 2 см, AB =7  см.

474. На рисунке 272 BC || AD, луч CA — бис-
сектриса угла BCD, AD = 9 см, AC = 8 см. 
Найдите периметр треугольника CAD.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

475. Разрежьте треугольник на четыре части так, чтобы, 
перевернув три из них, можно было бы снова сложить 
треугольник, равный данному.

A M K C

FE

B

Рис. 271

A D

CB

Рис. 272
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ЗАДАНИЕ № 3 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ

1. Какое из следующих утверждений верно?
А) Если два отрезка не имеют общих точек, то они парал-

лельны.
Б) Если два луча не имеют общих точек, то они парал-

лельны.
В) Если луч и отрезок не имеют общих точек, то они па-

раллельны.
Г) Если две прямые не имеют общих точек, то они парал-

лельны.
2. Какое из следующих утверждений верно?

А) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про-
ходит только один отрезок, параллельный этой прямой.

Б) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про-
ходит только один луч, параллельный этой прямой.

В) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про-
ходит бесконечно много прямых, не параллельных этой 
прямой.

Г) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про-
ходят только две прямые, параллельные этой прямой.

3. Какое из следующих утверждений неверно?
А) Если a || b и b || c, то a || c.
Б) Если a ^ b и b ^ c, то a || c.
В) Если a ^ b и b ^ c, то a ^ c.
Г) Если a || b и c ^ b, то c ^ a.

4. На каком из рисунков прямые a и b параллельны?
А)                 Б)                  В)                  Г) 

120°

60°

a

b

k

75°

109°

a

b

k

135°

55°

a

k

b 137°
33°

a

k

b

5. Какое из следующих утверждений неверно?
А) Если сумма углов одной пары накрест лежащих углов 

равна сумме углов другой пары, то прямые не парал-
лельны.
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Б) Если накрест лежащие углы не равны, то прямые не 
параллельны.

В) Если сумма односторонних углов не равна 180°, то 
прямые не параллельны.

Г) Если соответственные углы не равны, то прямые не 
параллельны.

6. Сколько внешних углов у треугольника?
А) 3; Б) 6; В) 4; Г) 9.

7. Чему равна сумма внешних углов треугольника, взятых 
по одному при каждой вершине?
А) 180°; Б) 300°; В) 360°; Г) 100°.

8. В треугольнике ABC биссектрисы углов A и C пересекаются 
в точке O. Какое из следующих равенств верно?

А) ∠ = °− ∠AOC B90
1

2
;  В) ∠ = °+ ∠AOC B90

1

2
;

Б) ∠AOC = 90° – ∠B; Г) ∠AOC = 90° + ∠B.
9. В треугольнике ABC высоты, проведенные из вершин 

A и C, пересекаются в точке O. Какое из следующих ра-
венств верно?
А) ∠AOC = 90° – ∠B; В) ∠AOC = 90° + ∠B;

Б) ∠AOC = 180° – ∠B; Г) ∠ = °− ∠AOC B180
1

2
.

10. Какое из следующих утверждений верно?
А) Если две стороны одного прямоугольного треуголь-

ника равны двум сторонам другого прямоугольного 
треугольника, то такие треугольники равны.

Б) Если катет и острый угол одного прямоугольного 
треугольника равны катету и острому углу другого 
прямоугольного треугольника, то такие треугольники 
равны.

В) Если гипотенуза и два угла одного прямоугольного 
треугольника равны гипотенузе и двум углам другого 
прямоугольного треугольника, то такие треугольники 
равны.

Г) Если сторона и два угла одного прямоугольного тре-
угольника равны стороне и двум углам другого прямо-
угольного треугольника, то такие треугольники равны.
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11. В треугольнике ABC известно, что ∠C = 90°, ∠B = 60°. 
Какое из следующих утверждений неверно?

А) CB AB=
1

2
;   В) CB AC=

1

2
;

Б) AC AB=
1

2
;   Г) AC CB=

1

2
.

ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 3

Параллельные прямые
Две прямые называют параллельными, если они не пере-
секаются.

Основное свойство параллельных прямых (аксиома парал­
лельности прямых)

Через точку, не лежащую на данной прямой, проходит 
только одна прямая, параллельная данной.

Признаки параллельности двух прямых
 Две прямые, перпендикулярные третьей прямой, парал-

лельны.
 Если две прямые параллельны третьей прямой, то они 

параллельны.
 Если накрест лежащие углы, образующиеся при пересе-

чении двух прямых секущей, равны, то прямые парал-
лельны.

 Если сумма односторонних углов, образующихся при 
пересечении двух прямых секущей, равна 180°, то пря-
мые параллельны.

 Если соответственные углы, образующиеся при пересе-
чении двух прямых секущей, равны, то прямые парал-
лельны.

Свойства параллельных прямых
Если две параллельные прямые пересечены секущей, то:

 углы, образующие пару накрест лежащих углов, равны;
 углы, образующие пару соответственных углов, равны;
 сумма углов, образующих пару односторонних углов, 

равна 180°.
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Расстояние между параллельными прямыми
Расстоянием между двумя параллельными прямыми на-
зывают расстояние от любой точки одной из прямых до 
другой прямой.

Сумма углов треугольника
Сумма углов треугольника равна 180°.

Внешний угол треугольника
Внешним углом треугольника называют угол, смежный 
с углом этого треугольника.
Внешний угол треугольника равен сумме двух углов 
треугольника, не смежных с ним.
Внешний угол треугольника больше каждого из углов 
треугольника, не смежных с ним.

Неравенство треугольника
Каждая сторона треугольника меньше суммы двух дру-
гих его сторон.

Сравнение сторон и углов треугольника
В треугольнике против большей стороны лежит больший 
угол, и наоборот, против большего угла лежит большая 
сторона.

Гипотенуза и катет
Сторону прямоугольного треугольника, противолежащую 
прямому углу, называют гипотенузой, а стороны, при-
лежащие к прямому углу, — катетами.

Признаки равенства прямоугольных треугольников
 По гипотенузе и катету: если гипотенуза и катет одного 

прямоугольного треугольника соответственно равны ги-
потенузе и катету другого, то такие треугольники равны.

 По двум катетам: если катеты одного прямоугольного 
треугольника соответственно равны катетам другого, то 
такие треугольники равны.

 По катету и прилежащему острому углу: если катет 
и прилежащий к нему острый угол одного прямоугольно-
го треугольника соответственно равны катету и прилежа-
щему к нему острому углу другого, то такие треугольники 
равны.
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 По катету и противолежащему острому углу: если 
катет и противолежащий ему острый угол одного пря-
моугольного треугольника соответственно равны катету 
и противолежащему ему острому углу другого, то такие 
треугольники равны.

 По гипотенузе и острому углу: если гипотенуза и острый 
угол одного прямоугольного треугольника соответствен-
но равны гипотенузе и острому углу другого, то такие 
треугольники равны.

Свойства прямоугольного треугольника
 Гипотенуза больше катета.
 Катет, лежащий против угла, величина которого рав-

на 30°, равен половине гипотенузы.
 Если катет равен половине гипотенузы, то угол, лежащий 

против этого катета, равен 30°.
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В этом параграфе вы познакомитесь со свойствами 
окружности, с понятием геометрического места 
точек. Узнаете, что в любой треугольник можно 
вписать окружность и около любого треугольника 
можно описать окружность.
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19. Геометрическое место точек. Окружность и круг

Любое множество точек — это геометрическая фигура. 
Изобразить произвольную фигуру легко: все, что нарисуе-
те, — это геометрическая фигура (рис. 273). Однако изучать 
фигуры, состоящие из хаотически расположенных точек, вряд 
ли целесообразно. Поэтому есть смысл выделить тот класс 
фигур, все точки которых обладают каким-то характерным 
свойством. Каждую из таких фигур называют геометриче­
ским местом точек.

Рис. 273

Определение. Г еометрическим местом  точек  
(ГМТ)  называют множество всех точек, обладающих опре­
деленным свойством.

Образно ГМТ можно представить так: задают некоторое 
свойство, а потом на белой плоскости все точки, обладающие 
этим свойством, красят в красный цвет. Полученная при этом 
«красная фигура» и будет ГМТ.

Например, отметим две точки A и B. Для всех точек за-
дадим свойство: одновременно принадлежать лучам AB и BA. 
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Ясно, что указанным свойством обладают все точки отрез-
ка AB и только они (рис. 274). Поэтому отрезок AB является 
ГМТ, обладающих указанным свойством.

Рассмотрим перпендикулярные прямые a и b. Для всех 
точек зададим свойство: принадлежать прямой b и нахо-
диться на расстоянии 1 см от прямой a. Очевидно, что точ-
ки A и B (рис. 275) удовлетворяют этим условиям. Также 
понятно, что никакая другая точка, отличная от A и B, этим 
свойством не обладает. Следовательно, искомое ГМТ — это 
фигура, состоящая из двух точек A и B (рис. 275).

A B

A

B

1 см

a

b

1 см

Рис. 274 Рис. 275

Чтобы какое-то множество точек можно было называть 
геометрическим местом точек, обладающих некоторым свой-
ством, надо доказать две взаимно обратные теоремы:

1) прямая теорема: каждая точка данного множества 
обладает заданным свойством;

2) обратная теорема: если точка обладает заданным 
свойством, то она принадлежит данному множеству.

Теорема 19.1. Серединный перпендикуляр отрезка 
является геометрическим местом точек, равноудаленных 
от концов этого отрезка.

Прямая теорема. Каждая точка серединного перпен­
дикуляра отрезка равноудалена от его концов. 

Доказательство.  По теореме 8.2 каждая точка се-
рединного перпендикуляра обладает заданным свойством.

Обратная теорема. Если точка равноудалена от 
концов отрезка, то она принадлежит серединному пер­
пендикуляру этого отрезка.
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Доказатель ство.  По теореме 11.2, если точка 
обладает этим свойством, то она принадлежит серединному 
перпендикуляру. 

Теорема 19.2. Биссектриса угла является геометри­
ческим местом точек, принадлежащих углу и равноуда­
ленных от его сторон.

Прямая теорема.  Каждая точка биссектрисы угла 
равноудалена от его сторон.

Доказательство.  Очевидно, что вершина угла об-
ладает доказываемым свойством.

Рассмотрим произвольную точку X, которая не совпадает 
с вершиной угла ABC и принадлежит его биссектрисе. Опу-
стим перпендикуляры XM и XN соответственно на сторо-
ны BA и BC (рис. 276). Докажем, что XM XN= .

В прямоугольных треугольниках BXM и BXN гипотену-
за BX — общая, ∠ =∠MBX NBX, так как BX — биссектриса 
угла ABC. Следовательно, треугольники BXM и BXN равны 
по гипотенузе и острому углу. Отсюда XM XN= . 

Обратная теорема. Если точка, принадлежащая углу, 
равноудалена от его сторон, то она лежит на биссектрисе 
этого угла.

Доказательство.  Очевидно, что вершина угла об-
ладает доказываемым свойством.

Рассмотрим произвольную точку X, принадлежащую 
углу ABC, которая не совпадает с его вершиной и равноуда-
лена от его сторон (рис. 276). Опустим перпендикуляры XM 

и XN соответственно на стороны BA 
и BC. Надо доказать, что ∠ =MBX  
= ∠NBX.

В прямоугольных треугольни-
ках BXM и BXN гипотенуза BX — 
общая, отрезки XM и XN равны по 
условию. Следовательно, треугольни-
ки BXM и BXN равны по гипотенузе 
и катету. Отсюда ∠ =∠MBX NBX. 

X

B

M

CN

A

Рис. 276
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Рис. 277 Рис. 278

Заметим, что доказательство теоремы будет полным, если 
показать, что равноудаленность точки угла от его сторон ис-
ключает возможность, когда одна из точек M или N принад-
лежит продолжению стороны угла (рис. 277). Исследовать эту 
ситуацию вы можете на занятии математического кружка.

Также отметим, что доказанная теорема справедлива и для 
развернутого угла.

Определение.  Окружностью называют геометриче­
ское место точек, расстояния от которых  до заданной точки 
равны данному положительному числу.

Заданную точку называют центром окружности. На ри-
сунке 278 точка O — центр окружности.

Любой отрезок, соединяющий точку окружности с ее 
центром, называют радиусом окружности.  Длину этого от-
резка также принято называть радиусом. На рисунке 278 
отрезок OX — радиус. Из определения следует, что все ра-
диусы одной окружности равны.

Отрезок, соединяющий две точки окружности, называют 
хордой окружности. На рисунке 278 отрезки AB и BD — 
хорды. Хорду, проходящую через центр окружности, назы-
вают диаметром. На рисунке 278 отрезок BD — диаметр 
окружности. Очевидно, что BD OX= 2 , то есть диаметр окруж-
ности в два раза больше ее радиуса.

Из курса математики 6 класса вы знаете, что фигуру, 
ограниченную окружностью, называют кругом (рис. 279). 
Теперь определение круга можно сформулировать с помощью 
понятия ГМТ.
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Определение. Кру гом называют геометрическое место 
точек, расстояния от которых до заданной точки не больше 
данного положительного числа.

Заданную точку называют центром круга. Радиус окруж-
ности, ограничивающей круг, называют радиусом круга.

Если X — произвольная точка круга с центром O и ра-
диусом R, то OX m R (рис. 279). Если OX < R, то говорят, 
что точка X лежит внутри окружности, ограничивающей 
данный круг. Точка Y кругу не принадлежит (рис. 279). 
В этом случае говорят, что точка Y лежит вне окружности, 
ограничивающей круг.

O

X
Y

OA

D

C

B E

Рис. 279 Рис. 280

Из определения круга следует, что окружность, ограни-
чивающая круг, ему принадлежит.

Хорда и диаметр круга — это хорда и диаметр окруж-
ности, ограничивающей круг.

Задача. На продолжении хорды CD окружности с цен-
тром O за точку D отметили точку E такую, что отрезок DE 
равен радиусу окружности. Прямая OE пересекает данную 
окружность в точках A и B (рис. 280). Докажите, что 
∠ = ∠AOC CEO3 .

Решение. Пусть ∠ =CEO α.
Поскольку треугольник ODE равнобедренный, то ∠DOE =

= ∠CEO = α.
Угол ODC — внешний угол треугольника ODE. Тогда  

∠ =∠ +∠ =ODC DOE CEO 2α.
Так как треугольник COD равнобедренный, то ∠OCD =

= ∠ODC = 2α.
Угол AOC — внешний угол треугольника COE. Тогда 

∠ =∠ +∠ = + =AOC OCD CEO 2 3α α α, то есть ∠ = ∠AOC CEO3 . 
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 1. Какое множество точек называют геометрическим местом 
точек?

 2. Какие две теоремы надо доказать, чтобы некоторое мно­
жество точек можно было назвать ГМТ, обладающих 
некоторым свойством?

 3. Какая фигура является геометрическим местом точек, 
равноудаленных от концов отрезка?

 4. Какая фигура является геометрическим местом точек, 
принадлежащих углу и равноудаленных от его сторон?

 5. Что называют окружностью?
 6. Что называют радиусом окружности?
 7. Что называют хордой окружности?
 8. Что называют диаметром окружности?
 9. Как связаны между собой диаметр и радиус окружности?
10. Что называют кругом?
11. Принадлежит ли окружности ее центр?
12. Принадлежит ли кругу его центр?
13. Какое неравенство выполняется для любой точки A, при­

надлежащей кругу с центром O и радиусом R?
14. Какое неравенство выполняется для любой точки B, 

не принадлежащей кругу с центром O и радиусом R?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

476.° Начертите окружность с центром O и радиусом 3,5 см. 
Отметьте на этом рисунке какие-нибудь:
1) точки A и B такие, что OA < 3,5 см, OB < 3,5 см;
2) точки C и D такие, что OC = 3,5 см, OD = 3,5 см;
3) точки E и F такие, что OE > 3,5 см, OF > 3,5 см.

477.° Начертите отрезок AB, длина которого равна 3 см. Най-
дите точку, удаленную от каждого из концов отрезка AB 
на 2 см. Сколько существует таких точек?

478.° Начертите отрезок CD, длина которого равна 4 см. 
Найдите точку, удаленную от точки C на 2,5 см, а от 
точки D — на 3,5 см. Сколько существует таких точек?

?
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479.• Начертите окружность, диаметр которой равен 7 см. 
Отметьте на окружности точку A. Найдите на окруж-
ности точки, удаленные от точки A на 4 см.

УПРАЖНЕНИЯ

480.° На рисунке 281 изображена окружность с центром B. 
Укажите радиус, хор ду и диаметр окружности. Сколько 
изображено на рисунке радиусов? хорд?

M

A
K

B

P

M C

K

O

D

O

A B

C

Рис. 281 Рис. 282 Рис. 283

481.° Хорды AB и CD окружности с центром O равны. До-
кажите, что ∠ =∠AOB COD.

482.° На рисунке 282 точка O — центр окружности, ∠COD =
= ∠MOK. Докажите, что хорды CD и MK равны.

483.° Отрезки AB и CD — диаметры окружности. Докажите, 
что ∠ =∠BAC CDB.

484.° Отрезки MK и EF — диаметры окружности с цен-
тром O, MK = 12 см, ME = 10 см. Найдите периметр 
треугольника FOK.

485.° Отрезки AC и AB — соответственно диаметр и хорда 
окружности с центром O, ∠ = °BAC 26  (рис. 283). Най-
дите угол BOC.

486.° Отрезки MP и MK — соответственно хорда 
и диаметр окружности с центром O, ∠POK =
=  84° (рис. 284). Найдите угол MPO.

487.° Отрезки AB и AC — соответственно диа-
метр и хорда окружности, хорда AC рав-
на радиусу этой окружности. Найдите 
угол BAC.

M

K

O

P

Рис. 284
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488.° Отрезок CD — диаметр окружности с центром O. На 
окружности отметили точку E так, что ∠ = °COE 90 . 
Докажите, что CE DE= .

489.° Чему равен диаметр окружности, если известно, что он 
на 4 см больше радиуса данной окружности?

490.° Отрезки AB и CD — диаметры окружности. Докажите, 
что AC || BD.

491.• Хорда пересекает диаметр окружности под углом 30° 
и делит его на отрезки длиной 4 см и 10 см. Найдите 
расстояние от центра окружности до этой хорды.

492.• Хорда CD пересекает диаметр AB в точке M, CE ^ AB, 
DF ̂  AB, ∠ = °AMC 60 , ME = 18 см, MF = 12 см (рис. 285). 
Найдите хорду CD.

493.•• Найдите геометрическое место цен-
тров окружностей данного радиуса, 
проходящих через данную точку.

494.•• Найдите геометрическое место цен-
тров окружностей, проходящих че- 
рез две данные точки.

495.•• Найдите геометрическое место то-
чек, равноудаленных от двух дан-
ных пересекающихся прямых.

496.•• Найдите геометрическое место вершин равнобедренных 
треугольников, имеющих общее основание.

497.•• Найдите геометрическое место точек, равноудаленных 
от двух параллельных прямых.

498.•• Найдите геометрическое место точек, удаленных от 
данной прямой на заданное расстояние.

 499.•• Отрезок AB — диаметр окружности, M — произ-
вольная точка окружности, отличная от точек A и B. 
Докажите, что ∠ = °AMB 90 .

500.* Даны точки A и B. Найдите геометрическое место то-
чек X таких, что AX > BX.

501.* Даны точки A и B. Найдите геометрическое место то-
чек X таких, что AX > AB.

E
A

M F
B

C

D

O

Рис. 285
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  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

502. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AC 
проведены биссектрисы AD и CE. Докажите, что AE = AD. 

503. Из точки O через точки A, B и C проведены лучи OA, 
OB и OC. Известно, что OA OB OC= = ,  ∠ = °AOB 80 , 
∠ = °BOC 110 , ∠ = °AOC 170 . Найдите углы треугольни-
ка ABC.

504. На стороне AB треугольника ABC отметили точку M 
так, что BM CM= , луч MK — биссектриса угла AMC. 
Докажите, что MK || BC.

505. В остроугольном треугольнике один из внешних углов 
равен 160°. Найдите угол между прямыми, на которых 
лежат высоты, проведенные из двух других вершин 
треугольника.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

506. На рисунке 286 прямоугольник ABCD составлен из 
квадратов. Найдите сторону самого большого квадрата, 
если сторона самого маленького квадрата равна 1.

А

D

B

C

Рис. 286
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20. Cвойства окружности. Касательная к окружности

Теорема 20.1. Диаметр окружности, перпендикуляр­
ный хорде, делит эту хорду пополам.

Доказательство.  Если хорда яв-
ляется диаметром, то заключение теоремы 
очевидно.

На рисунке 287 изображена окружность 
с центром O, M — точка пересечения диаме-
тра CD и хорды AB, отличной от диаметра 
окружности, CD ̂   AB. Докажем, что AM MB= .

Проведем радиусы OA и OB. В равно-
бедренном треугольнике AOB ( )OA OB=  от-
резок OM — высота, а значит, и медиана, 
то есть AM MB= . 

Теорема 20.2. Диаметр окружности, делящий хорду, 
отличную от диаметра, пополам, перпендикулярен этой 
хорде.

Докажите эту теорему самостоятельно. Подумайте, будет 
ли верным это утверждение, если хорда является диаметром 
окружности.

На рисунке 288 показаны все возможные случаи взаимно-
го расположения прямой и окружности: они не имеют общих 
точек (рис. 288, а), имеют две общие точки (рис. 288, б), 
имеют одну общую точку (рис. 288, в).

Определение. Прямую, имеющую с окружностью только 
одну общую точку, называют касательной к окружности.

На рисунке 288, в прямая a — касательная к окружности 
с центром в точке O, A — точка касания.

O

A

a

а б в

Рис. 288

M

C

O

B

D

A

Рис. 287
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а O

C
A

O

B A

O

a

Рис. 289 Рис. 290 Рис. 291

Касательная к окружности имеет только одну общую 
точку с кругом, ограниченным этой окружностью. Также 
говорят, что эта прямая является касательной к кругу, 
ограниченному данной окружностью. Так, на рисунке 289 
прямая a — касательная к кругу с центром в точке O.

Если отрезок (луч) принадлежит касательной к окруж-
ности и имеет с этой окружностью общую точку, то говорят, 
что отрезок (луч) касается окружности. Например, на ри-
сунке 290 изображен отрезок AB, который касается окруж-
ности в точке С.

Теорема 20.3 (свойство касательной). Касательная 
к окружности перпендикулярна радиусу, проведенному 
в точку касания.

Доказательство.  На рисунке 291 изображена окруж-
ность с центром O, A — точка касания прямой a и окруж-
ности. Надо доказать, что OA ^ a.

Предположим, что это не так, то есть отрезок OA — на-
клонная к прямой a. Тогда из точки O опустим перпендику-
ляр OM на прямую a (рис. 292). Поскольку точка A — един-

ственная общая точка прямой a и круга 
с центром O, ограниченного этой окруж-
ностью, то точка M не принадлежит 
этому кругу. Отсюда OM MB OB= + , где 
B — точка пересечения окружности и 
перпендикуляра OM. Отрезки OA и OB 
равны как радиусы окружности. Таким 
образом, OM > OA. Получили противо-
речие: перпендикуляр OM больше на-
клонной OA. Следовательно, OA ^ a. 

M A

O

a

B

Рис. 292
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Теорема 20.4 (признак касательной к окружно­
сти). Если прямая, проходящая через точку окружности, 
перпендикулярна радиусу, проведенному в эту точку, то 
эта прямая является касательной к данной окружности.

Доказательство.  На рисунке 291 изображена окруж-
ность с центром в точке O, отрезок OA — ее радиус, точка A 
принадлежит прямой a, OA ^ a. Докажем, что прямая a — 
касательная к окружности.

Пусть прямая a не является касательной, а имеет еще одну 
общую точку B с окружностью (рис. 293). Тогда отрезки OA 
и OB равны как радиусы, следовательно, треугольник AOB 
равнобедренный. Отсюда ∠OBA = ∠OAB = 90°. Получаем 
противоречие: в треугольнике AOB есть два прямых угла. Сле-
довательно, прямая a является касательной к окружности. 

Следствие. Если расстояние от центра окружности 
до некоторой прямой равно радиусу окружности, то эта 
прямая является касательной к данной окружности.

Докажите это следствие самостоятельно.

 Задача. Докажите, что если через данную точку 
к окружности проведены две касательные, то отрезки каса-
тельных, соединяющих данную точку с точками касания, 
равны.

A

O

B

a

O

B

A

C

Рис. 293 Рис. 294

Решение. На рисунке 294 изображена окружность с цен-
тром O. Прямые AB и AC — касательные, B и C — точки 
касания. Надо доказать, что AB AC= .

Проведем радиусы OB и OC в точки касания. По свойству 
касательной (теорема 20.3) OB ^ AB и OC ^ AC. В прямо-
угольных треугольниках AOB и AOC катеты OB и OC равны 
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как радиусы одной окружности, AO — общая гипотенуза. 
Следовательно, треугольники AOB и AOC равны по гипоте-
нузе и катету. Отсюда AB AC= . 

1. Как делит хорду перпендикулярный ей диаметр?

2. Чему равен угол между хордой, отличной от диаметра, 
и диаметром, делящим эту хорду пополам?

3. Опишите все возможные случаи взаимного расположения 
прямой и окружности.

4. Какую прямую называют касательной к окружности?

5. Каким свойством обладает радиус, проведенный в точку 
касания прямой и окружности?

6. Сформулируйте признак касательной к окружности.

7. Каким свойством обладают касательные, проведенные 
к окружности через одну точку?

 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

507.° Начертите окружность с центром O, проведите хор-
ду AB. Пользуясь угольником, разделите эту хорду 
пополам.

508.° Начертите окружность с центром O, проведите хор-
ду CD. Пользуясь линейкой со шкалой, проведите диа-
метр, перпендикулярный хорде CD.

509.° Начертите окружность, отметьте на ней точки A и B. 
Пользуясь линейкой и угольником, проведите прямые, 
которые касаются окружности в точках A и B.

510.° Проведите прямую a и отметьте на ней точку M. Поль-
зуясь угольником, линейкой и циркулем, постройте 
окружность радиуса 3 см, которая касается прямой a 
в точке M. Сколько таких окружностей можно по-
строить?

?
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УПРАЖНЕНИЯ

511.° На рисунке 295 точка O — центр окружности, диа-
метр CD перпендикулярен хорде AB. Докажите, что 
∠ =∠AOD BOD.

A

O

B

C

D A

O

B

DС

Рис. 295 Рис. 296

 512.° Докажите, что равные хорды окружности равно-
удалены от ее центра.

 513.° Докажите, что если хорды окружности равноуда-
лены от ее центра, то они равны.

514.° Можно ли утверждать, что прямая, перпендикулярная 
радиусу окружности, касается этой окружности?

515.° Прямая CD касается окружности с центром O в точке A, 
отрезок AB — хорда окружности, ∠ = °BAD 35  (рис. 296). 
Найдите угол AOB.

516.° Прямая CD касается окружности с центром O в точке A, 
отрезок AB — хорда окружности, ∠ = °AOB 80  (рис. 296). 
Найдите угол BAC.

517.° Дана окружность, диаметр которой равен 6 см. Пря-
мая a удалена от ее центра: 1) на 2 см; 2) на 3 см; 
3) на 6 см. В каком случае прямая a является касатель-
ной к окружности?

518.° В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 . Докажите, 
что:
1) прямая BC является касательной к окружности 

с центром A, проходящей через точку C;
2) прямая AB не является касательной к окружности 

с центром C, проходящей через точку A.
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 519.• Докажите, что диаметр окружности больше любой 
хорды, отличной от диаметра.

520.• В окружности с центром O через середину радиуса про-
вели перпендикулярную ему хорду AB. Докажите, что 
∠ = °AOB 120 .

521.• Найдите угол между радиусами OA и OB окружности, 
если расстояние от центра O окружности до хорды AB 
в 2 раза меньше: 1) длины хорды AB; 2) радиуса окруж-
ности.

522.• В окружности провели диаметр AB и хорды AC и CD 
так, что AC = 12 см, ∠ = °BAC 30 , AB ^ CD. Найдите 
длину хорды CD.

523.• Через точку M к окружности с центром O провели ка-
сательные MA и MB, A и B — точки касания, ∠OAB =
= 20°. Найдите угол AMB.

524.• Через концы хорды AB, равной радиусу окружности, 
провели две касательные, пересекающиеся в точке C. 
Найдите угол ACB.

525.• Через точку C окружности с центром O провели каса-
тельную к этой окружности, AB — диаметр окружно-
сти. Из точки A на касательную опущен перпендику-
ляр AD. Докажите, что луч AC — биссектриса угла BAD.

526.• Прямая AC касается окружности с центром O в точке A 
(рис. 297). Докажите, что угол BAC в 2 раза меньше 
угла AOB.

527.• Отрезки AB и BC — соответственно хорда и диаметр 
окружности, ∠ = °ABC 30 . Через точку A провели каса-
тельную к окружности, пересекающую прямую BC в точ-
ке D. Докажите, что треугольник ABD равнобедренный.

A

O

B

C

A

D

С

E

M

B

Рис. 297 Рис. 298
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528.• Известно, что диаметр AB делит хорду CD пополам, 
но не перпендикулярен ей. Докажите, что CD также 
является диаметром.

529.•• Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются данной прямой в данной точке.

530.•• Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются обеих сторон данного угла.

531.•• Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются данной прямой.

532.•• Прямые, касающиеся окружности с центром O в точ-
ках A и B, пе ре секаются в точке K, ∠ = °AKB 120 . Дока-
жите, что AK BK OK+ = .

 533.•• Окружность касается стороны AB треугольни-
ка ABC в точке M и касается продолжений двух других 
сторон. Докажите, что сумма длин отрезков BC и BM 
равна половине периметра треугольника ABC.

534.•• Через точку C проведены касательные AC и BC к окруж-
ности, A и B — точки касания (рис. 298). На окружности 
взяли произвольную точку M, лежащую в одной полу-
плоскости с точкой C относительно прямой AB, и через 
нее провели касательную к окружности, пересекаю- 
щую прямые AC и BC в точках D и E соответственно. 
Докажите, что периметр треугольника DEC не зависит 
от выбора точки M.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

535. Докажите, что середина M отрезка, концы которого 
принадлежат двум параллельным прямым, является 
серединой любого отрезка, который проходит через 
точку M и концы которого принадлежат этим прямым.

536. Отрезки AB и CD лежат на одной прямой и имеют общую 
середину. Точку M выбрали так, что треугольник AMB 
равнобедренный с основанием AB. Докажите, что тре-
угольник CMD также равнобедренный с основанием CD.
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537. На стороне MK треугольника MPK отметили точки E 
и F так, что точка E лежит между точками M и F, 
ME EP= , PF FK= . Найдите угол M, если ∠ = °EPF 92 , 
∠ = °K 26 .

538. В остроугольном треугольнике ABC проведена биссек-
триса BM. Из точки M на сторону BC опущен перпен-
дикуляр MK. Оказалось, что ∠ =∠ABM KMC. Докажи-
те, что треугольник ABC равнобедренный.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

539. Установите закономерность форм фигур, изображенных 
на рисунке 299. Какую фигуру надо поставить следующей?

Рис. 299

21. Описанная и вписанная окружности треугольника

Определение. Окружность называют описанной око­
ло треугольника, если она проходит через все его вершины.

На рисунке 300 изображена окруж-
ность, описанная около треугольника. 
В этом случае также говорят, что тре­
угольник вписан в окружность.

На рисунке 300 точка O — центр 
окружности, описанной около треуголь-
ника ABC. Отрезки OA, OB и OC — ра-
диусы этой окружности, поэтому OA =
= OB = OC. Следовательно, центр описан-
ной окружности треугольника равноуда- 
лен от всех его вершин.

O

A

B

C

Рис. 300
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Теорема 21.1. Около любого треугольника можно 
описать окружность.

Доказательство.  Для доказательства достаточно 
показать, что для любого треугольника ABC существует 
точка O, равноудаленная от всех его вершин. Тогда точка O 
будет центром описанной окружности, а отрезки OA, OB 
и OC — ее радиусами.

На рисунке 301 изображен произвольный треугольник ABC. 
Проведем серединные перпендикуляры k и l сторон AB и AC 
соответственно. Пусть O — точка пересечения этих прямых. 
Поскольку точка O принадлежит серединному перпендикуля-
ру k, то OA OB= . Поскольку точка O принадлежит середин-
ному перпендикуляру l, то OA OC= . Значит, OA OB OC= = , 
то есть точка O равноудалена от всех вершин треугольника. 

Заметим, что около треугольника можно описать толь-
ко одну окружность. Это следует из того, что серединные 
перпендикуляры k и l (рис. 301) имеют только одну точку 
пересечения. Следовательно, существует только одна точка, 
равноудаленная от всех вершин треугольника.

Следствие 1. Три серединных перпендикуляра сторон 
треугольника пересекаются в одной точке.

Следствие 2. Центр окружности, описанной около 
треугольника, — это точка пересечения серединных пер­
пендикуляров сторон треугольника.

Опред еление. Окружность называют вписанной 
в треугольник, если она касается всех его сторон.

На рисунке 302 изображена окружность, вписанная 
в треугольник. В этом случае также говорят, что треугольник 
описан около окружности.

O
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B

Cl

k

O

A P C

N

B

M

Рис. 301 Рис. 302
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На рисунке 302 точка O — центр окружности, вписанной 
в треугольник ABC, отрезки OM, ON, OP — радиусы, про-
веденные в точки касания, OM ^ AB, ON ^ BC, OP ^ AC. 
Поскольку OM = ON = OP, то центр вписанной окружности 
треугольника равноудален от всех его сторон.

Теорема 21.2. В любой треугольник можно вписать 
окружность.

Доказательство.  На рисунке 303 изображен про-
извольный треугольник ABC. Проведем биссектрисы уг-
лов A и B, отметим точку O их пересечения. Из точки О 

опустим перпендикуляры ОМ, ОN и ОР
соответственно на стороны АВ, ВС 
и СА треугольника АВС. Поскольку точ-
ка O принадлежит биссектрисе угла A, 
то по теореме о биссектрисе угла (тео-
рема 19.2) получаем, что ОМ = ОР. 
Аналогично, так как точка O принад-
лежит биссектрисе угла B, то ОМ =
= ОN. Пусть ОМ = r. Тогда ОМ = ОN =
= ОР = r. Следовательно, точка O уда-

лена от каждой стороны треугольника АВС на одно и то же 
расстояние r. Тогда в силу следствия из признака касательной 
к окружности (следствие из теоремы 20.4) точка O является 
центром окружности радиуса r, которая касается сторон AB, 
BC и CA. 

Заметим, что в треугольник можно вписать только одну 
окружность. Это следует из того, что биссектрисы углов A 
и B (рис. 303) пересекаются только в одной точке. Следова-
тельно, существует только одна точка, равноудаленная от 
сторон треугольника.

Следствие 1. Биссектрисы углов треугольника пере­
секаются в одной точке.

Следствие 2. Центр окружности, вписанной в тре­
угольник, — это точка пересечения биссектрис треуголь­
ника.

A CP

N
M

B

O

Рис. 303
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 Задача. Докажите, что радиус окружности, впи-
санной в прямоугольный треугольник, определяют по фор-

муле r
a b c

=
+ −

2
, где r — радиус вписанной окружности, 

a и b — катеты, c — гипотенуза.
Решение. В треугольнике ABC имеем: ∠ = °ACB 90 , BC a= , 

AC b= , AB c= , точка O — центр вписанной окружности, 
M, E и K — точки касания вписанной окружности со сторо-
нами BC, AC и AB соответственно (рис. 304).

Отрезок OM — радиус окружности, проведенный в точку 
касания. Тогда OM ^ BC.

Так как точка O — центр вписанной окружности, то 
луч CO — биссектриса угла ACB, следовательно, ∠ = °OCM 45 . 
Тогда треугольник CMO равнобедренный прямоугольный. 
Отсюда CM OM r= = .

Используя свойство отрезков касатель-
ных, проведенных к окружности через 
одну точку, получаем: CE CM= . Посколь-
ку CM r= , то CE r= . Тогда AK AE b r= = − ; 
BK BM a r= = − .

Так как AK BK AB+ = , то b r a r c− + − = . 

Отсюда 2r a b c= + − , r
a b c

=
+ −

2
. 

1. Какую окружность называют описанной около треуголь­
ника?

2. Какой треугольник называют вписанным в окружность?
3. Около какого треугольника можно описать окружность?
4. Какая точка является центром окружности, описанной 

около треугольника?
5. Какую окружность называют вписанной в треугольник?
6. Какой треугольник называют описанным около окруж­

ности?
7. В какой треугольник можно вписать окружность?
8. Какая точка является центром окружности, вписанной 

в треугольник?

?

A

C

E

BM

K
O

Рис. 304
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 ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

540.° Начертите разносторонний остроугольный треугольник.
1) Пользуясь линейкой со шкалой и угольником, най-

дите центр окружности, описанной около данного 
треугольника.

2) Опишите около треугольника окружность.
Выполните задания 1 и 2 для разносторонних прямоу-
гольного и тупоугольного треугольников.

541.° Начертите:
1) равнобедренный остроугольный треугольник;
2) равнобедренный тупоугольный треугольник.
Выполните задания 1 и 2 из упраж-
нения 540.

542.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 305. 
Проведите через точки A, B, C 
окружность, пользуясь линейкой со 
шкалой, угольником и циркулем.

543.° Начертите разносторонний тре-
угольник.
1) Пользуясь линейкой и транспортиром, найдите центр 

окружности, вписанной в данный треугольник.
2) Пользуясь угольником, найдите точки касания впи-

санной окружности со сторонами треугольника.
3) Впишите в данный треугольник окружность.

544.° Начертите равнобедренный треугольник. Выполните 
задания 1, 2 и 3 из упражнения 543.

УПРАЖНЕНИЯ

545.° Докажите, что центр описанной окружности равнобед-
ренного треугольника принадлежит прямой, которая 
содержит медиану, проведенную к его основанию.

546.° Докажите, что центр вписанной окружности равнобед-
ренного треугольника принадлежит высоте, проведен-
ной к его основанию.

C

A

B

Рис. 305
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O2
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B

CDA

O2O1

B

CDA

Рис. 306 Рис. 307

547.° Докажите, что если центр вписанной окружности тре-
угольника принадлежит его высоте, то этот треугольник 
равнобедренный.

548.° Докажите, что центр описанной окружности равносто-
роннего треугольника является точкой пересечения его 
биссектрис.

549.° На рисунке 306 в треугольники ABD и CBD вписаны 
окружности с центрами O1 и O2  соответственно. Дока-
жите, что угол O DO1 2  прямой.

550.° На рисунке 307 в треугольники ABD и CBD вписаны 
окружности с центрами O1 и O2 соответственно, ∠ABC =
= 50°. Найдите угол O BO1 2.

551.° Через центр O окружности, описанной около треуголь-
ника ABC, провели прямую, перпендикулярную сторо-
не AC и пересекающую сторону AB в точке M. Дока-
жите, что AM MC= .

552.° Окружность, вписанная в треугольник ABC (рис. 308), 
касается его сторон в точках M, K и E, BK = 2 см, KC =
= 4 см, AM = 8 см. Найдите периметр треугольника ABC.

553.° Окружность, вписанная в треугольник ABC (рис. 308), 
касается его сторон в точках M, K и E, 
AB = 13 см, BC = 8 cм, BK = 3 см. Най-
дите сторону AC.

554.• Докажите, что если центр окружности, 
описанной около треугольника, при-
надлежит его высоте, то этот треуголь-
ник равнобедренный.

M
K

EA

B

C

Рис. 308
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555.• Докажите, что если центр окружности, вписанной 
в треугольник, принадлежит его медиане, то этот тре-
угольник равнобедренный.

 556.• Докажите, что если центры вписанной и описан-
ной окружностей треугольника совпадают, то этот тре-
угольник равносторонний.

557.• Точка касания вписанной окружности равнобедренного 
треугольника делит его боковую сторону в отношении 7 : 5, 
считая от вершины равнобедренного треугольника. Найди-
те стороны треугольника, если его периметр равен 68 см.

558.• Периметр треугольника ABC, описанного около окруж-
ности, равен 52 см. Точка касания окружности со сто-
роной AB делит эту сторону в отношении 2 : 3, считая 
от вершины A. Точка касания со стороной BC удалена 
от вершины C на 6 см. Найдите стороны треугольника.

559.• В треугольник с углами 30°, 70° и 80° вписана окруж-
ность. Найдите углы треугольника, вершины которого 
являются точками касания вписанной окружности со 
сторонами данного треугольника.

560.• Окружность, вписанная в равнобедренный треуголь-
ник ABC, касается его боковых сторон AB и BC в точ-
ках M и N соответственно. Докажите, что MN || AC.

 561.• Докажите, что если центр окружности, описанной 
около треугольника, принадлежит его стороне, то этот 
треугольник прямоугольный.

 562.•• В треугольник ABC вписана окружность, касаю-
щаяся стороны AB в точке M, BC a= . Докажите, что 
AM p a= − , где p — полупериметр треугольника ABC.

563.•• К окружности, вписанной в равносторонний треуголь-
ник со стороной a, провели касательную, пересекающую 
две стороны треугольника. Найдите периметр треуголь-
ника, который эта касательная отсекает от данного.

564.* В равнобедренный треугольник ABC (AB = BC) с осно-
ванием 10 см вписана окружность. К этой окружности 
проведены три касательные, отсекающие от данного 
треугольника треугольники ADK, BEF и CMN. Сумма 
периметров этих треугольников равна 42 см. Чему равна 
боковая сторона данного треугольника?
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B
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M

N

B

Рис. 309 Рис. 310

565.* В треугольнике ABC отрезок BD — медиана, AB =7  см, 
BC = 8 см. В треугольники ABD и BDC вписали окруж-
ности. Найдите расстояние между точками касания 
этих окружностей с отрезком BD.

566.* Каждый из углов BAC и ACB треугольника ABC раз-
делили на три равные части (рис. 309). Докажите, что 
∠ =∠AMN CMN.

567.* Пусть вершина угла B недоступна (рис. 310). С помо-
щью транспортира и линейки без делений постройте 
прямую, содержащую биссектрису угла B.

568.* Точки F и O — центры вписанной 
и описанной окружностей равно-
бедренного треугольника ABC соот-
ветственно (рис. 311). Они находятся 
на одинаковом расстоянии от его 
основания AC. Найдите углы тре-
угольника ABC.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

569. Биссектриса угла ABC образует с его стороной угол, рав-
ный углу, смежному с углом ABC. Найдите угол ABC.

570. В равнобедренном треугольнике из вершины одного 
угла при основании провели высоту треугольника, а из 
вершины другого угла при основании — биссектрису 
треугольника. Один из углов, образовавшихся при пере-
сечении проведенных биссектрисы и высоты, равен 64°. 
Найдите углы данного треугольника.

A

B

F

O
C

Рис. 311
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571. На рисунке 312 BC || AD, AB = 3 см, 
BC =10 см. Биссектриса угла BAD 
пересекает отрезок BC в точке K. 
Найдите отрезки BK и KC.

572. В треугольнике ABC известно, что 
AB BC= , AM и CK — медианы это-
го треугольника. Докажите, что MK || AC.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

573. В квадрате ABCD вырезали заштрихо-
ванную фигуру (рис. 313). Разделите 
оставшуюся часть квадрата на четыре 
равные фигуры.

22. Задачи на построение1

С помощью линейки с делениями, циркуля, угольника, 
транспортира, лекал (рис. 314) вам не раз приходилось вы-
полнять различные геометрические построения.

А можно ли обходиться меньшим количеством чертежных 
инструментов? Оказывается, что во многих случаях достаточ-

но использовать только циркуль и линейку 
без делений. Например, чтобы провести 
биссектрису угла, совсем не обязательно 
иметь транспортир, а разделить отрезок 
пополам можно и тогда, когда на линейку 
не нанесена шкала.

А стоит ли в наше время, когда созданы 
точнейшие приборы и совершенные компью-
терные программы, позволяющие выпол-
нять сложнейшие измерения и построения, 
обходиться такими скудными средствами, 

A

B C

D

K

Рис. 312

A D

CB

Рис. 313

1 Материал этого пункта не является обязательным для изучения.

Рис. 314
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как циркуль и линейка? На практике, конечно, нет. Поэтому, 
например, конструкторы, строители, архитекторы, дизайнеры 
не ограничивают себя в выборе инструментов.

Однако при построении фигур в геометрии договорились 
придерживаться таких правил:

1) все построения выполняются только с помощью цир-
куля и линейки без делений;

2) с помощью линейки можно через заданную точку про-
вести прямую, а также через заданные две точки A 
и B провести прямую AB;

3) с помощью циркуля можно построить окружность 
с данным центром и радиусом, равным заданному 
отрезку.

Итак, договоримся, что если в задаче требуется построить 
какую-то фигуру, то построение выполняют по описанным 
выше правилам.

Решить задачу на построение — это значит составить план 
(алгоритм) построения фигуры; реализовать план, выполнив 
построение; доказать, что полученная фигура является искомой.

Рассмотрим основные задачи на построение.

 Задача 1. Постройте угол, равный данному, одна 
из сторон которого является данным лучом.

Решение. На рисунке 315 изображены угол A и луч OK. 
Надо построить угол, равный углу A, одной из сторон кото-
рого является луч OK.

Проведем окружность произвольного радиуса r с центром 
в точке A. Точки пересечения этой окружности со сторонами 
угла A обозначим B и C (рис. 316). Тогда AB AC r= = .

O K

A
A

B

C

Рис. 315 Рис. 316
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Рис. 317

Проведем окружность радиуса r с центром в точке O. 
Пусть она пересекает луч OK в точке M (рис. 317, а). За-
тем проведем окружность радиуса BC с центром в точке M. 
Пусть окружности с центрами O и M пересекаются в точках E 
и F (рис. 317, б). Проведем лучи OE и OF (рис. 317, в).

Покажем, что каждый из углов EOM и FOM искомый. 
Докажем, например, что ∠ =∠EOM BAC.

Рассмотрим треугольники ABC (рис. 316) и OEM (рис. 317, в). 
Имеем: AB OE r AC OM= = = = . Кроме того, по построению 
EM BC= . Следовательно, треугольники ABC и OEM равны 
по трем сторонам, то есть по третьему признаку равенства 
треугольников. Отсюда ∠ =∠EOM BAC. Аналогично можно 
показать, что ∠ =∠BAC FOM. 

Мы построили два угла EOM и FOM, удовлетворяющие 
условию задачи. Эти углы равны. В таких случаях считают, 
что задача на построение имеет одно решение.

 Задача 2. Постройте серединный перпендикуляр 
данного отрезка.

Решение. Пусть AB — данный отрезок (рис. 318, а). Про-
ведем две окружности с центрами A и B и радиусом AB. Точки 
пересечения этих окружностей обозначим M и N (рис. 318, б). 
Проведем прямую MN (рис. 318, в). Докажем, что прямая MN 
искомая.
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Рис. 318

Из построения следует, что MA MB AB= =  и NA NB AB= =  
(рис. 318, г). Следовательно, точки M и N принадлежат се-
рединному перпендикуляру отрезка AB. Тогда прямая MN 
является серединным перпендикуляром отрезка AB. 

Замечание. Поскольку прямая MN пересекает отре-
зок AB в его середине, точке O, то тем самым решена сле-
дующая задача.

 Задача 3. Разделите данный отрезок пополам.

 Задача 4. Даны прямая и не принадлежащая ей 
точка. Через эту точку проведите прямую, перпендикулярную 
данной.

Решение. Пусть m — данная прямая, A — не принадле-
жащая ей точка. Проведем окружность с центром в точке A 
так, чтобы она пересекла прямую m в двух точках. Обозначим 
эти точки M и N (рис. 319).

Поскольку AM AN= , то точка A 
принадлежит серединному перпендику-
ляру отрезка MN. Построив этот сере-
динный перпендикуляр (см. задачу 2), 
мы тем самым решим задачу. 

 Задача 5. Даны прямая и принадлежащая ей точ-
ка. Через эту точку проведите прямую, перпендикулярную 
данной.

M N

A

m

Рис. 319
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Решение. Пусть m — данная прямая, 
A — принадлежащая ей точка. Проведем 
окружность произвольного радиуса с цен-
тром в точке A. Она пересекает прямую m 
в двух точках. Обозначим эти точки  M 
и N (рис. 320).

Поскольку AM AN= , то мы свели задачу к построению 
серединного перпендикуляра отрезка MN. 

 Задача 6. Постройте биссектрису данного угла.

Решение. Пусть A — данный угол. Проведем окружность 
произвольного радиуса с центром в точке A. Эта окружность 
пересекает стороны угла в двух точках. Обозначим эти точ-
ки M и N (рис. 321, а). Тем же радиусом проведем две окруж-
ности с центрами M и N. Пусть эти окружности пересекаются 
в точках A и K (рис. 321, б). Проведем луч AK (рис. 321, в).

A N

M

A N

M K

A N

M K

A N

M K

а б в г

Рис. 321

Докажем, что луч AK — искомая биссектриса.
Действительно, треугольники AMK и ANK (рис. 321, г) 

равны по трем сторонам, то есть по третьему признаку ра-
венства треугольников. Следовательно, ∠ =∠MAK NAK. 

 Задача 7. Постройте прямоугольный треугольник 
по гипотенузе и катету.

Решение. Пусть даны два отрезка, длины которых равны 
c и b, причем b < c (рис. 322, а). Поскольку гипотенуза больше 
катета, то гипотенуза искомого треугольника равна большему 
из данных отрезков, а катет — меньшему. Следовательно, 
надо построить прямоугольный треугольник ABC, в котором
∠С = 90°, AB = c, AC = b.

A

NM
m

Рис. 320

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



22. Задачи на построение 179

b

c A

n

mC A

n

mC

B1

B2

а б в

Рис. 322

Проведем две перпендикулярные прямые m и n. Пусть 
C — точка их пересечения. На прямой m отложим отрезок CA, 
равный данному катету b (рис. 322, б). Проведем окружность 
с центром в точке A радиусом, равным данной гипотенузе c. 
Пусть эта окружность пересечет прямую n в двух точках B1 
и B2  (рис. 322, в). Каждый из треугольников ACB1 и ACB2  — 
искомый.

Поскольку треугольники ACB1 и ACB2  равны, то задача 
имеет единственное решение. 

Задача 8. Постройте треугольник по стороне и высотам, 
проведенным к двум другим сторонам.

Решение. На рисунке 323 изображен треугольник ABC, 
отрезки AA1 и CC1 — его высоты. Если известны отрезки AC, 
AA1 и CC1, то можно построить прямоугольные треугольни-
ки AA C1  и CC A1  по гипотенузе и катету (см. задачу 7).

Приведенные рассуждения называют анализом задачи на 
построение. Он подсказывает план построения.

B

A1

CA

C1

Рис. 323
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A C

A1

A C

C1

A CD K

B

а б

Рис. 324 Рис. 325

Построим прямоугольный треугольник AA C1 , в котором 
гипотенуза AC равна данной стороне, а катет AA1 — одной 
из данных высот (рис. 324, а). В построенном треугольнике 
угол ACA1 равен одному из углов, прилежащих к заданной 
стороне искомого треугольника. С помощью аналогичного 
построения можно получить другой прилежащий к данной 
стороне угол. На рисунке 324, б это угол C

1
AC.

Теперь осталось построить треугольник ABC по стороне AC 
и двум прилежащим к ней углам. Выполните это построение 
самостоятельно. 

Задача 9. Постройте треугольник по углу и проведенным 
из вершины этого угла высоте и биссектрисе.

Решение. Проведем анализ задачи на построение. На ри-
сунке 325 изображен треугольник ABC, в котором отре-
зок BD — высота, отрезок BK — биссектриса.

Если известны длины отрезков BD и BK, то прямоуголь-
ный треугольник BDK можно построить по гипотенузе и ка-
тету. Также отметим, что если известен угол ABC, то можно 
построить углы ABK и KBC, каждый из которых равен 
1

2
∠ABC. Отсюда получаем план построения.

Строим прямоугольный треуголь- 
ник BDK, в котором гипотенуза BK рав-
на данной биссектрисе, а катет BD — 
данной высоте (рис. 326). Строим два 
угла, каждый из которых равен поло-
вине данного, так, чтобы луч BK был 
их общей стороной. На рисунке 326 это 
углы ABK и KBC. Треугольник ABC — 
искомый. 

A CD K

B

Рис. 326
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1. С помощью каких инструментов выполняют геометриче­
ские построения? Какие построения можно ими выпол­
нять?

2. Что значит решить задачу на построение?

УПРАЖНЕНИЯ

574.° Начертите: 1) острый угол; 2) тупой угол. Постройте 
угол, равный начерченному.

575.° Начертите острый угол ABC и проведите луч DK. По-
стройте угол MDK такой, что ∠ = ∠MDK ABC2 .

576.° Разделите данный отрезок на четыре равные части.
577.° Начертите произвольный угол. Разделите его на четыре  

равные части.
578.° Постройте угол, равный: 1) 45°; 2) 60°; 3) 75°; 4) 120°.
579.° Постройте угол, равный: 1) 30°; 2) 22 30° ′; 3) 15°.
580.° Начертите: 1) остроугольный треугольник; 2) тупо-

угольный треугольник. Постройте все высоты этого 
треугольника.

581.° Начертите треугольник ABC. Постройте его: 1) высо-
ту AM; 2) медиану BD; 3) биссектрису CK.

582.° Через данную точку, не принадлежащую данной пря-
мой, проведите прямую, параллельную данной.

583.° Постройте треугольник:
1) по двум сторонам и углу между ними;
2) по стороне и двум прилежащим углам.

584.° Постройте окружность данного радиуса, касающуюся 
данной прямой в данной точке.

585.° Через данную точку, принадлежащую углу, проведите 
прямую, отсекающую на сторонах угла равные отрезки.

586.° Постройте касательную к окружности, проходящую 
через данную точку окружности.

587.° Постройте окружность, касающуюся сторон данного 
угла.

588.° Дан угол, равный 30°. Постройте окружность заданного 
радиуса так, чтобы центр окружности принадлежал 

?
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одной из сторон данного угла и окружность касалась 
другой стороны угла.

589.° Постройте окружность, касающуюся сторон данного 
угла, причем одной из них — в данной точке.

590.° Постройте прямоугольный треугольник:
1) по двум катетам;
2) по гипотенузе и острому углу;
3) по катету и прилежащему острому углу.

591.° Постройте прямоугольный треугольник по катету 
и противолежащему острому углу.

592.° Постройте равнобедренный треугольник:
1) по боковой стороне и углу при вершине;
2) по высоте, опущенной на основание, и углу при 

вершине;
3) по основанию и медиане, проведенной к основанию;
4) по основанию и высоте, проведенной к боковой сто-

роне.
593.° Постройте равнобедренный треугольник:

1) по основанию и углу при основании;
2) по боковой стороне и углу при основании;
3) по боковой стороне и высоте, проведенной к осно-

ванию.
594.° Постройте равнобедренный прямоугольный треуголь-

ник:
1) по катету;
2) по гипотенузе.

595.• Постройте окружность, центром которой является дан-
ная точка на стороне данного острого угла и которая 
отсекает на другой стороне угла отрезок данной длины.

596.• Как разделить пополам отрезок, длина которого в не-
сколько раз больше наибольшего раствора циркуля?

597.• Постройте прямоугольный треугольник:
1) по острому углу и биссектрисе этого угла;
2) по катету и высоте, проведенной к гипотенузе.

598.• Постройте прямоугольный треугольник:
1) по катету и медиане, проведенной к другому катету;
2) по острому углу и высоте, проведенной из вершины 

прямого угла.
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599.• Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и радиусу вписанной окружности.

600.• Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней 
углу и биссектрисе треугольника, проведенной из вер-
шины этого угла.

601.• Постройте треугольник по стороне, медиане, прове-
денной к одной из двух других сторон, и углу между 
данной стороной и медианой.

602.• Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней 
острому углу и высоте, проведенной к данной стороне.

603.• Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, 
проведенной к одной из этих сторон. Сколько решений 
может иметь задача?

604.• Постройте треугольник по стороне и проведенным из 
одного и того же конца этой стороны медиане и высоте. 
Сколько решений может иметь задача?

605.• Постройте треугольник по высоте и двум углам, которые 
эта высота образует со сторонами треугольника, имею-
щими с высотой общую вершину. Сколько решений 
может иметь задача?

606.• Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, про-
веденной к третьей стороне. Сколько решений может 
иметь задача?

607.• Постройте треугольник по двум сторонам и углу, про-
тиволежащему одной из этих сторон. Сколько решений 
может иметь задача?

608.• Постройте треугольник по стороне, прилежащему углу 
и медиане, проведенной к данной стороне. Сколько 
решений может иметь задача?

609.•• Постройте треугольник по углу и высотам, проведенным 
из вершин двух других углов.

610.•• Постройте треугольник по двум высотам и углу, из 
вершины которого проведена одна из данных высот. 
Сколько решений может иметь задача?

611.•• Постройте прямоугольный треугольник по катету и ра-
диусу вписанной окружности.

612.•• Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней 
углу и радиусу вписанной окружности.
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613.•• Постройте треугольник по радиусу вписанной окруж-
ности и отрезкам, на которые точка касания вписанной 
окружности делит одну из сторон.

614.•• Постройте треугольник по стороне и проведенным 
к этой стороне высоте и медиане.

615.•• Постройте треугольник, если даны три точки, в которых 
вписанная окружность касается его сторон.

616.* Как разделить на три равные части угол величиной 54°?

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

617. В треугольнике ABC известно, что AB BC= , отрезки AE 
и CF — биссектрисы этого треугольника. Докажите, 
что EF || AC.

618. Определите углы треугольника ABC, если:
1) ∠ +∠ = °A B 110 , ∠ +∠ = °A C 85 ;
2) ∠ −∠ = °C A 29 , ∠ +∠ = °A C 121 .

619. Серединный перпендикуляр гипотенузы AB прямо-
угольного треугольника ABC пересекает катет BC в точ-
ке M. Известно, что ∠ ∠ =MAC MAB: : .8 5  Найдите 
острые углы треугольника ABC.

620. Определите вид треугольника, у которого один из его 
внешних углов больше одного из углов треугольника, 
не смежных с ним:
1) на 60°, а другого — на 40°;
2) на 25°, а другого  — на 35°.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

621. На листе бумаги нарисовали равносторонний треуголь-
ник и полностью накрыли его двумя другими равносто-
ронними треугольниками разных размеров. Докажите, 
что для покрытия хватило бы одного из этих треуголь-
ников.
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23. Метод геометрических мест точек 
в задачах на построение1

Известно, что если смешать синий и желтый цвета, то 
получим зеленый.

Пусть на плоскости надо найти точки, обладающие 
какими-то двумя свойствами одновременно. Если покрасить 
синим цветом точки, обладающие первым свойством, а жел-
тым — обладающие вторым свойством, то понятно, что зе-
леные точки будут обладать сразу двумя свойствами. В этом 
и состоит идея метода ГМТ. Решим с помощью этого метода 
несколько задач.

 Задача 1. Постройте треугольник по трем данным 
его сторонам.

Решение. Пусть даны три отрезка, длины которых рав-
ны a, b, c (рис. 327). Надо построить треугольник ABC, в ко-
тором AB c= , AC b= , BC a= .

Проведем произвольную прямую. С помощью циркуля 
отложим на ней отрезок BC, равный a (рис. 328). Задача све-
лась к построению третьей вершины треугольника, точки A.

Воспользуемся тем, что точка A обладает сразу двумя 
свойствами:

1) принадлежит геометрическому месту точек, удаленных 
от точки B на расстояние c, то есть окружности радиуса c 
с центром в точке B (на рисунке 328 это «желтая окружность»);

2) принадлежит геометрическому месту точек, удаленных 
от точки C на расстояние b, то есть окружности радиуса b 
с центром в точке C  (на рисунке 328 это «синяя окружность»).

b

c

a
A

CB a

bc

Рис. 327 Рис. 328

1 Материал этого пункта не является обязательным для изучения.
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В качестве точки A можно выбрать любую из двух обра-
зовавшихся «зеленых точек».

Полученный треугольник ABC является искомым, по-
скольку в нем AB c= , AC b= , BC a= . 

Из описанного построения следует, что если каждый из 
трех данных отрезков меньше суммы двух других, то эти 
отрезки могут служить сторонами треугольника.

Задача 2. Постройте фигуру, все точки которой принад-
лежат данному углу, равноудалены от его сторон и находятся 
на заданном расстоянии a от его вершины.

Решение. Искомые точки принадлежат сразу двум геоме-
трическим местам точек: биссектрисе данного угла и окруж-
ности с центром в вершине угла и радиусом, равным a.

Построим биссектрису угла и указанную окружность 
(рис. 329). Их пересечением является искомая точка X. 

Задача 3. Постройте центр окружности данного ради-
уса R, которая проходит через данную точку M и касается 
данной прямой a.

Решение. Поскольку окружность касается прямой a, 
то ее центр находится на расстоянии R от этой прямой. Гео-
метрическим местом точек, удаленных от данной прямой на 
данное расстояние, являются две параллельные прямые 
(см. упражнение 498). Следовательно, центр окружности надо 
искать на «желтых прямых» (рис. 330).

Геометрическое место точек, являющихся центрами 
окружностей радиуса R, проходящих через точку M, — это 
окружность радиуса R с центром в точке M (на рисунке 331 
это «синяя окружность»). Поэтому в качестве центра искомой 
окружности можно выбрать любую из точек пересечения 
«синей окружности» с одной из «желтых прямых» (рис. 331). 

A

X
а

M
a

M
a

Рис. 329 Рис. 330 Рис. 331
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Построение для случая, когда данная точка принадлежит 
данной прямой, рассмотрите самостоятельно. 

Задача 4. Постройте треугольник по стороне, медиане, 
проведенной к этой стороне, и радиусу описанной окруж-
ности.

Решение. Построим окружность данного радиуса и про-
ведем хорду AB, равную стороне искомого треугольника. Тог-
да концы хорды являются двумя вершинами искомого тре-
угольника. Понятно, что третья вершина принадлежит одно-
временно построенной окружности («желтая окружность») 
и окружности с центром в точке O, являющейся серединой 
хорды AB, и радиусом, равным данной медиане («синяя окруж-
ность»). Каждый из треугольников ABC1 и ABC2 (рис. 332) 
является искомым. Поскольку эти треугольники равны, то 
задача имеет единственное решение. 

O
A B

C2
C1

A

m

B

Рис. 332 Рис. 333

УПРАЖНЕНИЯ

622.° Даны прямая m и точки A и B вне ее (рис. 333). По-
стройте на прямой m точку, равноудаленную от точек A 
и B.

623.° Точки A и B принадлежат прямой m. Постройте точку, 
удаленную от прямой m на расстояние a и равноудален-
ную от точек A и B. Сколько решений имеет задача?
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624.° Точки B и C принадлежат разным сторонам угла  A, при-
чем AB ≠ AC. Постройте точку M, принадлежащую углу, 
равноудаленную от его сторон и такую, что MB MC= . 

625.° Точки B и C принадлежат разным сторонам угла A. 
Постройте точку D, принадлежащую углу, равноуда-
ленную от его сторон и такую, что DC BC= . Сколько 
решений может иметь задача?

626.° Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и боковой стороне.

627.• Для данной окружности постройте точку, являющуюся 
ее центром.

628.• Постройте окружность данного радиуса, которая прохо-
дит через данную точку и центр которой принадлежит 
данной прямой.

629.• Постройте окружность данного радиуса, проходящую 
через две данные точки.

630.• Найдите все точки, принадлежащие данной окружности 
и равноудаленные от концов данного отрезка. Сколько 
решений может иметь задача?

631.• Даны две пересекающиеся прямые m и n и отрезок AB. 
Постройте на прямой m точку, удаленную от прямой n 
на расстояние AB. Сколько решений имеет задача?

632.• В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 . На кате-
те AC постройте точку D, удаленную от прямой AB 
на расстояние CD.

633.• Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и радиусу описанной окружности. Сколько решений 
может иметь задача?

634.• Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, 
проведенной к одной из данных сторон.

635.• Постройте равнобедренный треугольник по боковой 
стороне и медиане, проведенной к боковой стороне.

636.•• На данной окружности постройте точку, находящуюся 
на данном расстоянии от данной прямой. Сколько ре-
шений может иметь задача?
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637.•• На данной окружности постройте точку, равноудален-
ную от двух данных пересекающихся прямых. Сколько 
решений может иметь задача?

638.•• Между двумя параллельными прямыми дана точка. 
Постройте окружность, проходящую через эту точку 
и касающуюся данных прямых. Сколько решений имеет 
задача?

639.•• Постройте окружность, проходящую через данную точ-
ку A и касающуюся данной прямой m в данной точке B.

640.•• Даны две параллельные прямые и секущая. Постройте 
окружность, касающуюся этих трех прямых.

641.•• Постройте треугольник по двум сторонам и радиусу 
описанной окружности. Сколько решений может иметь 
задача?

642.•• Постройте треугольник по стороне, высоте, проведен-
ной к этой стороне, и радиусу описанной окружности. 
Сколько решений может иметь задача?

643.•• Постройте равносторонний треугольник по радиусу 
описанной окружности.

644.* Три прямые попарно пересекаются и не проходят через 
одну точку. Постройте точку, равноудаленную от всех 
трех прямых. Сколько решений имеет задача?

645.* Постройте прямоугольный треугольник по катету и сум-
ме гипотенузы и другого катета.

646.* Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе 
и сумме катетов.

647.* Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе 
и разности катетов.

648.* Постройте прямоугольный треугольник по катету и раз-
ности гипотенузы и другого катета.

649.* Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и разности боковой стороны и высоты, опущенной на 
основание.

650.* Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней 
углу и сумме двух других сторон.
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651.* Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней 
углу и разности двух других сторон.

652.* Постройте треугольник по стороне, противолежащему 
ей углу и разности двух других сторон.

653.* Постройте треугольник по стороне, противолежащему 
ей углу и сумме двух других сторон.

654.* Постройте треугольник по стороне, разности углов, при-
лежащих к этой стороне, и сумме двух других сторон.

655.* Постройте треугольник по периметру и двум углам.
656.* Постройте остроугольный треугольник по периметру, 

одному из углов и высоте, проведенной из вершины 
другого угла.

657.* Постройте треугольник по высоте и медиане, проведен-
ным из одной вершины, и радиусу описанной окруж-
ности.

658.* Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, 
проведенной к третьей стороне.

659.* Постройте треугольник по стороне, высоте, проведенной 
к этой стороне, и медиане, проведенной к одной из двух 
других сторон.

  УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

660. На рисунке 334 ∠ = °A 46 , ∠ = °ACB 68 , ∠ = °DEC 120 . 
Найдите углы треугольников EFC и DBE.

661. Через середину O стороны MK треугольника MKN про-
вели прямую, перпендикулярную стороне MK и пере-
секающую сторону MN в точке C. Известно, что 
MC KN= , ∠ = °N 50 . Найдите угол MCO.

B

D

A

E

C
F

CDA

M

B

N

Рис. 334 Рис. 335
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662. В треугольнике ABC из вершины прямого угла C про-
вели высоту CH и биссектрису CM. Длина отрезка HM 
в 2 раза меньше длины отрезка CM. Найдите острые 
углы треугольника ABC.

663. На рисунке 335 BD DC= , DN ^ BC, ∠ =∠BDM MDA. 
Найдите сумму углов MBN и BMD.

 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

664. Разрежьте фигуру, изображенную 
на рисунке 336, на три части, не 
являющиеся квадратами, так, чтобы 
из этих частей можно было сложить 
квадрат.

  ИЗ ИСТОРИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПОСТРОЕНИЙ 

Умение достигать результата, используя минимальные 
средства, всегда считалось признаком высокого мастерства. 
Видимо, поэтому в Древней Греции в значительной степени 
было развито искусство выполнять геометрические построе-
ния с помощью только двух инструментов: дощечки с ровным 
краем (линейки) и двух заостренных палочек, связанных на 
одном конце (циркуля). Такое ограничение в выборе инстру-
ментов историки связывают с древнегреческой традицией, 
согласно которой прямую и окружность считали самыми гар-
моничными фигурами. Так, в своей книге «Начала» великий 
ученый Евклид описывал построения геометрических фигур, 
выполненные лишь циркулем и линейкой. 

Существует много задач на построение. С некоторыми из 
них вы уже успели познакомиться. Однако есть три задачи 
на построение, которые сыграли в развитии математики осо-
бую роль. Эти задачи стали знаменитыми.

Рис. 336
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Задача о квадратуре круга. Построить квадрат, площадь 
которого равна площади данного круга.

Задача о трисекции угла (от латинских tria — «три» 
и section — «разрезание»). Разделить угол на три равные 
части.

Задача об удвоении куба. Построить куб, объем которого 
в 2 раза больше объема данного куба.

Эти задачи занимали умы людей на протяжении тыся-
челетий. Их пытались решить и такие выдающиеся ученые 
древности, как Гиппократ Хиосский, Евдокс Книдский, 
Евклид, Эратосфен, Аполлоний Пергский, Герон, Папп, 
Платон, Архимед, и гении Нового времени — Рене Декарт, 
Франсуа Виет, Исаак Ньютон. И лишь в середине XIX века 
была доказана их неразрешимость, то есть невозможность 
выполнить указанные построения с использованием лишь 
циркуля и линейки. Этот результат был получен средствами 
не геометрии, а алгебры, благодаря переводу этих задач на 
язык уравнений.

Когда вы решали задачи на построение, особенно те, 
которые отмечены знаком *, вы, по-видимому, испытали 
сложности, связанные с ограниченностью арсенала инстру-
ментов. Поэтому предложение еще больше сузить возмож-
ности применяемых приборов может показаться по меньшей 
мере неожиданным. Однако еще в Х в. персидский математик 
Мохаммед Абу-ль-Вефа описал решение целого ряда задач на 
построение с помощью линейки и циркуля, раствор которого 
нельзя менять. Совсем удивительной является теорема, опуб-
ликованная в 1797 г. итальянским математиком Лоренцо 
Маскерони (1750–1800): любое построение, выполнимое цир-
кулем и линейкой, можно проделать одним лишь циркулем. 
При этом Маскерони обусловливал следующее: поскольку 
одним циркулем провести прямую нельзя, то прямая счита-
ется построенной, если построены какие-нибудь две ее точки.

В ХХ веке была обнаружена книга датского ученого Геор-
га Мора (1640–1697), в которой он также описал построения 
одним циркулем. Поэтому сформулированную выше теорему 
называют теоремой Мора—Маскерони.
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ЗАДАНИЕ № 4 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ 

1. Даны три точки, не лежащие на одной прямой. Сколько 
точек содержит геометрическое место точек, равноудален-
ных от данных?
А) Бесконечно много; Б) 2; В) 1; Г) ни одной.

2. Даны три точки, лежащие на одной прямой. Сколько то-
чек содержит геометрическое место точек, равноудален- 
ных от данных?
А) 1; Б) 2; В) бесконечно много; Г) ни одной.

3. Сколько точек содержит геометрическое место точек, при-
надлежащих углу и равноудаленных от его сторон и вер-
шины?
А) 1; Б) 2; В) бесконечно много; Г) ни одной.

4. Точка X принадлежит окружности радиуса R с центром O. 
Какое из следующих утверждений неверно?
А) OX m R; Б) OX l R; В) OX < R; Г) OX = R.

5. Прямая имеет две общие точки с окружностью радиуса 
R с центром O. Какую фигуру образуют все точки X данной 
прямой такие, что OX l R?
А) Отрезок; В) луч;
Б) два луча; Г) прямую.

6. На рисунке изображена прямая a, касаю-
щаяся окружности с центром O в точ-
ке A. На окружности отметили точку B, 
X — произвольная точка прямой a. Ка-
кое из следующих утверждений неверно?
А) OX > OB; Б) OX l  OA; В) OX l OB; Г) OA = OB.

7. Какое утверждение верно?
А) Если две хорды перпендикулярны, то одна из них яв-

ляется диаметром.
Б) Если две хорды точкой пересечения делятся пополам, 

то они перпендикулярны.
В) Если касательная, проведенная через конец хорды, 

перпендикулярна ей, то эта хорда — диаметр.
Г) Если одна из хорд делит другую пополам, то эта хор-

да — диаметр.

O

A

a

B
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8. Центр описанной окружности треугольника — это точка 
пересечения:
А) высот треугольника;
Б) медиан треугольника;
В) серединных перпендикуляров сторон треугольника;
Г) биссектрис треугольника.

9. Центр вписанной окружности треугольника — это точка 
пересечения:
А) высот треугольника;
Б) медиан треугольника;
В) серединных перпендикуляров сторон треугольника;
Г) биссектрис треугольника.

10. Центры вписанной и описанной окружностей треуголь-
ника совпадают:
А) в равнобедренном треугольнике;
Б) в равностороннем треугольнике;
В) в прямоугольном треугольнике;
Г) в разностороннем треугольнике.

ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 4

Геометрическое место точек (ГМТ)
Геометрическим местом точек (ГМТ) называют множество 
всех точек, обладающих определенным свойством.

Серединный перпендикуляр отрезка как ГМТ
Серединный перпендикуляр отрезка является геометри-
ческим местом точек, равноудаленных от концов этого 
отрезка.

Биссектриса угла как ГМТ
Биссектриса угла является геометрическим местом точек, 
принадлежащих углу и равноудаленных от его сторон.

Окружность
Окружностью называют геометрическое место точек, 
равноудаленных от заданной точки.
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Круг
Кругом называют геометрическое место точек, расстоя-
ние от которых до заданной точки не больше данного 
положительного числа.

Хорда окружности
Отрезок, соединяющий две точки окружности, называют 
хордой окружности.

Диаметр окружности
Хорду, проходящую через центр окружности, называют 
диаметром.

Свойства окружности
Диаметр окружности, перпендикулярный хорде, делит 
эту хорду пополам.
Диаметр окружности, делящий пополам хорду, отличную 
от диаметра, перпендикулярен этой хорде.

Касательная к окружности
Прямую, имеющую с окружностью только одну общую 
точку, называют касательной к окружности.

Свойство касательной
Касательная к окружности перпендикулярна радиусу, 
проведенному в точку касания.

Признак касательной к окружности
Если прямая, проходящая через точку окружности, 
перпендикулярна радиусу, проведенному в эту точку, то 
эта прямая является касательной к данной окружности.
Если расстояние от центра окружности до некоторой пря-
мой равно радиусу окружности, то эта прямая является 
касательной к данной окружности.

Свойство касательных, проведенных к окружности 
через одну точку

Если через данную точку к окружности проведены две 
касательные, то отрезки касательных, соединяющие 
данную точку с точками касания, равны.
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Окружность, описанная около треугольника

Окружность называют описанной около треугольника, 
если она проходит через все его вершины.
Около любого треугольника можно описать окружность.

Центр окружности, описанной около треугольника

Центр окружности, описанной около треугольника, — это 
точка пересечения серединных перпендикуляров сторон 
треугольника.

Окружность, вписанная в треугольник

Окружность называют вписанной в треугольник, если 
она касается всех его сторон.
В любой треугольник можно вписать окружность.

Центр окружности, вписанной в треугольник

Центр окружности, вписанной в треугольник, — это 
точка пересечения биссектрис треугольника.
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УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ 
КУРСА ГЕОМЕТРИИ 7 КЛАССА

Простейшие геометрические фигуры и их свойства

665. Отрезок длиной a разделили на пять равных отрезков. 
Найдите расстояние между серединами крайних от-
резков.

666. Точка C — середина отрезка AB, AB =10 см. На пря-
мой AB найдите все точки X такие, что AX + BX +
+ CX = 12 см.

667. Точка D — середина отрезка MK, MK =16  см. На пря-
мой MK найдите все точки Y такие, что MY + KY +
+ DY = 30 см.

668. На прямой отметили 10 точек: A, B, C, D, E, F, M, N, 
K, P. Сколько при этом образовалось отрезков, одним 
из концов которых является точка A? Сколько всего 
образовалось отрезков с концами в отмеченных точках? 
Зависит ли общее количество отрезков от того, лежат 
ли отмеченные точки на одной прямой?

669. На рисунке 337 AN = 24 см, AB = BC, CD = DE, EF = FK, 
KM = MN, DF = 6 см. Найдите отрезок BM.

A В C D E F K M N

Рис. 337

670. Начертите угол MKE, равный 120°. Проведите луч KC 
так, чтобы ∠ = °MKC 60 . Найдите угол CKE и укажите 
его вид. Сколько решений имеет задача?

671. Градусные меры смежных углов ABC и CBD относятся 
как 5 : 4. Найдите угол между биссектрисами углов ABC 
и ABD. Сколько решений имеет задача?

672. Два угла имеют общую сторону и не имеют других 
общих точек. Являются ли эти углы смежными, если: 
1) их величины относятся как 11 : 19 и один из углов 
на 32° больше другого; 2) их величины относятся как 
7 : 3 и один из углов на 72° меньше другого?
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673. На рисунке 338 BD ^ BC. Угол между биссектрисами 
углов ABD и DBC равен 55°. Найдите угол ABD.

Треугольники

674. Периметр треугольника равен 87 см, одна из сторон 
равна a см, другая — b см. Составьте выражение для 
нахождения третьей стороны. Вычислите длину третьей 
стороны, если a = 27, b = 21.

675. Найдите периметр треугольника ABC, если AB + BC =
= 27 см, AB AC+ = 28 см, BC AC+ = 29 см.

676. На рисунке 339 ∠ =∠1 2, ∠ =∠3 4, AD CF= . Докажите, 
что ∆ ∆ABC DEF= .

D

B C

A

A D

B

E

F
C

3

4
2

1

Рис. 338 Рис. 339

677. В треугольниках ABC и DEF проведены медианы BM 
и EK соответственно. Известно, что BC EF= , ∠ABC =
= ∠DEF, ∠ =∠C F. Докажите, что: 1) ∆ ∆BMC EFK= ; 
2) ∆ ∆ABM DEK= .

678. В остроугольных треугольниках ABC и A B C1 1 1 проведе-
ны высоты BD и B D1 1 соответственно. Докажите, что 
∆ ∆ABC A B C= 1 1 1, если BD B D= 1 1, AD A D= 1 1, CD C D= 1 1.

679. В треугольниках ABC и MKE известно, что AB = MK, 
BC KE= , ∠ =∠B K. На отрезке AB отметили точку F, 
а на отрезке MK — точку P так, что ∠ =∠ACF MEP. 
Какова длина отрезка CF, если PE =15 см?

680. В треугольниках ABC и DEF известно, что AC DF= , 
BC EF= , ∠ =∠C F. Биссектрисы углов BAC и ABC пере-
секаются в точке O, а биссектрисы углов DEF и EDF — 
в точке M. Докажите, что ∆ ∆AOB DME= .
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681. На продолжении основания BC равнобедренного тре-
угольника ABC за точку B отметили точку M такую, 
что ∠ = °MBA 128 . Найдите угол между боковой сторо-
ной AC и биссектрисой угла ACB.

682. Из точек A и B, лежащих в одной полуплоскости отно-
сительно прямой m, опущены на эту прямую перпенди-
куляры AC и BD соответственно. Точки A и B равноуда-
лены от прямой m, точка O — середина отрезка CD. 
Докажите, что треугольник AOB равнобедренный.

683. На рисунке 340 AB BC= , AD FC= , ∠ =∠ADE CFE. До-
кажите, что точка E — середина отрезка AC.

684. Равнобедренные треугольники ABC и ADC имеют общее 
основание AC. Докажите, что прямая BD — серединный 
перпендикуляр отрезка AC.

685. На рисунке 341 AB BC= , ∠ =∠ABO CBO. Докажите, что 
∠ =∠DAO DCO.

686. На рисунке 342 OA OC= , OD OB= . Докажите, что 
∠ =∠DAC BCA.

A CЕ
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O

Рис. 340 Рис. 341 Рис. 342

687. Точка O — точка пересечения серединных перпенди-
куляров сторон AC и BC треугольника ABC — принад-
лежит его стороне AB. Докажите, что: 1) точка O — 
середина отрезка AB; 2) ∠ =∠ +∠ACB A B.

688. Медиана треугольника ABC разбивает его на два тре-
угольника, периметры которых равны. Докажите, что 
треугольник ABC равнобедренный.
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689. В треугольнике ABC известно, что  
AB BC= , BD — медиана. Периметр 
треугольни ка ABC равен 50 см, а тре-
угольника ABD — 40 см. Найдите 
длину медианы BD.

690. На сторонах AC и BC треугольника 
ABC отметили точки F и K соответ-
ственно. Докажите, что если тре-
угольники AFB и AKB равны, а сто-
роны AK и BF соответственные, то 
треугольник ABC равнобедренный.

691. На рисунке 343 AM CN= , AB CD= , BN DM= . Докажи-
те, что ∠ =∠ABN CDM.

692. В треугольниках ABC и A
1
B

1
C

1
 медианы AM и A

1
M

1
 рав-

ны, AB = A
1
B

1
, BC = B

1
C

1
. Докажите, что DABC = DA

1
B

1
C

1
.

Параллельные прямые. Сумма углов треугольника

693. Через точку, не принадлежащую прямой a, провели три 
прямые. Докажите, что по крайней мере две из этих 
прямых пересекают прямую a.

694. На сторонах AB и AC треугольника ABC отметили со-
ответственно точки M и K так, что ∠ =∠AMK ABC. 
Докажите, что ∠ =∠AKM ACB.

695. Докажите, что:
1) биссектрисы накрест лежащих углов, образованных 

при пересечении двух параллельных прямых секу-
щей, параллельны;

2) биссектрисы односторонних углов, образованных при 
пересечении двух параллельных прямых секущей, 
перпендикулярны.

696. Каково взаимное расположение биссектрис соответ-
ственных углов, образованных при пересечении двух 
параллельных прямых секущей?

697. Прямая, проведенная через вершину треугольника 
параллельно его противолежащей стороне, образует 
с двумя другими сторонами равные углы. Докажите, 
что данный треугольник равнобедренный.

A M

B

D

N C

Рис. 343

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



Упражнения для повторения курса геометрии 7 класса 201

698 На продолжении боковых сторон AC и BC равнобедрен-
ного треугольника ABC за вершину C отметили точки E 
и D соответственно так, что DE || AB. Докажите, что 
треугольник CDE равнобедренный.

699. На стороне BC треугольника ABC отметили точки M 
и K (точка M лежит между точками B и K) так, 
что ∠ =∠KAC B, ∠ =∠BAM C. Докажите, что треуголь-
ник MAK равнобедренный.

700. Высота равнобедренного треугольника, проведенная 
к основанию, в 2 раза меньше этого основания. Найдите 
углы данного треугольника.

701. На стороне AC треугольника ABC отметили точку O так, 
что AB AO= . Известно, что внешний угол треугольни-
ка ABC при вершине A равен 160° и ∠ = °C 40 . Докажи-
те, что BO CO= .

702. На продолжениях стороны AC треугольника ABC за 
точки A и C отметили соответственно точки M и K так, 
что AM AB= , CK BC= . Найдите углы треугольни-
ка MBK, если ∠ = °BAC 60 , ∠ = °ACB 80 .

703. Прямая, параллельная стороне AC треугольника ABC, 
пересекает его стороны AB и BC в точках M и K соот-
ветственно так, что AM MK= . Известно, что ∠ = °B 65 , 
∠ = °C 45 . Найдите угол KAC.

704. В треугольнике ABC известно, что ∠ = °A 55 , ∠ = °B 75 . 
Найдите угол между высотой и биссектрисой треуголь-
ника, проведенными из вершины C.

705. Высоты AD и BK равнобедренного треугольника ABC 
(AB = BC) пересекаются в точке H, ∠ = °AHB 128 . Най-
дите углы треугольника ABC.

706. Высоты AD и CM равнобедренного треугольника ABC 
(AB = BC) пересекаются в точке H, ∠ = °AHC 140 . Най-
дите углы треугольника ABC.

707. Один из острых углов прямоугольного треугольника 
равен 42°. Найдите меньший из углов, образованных 
биссектрисой прямого угла и гипотенузой.

708. Из точек C и D, лежащих в одной полуплоскости от-
носительно прямой m, опущены перпендикуляры CE 
и DF на эту прямую, CF DE= . Докажите, что CE DF= .
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709. На рисунке 344 AB = BC = CD =
= DE, BF ^ AC, DK ^ CE. Дока-
жите, что AF EK= .

710. Высоты BM и CK треугольни-
ка ABC пересекаются в точке H, 
∠ = °ABC 35 , ∠ = °ACB 83 . Найдите 
угол BHC.

711. Угол между высотой и биссектрисой прямоугольного 
треугольника, проведенными из вершины его прямого 
угла, равен 12°. Найдите острые углы данного тре-
угольника.

712. На гипотенузе AB прямоугольного равнобедренного 
треугольника ABC отметили точки M и K так, что 
AC AM=  и BC BK= . Найдите угол MCK.

713. Из вершины прямого угла треугольника опустили вы-
соту на гипотенузу. Докажите, что два треугольника, 
образовавшиеся при этом, и данный треугольник имеют 
соответственно равные острые углы.

714. В треугольниках ABC и DEF известно, что ∠A = ∠D, 
∠B = ∠E, высоты BM и EK равны. Докажите, что 
DABC = DDEF.

715. Высоты AM и CK треугольника ABC пересекаются 
в точке O, OK OM= , ∠ =∠BAM ACK. Докажите, что 
треугольник ABC равносторонний.

716. Две высоты равнобедренного треугольника при пере-
сечении образуют угол 100°. Найдите углы данного 
треугольника.

717. В треугольнике ABC угол ACB прямой, CH — высота 
данного треугольника, CD — биссектриса треугольни-
ка BCH. Докажите, что AC AD= .

718. Угол между высотой и биссектрисой равнобедренного 
треугольника, проведенными из одной вершины, ра-
вен 15°. Найдите углы данного треугольника. Сколько 
решений имеет задача?

719. На продолжениях гипотенузы AB прямоугольного тре-
угольника ABC за точки A и B отметили соответствен-
но точки D и E так, что AC AD= , BC BE= . Найдите 
угол DCE.
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A F K

Рис. 344
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720. В равностороннем треугольнике ABC из середины M сто-
роны AC опущен перпендикуляр MK на сторону BC. 
Найдите периметр треугольника ABC, если KC = 3 см.

721. Один из углов прямоугольного треугольника равен 60°, 
а сумма гипотенузы и меньшего катета равна 27 см. 
Найдите эти стороны треугольника.

722. В треугольнике ABC известно, что ∠ = °C 90 , ∠ = °A 15 , 
BC =11 см. На катете AC отметили точку M так, что 
∠ = °BMC 30 . Найдите отрезок AM.

723. На одной стороне угла B отмети-
ли точки D и A, а на другой — 
точки E и C (рис. 345) так, что 
AC ^ BC,   DE ^ BC,   CD ^ AB. 
Найдите отрезок DE, если ∠ =B  
= °30 , AC =12 см.

724. Найдите угол между прямыми, 
на которых лежат две медианы 
равностороннего треугольника.

Окружность и круг
725. В окружности с центром O проведены диаметр AC и хор-

ды AB и BC такие, что AB = BC. Найдите угол AOB.
726. Диаметры AB и CD окружности с центром O перпенди-

кулярны. На диаметре AB по разные стороны от цен-
тра O отметили точки E и F так, что CE DF= . Докажи-
те, что OE OF= .

727. В окружности с центром O проведены непараллельные 
хорды MK і NP, MK NP= , точки A и B — середины 
хорд MK и NP соответственно. Докажите, что ∠ =OAB
= ∠OBA.

728. В окружности проведены хорды AB и BC, каждая из 
которых равна радиусу окружности. Найдите угол ABC.

729. Докажите, что касательные к окружности, проведенные 
через концы диаметра, параллельны.

730. Диаметр AB делит каждую из хорд MN и PK, отличных 
от диаметра, пополам. Докажите, что MN || PK.

731. Докажите, что центр окружности равноудален от любой 
касательной к окружности.

CEB

D
A

Рис. 345
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732. Через точку A к окружности с центром O проведены 
касательные AM и AK, M и K — точки касания. Точка 
пересечения отрезка OA с окружностью является сере-
диной этого отрезка. Найдите угол MAK.

733. Прямая, параллельная хорде AC окружности, касается 
этой окружности в точке B. Докажите, что треуголь-
ник ABC равнобедренный.

734. Радиус OC окружности с центром O делит пополам 
хорду AB, не являющуюся диаметром. Через точку C 
провели касательную к окружности. Докажите, что эта 
касательная параллельна хорде AB.

735. Окружность, центр которой принадлежит биссектрисе 
угла, пересекает каждую из его сторон в двух точках. 
Докажите, что отрезки, которые отсекает окружность 
на сторонах угла, равны.

736. Через точку M проведены касательные MK и ME 
к окружности с центром в точке O, где K и E — точки 
касания, ∠ = °OMK 30 , MK = 6  см. Найдите длину хор-
ды KE.

737. Докажите, что хорда окружности, которая перпендику-
лярна другой хорде этой окружности и проходит через 
ее середину, является диаметром данной окружности.

738. В окружности проведены диаметр AB и хорды AC и BD 
такие, что AC || BD. Докажите, что отрезок CD — диа-
метр окружности.

739. В равнобедренном треугольнике ABC известно, что 
AB = BC, точка O — центр вписанной окружности, 
точки D и E — точки касания вписанной окружности 
со сторонами AC и AB соответственно, ∠ = °ABC 48 . 
Найдите угол DOE.

740. Окружность, вписанная в треугольник ABC, касается 
его сторон AB, BC и AC в точках K, M и E соответствен-
но, AK BM CE= = . Докажите, что треугольник ABC 
равносторонний.

741. Биссектрисы AD и CE треугольника ABC пересекаются 
в точке O1, биссектрисы EF и DK треугольника DEB 
пересекаются в точке O2. Докажите, что точки B, O1 
и O2  лежат на одной прямой.
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742. Разгадайте кроссворд.

По горизонтали: 4. Прямые, которые не пересекаются. 
5. Древнегреческий математик. 6. Сторона прямоугольного 
треугольника, противолежащая прямому углу. 8. Два угла, 
стороны одного из которых являются дополнительными луча-
ми сторон другого. 10. Хорда, проходящая через центр окруж-
ности. 11. Отрезок, соединяющий точку окружности с ее 
центром. 12. Геометрическое место точек, равноудаленных 
от данной точки. 13. Сторона прямоугольного треугольника, 
прилежащая к прямому углу. 14. Угол, смежный с углом 
треугольника. 15. Одна из частей, на которые произвольная 
точка разбивает прямую. 18. Утверждение, правильность 
которого принимают без доказательства. 22. Прямые, при 
пересечении которых образуются прямые углы. 23. Утвержде-
ние, правильность которого устанавливают с помощью дока-
зательства. 24. Отрезок, соединяющий две точки окружности.
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25. Угол, градусная мера которого больше 90°, но меньше 
180°. 27. Перпендикуляр, проведенный из вершины треу-
гольника к прямой, содержащей его противолежащую сто-
рону. 28. Точка, равноудаленная от всех точек окружности. 
29. Автор книги «Начала».

По вертикали: 1. Луч с началом в вершине угла, который 
делит угол на два равных угла. 2. Геометрическая фигура. 
3. Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой 
противолежащей стороны. 7. Два угла, одна сторона которых 
общая, а две другие — дополнительные лучи. 9. Прямая, 
имеющая с окружностью одну общую точку. 12. Окружность, 
проходящая через все вершины треугольника. 16. Геометри-
ческое место точек, расстояние от которых до данной точки 
не больше данного числа. 17. Угол, градусная мера которого 
равна 90°. 19. Угол, градусная мера которого меньше 90°. 
20. Единица измерения углов. 21. Сумма длин всех сторон 
треугольника. 26. Геометрическая фигура.
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ДРУЖИМ С КОМПЬЮТЕРОМ
Изучая математику в 5 и 6 классах, вы уже пользовались 

компьютером и оценили, каким надежным помощником он 
может быть. Поможет компьютер изучить и геометрию.

Геометрия изучает фигуры: отрезки, треугольники, пря-
моугольники, прямоугольные параллелепипеды, шары и т. п. 
Поэтому полезно научиться пользоваться графическим редак­
тором, с помощью которого можно работать с геометрическими 
фигурами и строить чертежи. Примерами таких редакторов 
могут быть CorelDraw, Visio и т. п. Выберите c помощью учителя 
графический редактор для выполнения рисунков к заданиям 
этого раздела. Кроме этих заданий, можно с помощью этого 
графического редактора иллюстрировать задачи, которые вы 
решаете. А если вы захотите сделать доклад или интересное  
сообщение для товарищей, то сможете с помощью программ для 
построения презентаций (например, PowerPoint) создать даже 
мультфильм из «жизни» геометрических фигур.

Существует много программ, созданных специально для 
школьников и предназначенных помочь им в изучении матема-
тики: мультимедийные образовательные программы, програм-
мы для выполнения геометрических построений. Вы найдете 
их в сети Интернет. А может, по мере приобретения знаний 
и умений вы и сами будете разрабатывать полезные программы 
для изучения геометрии.

Приведенные ниже задания вы сможете выполнять с по-
мощью компьютера по мере изучения соответствующих тем. 
Бо́льшая их часть — задания на построение геометрических 
фигур, которые вы будете выполнять с помощью выбранного 
графического редактора.

Точки и прямые
1. Вы знаете, что в геометрии точка размеров не имеет. Поэтому 

при графических построениях приходится изображать точки 
условно, маленькими кружочками (см. рисунки к пункту 1) 
или отдельными пикселями на экране. Аналогично прямая, 
изображенная на экране, будет иметь толщину (в отличие 
от прямых, рассматриваемых в геометрии).
Освойте в графическом редакторе инструменты для изо-
бражения точек и прямых, научитесь проводить прямую 
через две точки.
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2. Освойте инструмент, позволяющий подписывать точки 
и прямые прописными и строчными буквами латинского 
алфавита.

Отрезок и его длина
 3. Изобразите две точки, постройте отрезок, концами которого 

являются две заданные точки.
 4. Найдите, каким образом графический редактор указывает 

длину отрезка.
 5. Постройте отрезок заданной длины.
 6. Найдите инструмент, с помощью которого можно пере-

мещать и поворачивать фигуры.
 7. Постройте два отрезка одинаковой длины и совместите их 

наложением.
 8. Постройте чертеж, который иллюстрирует основное свой-

ство длины отрезка. Проверьте, выполняется ли это свой-
ство, определив длины построенных отрезков.

 9. Есть ли в выбранном вами графическом редакторе средство 
для нахождения середины отрезка?

Луч. Угол
10. Постройте несколько различных углов. Найдите инстру-

мент, с помощью которого можно определять величину 
угла и строить углы заданной величины.

11. Постройте чертеж, который иллюстрирует основное свой-
ство величины угла. Проверьте, выполняется ли это свой-
ство, определив величины построенных углов.

12. Найдите инструмент, который позволяет рисовать дуги. 
Нарисуйте несколько углов и обозначьте равные углы 
одинаковым количеством дуг. Обратите внимание на то, 
что на рисунках основные и вспомогательные линии име-
ют разную толщину. Найдите инструмент, позволяющий 
выбирать толщину линии.

13. Изобразите смежные и вертикальные углы.

Перпендикулярные прямые
14. Найдите в графическом редакторе инструмент, предна-

значенный для построения перпендикулярных прямых. 
Постройте с помощью этого инструмента прямой угол.

15. Нарисуйте прямую и точку, лежащую на данной прямой. 
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Проведите через эту точку прямую, перпендикулярную 
данной.

16. Нарисуйте прямую и точку, не лежащую на данной прямой. 
Проведите через эту точку прямую, перпендикулярную 
данной.

Треугольник. Высота, медиана, биссектриса треугольника
17. Чтобы изобразить треугольник, обычно рисуют три отрез-

ка, представляющие собой его стороны. Нарисуйте эти три 
отрезка. Найдите инструмент, который позволяет «скле-
ить» эти отрезки и далее рассматривать их как единую 
фигуру — треугольник.

18. Нарисуйте остроугольный, прямоугольный и тупоугольный 
треугольники.

19. Найдите инструмент, который позволяет копировать уже 
нарисованную фигуру, и инструмент, который позволяет 
перемещать и поворачивать фигуры. С помощью этих ин-
струментов изобразите несколько равных треугольников.

20. Постройте произвольный треугольник и из каждой его 
вершины проведите высоту, медиану, биссектрису. Какие 
инструменты вы используете для того, чтобы построение 
было точным? Выполните такое построение для остро-
угольного, прямоугольного, тупоугольного треугольников.

Равнобедренный треугольник
21. Постройте равнобедренный и равносторонний треугольни-

ки. Какие возможности графического редактора облегчат 
построение?

22. Как можно использовать теорему 10.3 для построения 
равнобедренного треугольника?

Признаки равенства треугольников
23. Постройте два треугольника, у которых две стороны и угол 

между ними соответственно равны. Как продемонстриро-
вать, что построенные треугольники равны?

24. Нарисуйте отрезок и постройте его серединный перпенди-
куляр.

25. Постройте два треугольника, у которых сторона и два 
прилежащих к ней угла соответственно равны. Как про-
демонстрировать, что построенные треугольники равны?
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26. Выполните рисунок, иллюстрирующий свойство серединно-
го перпендикуляра. Выберите на серединном перпендикуля-
ре несколько точек. С помощью какого инструмента можно 
проверить, что эти точки равноудалены от концов отрезка?

Параллельные прямые
27. Выполняя предыдущие задания, вы освоили инструменты, 

позволяющие копировать и перемещать уже построенные 
фигуры. Как с помощью этих инструментов построить 
параллельные прямые?

28. Придумайте, как строить параллельные прямые, используя 
теорему 13.1.

29. Нарисуйте прямую и точку, ей не принадлежащую. Про-
ведите через эту точку прямую, параллельную данной. 
Увеличьте полученный рисунок. Может ли этот рисунок 
убедительно проиллюстрировать аксиому параллельности 
прямых? Почему?
Этот пример показывает, что все геометрические построе-
ния, которые мы можем выполнить либо на бумаге, либо 
с помощью компьютера, достаточно условны. Поэтому, 
даже сделав прекрасный рисунок, надо полагаться не на 
него, а на математические факты и доказательства.

30. Используя теоремы 14.1–14.3, постройте несколько пар 
параллельных прямых. Как, используя инструменты гра-
фического редактора, показать, что построенные прямые 
действительно параллельны?

31. Сделайте несколько рисунков, иллюстрирующих свойства 
параллельных прямых. С помощью инструментов графиче-
ского редактора покажите, что эти свойства выполняются.

32. Нарисуйте две параллельные прямые. Как определить рас-
стояние между ними?

Сумма углов треугольника
33. Нарисуйте произвольный треугольник. Постройте все его 

внешние углы. Пользуясь средствами графического редак-
тора, найдите величины всех построенных углов.

Прямоугольный треугольник
34. Нарисуйте прямоугольный треугольник и отметьте его 

прямой угол «уголком» с использованием тонких линий 
(см. рис. 256).
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35. Постройте пары треугольников, иллюстрирующие призна-
ки равенства прямоугольных треугольников. Отметьте на 
рисунке равные стороны одинаковым количеством черто-
чек, а равные углы — одинаковым количеством дуг.

36. Постройте прямоугольный треугольник, острый угол ко-
торого равен 30°. Проверьте, выполняются ли для него 
утверждения теоремы 18.1 и ключевой задачи 1 пункта 18.

Окружность и круг
37. Освойте инструмент для рисования окружностей и кругов. 

Чем отличаются изображения окружности и круга? Какой 
инструмент нужен, чтобы из изображения окружности 
сделать изображение круга?

38. Нарисуйте окружность, проведите ее хорду и диаметр. 
Какой элемент изображения окружности нужен, чтобы 
точно провести диаметр?

39. Нарисуйте окружность и отметьте на ней точку. Какие ин-
струменты надо использовать, чтобы провести касательную 
к окружности в этой точке?

Описанная и вписанная окружности треугольника
40. Нарисуйте произвольный треугольник. Постройте его 

вписанную и описанную окружности, не пользуясь теоре-
тическим материалом параграфа 21. Теперь постройте эти 
же окружности, пользуясь следствиями 2 из теорем 21.1 
и 21.2. Получилось ли это построение более быстрым 
и точным?

Задачи на построение
41. В задачах на построение используют циркуль и линейку. 

Если вы хотите выполнить построение с помощью гра-
фического редактора, то какие его инструменты можно 
использовать вместо циркуля и линейки?

42. Освойте инструмент, позволяющий изображать различные 
геометрические фигуры различными цветами.

43. Есть ли в выбранном вами графическом редакторе инстру-
мент, позволяющий автоматически находить пересечение 
нарисованных геометрических фигур?
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14. 1 точка, или 4 точки, или 6 точек. 15. Наименьшее воз-
можное количество точек пересечения — 1, наибольшее — 10. 
16. Рис. 346. 17. 12 точек. 18. Рис. 347. 39. 8 см или 56 см. 
41. 1) Все точки отрезка EF; 2) точки A и B (рис. 348); 3) та-
ких точек не существует. 42. Таких точек две. Одна из них 
является такой внутренней точкой C отрезка AB, что 
AC : BC = 1 : 2, а вторая — такова, что точка A — середина 
отрезка BC. 43. 4 см. 44. а) 4 точки; б) 3 точки; в) 4 точки; 
г) 3 точки. 46. Указание. Воспользуйтесь равенством: 
1) 13 2 5 3− =æ ; 2) 3 5 13 2æ − = ; 3) 2 13 5 5 1æ æ− = . 47. Указание. 
Воспользуйтесь равенством: 1) 2 11 2 7 8æ æ− = ; 2) 3 11 4 7 5æ æ− = .

Рис. 346 Рис. 347

69. 60°. 70. 108°. 73. 68°. 74. 153°. 75. 1) 6°; 2) 0,5°. 77. 50° 
или 110°. 78. 77° или 163°. 82. Указание. Отложите от про-
извольного луча данный угол последовательно 14 раз. Вос-
пользуйтесь тем, что полученный таким образом угол на 2° 
больше развернутого угла. 83. 1) Указание. Воспользуйтесь 
тем, что 19 19 361° = °æ . 84. Да. Указание. Предположите, что 
такого угла не существует, и получите противоречие. 105. 90°. 
106. 180°. 107. 75°. 108. 108°, 72°. 109. 136°, 44°. 123. 1) 124°; 
2) 98°. 124. 126°. 128. 70°, 160°. 129. 1) Указание. 
90 17 5 5° = ° + °æ . 149. 48 см. 150. 13 см. 152. 120°. 188. 3 см. 
189. 10 см. 191. 2) Указание. Докажите, что ∠AOM = ∠BOK. 

Угол AOB развернутый. Тогда ∠AOM +
+ ∠MOB = 180°. Отсюда ∠MOB + 
+ ∠BOK = 180°. 194. 20°, 70°. 223. 4 см 
или 7 см. 224. 4 см и 6 см или 5 см 
и 5 см.

A E F B

1,5 см 1,5 см

Рис. 348
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Рис. 349 Рис. 350

228. 26 см или 14 см. 230. 1) 
5

7

a
; 2) 

9

14

a
. 243. Указание. Вос-

пользовавшись тем, что если биссектриса треугольника явля-
ется его высотой, то треугольник равнобедренный, докажите, 
что треугольники MAD и KBD равнобедренные. 244. 8 см. 
245. AB : AC = 1 : 2. 247. 2 см, 3 см, 4 см. Указание. Отре-
зок BD — биссектриса треугольника ABC (рис. 349), отре-
зок CE — его медиана, BD ^ CE. Докажите, что треуголь-
ник CBE равнобедренный ( ).BC BE=  Тогда AB BC= 2  и могут 
иметь место такие случаи: AB BC− =1 см или AB BC− = 2 см, 
то есть ВС = 1 см или BC = 2 см. 248. 2 см. Указание. Дока-
жите, что треугольники KMC и KDA равнобедренные. 264. Нет. 
Указание. Рассмотрите треугольники, изображенные на ри-
сунке 350. 265. Указание. Пусть ABC и A B C1 1 1 — данные 
тре угольники, AB A B= 1 1, AC A C= 1 1, отрезки AM и A M1 1 — 
медианы треугольников ABC и A B C1 1 1 соответственно. На 
продолжениях отрезков AM и A M1 1 за точки M и M1 отло-
жите соответственно отрезки MD и M D1 1 такие, что MD AM=  
и M D A M1 1 1 1= . Докажите, что AC BD=  и A C B D1 1 1 1= . Далее 
докажите равенство треугольников ABD и A B D1 1 1, MBD 
и M B D1 1 1 и, наконец, ABC и A B C1 1 1. 281. Указание. Пусть 
ABC и A B C1 1 1 — данные треугольники, отрезки AM и A M1 1 — 
соответственно их медианы, AM A M= 1 1, ∠ =∠BAM B A M1 1 1, 
∠ =∠CAM C A M1 1 1. На продолжениях отрезков AM и A M1 1 за 
точки M и M1 отложите соответственно отрезки MD и M D1 1 
такие, что MD AM=  и M D A M1 1 1 1= . Докажите, что AC BD=  
и A C B D1 1 1 1= . Далее докажите равенство треугольников ABD 
и A B D1 1 1, откуда легко получить равенство треугольни-
ков ABC и A B C1 1 1. 293. Бесконечно много. 295. Указание. 
Предположим, что прямые a и b пересекаются. Выберем 
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произвольную точку, принадлежащую прямой a, отличную 
от точки пересечения a и b. Через выбранную точку можно 
провести прямую, пересекающую прямую a и параллельную 
прямой b, что противоречит условию. 296. 6 см. 297. 35°. 
298. 90°. 317. Нет. 320. Указание. Докажите, что треуголь-
ник  BKM равнобедренный. 321. Указание. Докажите, что 
BF || AC и BD || AC, и воспользуйтесь аксиомой параллель-
ности прямых. 322. 111° или 69°. 340. 40°. 343. 40°, 70°, 70°. 
344. 121°. 348. Указание. Проведите через точку C прямую, 
параллельную AB. 351. Указание. Докажите, что треугольни-
ки AMO и CKO равнобедренные. 353. AD : DB = 2 : 3. 396. 25°, 
55°, 100°. 399. 35°, 35°, 110°. 400. 140°. 403. Указание. Най-
дите углы треугольника ABC и докажите, что треугольники 
AMB и MAC равнобедренные. 404. 36°, 72°, 72°. 405. Указание. 
Примените метод доказательства от противного. 407. Остро-
угольный. Указание. Рассмотрите по очереди каждый угол 
треугольника. Так как сумма двух других углов больше 90°, 
то рассматриваемый угол меньше 90°. Так как все углы ока-
жутся меньше 90°, то треугольник остроугольный. 408. Ука-
зание. В треугольнике DAC угол DAC тупой. Значит, DC > AC. 
410. Нет. 412. 36°, 72°, 72° или 90°, 45°, 45°. 414. Указание. 
Отметьте на прямой m произвольную точку X и сравните 
сумму AX + BX с длиной отрезка AB. 415. 3 см. 416. 90

2
°−

α
. 

417. Указание. На продолжении медианы AM за точку M от-
ложите отрезок MD, равный этой медиане, и рассмотрите 

треугольник ABD. 418. 
540

7








°
, 

540

7








°
, 

180

7








°
. 419. 90°, 40°, 50°. 

Указание. Рассмотрите треугольник DAK, где точка K — се-
редина AB. 421. 36 см. 449. Указание. Докажите равенство 
треугольников AKH и CMH. 450. Указание. Докажите, что 
∆ ∆MEN NFM= . Отсюда следует, что MK NK= . Кроме того, 
KE FM NE= = . Значит, MK MN= . 451. Нет. 453. 50°, 130°. 
465. 30°, 1 см. 466. 9 см. 467. 15 см. 470. 8 см. 471. 6 см. 
Указание. Докажите, что треугольник ADB равнобедренный. 
473. 21 см. 491. 1,5 см. 492. 60 см. 493. Окружность данного 
радиуса с центром в данной точке. 494. Серединный перпен-
дикуляр отрезка, соединяющего данные точки. 495. Две 
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прямые, состоящие из биссектрис четырех углов, образован-
ных при пересечении данных прямых. 496. Все точки сере-
динного перпендикуляра данного основания, кроме точки 
пересечения этого перпендикуляра с основанием. 497. Прямая, 
являющаяся серединным перпендикуляром отрезка, который 
перпендикулярен данным прямым и концы которого принад-
лежат данным прямым. 498. Пара параллельных прямых, 
каждая из которых удалена от данной прямой на данное рас-
стояние. 499. Указание. Соедините точку M и центр O окруж-
ности, рассмотрите треугольники AOM и BOM. 500. Все точ-
ки полуплоскости, содержащей точку B, границей которой 
является серединный перпендикуляр отрезка AB, за исклю-
чением границы этой полуплоскости. 501. Все точки плоскости, 
не принадлежащие кругу с центром A и радиусом AB. 503. 55°, 
85°, 40°. 505. 20°. 521. 1) 90°; 2) 120°. 522. 12 см. 523. 40°. 
524. 120°. 529. Все точки прямой, проходящей через данную 
точку перпендикулярно данной прямой, кроме данной точки. 
530. Все точки биссектрисы угла, за исключением вершины 
угла. 531. Все точки плоскости, за исключением данной пря-
мой. 532. Указание. Рассмотрев треугольник OAK, докажите, 
что OK AK= 2 . 533. Указание. Воспользуйтесь свойством ка-
сательных, проведенных к окружности через одну точку. 
537. 18°. 557. 24 см, 24 см, 20 см. 558. 20 см, 14 см, 18 см. 
559. 50°, 55°, 75°. 562. Указание. Воспользуйтесь свойством 
касательных, проведенных к окружности через одну точку. 
563. a. 564. 16 см. Указание. Докажите, что сумма периметров 
образовавшихся треугольников равна периметру данного 
треугольника. 565. 0,5 см. Указание. Пусть M1 и M2 — точки 
касания окружностей, вписанных соответственно в треуголь-
ники ABD и DBC. Для отрезков DM1 и DM2 воспользуйтесь 
результатом задачи 562. 566. Указание. Воспользуйтесь тем, 
что биссектрисы треугольника, в частности треугольника AMC, 
пересекаются в одной точке. 567. Указание. Отметьте на раз-
ных сторонах угла точки M и N. Проведите биссектрисы 
углов BMN и BNM. Далее отметьте на разных сторонах угла 
точки E и F. Проведите биссектрисы углов BEF и BFE. 
568. 36°, 36°, 108°. Указание. Воспользуйтесь тем, что тре-
угольники FAO и BOA равнобедренные. 570. 52°, 52°, 76°. 
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571. 3 см, 7 см. 595. Указание. Проведите через данную точку, 
лежащую на стороне угла, перпендикуляр к другой стороне 
угла. 597. 1) Указание. Постройте прямоугольный треуголь-
ник, в котором гипотенуза равна данной биссектрисе, 
а острый угол равен половине данного угла. 599. Указание. 
Постройте прямоугольный треугольник, в котором один из 
катетов равен половине данного основания, а другой — ра-
диусу окружности. 602. Указание. Постройте прямоугольный 
треугольник по катету, равному данной высоте, и противо-
лежащему острому углу, равному данному. 604. Указание. 
Постройте прямоугольный треугольник, в котором гипотену-
за равна данной стороне, а катет — данной высоте. 611. Ука-
зание. Постройте прямоугольный треугольник, один из ка-
тетов которого равен разности катета и радиуса, а другой — 
радиусу. Тогда угол, противолежащий другому катету, равен 
половине острого угла искомого треугольника. 615. Указание. 
Постройте окружность, проходящую через три заданные 
точки. 616. Постройте угол, равный 60°. Далее воспользуйтесь 
равенством 6 60 54° = °− °. 618. 1) 15°, 95°, 70°; 2) 46°, 59°, 75°. 
619. 25°, 65°. 620. 1) Остроугольный; 2) тупоугольный. 
631. Указание. Искомая точка принадлежит ГМТ, удаленных 
на расстояние AB от прямой n. Это ГМТ — пара прямых, 
параллельных прямой n. Каждая из точек пересечения этих 
прямых с прямой m удовлетворяет условию. Задача имеет 
два решения. 638. Указание. Проведите отрезок, перпенди-
кулярный двум данным параллельным прямым, концы A и B 
которого принадлежат этим прямым. Тогда центр искомой 
окружности принадлежит двум ГМТ: первому — равноуда-
ленных от точек A и B и второму — удаленных от данной 

в условии точки на расстояние 
1

2
AB.  639. Указание. Гео-

метрическим местом центров окружностей, касающихся 
данной прямой в данной точке B, является прямая, перпен-
дикулярная данной и проходящая через эту точку (данная 
точка B не принадлежит ГМТ). Геометрическим местом цен-
тров окружностей, проходящих через точки A и B, является 
серединный перпендикуляр отрезка AB. 645. Указание. По-
стройте прямоугольный треугольник BCD, в котором катет BC 
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равен данному катету, а катет DC — сумме гипотенузы и дру-
гого катета. Тогда вершина A искомого треугольника ABC 
принадлежит серединному перпендикуляру отрезка BD. 
646. Указание. Постройте треугольник ADB, в котором 
∠D = 45°, сторона DB равна сумме данных катетов, сторо-
на AB — данной гипотенузе. 647. Указание. Постройте тре-
угольник ADB, в котором ∠D = 135°, сторона DB равна раз-
ности данных катетов, сторона AB — данной гипотенузе. 
648. Указание. Постройте треугольник DBC, в котором 
∠C = 90°, катет CB равен данному катету, катет CD — разно-
сти гипотенузы и другого катета. Тогда искомая вершина A 
лежит на серединном перпендикуляре отрезка DB. 650. Ука-
зание. Постройте треугольник ADC, в котором сторона AC 
равна данной, сторона DC — сумме двух других сторон, 
угол DCA — данному углу. 651. Указание. Постройте тре-
угольник ADC по данной стороне AC, данному углу C и сторо-
не DC, равной данной разности сторон. Вершина B искомого 
треугольника ABC лежит на серединном перпендикуляре от-
резка AD. Описанное построение применимо к случаю, когда 
данный угол C прилежит к большей из двух неизвестных 
сторон. 652. Указание. Постройте треугольник ADC, в кото-

ром ∠D = 90° + 
β

2
, где b — данный угол, сторона AC равна 

данной стороне, сторона AD — данной разности сторон. Тог-
да искомая вершина B лежит на серединном перпендикуля-
ре отрезка DC. 653. Указание. Постройте треугольник ADC, 

в котором ∠D = 
β

2
, где b — данный угол, сторона AC равна 

данной стороне, сторона AD — данной сумме сторон. Тогда 
искомая вершина B лежит на серединном перпендикуляре 
отрезка DC. 654. Указание. Постройте треугольник ADC, 
в котором AC — данная сторона, отрезок DC равен сумме 
неизвестных сторон, ∠ = °+DAC 90 α, где a — половина раз-
ности углов, о которой говорится в условии. 656. Указание. 
Постройте прямоугольный треугольник по катету, равному 
высоте, и противолежащему углу, равному данному. Гипоте-
нуза этого треугольника — одна из сторон искомого. Теперь 
задача свелась к задаче 650. 657. Указание. Постройте пря-
моугольный треугольник BDM, в котором гипотенуза BM 
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равна данной медиане, катет BD — данной высоте. Тогда 
центр описанной окружности искомого треугольника лежит 
на прямой, перпендикулярной отрезку DM, проходящей 
через точку M. 658. Указание. Постройте треугольник ABD, 
в котором стороны AB и AD равны двум данным сторонам, 
а сторона BD в 2 раза больше данной медианы. 659. Указание. 
Постройте треугольник ADC, в котором AC — данная сторо-
на, сторона AD в 2 раза больше данной медианы, а высота, 
проведенная из вершины D, равна данной высоте. Покажите, 
что сторона DC равна одной из неизвестных сторон искомого 

треугольника. 661. 65°. 662. 15°, 75°. 663. 180°. 665. 
4

5

a
. 

666. Точки X1 и X2, изображенные на рисунке 351. 667. Точ-
ки Y1 и Y2, изображенные на рисунке 352. 670. 60° или 180°. 
Два решения. 671. 40° или 140°. Два решения. 673. 20°. 
675. 42 см. 689. 15 см. 700. 45°, 45°, 90°. 702. 30°, 40°, 110°. 
703. 35°. 704. 10°. 705. 52°, 52°, 76°. 706. 70°, 70°, 40°. 
711. 33°, 57°. 712. 45°. 716. 50°, 50°, 80° или 80°, 80°, 20°. 
718. 70°, 70°, 40° или 50°, 50°, 80°. 719. 135°. 722. 22 см. 
723. 9 см. 724. 60°. 728. 120°. 732. 60°. 736. 6 см. 738. Ука-
зание. Пусть O — центр окружности. Докажите, что ∠COD =
= 180°. 739. 114°. 741. Указание. Докажите, что точки O

1
 

и O
2
 принадлежат биссектрисе угла B.

2 см2 см

A X1 C X2 B MY1 D Y2K

10 см10 см

Рис. 351 Рис. 352

Ответы к заданиям  
«Проверьте себя» в тестовой форме

Номер 
задания

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 В Г А В В В Б Б В Б В

2 Б Б Г Г Б В Б Б А В Б
3 Г В В А А Б В В Б В Б
4 В Г А В Б А В В Г Б —

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



219

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ
Аксиома  47
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Концы отрезка  17
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Лучи дополнительные  25
— параллельные  104
— перпендикулярные  42
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ка  166
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Основное свойство  47
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Построение биссектрисы угла  178
— прямой, перпендикулярной 

данной  177
— серединного перпендикуляра 

отрезка  176
— треугольника по данным сторо-

нам  185
— угла, равного данному  175
Постулат  51
Полуплоскость  27
Полупрямая  25
Прием дополнительного построе-

ния  94
Признак касательной к окружно-

сти  161
Признаки параллельности прямых  

104, 109, 110
— равнобедренного треугольника  82
— равенства прямоугольных тре-

угольников  134, 135
— равенства треугольников  65, 

66, 87
Прямая  12
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Прямые параллельные  104
— пересекающиеся  13
— перпендикулярные  41

Радиус круга  154
— окружности  153
Расстояние между параллельными 

прямыми  119
— между точками  19
— от точки до прямой  43
Рулетка  18
Румб  30

Свойства внешнего угла треуголь-
ника  124

— окружности  159
— параллельных прямых  117
— прямоугольного треугольника  140
— равнобедренного треугольника  75
Свойство вертикальных углов  37
— касательной  160
— накрест лежащих углов  117
— односторонних углов  118
— смежных углов  36
— соответственных углов  117
Секунда  29
Секущая  109
Середина отрезка  19
Серединный перпендикуляр от-

резка  65
Следствие  93
Стороны треугольника  56
— угла  26
Сумма отрезков  19
— углов  30
— углов треугольника  124

Теорема  13
— обратная  93
— -признак  92
— прямая  93
— -свойство  92
— -следствие  93
Теоремы взаимно обратные  93
Точка  12
— касания  159

— пересечения биссектрис тре-
угольника 168

— пересечения серединных пер-
пендикуляров сторон треуголь-
ника 167

Треугольник 56
—, вписанный в окружность  168
—, описанный около окружности  167
— остроугольный  56
— прямоугольный  56
— равнобедренный  74
— равносторонний  75
— разносторонний 76
— тупоугольный  56
Треугольники равные  56

Угол 26
— единичный  28
— между прямыми  42
— острый  30
— при вершине равнобедренного 

треугольника  75
— при основании равнобедренного 

треугольника  75
— прямой  30
— развернутый  27
— треугольника  56
— треугольника внешний  124
— тупой  30
Углы вертикальные  37
— накрест лежащие  109
— односторонние  109
— равные  27
— смежные  36
— соответственные  109
Условие теоремы  92

Фигуры равные  59

Хорда круга  154
— окружности  153

Центр круга  154
— окружности  153
— —, вписанной в треугольник  168
— —, описанной около треуголь-

ника  167
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ПРОИСХОЖДЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ТЕРМИНОВ

Аксиома от греческого axios — достойный признания 

Биссектриса от латинского bis — дважды и sectrix — секущая

Геометрия от греческого geo — земля и metreo — измерять

Гипотенуза от греческого gipotenusa — стягивающая

Градус от латинского gradus — шаг, ступень

Диагональ от греческого dia — через и gonium — угол

Диаметр от греческого diametros — поперечник

Катет от греческого katetos — отвес

Квадрат от латинского quadratus — четырехугольный 
(от guattuor — «четыре»)

Куб от греческого kybos — игральная кость

Математика от греческого mathematike (от mathema — зна-
ние, наука)

Медиана от латинского medius — средний

Метр от французского mètre — палка для измерения 
или греческого metron — мера

Параллельность от греческого parallelos — идущий рядом

Периметр от греческого peri — вокруг и metreo — измерять

Перпендикуляр от латинского perpendicularis — отвесный

Планиметрия от греческого planum — плоскость

Пропорция от латинского proportio — соотношение

Радиус от латинского radius — спица в колесе, луч

Теорема от греческого theoreo — рассматриваю, обду-
мываю

Транспортир от латинского transportaro — переносить, пере-
кладывать

Фигура от латинского figura — внешний вид, образ

Формула от латинского formula — форма, правило

Хорда от греческого chorde — струна, тетива

Центр от латинского centrum — острие ножки циркуля

Циркуль от латинского circulus — окружность
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