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OD AUTOROW

Drogie dzieci!

W tym roku szkolnym nadal bedziecie kontynuowaé geometrie. Spo-
dziewamy sie, ze juz zdazyliScie polubi¢ ta trudna ale ciekawa nauke,
a wiec z ciekawoécia bedziecie opanowywaé nowe wiadomoéci. Mamy
nadzieje, ze sprzyjac bedzie temu ten podrecznik, ktéry trzymacie w reku.

Prosimy zapozna¢ sie z jego budowa,.

Podrecznik sktada sie z pieciu paragraféow, kazdy z ktérych zawiera
kilka punktéw. W punktach jest podany material teoretyczny. Specjalna,
uwage nalezy zwrdéci¢ na informacje, ktorg nadrukowano drukiem po-
grubionym, grubszq kursywaq i kursywaq, tak w ksiazce wydzielono
definicje, twierdzenia i najwazniejsze matematyczne rozwiazania.

Zazwycza) materiat teoretyczny konczy sie przyktadami wraz z ich
rozwiazywaniem. Podane te rozwiazywania moga stuzy¢ wzorcem zapi-
sywania poszczegblnych etapow rozwigzan.

W kazdym punkcie sa podane zadania do pracy samodzielnej, ktére
nalezy rozwigzywaé po opanowaniu materiatu teoretycznego. Wérod
tych zadan sa tatwe, o Sredniej trudnoéci oraz trudniejsze ¢wiczenia i
zadania, ktore przewaznie sa oznaczone gwiazdka (¥). Swoje wiadomosci
mozna sprawdzi¢ rozwigzujac zadania podane w ksztalcie testu, ktore
sq umieszczone na koncu kazdego paragrafu.

Kazdy punkt konczy sie specjalna rubryka pod tytulem: “Spostrze-
gajcie, rysujcie, konstruujcie, fantazjujcie”. Zostate tu umieszczone za-
dania, do rozwiazania ktérych sa nie potrzebne specjalne geometryczne
wiadomosci lecz logiczne my$lenie, pomystowo$é 1 bystro$é. Te zadania sa,
korzystne, jak witaminy. One pomoga rozwingé umiejetnosci podejmowa-
nia nieoczekiwanych 1 niestandardowych decyzji nie tylko w matematyce,
jak 1 w zyciu codziennym.

Gdy po odrabianiu zadan domowych pozostanie czas wolny, 1 pragnie-
nie dowiedzie¢ sie wiecej, to radzimy zwrdcié sie do rubryki “Gdy lekcje
sa odrobione”. Material, ktéry jest tam umieszczony nie jest tatwy. Ale
tym ciekawiej jest sprobowac swoich sit!

A wiec $mialo! Zyczymy powodzenia!

Szanowni koledzy!

Spodziewamy sie bardzo, ze ten podrecznik bedzie niezawodnym
pomocnikiem w waszej ciezkiej pracy szkolnej i bedziemy bardzo cieszy¢
sie, ze bedzie sie wam podobad.

Ksigzka zawiera réznorodny materiat dydaktyczny. Lecz w_ciagu
roku szkolnego niemozliwie rozwiazaé wszystkie zadania, chociaz jest
to niepotrzebnie. Jednoczes$nie, posiadajac wiekszy zapas zadan, latwiej
sie pracuje. Sprzyja to realizacji zasad poziomowego réznicowania oraz
indywidualnego podej$cia w nauczaniu.




4 0d autoréw

W programach edukacyjnych do nauki matematyki dla uczniéow
klas 5-9 ogdélnoksztatcacych szko6t zapisane jest nastepujace: ,, Tresé
edukacyjnych programéw jest rozdzielona wedtug tematéw odpo-
wiednich naukowych rozdzialéw z okresleniem liczby godzin na ich
nauke. Taki podzial tresci z okreslong liczba godzin jest orientacyjny.
Nauczycielom oraz autorom podrecznikow daje sie prawo koregowac
material w zalezno$ci od przyjetej metodycznej koncepcji”.

Biorac to pod uwage uwazamy, ze jest mozliwe przestawienie
niektorych tematéw naukowego materialu zgodnie z autorska kon-
cepcja. Daje to mozliwos¢ 1stotnie urozmaici¢ materiat dydaktyczny
podrecznika.

Zielonym kolorem sg oznaczone numery zadan poleconych do od-
rabiania prac domowych, niebieskim kolorem — numery zadan, ktore
z uwzglednieniem indywidualnych mozliwosci uczniéw klasy wedlug
uznania nauczyciela mozna rozwigzac ustnie.

Materiat rubryki: “Gdy lekcje sa odrobione” mozna zastosowac przy
pracy kétka matematycznego oraz zaje¢ fakultatywnych.

Zyczymy tworczego natchnienia 1 cierpliwosci.

ZNAKI UMOWNE

zadania, ktére odpowiadaja poziomowl podstawowemu i
$redniemu osigagnie¢ w nauce;

zadania, ktore odpowiadaja poziomowi dostatecznemu
oslagnie¢ w nauce;

zadania, ktére odpowiadaja poziomowi wysokiemu osiagnieé
W nauce;

zadania dla kétek matematycznych oraz zajeé fakultatyw-
nych;

zadania pod klucz, wynik ktérych mozna zastosowac podczas
rozwiazywania innych zadan;

udowodnienie twierdzen, ktore odpowiadaja poziomowi
dostatecznemu osiagnie¢ w nauce;

udowodnienie twierdzen, ktore odpowiadaja poziomowi
wysokiemu osiagnie¢ w nauce;

udowodnienie twierdzen, ktore nie obowiazkowe w nauce;
koniec udowodnienia twierdzen, rozwiazywania zadan;

rubryka ,Gdy lekcje sa odrobione”.

@A@@@j’i S, 3, 3



ROZWIAZYWANIE §1 /E
TROJKATOW

W tym paragrafie dowiecie sie co oznacza sinus, kosinus i tangens kqta
o, gdzie 0° < a < 180°.

Znajac dwa boki tréjkata i kat miedzy nimi nauczycie sie obliczac trzeci
bok, oraz wedtug boku i katéw przylegtych do niego oblicza¢ dwa inne
boki trojkata.

W klasie 8. nauczyliscie sie rozwigzywac trojkaty prostokatne. Gdy
nauczycie sie ten paragraf, to bedziecie umieli rozwigzywa¢ dowolne
tréjkaty.

Nauczycie sie wzoréw, za pomoca ktérych mozna obliczy¢ pole tréjkata.

1. Sinus, kosinus i tangens kata od 0° do 180°

7 definicjami sinusa, kosinusa 1 tangensa kata zapoznaliécie sie w
klasie 8. Rozpatrzymy te pojecia dla dowolnego kata o, gdzie 0° <o <180°.

W gbrnej czesci ptaszezyzny uktadu wspélrzednych rozpatrzymy po-
lowe okregu o promieniu o dlugoéci 1 i ze érodkiem w poczatku ukltadu
wspoétrzednych (rys. 1). Taki potokrag nazywa sie jednostkowym.

Bedziemy uwazaé, ze katowi a (0° <o <180°) odpowiada punkt
M pétokregu jednostkowego, jezeli ZMOA = a, gdzie punkty O1 A posia-
daja odpowiednio wspétrzedne (0; 0) 1 (1; 0) (rys. 1.1). Na przyktad, na
rysunku 1.1, katowi ktéry wynosi 90°, odpowiada punkt C; katowi,
ktory wynosi 180°, — odpowiada punkt B; katowi, ktéry wynosi 0°, — od-
powiada punkt A.

yp
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6 § 1. ROZWIAZYWANIE TROJKATOW

Przypuséémy, ze a.— ostry kat. Jemu odpowiada wielkosé tuku M (x; y)
nalezacego do tuku AC jednostkowego potokregu (rys. 1.2). W tréjkacie
prostokatnym OMN, otrzymamy:

ON . MN
cosoL=——, sino=——.
oM OM

Poniewaz OM =1, ON=x, MN =y, to
cos =X, Sin o =Y.

A wiec, kosinus 1 sinus kata ostrego o — to odpowiednio odcieta 1
rzedna punktu M jednostkowego pélokregu, ktora odpowiada katowi a.

Otrzymany wynik podpowiada, w jaki sposéb okresli¢ sinus i kosinus
dowolnego kata a, gdzie 0° <o <180°.

Yh .’/Al
______ M (x;y)
y M- sin o
o AN la_ | AN .
-1 (0] x 1 x -1 cosaa O 1 x
Rys. 1.2 Rys. 1.3

Definicja. Kosinusem i sinusem kata o (0°<o<180°)
nazywa sie odpowiednio odcieta i rzedna punktu M jednostko-
wego polokregu, ktory odpowiada katowi a (rys. 1.3).

Zastosowujac te definicje mozna na przykltad, ustalié, ze sin 0° =0,
cos 0°=1, sin 90° =1, cos 90° =0, sin 180° =0, cos 180° = —1.

Jezeli M (x; y) — dowolny punkt jednostkowego potokregu, to-1<x <1
1 0<y<1. Awiec, dla dowolnego kata o, gdzie 0° <o <180°, otrzymamy:

0<sino<l,

—1<cosa<l.

Jezeli a — kat rozwarty, to odcieta punktu, ktéry odpowiada temu
katowi jest ujemna. A wiec, kosinus kata rozwartego jest liczba ujemna.
Prawdziwa jest nastepujaca wypowiedz: jezeli cos a < 0, to o. — rozwarty
lub pélpetny kat.
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Rys. 1.4

7 kursu geometrii klasy 8. wiecie, ze dla dowolnego kata ostrego a
spelniaja sie rownosci:

sin (90° - a) = cos a,
cos (90° - o) =sin o

Wzory te spelniaja sie i dla o = 0° 1 dla o = 90° (przekonajcie sie w
tym samodzielnie).

Przypuséémy, ze katom a1 180° — «, gdzie o = 0°, o = 90°1 o # 180°, od-
powiadaja punkty M (x;; y,) 1 N (x,; v,) jednostkowego potokregu (rys. 1.4).

Tréjkaty prostokatne OMM, 1 ONN, sa przystajace wzgledem prze-
ciwprostokatnej 1 kacie ostrym (OM = ON =1, ZMOM, = ZNON, = o).
Stad y, =y, 1 x, = —x,. A wiec,

sin (180° — o) = sin a,
cos (180° - o) =—-cos o

Przekonajcie sie samodzielnie, ze te rownosci sa prawdziwe dla o = 0°,
a =90° o= 180°.

Jezeli o — kat ostry, jak wiecie z kursu geometrii klasy 8., to spetnia
sie tozsamo$§é, ktora nazywa sie podstawowa trygonometryczng
tozsamoscia:

sin?o + cos2a =1

Réwnoéé ta spetnia sie dla a = 0°, o = 90°, oo = 180° (przekonajcie sie
w tym samodzielnie).

Przypuséémy, ze o — kat rozwarty. Wtedy kat 180° — a jest katem
ostrym. Otrzymamy:

sin? a + cos? o = (sin (180° — a))? + (—cos (180° — a))? =
=sin? (180° — a) + cos? (180° — a) = 1.

A wiec, réwno$é sin? o + cos? a = 1 spelnia sie dla wszystkich

0°<a<180°.
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Definicja. Tangensem kata a, gdzie 0°<o<180° ia = 90°,
sin o

nazywa sie stosunek » czyli

COS O

tg o= sin o

COoSs O

Poniewaz cos 90° = 0, to tg a nie okresélony dla o = 90°.

Oczywiscie, ze kazdemu katowi a (0° <o <180°) odpowiada jeden
punkt jednostkowego pdtokregu. A wiec, kazdemu katowi oo odpowiada
jedna liczba, ktora jest warto$cia sinusa (kosinusa, tangensa dla o = 90°).
Dlatego, zalezno$é wartosci sinusa (kosinusa, tangensa) od wielkosci
kata jest funkcjonalna.

Funkcje f(a) =sin a, g(o) = cos a, h(a) =tg o, ktére odpowiadaja
tym funkcjonalnym zalezno$ciom, nazywaja sie trygonometrycznymi
funkcjami kata o.

O-w Zadanie 1. Udowodnij, ze tg(180° — o) = —tg a.

Rozwiqzanie

tg (180° — o) = sin (180° — ) _ sino. _ sino

= =-tgo. <
cos (180°-a) —coso cos Ol

Zadanie 2. Oblicz sin 120°, cos 120°, tg 120°. 3
Rozwiqzanie. Mamy: sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° = ?3;

c0s120° = cos (180° - 60°) = —cos 60° = —%;

tg120° = tg (180°—60°) = —tg 60° = —/3. <
'I) |
o . .
Jaki potokrag okregu nazywa sie jednostkowym?
Objasnij kiedy mowi sig, ze katowi o 2. odpowiada punkt M jednostkowego
potokregu.
Co nazywa sie sinusem kata a, gdy 0° < o < 180°?
Co nazywa sie kosinusem kata a, gdy 0° < o < 180°?
lle wynosi sin 0°, cos 0°, sin 90°, cos 90°, sin 180°, cos 180°?
W jakich przedziatach lezg wartosci sin a, gdy 0° < o < 180°?
W jakich przedziatach lezg wartosci cos a, gdy 0° < o < 180°?
Jaka liczba - dodatnig czy ujemna jest sinus kata ostrego? sinus kata rozwartego?
kosinus kata ostrego? kosinus kata rozwartego?
Jakim katem bedzie kat o, gdy cos o < 0?
10. lle wynosi sin (180° - a)? cos (180° - a)?

N =

®NoWvEW

w



1. Sinus, kosinus i tangens kata od 0° do 180° o

11. W jaki sposdb sg powigzane miedzy sobg sinus i cosinus tego samego kata?

12. Co nazywa sie tangensem o, gdzie 0° < o0 < 180° i o # 90°?

13. Dlaczego tg a jest nie okreslony dla a.=90°?

14. Jaka ogdlng nazwe maja funkcje f(a)=sin a, g(a) =cosa i A (a) =
=tgo?

IE/'Jb;-.Li ZADANIA PRAKTYCZNE I

1.1.° Wykre$él jednostkowy poétokrag, biorac za jednostke taki odcinek,
dtugosé ktérego jest 5 razy wieksza od kratki w zeszycie. Skonstruuj
kat o wierzcholtku w poczatku uktadu wspdtrzednych, zas jeden z jego
ramion — dodatnia cze$¢ osi odcietych:

. , .1 . , .
1) kosinus ktérego wynosi g; 4) sinus ktérego wynosi 1;
2) kosinus ktérego wynosi —0,4; 5) kosinus ktorego wynosi 0;
3) sinus ktérego wynosi 0,6; 6) kosinus ktérego wynosi —1.

CWICZENIA I

1.2.° Ile wynosi:

1) sin (180° — o), jezeli sina =

1,
3,
2) cos (180° — ), jezeli cos a. = 0,7;

3) cos (180° — a), jezeli cos o = —5;
4) tg (180° — ), jezeli tg o = —5?
. 1
1.3.° Katy a1 B przylegle, cosa = s

1) Oblicz cos B.

2) Ktory z katéw a czy B jest ostrym, a ktéry — rozwartym?
1.4.° Oblicz warto$¢ wyrazenia:

1) 2 sin 90° + 3 cos 0°; 4) 6 tg 180° + 5 sin 180°;

2) 3 sin 0° — 5 cos 180°; 5) cos? 165° + sin? 165°;

3) tg23°-tg 0°- tg106° @) SO Fsin90%
cos 0° — cos 90°
1.5.° Oblicz:

1) 4 cos 90° + 2 cos 180° — tg 180°;

2) cos 0° — cos 180° + sin 90°.
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1.6.° Ile wynosi sinus kata, jezeli jego kosinus jest rowny:

1) 1; 2) 0?7

1.7.° Ile wynosi kosinus kata, jezeli jego sinus jest rowny:

1)1 2) 0?
1.8.° Oblicz sin 135°, cos 135°, tg 135°.
1.9.° Oblicz sin 150°, cos 150°, tg 150°.
1.10.° Czy istnieje kat a, dla ktérego:

1
1) sino==; 3) cosa:—g;
2 5

2) sin o = 0,3; 4) cos o =—0,99;
1.11.° Oblicz:

3 .
1) cos a, jezeli sino=— 1 0°<a <90°%
5
1
2) cos a, jezeli s1n0c—§ 1 90°<a<180°%
3) cos a, jezeli sino = T;

4) sin a, jezeli cos o =—0,8;

5) tg a, jezeli sin a = % i 90° <0 <180°.

1.12.° Oblicz:

1) cos a, jezeli sino =

2) sin a, jezeli cos o =

0‘@“_. ;lm

3) tg a, jezeli cos o = 3 10°<a<90°.

5) cos o = 1,001;

. 5
6) sinot=—7?
2

1.13.* Czy prawidlowa jest wypowiedz (odpowiedz uzasadnijcie):
1) kosinus kata ostrego jest wiekszy od kosinusa kata rozwartego;
2) istnieje kat rozwarty dla ktérego warto$é sinusa i kosinusa jest

jednakowa;

3) istnieje kat, dla ktoérego sinus 1 kosinus jest réwny zeru;
4) kosinus kata trojkata moze byé¢ wyrazony liczba ujemna;
5) warto$¢ sinusa kata tréjkata moze by¢ liczba ujemna;

6) warto$¢ kosinusa kata trojkata jest rowna zeru;

7) warto$¢ sinusa kata tréjkata jest rowna zeru;
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8) wartos$¢ kosinusa kata trojkata jest rowna —1;
9) wartoé¢ sinusa kata tréojkata jest rowna 1;
10) sinus kata, odmiennego od prostego jest mniejszy od sinusa kata
prostego;
11) kosinus kata rozwartego jest mniejszy od kosinusa kata odmien-
nego od prostego;
12) sinusy katéw przyleglych sa réwne;
13) kosinusy nie rownych katéw przyleglych sa wyrazone liczbami
przeciwnymi;
14) jezeli kosinusy dwéch katéw sa réwne, to rowne sq te katy;
15) jezeli sinusy dwoch katow sa réwne, to katy te sa rowne;
16) tangens kata ostrego jest wiekszy od tangensa kata rozwartego?
1.14.° Poréwnaj warto$¢ wyrazenia z zerem:
1) sin 110° cos 140°; 3) sin 128° cos? 130° tg 92°;
2) sin 80° cos 100° cos 148°; 4) sin 70° cos 90° tg 104°.
1.15.° Oblicz wartos¢ wyrazenia:
1) 2 sin 120° + 4 cos 150° — 2 tg 135°;
2) 2 cos? 120° — 8 sin? 150° + 3 cos 90° cos 162°;
3) cos 180° (sin 135° tg 60° — cos 135°)2.
1.16.* Ile wynosi warto$¢ wyrazenia:
1) 2 sin 150° — 4 cos 120°;
2) sin 90° (tg 150° cos 135° — tg 120° cos 135°)??

1.17.° Nie korzystajac z kalkulatora, oblicz wartos¢ wyrazenia:

sin18° cos18° 3) tg 18°
sin162° cos162° tg162°°
1.18.° Nie korzystajac z kalkulatora, oblicz warto§¢ wyrazenia:
sin 28° 9 cos 49° tg 14°
sin152°° cos131°’ tg 166°

1.19.° Oblicz sumy kwadratéw sinuséw wszystkich katéw w tréjkacie
prostokatnym.

1.20.° Oblicz sumy kwadratéow kosinuséw wszystkich katow w tréjkacie
prostokatnym.

1.21.° W trojkacie ABC wiadomo ze B = 60°, punkt O — érodek wpisanego
okregu. Oblicz warto$¢ kosinusa kata AOC?

1.22.° Punkt O — érodek okregu wpisanego w tréjkat ABC,

V3

cos ZBOC = 5 Oblicz kat A tréjkata.
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CWICZENIA POWTORZENIOWE I

1.23. W réwnolegtoboku wysoko$é opuszczona z kata rozwartego wynosi
5 cm 1 dzieli bok réwnolegtoboku na polowe. Kat ostry w réwnole-
globoku jest rowny 30°. Oblicz dtugosé przekatnej réwnolegtoboku
poprowadzone] z kata rozwartego oraz katy, ktére ona tworzy z
bokami réwnolegtoboku.

1.24. W trapezie ABCD prosta CE jest rownolegta do ramienia AB1 dzieli
podstawe AD na odcinki AE 1 DE, tak, ze AE =7 cm; DE = 10 cm.
Oblicz dlugoéé linii $rodkowej trapezu.

,&' PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU

1.25. Dwa boki tréojkata sq rowne 8 cm i 11 cm. Czy kat, ktéry jest prze-
ciwlegty bokowi 8 cm, moze by¢:
1) rozwartym; 2) prostym?
Odpowiedz uzasadnij.

1.26. W tréjkacie ABC poprowadzono wysoko$é BD, /A = 60°, ZC = 45°,
AB =10 cm. Oblicz bok BC.

1.27. Oblicz wysokos§é BD w tréjkacie ABC oraz rzut boku AB na prosta,
AC, jezeli Z/BAC =150°, AB=12 cm.

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

1.28. Przekonaj sie, ze dowolny trojkat mozna podzielié na 3 czes$ci w taki
sposéb, ze z otrzymanych czeSci mozna ulozyé prostokat.

2. Twierdzenie kosinusow

7 pierwszej cechy przystawania tréjkatow wynika, ze wiedzac dwa
boki tréjkata i kat zawarty miedzy nimi mozna skonstruowac doktadnie
jeden tréjkat. A wiec, wedlug wyzej wymienionymi elementami mozna,
na przyklad, obliczy¢ trzeci bok trojkata. W jaki sposéb to mozna zrobié
pomoze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 (twierdzenie kosinusow). Kwadrat
boku trojkata jest rowny sumie kwadratéw dwoéch pozostalych
bokéw minus podwojony iloczyn tych bokoéw i kosinus kqta za-
wartego miedzy nimi.
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Dowéd.© Rozpatrzymy tréjkat ABC. Udowodnimy na przyklad, ze
BC? = AB* + AC* ~2AB- AC - cos A.
Istnieja trzy przypadki:
1) kat A ostry;
2) kat A rozwarty;
3) kat A prosty.
Pierwszy przypadek. Przypu$§émy, ze kat A ostry. Woéwczas chociazby
jeden z katow B lub C jest ostry.
e Przyjmiemy, ze ~/C < 90°. Poprowadzimy wysoko$é BD. Ona bedzie
catkowicie leze¢ wewnatrz trojkata ABC (rys. 2.1).
W tréjkacie prostokatnym ABD mamy:
BD=AB-sin A, AD = AB-cos A.
W tréjkacie prostokatnym BDC: BC? = BD? + CD? =
= BD®” +(AC - AD)® = AB® -sin® A+ (AC — AB-cos A)” =
= AB®-sin® A+ AC* -2AC-AB-cos A+ AB? -cos® A =
= AB®-(sin® A + cos® A)+ AC* -2AC-AB-cos A =
= AB®* + AC* ~2AB- AC-cos A.

B B
A D C D A c
Rys. 2.1 Rys. 2.2

e Przypuséémy, ze ZB < 90°. Z wierzchotka kat C w trojkacie ABC
poprowadzimy wysoko$¢. Ona bedzie catkowicie leze¢ wewnatrz trojkata
ABC. Udowodnienie tego przypadku jest analogiczne wyzej wymienio-
nego. Udowodnijcie to samodzielnie.

Drugi przypadek. Przypuéémy, ze kat A jest rozwarty. W tréjkacie
ABC poprowadzimy wysoko$¢ BD (rys. 2.2).

W trojkacie prostokatnym ABD mamy: BD = AB-sin ZBAD =

= AB-sin (180° - ZBAC) = AB-sin ZBAC,

AD = AB-cos ZBAD = AB-cos (180° - LBAC) =—-AB-cos ZBAC.

W tréjkacie prostokatnym BDC: BC? = BD* +CD* =

= BD? + (AC + AD)® = AB® -sin® ZBAC + (AC — AB-cos ZBAC)? =

= AB®* + AC® —-2AB- AC - cos ZBAC.
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Trzeci przypadek. Przypusémy, ze kat A prosty (rys. 2.3). Wtedy
cos A = 0. Nalezy udowodnié, ze BC? = AB? + AC?. Ta réwno$¢ wynika z

twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC. <

B Udowodnienie twierdzenia kosinuséw wskazuje,

ze twierdzenie Pitagorasa jest szczegolnym przypad-

kiem twierdzenia kosinusow, zas twierdzenie kosi-

nusow jest uogolniajqcym twierdzeniem Pitagorasa.

Jezeli skorzystac¢ sie oznaczeniami dla dtugosci

A C hokéwiwielkosci katéw trojkata ABC (patrz. wykle;j-
ke), to, na przyktad dla strony o dtugosci a, mozna

Rys. 2.3 .
zaplsac:

a?=>b%+ c?-2bc cos a

Zmnajac trzy boki trojkatéw mozna zastosowaé twierdzenie kosinusow
aby okresli¢ rodzaj trojkata: czy on jest ostrokatny, rozwartokatny, czy
prostokatny.

Twierdzenie 2.2 (wniosek z twierdzenia kosinusow).
Przypusémy, ze a, b i ¢ — dlugosci bokow trojkata, przy czym a —
diugosé najwiekszego boku trojkata. Jezeli a’ < b? + ¢?, to trojkqt
Jjest ostrokqtny. Jezeli a’>> b? + ¢, to trojkqt jest rozwartokqtny.
Jezeli a? = b? + ¢, to trojkat jest prostokqtny.

Dowéd.® Zgodnie z twierdzeniem kosinuséw

a?=b%+c?—2bc cos a.

Stad 2bc cos o = b? + ¢? — @

Przypuéémy, ze a < b% + ¢2. Wtedy b? + ¢ —a? > 0. Stad 2bc cos a. > 0,
to znaczy, ze cos o > 0. A wiec, kat a. ostry.

Poniewaz a — dlugoéé najwiekszego boku tréjkata, to naprzeciw tego
boku lezy najwiekszy kat, ktéry, jak wyzej udowodniono, jest ostry. A
wiec, w tym przypadku tréjkat jest ostrokatny.

Przypuéémy, ze a® > b% + ¢2. Wtedy b? + ¢ —a? < 0. Stad 2bc cos a. <0,
to oznacza, ze cos a < 0. Dlatego kat o jest katem rozwartym. A wiec, w
tym przypadku tréjkat jest rozwartokatny.

Przypuéémy, ze a® = b* + ¢ Wtedy 2bc cos o =
= 0. Stad cos a. = 0. A wiec, o = 90°. W tym przy- B b C
padku tréjkat jest prostokatny. «

O—w Zadanie 1. Udowodnij, ze sumakwa- @ a
dratéw przekatnych rownolegloboku jest réwna
sumie kwadratéw jego bokéw. A b D

Rozwiqgzanie. Narysunku 2.4 przedstawio-
no réwnoleglobok ABCD. Rys. 2.4
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Przypusémy, ze AB=CD=a, BC=AD=b, /BAD = o, wtedy ZADC =
=180° - a.
Z trojkata ABD zgodnie z twierdzeniem kosinuséw otrzymamy:
BD? = a? + b?— 2ab cos a. (1)
7 trojkata ACD zgodnie z twierdzeniem kosinuséw otrzymamy:
AC? =a? + b%— 2ab cos (180° — a). Stad
AC? =a? + b? + 2ab cos a. 2)
Po obustronnym dodawaniu réwnosci (1) i (2) otrzymamy:
BD? + AC? = 2a? + 2b%. «

Zadanie 2. W trojkacie ABC bok AB jest 0 4 cm dluzszy od boku
BC, oraz £B =120°, AC = 14 cm. Oblicz boki AB 1 BC.

Rozwiqgzanie. Zgodnie z twierdzeniem kosinuséw
AC? = AB? + BC* -2AB- BC - cos B.
Przypuséémy, ze BC = x cm, x > 0, wtedy AB = (x + 4) cm.
Otrzymamy:
142 = (x + 4)> + x2 — 2x (x + 4) cos 120°;

196=x2+8x+16+x2—2x(x+4y(—%}

196 = 2x% + 8x + 16 + x (x + 4);
3x?+ 12x — 180 = 0;
x? + 4x — 60 =0;
x; = 6; x, =—10.

Pierwiastek —10 nie spelnia warunku, ze x > 0.

A wiec, BC=6 cm, AB=10 cm.

OdpowiedZ: 10 cm, 6 cm. <«

Zadanie 3. W trojkacie ABC na boku BC obrano punkt D tak, ze
CD:AD=1:2. Oblicz odcinek BD, jezeli AB= 14 cm, BC =13 cm,
AC=15cm.

Rozwiqzanie. Zgodnie z twierdzeniem kosinusa dla tréjkata ABC
(rys. 2.5) otrzymamy:

AB? = AC* + BC*—2AC - BC - cos C. A
AC’ + BC? — AB®
Stad cosC = AL 78Y — A8
2AC- BC
_15°+18° 14"  225+169-196 _ 33 D
2-15-13 2-15-13 65
B C

Poniewaz CD : AD=1: 2, to CD = %AC -

Rys. 2.5
=5 (cm). y
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Wtedy z tréjkata BCD otrzymamy:
BD? = BC? + CD* —2BC-CD-cos C =13° + 52 —2-13-5-§=128.

A wiec, BD =+/128 =842 (cm).
OdpowiedZ: 82 cm. <

Zadanie 4. Dwa boki trojkata sa rowne 23 cm 1 30 cm, za$ Srodkowa
poprowadzona do wymienionego wiekszego boku wynosi 10 cm. Oblicz
trzeci bok tréjkata.

Rozwiqgzanie. Przypusémy, ze w trdojkacie ABC wiadomo, ze
AC =23 cm, BC =30 cm, odcinek AM — §rodkowa, AM = 10 cm.

Na przedtuzeniu odcinka AM od punktu M odlozymy odcinek réwny
dtugosci srodkowej AM (rys. 2.6). Wtedy AD = 20 cm.

W czworokacie ABDC przekatne AD 1 BC dzielg sie punktem M na
potowe (BM = MC wedlug zatozenia, AM = MD wedtug konstrukcji). A
wiec, czworokat ABDC jest réwnoleglobokiem.

Poniewaz suma kwadratéw przekatnych réw-
nolegltoboku jest rowna sumie kwadratow wszyst-
kich jego bokéw (patrz zadanie kluczowe 1), to

AD? + BC? =2 (AB?* + AC?).

Wtedy

202 + 30% = 2 (AB? + 23%);
400 + 900 = 2 (AB? + 529);
AB? =121,
AB=11cm.
OdpowiedZz: 11 cm. «

B

Rys. 2.6

p -
¢ 1. Sformutuj twierdzenie kosinuséw.
2. Tréjkat o bokach a, b i ¢, gdzie a - dhugo$¢ najwiekszego boku, jest ostrokatny,
rozwartokatny, prostokatny, gdy:
Na*<b+c% 2)a*>b2+c% 3)a?=b>+c??
3. Jaka jest zalezno$¢ miedzy bokami a przekatnymi w réwnolegtoboku?

@ CWICZENIA I

2.1.° Oblicz niewiadomy bok w tréjkacie ABC, jezeli:
1) AB=5cm, BC=8 cm, /B = 60°;
2) AB=3cm, AC =2+/2 cm, ZA = 135°.
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2.2.° Oblicz niewiadomy bok tréjkata DEF, gdy:
1) DE = 4 cm, DF =2+/3 c¢m, 2D = 30°;
2) DF =3 cm, EF =5 cm, £F = 120°.

2.3.° Boki tréjkata sg rowne 12 cm, 20 cm 1 28 em. Oblicz najwiekszy
kat tréjkata.

2.4.° Boki trojkata sa réwne V18 cm, 5 cm 1 7 cm. Oblicz éredniej wiel-
kos$ci kat tréjkata.

2.5.° Ustal czy tréjkat jest ostrokatny, rozwartokatny, prostokatny o
bokach réwnych:
1)5cm, 7cmi9cm; 3) 10 cm, 15cm1 18 cm.
2)5cm, 12cm1i 13 cm;

2.6.° Boki tréjkata sa rowne 7 cm, 8 cm 1 12 cm. Czy dany tréjkat jest
ostrokatny?

2.7.° Udowodnij, ze tréjkat o bokach réwnych 8 cm, 15c¢m 1 17 cm jest
prostokatny.

2.8.° Boki réwnolegloboku sa rowne 2 J2 cmi5em, 1jeden zjego katow
ma 45°. Oblicz przekatne rownolegloboku.

2.9.° W trapezie ABCD wiadome sa, BC||AD, BC =3 cm, AD =10 cm,
CD =4 cm, £D = 60°. Oblicz przekatne trapezu.

2.10.° Na ramieniu AB w tréjkacie rownoramiennym ABC obrano punkt
D tak, ze AD : DB =2 : 1. Oblicz odcinek CD, jezeli AB = 6 cm.

2.11.° Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC obrano
punkt M tak, ze AM: BM=1:3. 2.11. Oblicz odcinek CM, jezeli
AC=BC=4cm.

2.12.* Dwa boki trojkata sa rowne 3 cm 1 4 cm, a sinus kata zawartego

miedzy nimi wynosi g Oblicz trzeci bok trdjkata. Ile rozwiazan

posiada to zadanie?

2.13.° W tréjkacie ABC wiadomo, ze ZC = 90°, AC=20cm, BC =
=15 ¢cm. Na boku AB oznaczono punkt M tak, ze BM = 4 cm. Oblicz
odcinek CM.

2.14.° Na przedtuzeniu przeciwprostokatnej AB w tréjkacie prostokatnym
réwnoramiennym ABC poza punktem WB obrano punkt D tak, ze
BD = BC. Oblicz odcinek CD, jezeli przyprostokatna tréjkata ABC
jest réwna a.
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2.15.° W tréjkacie ABC wiadomo, ze Z/C=90°, AB=13 cm, AC=12 cm.
Na przedtuzeniu przeciwprostokatnej AB poza punktem B obrano
punkt D tak, ze BD = 26 cm. Oblicz odcinek CD.

2.16.* Srodek okregu wpisanego w trojkat prostokatny jest oddalony od
koncoéw przeciwprostokatnej na odleglosci a 1 b. Oblicz przeciwpro-
stokatna trojkata.

2.17.* Punkt O — $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC, gdzie BC = a,
AC=0b, ZAOB = 120°. Oblicz bok AB.

2.18.° Dwa boki tréjkata maja sie jak 5 : 8, a kat zawarty miedzy nimi
réwny 60°, oraz trzeci bok tréjkata jest rowny 21 cm. Oblicz niewia-
dome boki trojkata.

2.19.° Dwa boki trojkata maja sie, jak 1:2 J3 a kat zawarty miedzy nimi

réwny 30°. Trzeci bok trojkata jest rowny 2 J7 cm. Oblicz niewiado-
me boki trojkata.

2.20.° Suma dwéch bokow tréjkata wynosi 8 cm, a kat zawarty miedzy
nimi wynosi 120°, dtugoéc¢ trzeciego boku — 7 cm. Oblicz niewiadome
boki tréjkata.

2.21.° Dwa boki tréjkata maja sie jak 5 : 3, a kat zawarty miedzy
nimi réwny 120°. Oblicz boki tréjkata, jezeli jego obwdd wynosi
30 cm.

2.22.° Dwa boki trojkata sa rowne 16 cm 1 14 cm, a kat przeciwlegly do
mniejszego z danych bokéw jest réwny 60°. Oblicz niewiadomy bok
trojkata.

2.23.° Dwa boki tréjkata sa réwne 15 cm 1 35 cm, a kat przeciwlegty
do wiekszego z wiadomych bokéw jest rowny 120°. Oblicz obwod
trojkata.

2.24.° Na boku BC w tréjkacie ABC oznaczono punkt D tak, ze
CD = 14 cm. Oblicz odcinek AD, jezeli AB =37 cm, BC =44 cm
1AC=15cm.

2.25.° Na boku AB w tréjkacie ABC wybrano punkt K, a na prze-
dtuzeniu boku BC poza punktem C — punkt M. Oblicz odcinek
MK, jezeli AB=15cm, BC=7cm, AC=13cm, AK=8cm,
MC =3 cm.

2.26.° Jeden z bokéw trdojkata jest 2 razy dluzszy od drugiego, a kat
zawarty miedzy tymi bokami jest réwny 60°. Udowodnij, ze dany
tréjkat jest prostokatny.

2.27.° Udowodnij, ze gdy kwadrat boku trdjkata jest réwny niepeltnemu
kwadratowi sumy dwéch innych bokéw, to kat przeciwleglty do tego
boku jest rowny 120°.
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2.28.° Udowodnij, ze gdy kwadrat boku tréjkata jest rowny niepelnemu
kwadratowi r6znicy dwoch pozostatych bokéw, to kat przeciwlegly do
tego boku jest r6wny 60°.

2.29.° Dwa boki réwnolegtoboku sa rowne 7 cm 1 11 cm, a jedna z jego
przekatnych — 12 cm. Oblicz druga przekatna réwnolegtoboku.

2.30.° Przekatne réwnolegloboku sa rowne 13 cm 1 11 cm, za$ jeden z
jego bokéw — 9 em. Oblicz obwdd réwnolegloboku.

2.31.° Przekatne rownolegloboku sg réwne 8 cm 1 14 c¢cm, a jeden z jego
bokéw o 2 em dhuzszy od drugiego. Oblicz boki réwnolegtoboku.

2.32.° Boki rownolegtoboku sa réwne 11 cm 1 23 cm, a jego przekatne
maja sie jak 21 3. Oblicz przekatne réwnolegtoboku.

2.33. W trapezie ABCD wiadomo, ze AD||BC, AB=5cm, BC =9 cm,
AD =16 cm, cos A = % Oblicz ramie CD trapezu.

2.34.* W trapezie ABCD wiadomo, ze AD || BC, AB = J15 cm, BC =6 cm,
CD=4cm, AD = 11 cm. Oblicz kosinus kata D trapezu.

2.35.** Oblicz przekatna AC w czworokacie ABCD, jezeli dookota
niego mozna opisa¢ okrag 1 AB=3cm, BC=4cm, CD =5 cm,
AD =6 cm.

2.36.** Czy mozna wpisac okrag na czworokacie ABCD, jezeli AB = 4 cm,
AD=3cm, BD=6cm1/C = 30°?
O—w 2.37.* Udowodnij, ze naprzeciw wiekszego kata réwnolegltoboku

lezy wieksza przekatna. Sformutuj 1 udowodnij odwrotne twierdze-
nie.

2.38.** Boki tréjkata sa rowne 12 cm, 15 cm 1 18 cm. Oblicz dwusieczng
tréojkata. Poprowadzong z wierzchotka jego najwiekszego kata.

2.39.** Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest rowna 5 cm, a jego ra-
mie — 20 cm. Oblicz dwusieczna trojkata, poprowadzona z wierzchotka
kata przy jego podstawie.

2.40.” Boki tréjkata sg réowne 16 cm, 18 cm 1 26 cm. Oblicz $rodkowa
tréjkata poprowadzona do jego wiekszego boku.

2.41. Podstawa trdojkata réwnoramiennego jest rowna 42 cm, a

$§rodkowa poprowadzona do ramienia — 5 cm. Oblicz ramie troj-
kata.
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2.42.** Dwa boki trojkata sa réwne 12 cm 1 14 ¢cm, a $rodkowa po-
prowadzona do trzeciego boku — 7 cm. Oblicz niewiadomy bok
tréjkata.

2.43.* W trojkacie ABC wiadomo, ze AB = BC, ZABC = 120°. Na przedtu-
zeniu odcinka AB od punktu B wybrano punkt D tak, ze BD = 2AB.
Udowodnij, ze trojkat ACD réwnoramienny.

O—w 2.44." Udowodnij, ze w tréjkacie o bokach a, b i ¢ spelnia sie réw-
L 1 . , ,.
nosé m, = V2a? +2b® — ¢®, gdzie m, — érodkowa tréjkata poprowa-

dzona do boku, dlugo$é¢ ktérego wynosi c.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

2.45. W okregu poprowadzono $rednice AC i cieciwe AB, dlugosé ktorej
jest rowna promieniowi okregu. Oblicz katy trojkata ABC.

2.46. Jeden z katéw, utworzonych przy przecieciu dwusiecznych katéow
réwnolegloboku z jego bokiem, jest rowny jednemu z katoéw réwno-
legtoboku. Oblicz katy réwnolegloboku.

2.47. W trojkacie ABC wpisano réwnoleglobok ADEF tak, ze kat A jest
katem wspdélnym, a punkty D, E 1 F leza odpowiednio na bokach AB,
BC1iAC tréjkata. Oblicz boki réwnolegtoboku ADEF jezeli AB = 8 cm,
AC=12cm, AD: AF=2:3.

/é?l
% Z N7 PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU I

2.48. Oblicz kat ADC (rys. 2.7), jezeli ZABC = 140°.

D

B
Rys. 2.7 Rys. 2.8 Rys. 2.9
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2.49. Oblicz kat (rys. 2.8), jezeli ZADC = 43°.

2.50. Odcinek AB — érednica okregu, o promieniu rownym R, ZABC = a
(rys. 2.9). Oblicz cieciwe AC.

3. Twierdzenie sinusow

Podczas udowodnienia wielu twierdzen i1 przy rozwiazywaniu zadan
zastosowuje sie nastepujacy lemat.

Lemat. Cieciwa okregu jest rowna iloczynowi $rednicy i sinusa
dowolnego kqta wpisanego, ktéry opiera sie na te cieciwe.

Dowéd.® Narysunku 3.1 odcinek MN — cieciwa okregu ze érodkiem
w punkcie O. Poprowadzimy §rednice MP. Wtedy Z MNP = 90° jako kat
wpisany, oparty na $rednicy. Przypusémy,
ze kat wpisany MPN jest réwny o.. Wtedy z
tréjkata prostokatnego MPN otrzymamy:

MN = MP sin o. (1)

Wszystkie katy wpisane, ktore opie-
raja sie na cieciwe MN doréwnuja o lub
180° — a.. A wiec, sinusy ich sa rowne. Dla-
tego otrzymana rownos¢ (1) sprawiedliwa
dla wszystkich wpisanych katéw, ktore
opieraja sie na cieciwe MN. <«

Zgodnie z drugg cecha przystawania
trojkatéw wynika, ze mozna skonstruowacé Rys. 3.1
dokladnie jeden trdjkat znajac jego bok 1
wielkoé¢ dwaoch katow przylegtych do niego. A wiec, znajac wyzej wymie-
nione elementy w tréjkacie, mozna obliczy¢ dwa pozostate boki tego tréj-
kata. W jaki sposéb mozna to wykonac¢ pomoze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1 (twierdzenie sinusow). Boki trojkata
sq proporcjonalne do sinuséw kaqtow przeciwlegtych.

Dowéd. © Przypuéémy, ze w tréjkacie ABC wiadomo, ze AB =c,
BC=a, CA=b. Udowodnimy, ze

a b c

sin A - sin B - sinC’
Przypus$émy, ze promien opisanego okregu na tréjkacie ABC jest roéwny
R. Wtedy, zgodnie zlematem a = 2R sin A, b = 2R sin B, ¢ = 2R sin C. Stad

¢ _ b __° _9p|a

sinA sinB sinC
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Wniosek. Promienn okregu opisanego na tréjkqcie mozna
obliczyé wedlug wzoru

a

R_

=—,
2 sin o

gdzie a — dtugosé boku tréjkata, o — kqt przeciwlegly do tego
boku.

Zadanie 1. W trdjkacie ABC wiadomo, ze AC = J2 cm, BC=1cm,
/B =45°. Oblicz kat A.

Rozwiqzanie. Zgodnie z twierdzeniem sinuséw
BC AC

sinA sin B

Wtedy
BCsinB 1-sin45° /2 1
_ 2.5t
AC J2 2 2
Poniewaz BC < AC, to LA < ZB. A wiec, kat A — ostry. Biorac pod

sin A =

uwage, ze sin A = %, otrzymamy ZA = 30°.
OdpowiedZz: 30°. 4

Zadanie 2. W tréjkacie ABC wiadomo, ze AC =+/2 ecm, BC=1 cm,
/A = 30°. Oblicz kat B.

. . . . . . , BC AC
Rozwiqzanie. Zgodnie z twierdzeniem sinuséw = .
sinA sinB

Wtedy
ACsinA 2

BC 2

Poniewaz BC < AC, to ZA < /B. Wtedy kat B moze by¢ ostrym lub
rozwartym. Stad /B = 45° lub /B = 180° — 45° = 135°,

OdpowiedZ: 45° lub 135°. «

Zadanie 3. Na boku AB w trojkacie ABC obrano punkt D tak,
ze /BDC =v, AD =m (rys. 3.2). Oblicz odcinek BD, jezeli /A = a,
/B =p.
Rozwiqzanie. Kat BDC —kat zewnetrzny w tréjkacie ADC. Wtedy
ZACD + ZA = ZBDC, stad ZACD =y — a.
Z trojkata ADC zgodnie z twierdzeniem sinuséw, otrzymamy:
CD AD

sin ZCAD sin ZACD'

sin B =
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ADsin Z/CAD  msina

A wiec, CD = = . C
sin ZACD sin (y —a)
Zgodnie z twierdzeniem sinuséw z tréjkata
BCD otrzymamy:
BD _  CD
sin ZBCD  sin ZCBD' B
. o

A wiec, AT D B

BD = CD sin ZBCD _

sin ZCBD Rys. 3.2

__ msinasin (180°—~(B+7y)) msinosin (B +7)

sin B sin (y — o) sin B sin (y — o) ’

m sin o sin (B + )

Odpowiedz:

sin B sin (y — o) '

Zadanie 4. Odcinek BD — dwusieczna tréjkata ABC, ZABC = 30°,
ZC =105° (rys. 3.3). Oblicz promien okregu, opisanego na tréjkacie
ABC, jezeli promien okregu opisanego na tréjkacie BDC jest réwny

8\/6 cm.

c Rozwiqzanie. Przypusémy, ze R, — pro-
mien okregu opisanego na trdojkacie BDC,

/D% R 8.8 om
A B Poniewaz, odcinek BD — dwusieczna tréj-

kata, to ZCBD = %LABC =15°.

Rys. 3.3
7 trojkata BDC, otrzymamy:
/BDC =180° - (£CBD + #C) = 180° — (15° + 105°) = 60°.
BC

Wedlug wniosku z twierdzenia sinusow ———— = R,. Stad
2sin ZBDC

BC = 2R, sin ZBDC = 2-8/6 sin 60° = 24 /2 (cm).
7 tréjkata ABC otrzymamy:
ZA =180° — (LABC + £C) = 180° — (30° + 105°) = 45°.

Przypuséémy, ze R — szukany promien okregu opisanego na tréjkacie
ABC.

B 242
- =R, stad R= ¢ _ V2

Wted =
Y 2sin A 2sin A 2sin45°

=24 (cm).

OdpowiedZ: 24 cm. 4
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1. Wjaki sposéb mozna znalez¢ cieciwe okregu, jezeli wiadoma jest srednica okregu
oraz kat wpisany, ktory opiera sie na te cieciwe??

2. Podaj definicje twierdzenia sinusow.

3. Jak mozna znalez¢ promien okregu opisanego na tréjkacie o boku réwnym a
oraz przeciwlegtym do tego boku katem réwnym o?

‘v

CWICZENIA I

3.1.° Oblicz bok BC w tréjkacie ABC przedstawionego na rysunku 3.4.
(dlugos¢ odcinka jest podana w centymetrach).

>

N
t

o
o]

62 6
/\60°
A 45°
w2 © A c
Rys. 3.4 Rys. 3.5

3.2.° Oblicz kat A w tréjkacie ABC przedstawionego na rysunku 3.5
(dlugosé odcinka jest podana w centymetrach).

3.3.° Oblicz bok AB w tréojkacie ABC, jezeli AC = J6 cm, /B =120°,
ZC =45°,

3.4.° W trojkacie ABC wiadomo, ze AB = 12 cm, BC =10 cm, sin A = 0,2.
Oblicz sinus kata C tréjkata.

3.5.° W trojkacie DEF wiadomo, ze DE =16 cm, £F =50°, £D = 38°.
Oblicz bok EF.

3.6.° W trojkacie MKP wiadomo, ze KP=8 cm, /K =106°, /P = 32°.
Oblicz bok MP.

3.7.° Aby znalez¢ odlegto§¢ punktu A od dzwonnicy B, ktéra znachodzi
sie na drugim brzegu rzeki (rys. 3.6) wykorzystano dragi, tasme
miernicza oraz przyrzad do mierzenia katéw (teodolitu) 1 obrano na
miejscowosécl punkt C tak, ze ZBAC = 42°, ZACB = 64°, AC = 20 m.
W jaki sposéb mozna obliczyé¢ odlegtoéé punktu A od dzwonnicy B?
Oblicz te odleglosé.



3. Twierdzenie sinusow 25

*HA
Rys. 3.6

3.8.° W trgjkacie ABC wiadomo, ze BC = a, /A = a, ZC =y. Oblicz boki
ABiAC.

3.9.° Przekatna réwnolegloboku jest rowna d 1 tworzy z jego bokami katy
o 1 B. Oblicz boki réwnolegloboku.

3.10.° Oblicz kat A w tréjkacie ABC, jezeli:

1) AC=2cm, BC=1cm, ZB = 135°

2) AC=+2 cm, BC=+3 cm, ZB=45°.

Ile rozwiazan w kazdym przypadku ma zadanie? Odpowiedz uza-
sadnij.

3.11.° Czy trojkat ABC istnieje, gdy sin A = 0,4, AC =18 cm, BC = 6 cm?
Odpowiedz uzasadnij.

3.12.° W tréjkacie DEF wiadomo, ze DE = 8 cm, sin F = 0,16. Oblicz
promien okregu opisanego na trojkacie DEF.

3.13.° Promien okregu opisanego na tréjkacie MKP jest réwny 5 cm,
sin M = 0,7. Oblicz bok KP.

3.14.* Na przedtuzeniu boku AB w tréjkacie ABC poza punktem B obrano
punkt D. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie ACD, jezeli
ZABC = 60°, ZADC = 45°, za$ promien okregu opisanego na tréjkacie
ABC wynosi 4 cm.

3.15.° Promien okregu opisanego na trdjkacie
ABC wynosi 6 cm. Oblicz promien okregu
opisanego na trdojkacie AOC, gdzie O — B
punkt przeciecia dwusiecznych tréjkata
ABC, jezeli ZABC = 60°.

3.16.° Korzystajac z danych podanych na ry- Y
sunku 3.7 oblicz odcinek AD, jezeli CD=a, C a D A
/BAC =v, /DBA = B.

B

Rys. 3.7
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3.17.° Korzystajac z danych, podanych nary- A
sunku 3.8 oblicz odcinek AC, jezeli BD = m,

/ABC = o, ZADC = B.

3.18.* Na boku AB w tréjkacie ABC ozna-
czono punkt M tak, ze ZAMC = ¢. Ob-
licz odcinek CM, jezeli AB =c, /A= a, o B
ZACB =y. c B m D

3.19.° W tréjkacie ABC wiadomo, ze ZA =
=a, £B =p. Na boku BC obrano punkt
D tak, ze ZADB = ¢, AD = m. Oblicz
bok BC.

3.20.* Udowodnij, ze dwusieczna tréjkata dzieli jego bok na odcinki,
dtugosci ktorych sa odwrotnie proporcjonalne do sinuséw katéow
przylegtych do tego boku.

3.21.° Dwa boki trojkata sg réwne 6 cm 1 12 cm, za$ wysoko§é opuszczo-
na na trzeci bok — 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym
trojkacie.

3.22.° Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie rownoramiennym
o podstawie rownej 16 cm 1 ramieniu 10 cm.

3.23.° Bok tréjkata jest réwny 24 cm, a promien okregu opisanego —

83 cm. Ile wynosi kat trojkata, ktory jest przeciwleglty do tego
boku?

3.24.° Trasa dla rowerzystow ma ksztalt trojkata, dwa katy ktérego
wynosza 50° 1 100°. Mniejszy bok tego tréjkata jeden z rowerzystow
przejezdza za 1 godz. Za jaki czas on przejedzie cala trase? Odpowiedz
podaj w godzinach, zaokraglajac do dziesiatych.

3.25. W tréjkacie ABC, wiadomo ze AC=b, Z/A=a, ZC =1. Oblicz
dwusieczng BD danego trojkata.

3.26. Podstawa tréjkata rownoramiennego jest rowna a, za$ kat prze-
ciwlegly do niej wynosi a. Oblicz dwusieczna trojkata, poprowadzona
z wierzcholka kata przy podstawie.

3.27. Udowodnij, korzystajac z twierdzenia sinuséw, ze dwusieczna
tréjkata dzieli jego bok na odcinki proporcjonalne do przylegltych
bokéw!.

Rys. 3.8

! Przypomnijmy, ze wypowiedZ z zastosowaniem twierdzenia o pro-
porcjonalnych byta udowodniona w podreczniku A. Merzlak, W. Potonski, M. Jakir,
Geometria 8 k1. ogélnoksztalcacych szkét. Ch. Gimnazjum 2016. Dalej bedziemy
powoltywaé sie na ten podrecznik tak: ,Geometria 8 kl1.”
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3.28.* Podstawy trapezu rownoramiennego sa rowne 9 cm i 21 cm, a
wysoko$¢ — 8 ecm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

3.29.* Odcinek CD — dwusieczna w tréjkacie ABC, w ktérym ZA = a,
/B =p. Przez punkt D poprowadzono prosta réwnoleglta do boku
BC 1 przecinajaca bok AC w punkcie E, przy czym AE = a. Oblicz
odcinek CE.

3.30." Srodkowa AM w tréjkacie ABC jest rowna m 1 tworzy z bokiem
AB 1 AC odpowiednio katy a 1 B. Oblicz boki AB1 AC.

3.31." W tréjkacie ABC $rodkowa CD tworzy z bokami AC 1 BC odpo-
wiednio katy o 1 B, gdzie BC = a. Oblicz $rodkowa CD.

3.32." W ostrokatnym trdjkacie ABC wysoko$ci przecinaja sie w punkcie
H. Udowodnij, ze promienie okregoéw, opisanych na tréjkatach AHB,
BHC, AHC i ABC sa réwne.

3.33.** Drogi, ktore tacza wioski A, B1 C (rys. 3.9), tworza tréjkat, przy
czym droga z wioski A do wioski C jest asfaltowa, za$ droga z wioski
A do wioski B oraz z wioski B do wioski C — gruntowa. Drogi, ktére
prowadza z wioski A do wioski B 1 C tworza kat, ktory ma 15°, a
drogi, ktore prowadza z wioski B do wiosek A 1 C — kat, ktory wynosi
5°. Predko§¢é ruchu samochodu na asfaltowanej drodze jest 2 razy
wieksza od predkosci jego ruchu na drodze gruntowej. Jaka droge ma

wybraé¢ kierowca samochodu, aby jak najpredzej dojechaé¢ z wioski
A do wioski B?

A B

N——

C

Rys. 3.9

3.34. Drogi z wiosek A 1 B schodza sie w skrzyzowaniu C (rys. 3.10).
Droga z wioski A do skrzyzowania tworzy z droga z wioski A do wioski
B kat o wielko$ci 30°, za$ droga z wioski B do skrzyzowania tworzy
z droga z wioski B do wioski A kat o wielko§ci 70°. Jednoczeénie z
wioski A do skrzyzowania wyjechal samochdd z predkoscia 70 km/h,
oraz z wioski B —autobus z predkos$cia 60 km/h. Ktéry z nich pierwszy
przyjedzie do skrzyzowania?
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=== 59

Rys. 3.10

@ CWICZENIA POWTORZENIOWE I

3.35. W prostokacie ABCD dwusieczne poprowadzone z katéw B i C
przecinaja bok AD odpowiednio w punktach M 1 K. Udowodnij, ze
BM = CK.

3.36. Na rysunku 3.11 DE || AC, FK||AB. Wskaz,
ktére z trojkatow przedstawionych na rysunku
sq podobne.

3.37. W kwadracie ABCD na boku AB obrano D E
punkt K, za§ na boku CD — punkt M tak, ze A K C
AK:KB=1:2, DM : MC =3 :1. Oblicz bok
kwadratu, jezeli MK = 13 cm. Rys. 3.11

3.38. Rozwiaz trojkat prostokatny, znajac:
1) dwie przyprostokatne a =7 cm i b = 35 cm;
2) przeciwprostokatna ¢ = 17 cm 1 przyprostokatna a = 8 cm;
3) przeciwprostokatna ¢ = 4 cm 1 kat ostry o = 50°;
4) przyprostokatna a = 8 cm 1 kat przeciwlegly do niej o = 42°.

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

3.39. W okrag o promieniu 1 cm wpisano pieciokat. Udowodnij, ze suma
dtugoéci jego bok6éw 1 prostokatnych jest mniejsza od 17 cm.
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4. Rozwigzywanie tréjkatow

Rozwiazaé trojkat znaczy znalezé niewiadome jego boki i katy
znajac wielkosci pozostatych jego bokéw 1 katow!.

W klasie 8. rozwigzywaliémy zadania dotyczace tréjkatéw prosto-
katnych. Twierdzenia kosinusow 1 sinusow umozliwiaja rozwiazywac
dowolny troéjkat.

W nastepnych zadaniach wartoéci funkcji trygonometrycznych be-
dziemy znachodzi¢ za pomoca kalkulatora, zaokraglajac ich wartosci
do setnych. Wielkoéci katow bedziemy obliczaé za pomoca kalkulatora,
zaokraglajac wartoséci do setnych. Obliczajac dlugosci bokéw wyniki
bedziemy zaokraglaé¢ do setnych.

Zadanie 1. Rozwiaz tréjkat (rys. 4.1), znajac bok ¢ = 12 cm, dane
katy B =36°, y=119°.

Rozwiqzanie. Zastosowujac
twierdzenie o sumie katéw trojkata
otrzymamy: o = 180° — (B +y) = 180° —
— 155° = 25°,

Zgodnie z twierdzeniem sinuséw

b a asin B

= . Stad b= . Otrzy-
sinf sina sin o
mamy:
12sin 36° 12-0,59
b= ~16,9 (cm).
sin 25° 0,42
Ponownie zastosowujac twierdzenie sinuséw, otrzymamy:
C _ a
siny sino )
Stad ¢= 2207
sin o
Otrzymamy:
12sin119° 12sin61° 12-0,87
e=—R T SRR L ~24,9 (cm).
sin 25° sin 25° 0,42

OdpowiedZ: b~16,9 cm, ¢~ 24,9 cm, a = 25°. <

Zadanie 2. Rozwiaz tréjkat znajac dwa bokia=14cm, b=8cm 1
katem y = 38° zawartego miedzy nimi.

1 W zadaniach rozmieszczonych w tym punkcie oraz w ¢wiczeniach 4.1.—4.9
wprowadzono oznaczenia: a, b i ¢ — dtugoséci bokéw trojkata, a, p 1y — wielkosci
katow odpowiednio przyleglych do bokéw o dtugosciach a, b1 c.
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Rozwiqgzanie. Zgodnie z twierdzeniem kosinuséw c? = a? + b? —

— 2ab cos v.
Stad
c®=196+64-2-14-8cos 38° =~ 260 — 224 -0,79 = 83,04;
c~9,1cm.
Otrzymamy:
a?=b%+ c? — 2bc cos a;
2 2 2 2 2 2
cos o = M—_a; cos oL = M = —0,34.
2bc 2-8-9,1

Stad o ~ 110°.
Korzystajac z twierdzenia o sumie katow trojkata, otrzymamy:

B=180°—(a+7); P=~180°—148°=232°.
OdpowiedZ: ¢~ 9,1 cm, o~ 110°, B ~ 32°. <
Zadanie 3. Rozwiaz trojkat wedtug trzech bokow a =7 cm, b = 2 cm,
c=8cm.
Rozwiqgzanie. Zgodnie z twierdzeniem kosinuséw a?= b2 + ¢? —
— 2bc cos a. Stad

b*+c® —a’ 4+64-49

coso = #; coso. = — = 0,59. Otrzymamy: o ~ 54°.

2bc 2:-2-8

. .. , b
Wedlug twierdzenia sinuséw 2 - . Stad

sino  sinf
b si 2sin54° 2-0,81
sinf = San(; sinfB = SH; = 078 = (0,23.
a

Poniewaz b — dlugos¢ najmniejszego boku danego tréjkata, to kat
jest ostrym. Wtedy okreslamy, ze B ~ 13°.
Korzystajac z twierdzenia o sumie katéw trdojkata, otrzymamy:
y=180°— (o + B); ¥~ 180°—67°=113°.
OdpowiedZ: o~ 54°, B~ 13° vy~ 113°. «

Zadanie 4. Rozwigz trojkat wzgledem dwéch bokéw 1 katem prze-
ciwlegltym do jednej z bokow:

1)a=17cm, b =6 cm, o = 156°,
2)b="Tcm,c=8cm, =65%
3)a=6cm, b=5cm, p=50°.
b
sinoc_sinB'

Rozwiqzanie. 1) Zgodnie z twierdzeniem sinusoéw

bsina . B_Gsin156°_ﬁsin24°~6-O,41

Stad sinf} = ; sin = 0,14.
& B a 17 17 17
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Poniewaz kat o danego tréjkata jest rozwarty, to kat B jest ostrym.
Wtedy obliczamy, ze B ~ 8°.

Korzystajac z twierdzenia o sumie katow trojkata, otrzymamy:
y=180°—(a + B); vy = 16°.
c

Zgodnie z twierdzeniem sinuséw ‘a =—.
sino  siny
i 17sin16° 17-0,28
Stad ¢ = asmy; ¢~ = ~11,6 (cm).
sin o sin 156° 0,41

OdpowiedZ: p~8°,y~16° c~ 11,6 cm.

c

. . . . , b
2) Zgodnie z twierdzeniem sinuséw = .
sinff  siny
i 8sin65° 8-0,91 . .
Stad siny = @; siny = SH; = 7 =1,04 >1, co jest nie-

mozliwe.
OdpowiedZ: zadanie nie ma rozwiazania.

. . . . , b
3) 3) Zgodnie z twierdzeniem sinusow a - . Stad
sinoe  sinf
i 6sin50° 6-0,77
sinaz%“ﬁ; sino = S"; == =092

Mozliwe sa dwa przypadki: o~ 67° lub o ~ 180° — 67° = 113°.

Rozpatrzymy przypadek gdy o ~ 67°.

Korzystajac z twierdzenia o sumie katéw trdojkata, otrzymamy:
y=180°— (o + B); Y~ 180° — 117° = 63°.

Cc

. . . . , b
Zgodnie z twierdzeniem sinus6w —— = ——.
sinf}  siny
_bsiny_ _5sin63° _5-0,89
sinf’ sin50° 0,77
Rozpatrzymy przypadek, gdy o ~ 113°.
Korzystajac z twierdzenia o sumie katéow trojkata otrzymamy:
y=180°— (o + B); v~ 180° — 163° = 17°.
. . b si in17° -0,2
Poniewaz ¢ = Smy, to ¢~ Ssinlv ~ 5-0,29 ~ 1,9 (cm).
sin B sin 50° 0,77

OdpowiedZ: a~67° y=~63° c=~58cmlubax~113° y=~17°,
c~1,9cm. «

Stad ¢ =5,8 (cm).

p -

Co oznacza rozwigzac tréjkat?
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CWICZENIA I

4.1.° Rozwiaz tréjkat, jezeli wiadomo bok oraz dwa katy:
1) a=10 cm, B =20°, y=85°% 2) b=16 cm, a=40°, f=110°.
4.2.° Rozwiaz trojkat, jezeli wiadomo bok oraz dwa katy:
1) b=9cm, a=35° y="70°% 2) c=14 cm, B =132°, y = 24°,
4.3.° Rozwiaz tréjkat, jezeli wiadomo dwa bokiikat zawarty miedzy nimi:
1) b=18 cm, ¢ =22 cm, o. = 76°;
2)a=20cm, b=15cm, y=104°.
4.4.° Rozwiaz trdjkat, jezeli wiadomo dwa boki 1 kat zawarty miedzy nimi:
1)a=8cm, c=6cm,  =15° 2)b="Tcm,c=5cm, o= 145°.
4.5.° Rozwiaz trojkat, jezeli wiadomo trzy boki:
Da=4cm,b=5cm,c=7cm; 2)a=26cm,b=19cm, c=42cm.
4.6.° Rozwiaz tréjkat, jezeli wiadomo trzy boki:
Da=5cm,b=6cm,c=8cm; 2)a=21cm,b=17cm,c=32cm.
4.7.° Rozwigz tréjkat, w ktérym:
1) a=10cm, b =3 cm, B =10° kat o ostry;
2)a=10cm, b =3 cm, B = 10°, kat o rozwarty.
4.8.° Rozwiaz trojkat, jezeli wiadome dwa boki 1 kat przeciwlegly do
jednego z tych bokéw:
Da=7cm,b=11cm, =46°, 3)a=7cm,c=3cm,y=27°,
2)b=15cm, c=17 cm, = 32°
4.9.° Rozwiaz trdjkat, jezeli wiadome dwa boki i kat przeciwlegly do
jednego z danych bokow:
1) a =23 cm, ¢ =30 cm, y = 102°;
2)a=18 cm, b =25 cm, a = 36°.
4.10.° W tréjkacie ABC, wiedzac ze AB = BC =20 cm, ZA = 70°. Oblicz:
1) bok AC;
2) érodkowa, CM,
3) dwusieczna AD;
4) promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.
4.11.° Przekatna AC w trapezie réwnoramiennym ABCD (BC || AD) jest
réwna 8 cm, LCAD = 38°, ZBAD = 72°. Oblicz:
1) ramiona trapezu,
2) promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.
4.12.* Podstawy trapezu sa rowne 12 cm 1 16 cm, a ramiona jego — 7 cm
19 em. Oblicz katy trapezu.
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CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

4.13. W réwnolegtoboku ABCD dwusieczna kata B przecina bok AD w
punkcie M, a przedluzenie boku AD — poza punktem D — w punkcie
K. Oblicz odcinek DK, jezeli AM = 8 cm, a obwdd réwnolegtoboku
wynosi 50 cm.

4.14. Obwdd jednego z dwéch podobnych trojkatéw jest o 18 cm
mniejszy od obwodu drugiego tréjkata, za$ dtugosci dwéch odpo-
wiednich bokéw wynosza 5 cm 1 8 cm. Oblicz obwody danych
trojkatow.

4.15. Punkt M — érodek boku CD w prostokacie
ABCD (rys. 4.2), AB=6cm, AD =5 cm. Ile
wynosi pole tréjkata ACM? M

4.16. Na boku AC w trdjkacie ABC wybrano punkt
D tak, ze ZADB = a. 4.16. Udowodnij, ze

1
Spe = EAC-BD sin o

Rys. 4.2

iﬁ TRYGONOMETRIA - NAUKA O MIERZENIU
TROJKATOW

Wiecie, ze starozytni podrézni orientowali sie po gwiazdach 1 pla-
netach. Oni mogli doé¢ dokladnie okresli¢ miejsce lokalizacji okretu w
oceanie lub karawanu w pustyni za pomoca cial niebieskich na hory-
zoncie. Przy czym, jednym z punktow orientacyjnych byta wysokos$é, na
ktéra podnosito sie to lub inne cialo niebieskie nad horyzontem w danej
miejscowoscl w okreslonym momencie czasu.

Oczywiscie, ze bezposrednio te wysoko$§¢é wymierzy¢ jest nie mozliwie,
wiec uczeni zaczeli szukaé rézne poboczne sposoby dla jej wymierzenia.
Wtedy wielka role odegrato rozwigzywanie tréjkatéw, dwa wierzchotki
ktérego lezaly na powierzchni Ziemi, a trzeci wierzcholek byl ciatem
niebieskim (rys. 4.3) dla was wiadome zadanie 3.17.
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Rys. 4.3 Rys. 4.4

Aby rozwigzaé tego rodzaju zadania, starozytni astronomowie
musieli nauczy¢ sie okreslaé zaleznosci miedzy elementami trojkata.
W taki sposéb powstala trygonometria, ktora uczy o zaleznosciach
miedzy bokami 1 katami w tréjkacie. Termin “trygonometria” (od
greckich stéw “trigonon” — tréjkat i “metron” — mierzy¢) oznacza
“mierzenie trojkatow”.

Na rysunku 4.4 przedstawiono kat srodkowy AOB, ktory jest row-
ny 2a. Z trojkata prostokatnego OMB otrzymamy: MB = OB sin o. A
wiec, jezeli w okregu jednostkowym wymierzy potowe dlugoéci cieciw, na
ktére opierajq sie katy srodkowe o wielkosci 2°, 4°, 6°, ..., 180°, to w taki
sposo6b obliczymy odpowiednio warto$ci sinusow katow 1°, 2°, 3°, ..., 90.

Mierzac dtugosci potowy cieciw starogrecki astronom Hipparch
(IT st. p.n.e.) po raz pierwszy ulozyl tablice trygonometryczne.

W terminach trygonometrycznych pojecie sinusa i kosinusa pojawity
sie w pracach indyjskich uczonych w IV-V st. n.e. W X st. arabscy uczeni
wprowadzili pojecie tangensu, ktére powstalo z potrzeb gnomoniki — na-
uki o zegarze slonecznym (rys. 4.5).

Rys. 4.5

W Europie pierwsza praca, w ktorej trygonometria rozpatrywala sie
jak odrebna nauka, byt traktat “Pieé¢ ksiag o wszystkich rodzai trdjka-
tow”, ktéry po raz pierwszy nadrukowano w 1533 r. Autorem traktatu
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Leonardo Euler
(1707-1783)

Wybitny matematyk, fizyk, mechanik
i astronom, autor 860 naukowych prac
Petersburskiej, Berlinskiej, Paryskiej
akademii nauk, Londynskiego krélewskiego
towarzystwa, wielu innych akademii
i towarzystw. Imie Eulera pojawia sie
prawie we wszystkich dziedzinach
matematyki, a mianowicie: twierdzenie Eulera,
tozsamosci Eulera, katy, funkcje, catki, wzory,
réwnania, podstawienia i inne.

byt niemiecki uczony Regiomontanus (1436-1476). Ten uczony odkryt 1
twierdzenie tangensow:

o-f B-v y-a
a—b_tg 2 b—c_tg 2 c—a_tg 2

+B’ B +y’ B +a’
a+b tgazﬁ b+c thZY c+a thga

gdzie a, b1 c—dlugoéci bokéw trdjkata, a, Biy—wielkos$ci katéw trojkata,
przeciwlegtych odpowiednio do bokéw o dtugoéci a, b1 c.

Wspdlezesny wyglad trygonometria zawdziecza wybitnemu mate-
matykowi Leonardo Eulerowi, ktory wprowadzil ja w swoich pracach.

5. Wzory na obliczenie pola

trojkata

7Z kursu geometrii klasy 8. wiecie, ze pole S tréjkata o bokach a, b1ic
oraz wysokosci h,, h, 1 h, mozna obliczy¢ zastosowujac wzory

S = laha = lbhb = lchc.
2 2 2

A teraz, mamy mozliwo$¢ otrzymac jeszcze kilka wzoréw na obliczenie
pola tréjkata.

Twierdzenie 5.1. Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu
dwéch jego bokoéw i sinusa kqta zawartego miedzy nimi.

Dowéd. © Rozpatrzymy tréjkat ABC, pole ktérego jest réwne S i
taki, ze BC=a, AC=b1 £C =v. Udowodnimy, ze

1
S =—absin
2 v
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Mozliwe sa trzy przypadki:
1) kat y ostry (rys. 5.1);

2) kat y rozwarty (rys. 5.2);
3) kat y 3) prosty.

B

b D
Rys. 5.1 Rys. 5.2
Narysunkach 5.115.2 w tréjkacie ABC poprowadzono wysoko$é¢ BD.
Wtedy S = %BD -AC = %BD -b.

Z tréjkata prostokatnego BDC w pierwszym przypadku (patrzrys. 5.1)
otrzymamy: BD = a siny, a w drugim przypadku (patrz rys. 5.2):
BD = a sin (180° — y) = a sin y. Stad, dla dwéch pierwszych przypadkéow

1
otrzymamy: S = Eab sin vy.

Gdy kat C — kat prosty, to sin y = 1. Dla tréjkata prostokatnego ABC
o przyprostokatnych a1 b otrzymamy:

S = lab = lab sin 90° = 1ab siny. <«
2 2 2

Twierdzenie 5.2(wzo6r Herona'). Pole S tréjkata o bokach
a, bicmozna obliczyé¢ wedlug wzoru

S=\p(p-a)(p-b)(p-o),

gdzie p — polowa obwodu tréjkata.
Dowéd. © Rozpatrzymy tréjkat ABC o polu S oraz bokach BC = q,
AC = b, AB = c. Udowodnimy, ze

S=\p(p-a)(p-b)(p-o).
Przypusémy, ze £C =vy. Zapiszemy wzor na pole trojkata:

! Heron z Aleksandrii— starozytny grecki matematyk, najprawdo-
podobniej zyl w I w. n.e. Prace Herona z zakresu mechaniki maja charakter
encyklopedii zawierajacej stan 0wczesnej wiedzy z tego zakresu.
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1 1
S = Eab siny. Stad S = Zazb2 sin®y.
Zgodnie z twierdzeniem kosinuséw c¢? = a* + b* — 2ab cos v.

2 2 2
+b" -
Wtedy cosy = 42 e

2ab

Poniewaz sin®?y =1 — cos?y = (1 — cos y) (1 + cos v), to:

S? = iazb2 (1-cosy)(1+cosy):

:lazbz.(l_az+b2—c2)(1+a2+b2—cz):
4 2ab 2ab

2ab—a® -b*+¢® 2ab+a®+b°-¢°
2ab 2ab

1
=—a’p?
4

1 2 o 12 2 _ .2y _
_E(C (a-b))((a+b) —c)

_c—a+b c+a-b a+b-c a+tb+c

2 2 2 2
_(a+b+c)—2a‘(a+b+c)—2b.(a+b+c)—2c_a+b+c_
2 2 2 2
2p-2a 2p-2b 2p-2c 2p
= . . = -a -b -0).
5 5 5 5 p(p-a)(p-b)(p-c)

Stad S=/p(p-a)(p—b)(P—c). <
Twierdzenie 5.3. Pole S tréjkata o bokach a, b i ¢ mozna
obliczyé wedlug wzoru

_ abe
4R’

gdzie R — promien okregu, opisanego na trojkacie.
Dowdéd. © Rozpatrzymy tréjkat ABC, o polu réwnym S i bokach

. . b . .,
BC=a, AC=0b, AB=c. Udowodnimy, ze S = Z—};, gdzie R — promien
okregu opisanego na trdjkacie.
Przypuéémy, ze ZA = a. Zapiszemy wzor pola trojkata:

1
S = Ebc sin o.

Zgodnie z lematem p. 3 wynika, ze sino = %.

a abc

1 1
Wtedy S =—bcsino==bc- .
2 2 2R 4R
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Zauwazcie, ze udowodnione twierdzenie pozwala obliczy¢ promien
okregu opisanego na trojkacie zgodnie ze wzorem

_abe
45

Twierdzenie 5.4. Pole trojkata jest rowne iloczynowi jego
potlowy obwodu i promienia wpisanego okregu.

Dowéd.® Na rysunku 5.3 przedsta-

B wiono tréjkat ABC, w ktéry wpisano okreg

o promieniu réwnym r. Udowodnimy, ze

N
M
) gdzie S —pole danego tréjkata, p — potowa
jego obwodu.
A p C Przypuéémy, ze punkt O — Srodek
okregu wpisanego, ktéry dotyka sie do
Rys. 5.3 bokéw tréjkata ABC w punktach M, N i

P. Pole tréojkata ABC jest rowne sumie pol
trojkatow AOB, BOC i COA:
S =808 + Sgoc + Scoa-
Poprowadzimy promienie do punktéw stycznoséci. Otrzymamy:
OM 1 AB, ON 1L BC, OP 1 CA. Stad:

1 1
SAOB=§OM-AB:Er-AB;

-lon-Bc=1r.Bc
2 2

SBOC -

Seps = %OP LAC = %r . AC.

AB+ BC+ AC _

AWch,S:%r-AB+%r-BC+%r-AC:r pr. <

Twierdzenie 5.4. uogdlnia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.5. Pole opisanego wielokqta jest rowne ilo-
czynowi jego polowy obwodu i promienia wpisanego okregu.

To twierdzenie udowodnijcie samodzielnie (rys. 5.4).

Zauwazymy, ze twierdzenie 5.5. umozliwia obliczy¢
promien okregu wpisanego w wielokat wedtug wzoru

p Rys. 5.4
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O—w Zadanie 1. Udowodnij, ze pole B C
S réwnolegloboku mozna obliczy¢ wedlug
wzoru a
gdzie aib — dowolne sasiednie boki réwno- 4 - - D

legtoboku, o — kat miedzy nimi.
Rozwiqgzanie. Rozpatrzymy réwno-
leglobok ABCD, w ktérym AB=a, AD=b, Rys.5.5
Z/BAD = a (rys. 5.5). Poprowadzimy prze-
katna BD. Poniewaz AABD = ACBD, to zapiszemy:

S zen = 28 451 :2-%absina:absina. <

O—w Zadanie 2. Udowodnij, ze pole wypuklego czworokata jest
réwne potowie iloczynu przekatnych 1 sinusa kata miedzy nimi.

C Rozwiqgzanie. Przypusémy, ze kat miedzy
B przekatnymi AC 1 BD w czworokacie ABCD jest
S réwny ¢. Na rysunku 5.6 ZAOB = ¢. Wtedy ZBOC =
=ZA0D =180° - ¢ 1 ZCOD = ¢. Otrzymamy:
A Sascp = Saos + Spoc + Scop + Spoa =
D =%OB-OA-sin(p+%OB-OC-sin(180°—(p)+
Rys. 5.6 +§OC-0D-sin(p+%OD-OA-sin (180° — @) =
- %OB (OA +0C)-sin ¢ + éop (OC + OA)-sin ¢ =
= %OB-AC-Sin(p+%OD-AC-Sin(p =%AC(OB+OD)-sin(p =

:%AC-BD-sin(p. <

Zadanie 3. Boki trojkata sa rowne 17 cm, 65 cm 1 80 cm. Oblicz
najmniejsza wysokoéé tréjkata, promienie jego wpisanego 1 opisanego
kot

Rozwiqgzanie. Oznaczymy, ze a = 17 cm, b = 65 cm, ¢ = 80 cm.

17+65+80

Obliczymy potowe obwodu trojkata: p = — =81 (cm). Pole
trojkata obliczymy wedtug twierdzenia Herona:
S=Jp(p-a)(p-b)(p-c)=+/81(81-17)(81-65)(81-80) =

=,/81:64:16 =9-8-4 =288 (cm?.
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Najmniejsza wysoko$é trojkata jest wysoko$¢ opuszcezona na najwiek-
szy bok, dlugosé ktorego c.

. . 1 28 2-288
Poniewaz S ==ch,, to h, =—= =72 (cm).
2 c 80
. . S 288 32
Promien okregu wpisanego r =—=——=— (cm).
p 81 9
. . abc 17-65-80 17-65-5 5525
Promien okregu opisanego R = — = = = cm).
cetop & 4S 4-288 4-18 72 (cm)
. . 2 2
OdpowiedZ: 7,2 cm, 32 cm, 5525 cm. <«
9 72
p B
[
1. Jakmozna obliczy¢ pole tréjkata, jesli znane sa dwa jego bokii kat zawarty miedzy

nimi?

2. Podaj wzér Herona do obliczenia pola trojkata.

3. Jak mozna obliczy¢ pole trojkata jesli znane s jego boki @, b i ¢ i promien R
okregu opisanego na tréjkacie?

4. Jak mozna znalez¢ promier okregu opisanego na tréjkacie, jesli znane sa pole
trojkata i jego boki?

5. Jak mozna znalez¢ pole tréjkata, jesli znane sg potowe obwodu oraz promien
okregu wpisanego?

6. Jak mozna obliczy¢ promien okregu wpisanego w tréjkat, jesli znane sa pole
tréjkata oraz jego boki?

7. Czemu jest rowne pole opisanego wielokata?

—
W CWICZENIA I

5.1.° Oblicz pole tréjkata ABC, jezeli:
1) AB=12cm, AC=9 cm, LA = 30°;
2) AC=3cm, BC=6+2 cm, ZC=135°.
5.2.° Oblicz pole tréjkata DEF, jezeli:
1) DE="7cm, DF =8 cm, ZD = 60°;
2) DE=10cm, EF =6 cm, ZE = 150°.
5.3.° 5.3. Pole trdjkata MKN wynosi 75 cm?. 5.3. Oblicz bok MK, jezeli
KN=15cm, ZK = 30°.
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5.4.° Oblicz kat zawarty miedzy danymi bokami tréjkata ABC, jezeli:
1) AB =12 cm, BC = 10 cm, pole tréjkata wynosi 30+/3 cm?;
2) AB =14 cm, AC = 8 cm, pole tréjkata wynosi 56 cm?.

5.5.° Pole tréjkata ABC wynosi 18 cm2. Wiadomo, ze AC = 8 cm,
BC =9 cm. 5.5. Oblicz kat C.

5.6.° Oblicz pole trdjkata réwnoramiennego, ramie ktorego jest rowne
16 m i kat przy podstawie ktory wynosi 15°.

5.7.° Oblicz pole tréjkata o bokach:

1) 13 cm, 14 cm, 15 cm; 2) 2 cm, 3 cm, 4 cm.
5.8.° Oblicz pole tréjkata o bokach:
1) 9cm, 10 cm, 17 cm; 2) 4 cm, 5 cm, 7 cm.

5.9.° Oblicz najmniejsza wysokoéé tréjkata o bokach 13 cm, 20 cm
121 cm.

5.10.° Oblicz najwieksza wysokos¢ trojkata o bokach 11 cm, 25 cm
130 cm.

5.11.° Obwoéd tréjkata wynosi 32 cm, a promien okregu wpisanego —
1,5 cm. Oblicz pole trojkata.

5.12.° Pole trojkata wynosi 84 cm?, a jego obwod — 72 cm. Oblicz promien
okregu wpisanego w tréojkat.

5.13.° Oblicz promienie okregéw wpisanego i opisanego na trdjkacie o
bokach:
1) 5cm, 5cm 16 cm; 2) 25 cm, 29 cm 1 36 cm.

5.14.° Oblicz promienie okregéw wpisanego i opisanego na trdjkacie o
bokach 6 cm, 25 cm 1 29 cm.

5.15.° Oblicz pole réwnolegloboku jesli znane sa jego boki a 1 b oraz kat
o zawarty miedzy nimi, jezeli:
1) a=52 cm, b =9 cm, o =45°
2)a=10cm, b =18 cm, o = 150°.

5.16.° Ile wynosi pole rownolegtoboku o bokach réwnych 7 cm 1 12 em,
oraz jednym z jego katow o 120°?

5.17.° Oblicz pole rombu o boku 9 V3 emi kacie 60°.

5.18.° Przekatne czworokata wypuklego wynosza 8 cm 1 12 ¢cm, a kat
zawarty miedzy nimi — 30°. Oblicz pole czworokata.

5.19.° Oblicz pole czworokata wypuklego, przekatne ktérego wynosza
33 cmidcm, a kat zawarty miedzy nimi — 60°.

5.20.° Oblicz ramie tréjkata réwnoramiennego, jezeli pole jego wynosi
36 cm?, a kat przy wierzchotku — 30°.
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5.21.° Jaki trdjkat z dwoma danymi bokami posiada najwieksze
pole?

5.22.* Czy pole trojkata o bokach 4 cm 1 6 cm moze wynosic:
1) 6 cm?; 2) 14 cm?; 3) 12 cm??

5.23.° Dwa sasiednie boki réwnolegtoboku odpowiednio sa réwne
dwom sasiednim bokom prostokata. Ile wynosi ostry kat réw-
nolegtoboku, jezeli jego pole jest dwa razy mniejsze od pola
prostokata?

5.24.* Oblicz stosunek pdl S, 1 S, trojkatow przedstawionych na rysunku
5.7 (dtugosci bokow sa podane w centymetrach).

%ﬁ 1 Wz
S, % 4
a b

Rys. 5.7

5.25.° Odcinek AD dwusieczna tréjkata ABC. Pole tréjkata ABD wy-
nosi 12 cm?, a tréjkata ACD — 20 cm?. Oblicz stosunek boku AB do
boku AC.

5.26.° Oblicz pole tréojkata o boku réwnym a i katach przy tym boku
réwnym B1ivy.

5.27.° Promien okregu opisanego na tréjkacie jest rowny R, za$ dwa katy
tréjkata wynosza a 1 B. Oblicz pole tréjkata.

5.28.° W trojkacie ABC wiadomo, ze AC = b, LA = a, £B = . Oblicz pole
tréjkata.

5.29.° W tréjkacie ABC kat A jest rowny o, zaS wysokosci BD
1 CE odpowiednio sa réwne h, 1 h,. Oblicz pole tréjkata ABC.

5.30.° Odcinek BM —wysoko$¢ trojkata ABC, BM = h, /A =a, ZABC = .
Oblicz pole trojkata ABC.

5.31.° W tréjkacie o bokach 17 cm, 25 cm 128 cm wypisano okrag, Srodek

ktorego potaczono z wierzchotkami tréjkata. Oblicz pola trojkatéw,
ktére utworzyly sie.

5.32.” Odcinek AD—5.32. dwusieczna trojkata ABC, w ktorym AB = 6 cm,
AC=8cm, ZBAC = 120°. Oblicz dtugo$¢ dwusiecznej AD.
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5.33.* Oblicz pole trapezu, podstawy ktérego wynosza 10 cm 1 50 cm, a
ramiona — 13 cm 1 37 cm.

5.34. Podstawy trapezu sa rowne 4 cm 15 cm, a przekatne—7 cm 1 8 cm.
Oblicz pole trapezu.

5.35. Odcinki BM i CK — wysoko$ci tréjkata ostrokatnego ABC, gdzie
ZA = 45°. Oblicz stosunek pdl trojkatow AMK 1 ABC.

5.36.” Boki trojkata sa réwne 39 cm, 41 cm i 50 cm. Oblicz promien
okregu, Srodek ktorego lezy na wiekszym boku trojkata, a okrag jest
styczny do dwéch pozostatych bokow.

5.37." Wierzcholki tréjkata polaczonego ze Srodkiem okregu wpi-
sanego. Poprowadzone odcinki dziela dany tréjkat na trojkaty,
pole ktérych wynosi 26 cm?, 28 cm? 1 30 cm?. Oblicz boki danego
tréjkata.

I | 1 1 1 . . , .

5.38.** Udowodnij, ze —+—+h— = — gdzie hy, hy 1 hy — 5.38. dtugosci

1 2 3

wysokoséci tréjkata, za$ r — promien okregu opisanego.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

5.39. Prostopadta opuszczona z wierzcholka prostokata na jego prze-
katna dzieli kat w stosunku 4 : 5. Oblicz kat miedzy ta prostopadia
1 druga przekatna.

5.40. Linia érodkowa MK w trapezie ABCD (BC || AD) wynosi 56 cm.
Przez érodek M lezacy na AB poprowadzono prosta rownolegta do
boku CD 1 przecina podstawe AD w punkcie E tak, ze AE : ED =
=5 : 8. Oblicz podstawy trapezu.

5.41. Odcinek CD — dwusieczna tréjkata ABC. Przez punkt D poprowa-
dzono prosta réwnolegta do prostej AC 1 przecina bok BC w punkcie
E. Oblicz odcinek DE, jezeli AC =16 cm, BC = 24 cm.

PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU B

5.42. Oblicz sume siedmiokata wypuktego.

5.43. Czy istnieje wielokat wypukly, suma katow ktérego jest rowna:
1) 1080°; 2) 1200°?

5.44. Czy istnieje wielokat, gdy kazdy jego kat jest réwny:
1) 72°; 2) 171°7
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5.45. Czy wypowiedz jest prawdziwa (Odpowiedz uzasadnij):

1) jezeli wszystkie boki wielokata wpisanego w okrag sa réwne, to
wszystkie katy jego tez sa réwne;

2) jezeli wszystkie katy wielokata wpisanego w okrag sa rowne, to i
wszystkie jego boki tez sa réwne;

3) jezeli wszystkie boki wielokata opisanego na okregu sa rowne, to
1 wszystkie jego katy sa rowne;

4) jezeli wszystkie katy wielokata opisanego na okregu sa réwne, to
1 wszystkie boki tez sa rowne?

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

5.46. Dany kwadrat o wymiarach 99 x 99 kratek. Kazdg kratke kwa-
dratu pomalowano w czarny 1 bialy kolor. Pozwolono jednocze$nie
przemalowaé wszystkie kratki dowolnego stupka lub dowolnego
rzedu w ten kolor, ktorych kratek w tym stupku lub w tym rzedzie
do przemalowania bylto najwiecej. Czy zawsze mozna zrobié tak,
aby wszystkie kratki byly jednakowego koloru?

\_@e ZEWNETRZNO WPISANY OKRAG W TROJKAT IR

Poprowadzimy dwusieczne dwdéch katéw zewnetrznych poprowadzo-
nych z wierzcholkéw A 1 C w trojkacie ABC (rys. 5.8). przypus$émy, ze
O —punkt przeciecia tych dwusiecznych. Wtedy punkt O r6wno oddalony
od prostych AB, BC1i AC.

Poprowadzimy trzy prostopadte: OM | AB, OK 1 AC, ON 1 BC. Wia-
domo, ze OM = OK = ON. A wiec, istnieje okrag ze §rodkiem w punkcie
O, ktéry jest styczny do boku trdjkata oraz do przedtuzen dwéch pozo-
statych bokéw. Taki okrag nazywa sie zewnetrzno wpisanym okregiem
w trojkat ABC (rys. 5.8).

Poniewaz OM = ON, to punkt O lezy na dwusiecznej kata ABC.

Dowolny tréjkat posiada trzy okregi wpisane zewnetrznie. Na rysun-
ku 5.9 érodki ich sa oznaczone O,, Oy 1 O.. Promienie tych okregéw sa
oznaczone odpowiednio r,, r, 1 r..

Zgodnie z wlasnoécia stycznych poprowadzonych do okregu z jednego
punktu otrzymamy: CK = CN, AK = AM (rys. 5.8). Wtedy AC = CN + AM.
A wiec, obwdd trojkata ABC jest rowny sumie BM + BN. Ale BM = BN.
Wtedy BM = BN = p, gdzie p — potowa obwodu trojkata ABC.
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Rys. 5.8 Rys. 5.9

Otrzymamy:
S0 = Surn + Socs — Sorc =§OM~AB+%ON-BC—%OK-AC -

1 +b+c—-2b 2p-2b
=5rb(c+a—b)=rb-a 2c =r,- p2 =r,(p-b).

Stad r, = ib gdzie S — pole tréjkata ABC.
p —

. . . ;. S S
Analogicznie mozna przekonac sie, ze r, = , T, =
p-a p-c
W CWICZENIA I
... 1 1 1 1 . . .
1. Udowodnij, ze —=—+—+ —, gdzie r — promien okregu wpisanego
r ra I"b rc

w tréjkat ABC.

2. Udowodnij, ze pole S tréjkata prostokatnego mozna obliczy¢ wedlug
wzoru S =r.*r, gdzie r. — promien okregu zewnetrzno wpisanego,
ktory jest styczny do przeciwprostokatnej trojkata, r — promien okregu
wpisanego w dany trojkat.

3. W tréjkat rownoboczny o boku a wpisano okrag. Do okregu popro-
wadzono styczna tak, ze odcinek stycznej, ktéry nalezy do trojkata,
jest rowny b. Oblicz pole trojkata, ktéry ta styczna odcina od tréjkata
réwnobocznego.
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4. W czworokacie ABCD przekatna BD prostopadia do boku AD,
Z/ADC =135°, /BAD = ZBCD = 60°. Udowodnij, ze przekatna AC
jest dwusieczna kata BAD.

Wskazéwka. Udowodnij, ze punkt C — érodek okregu zewnetrznego
wpisanego w trojkat ABD.

5. W tréjkacie ABC kat B wynosi 120°. Odcinki AN, CF i BK sa dwu-
siecznymi tréjkata ABC. Udowodnij, ze kat NKF wynosi 90°.
Wskazowka. Na przedtuzeniu boku AB poza punktem B wybrano
punkt M. Wtedy ZMBC = Z/KBC = 60°, to znaczy, ze potprosta BC —
dwusieczna kata zewnetrznego MBK w tréjkacie ABK. Stad wynika,
ze punkt N — érodek okregu zewnetrznego wpisanego w trojkat ABK.
Analogicznie mozna udowodnié, ze punkt F'— érodek okregu zewnetrz-
no wpisanego w trojkat BCK.

6. Bok kwadratu ABCD jest rowny 1 cm. Na bokach AB 1 BC obrano
odpowiednio punkty Mi N tak, ze obwdd trojkata MBN wynosi 2 cm.
Oblicz kat MDN.

Wskazowka. Udowodnij, ze punkt D — Srodek okregu wpisanego ze-
wnetrznie w tréjkat MBN.
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ZADANIA TESTOWE N1“SPRAWDZ SIEBIE”

. Ktéra z réwnosci jest prawdziwa?
A) cos (180° — o) = sin o
B) cos (180° — ) = cos a;
C) sin (180° — o) = cos a;
D) sin (180° — o) = sin a.

. Ktéra z nieréwnoéci jest prawdziwa?
A) sin 100° cos 110° > 0;

B) sin 100° cos 10° < 0;

C) sin 100° cos 110° < 0;

D) sin 100° cos 90° > 0.

. Oblicz trzeci bok trdjkata, jezeli dwa jego boki sa réwne 3 cm i 8 cm,
a kat zawarty miedzy nimi 120°.

A) NCY cm; B) 7 cm; C) 9 cm; D) V32 cm.

. Jakim jest kat, ktéry jest przeciwlegly do najwiekszego boku tréjkata
o bokach 4 cm, 7cm 19 cem?

A) ostrym,;

B) rozwartym,;

C) prostym,;

D) dowiedzie¢ sie jest niemozliwym.

. Kat, zawarty miedzy bokami tréjkata, z ktérych jeden z nich o0 10 cm
dtuzszy od drugiego, jest rowny 60°, zas trzeci bok wynosi 14 cm. Jaka
jest dlugo$é najwiekszego boku tréjkata?

A) 16 cm; B) 14 cm; C) 18 cm; D) 15 cm.

. Przekatne réwnolegloboku sa rowne 17 cm 1 19 cm, a jego boki maja

sie, jak 2 : 3. Ile wynosi obwdd réwnolegtoboku?

A) 25 cm; B) 30 cm; C) 40 cm; D) 50 cm.

. W tréjkacie ABC wiadomo, ze AB =8 cm, £C = 30°, LA = 45°. Oblicz
bok BC.

A) 82 cm; B) 442 cm; C) 1642 cm; D) 1242 cm.

. Ile wynosi stosunek AC i BC bokéw tréjkata ABC, jezeli ZA = 120°,
ZB=30°?

A) @: B) V3; 0 g; D) %
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9. Wtrdjkacie ABC wiadomo, ze AB=4 J2 cm, ZC = 135°. Oblicz $red-
nice okregu opisanego na danym trdjkacie.
A) 4 cm; B) 8 cm; C) 16 cm; D) 2 cm.

10. Jaka najwieksza warto$¢ moze osiagnaé pole tréjkata o bokach 8 cm
112 cm?
A) 96 cm?;
B) 48 cm?;
C) 24 cm?;
D) ustalié¢ niemozliwie.

11. Oblicz sume promieni okregdéw wpisanego i opisanego na tréjkacie o
bokach 25 ¢cm, 33 cm 1 52 cm.
A) 36 cm; B) 30 cm; C) 32,5 cm; D) 38,5 cm.

12. Dwa boki tréojkata sa rowne 11 cm 123 ¢cm, a srodkowa poprowadzona
do trzeciego boku — 10 cm. Oblicz niewiadomy bok tréjkata.
A) 15 cm; B) 30 cm; C) 25 cm; D) 20 cm.
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' GLOWNE W PARAGRAFIE 1 B |
°

Kosinus i sinus
Kosinusem 1 sinusem kata o (0°<o<180°), ktéremu odpowiada
punkt M jednostkowego potokregu nazywa sie odpowiednio odcieta i
rzedna punktu M.

Tangens
Tangensem kata a, gdzie 0° <o <180° 1ia # 90°, nazywa sie stosunek

sin o

Cos )
Twierdzenie kosinusow
W trojkacie kwadrat dowolnego boku réwna sie sumie kwadratow
dwoéch pozostatych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn tych
bokéw 1 kosinus kata, zawartego miedzy nimi:
a?=0b%+ c?—2bc cos a.

Whnioski z twierdzenia kosinusow
Przypuéémy, ze a, b i ¢ — dtugoéci bokéw trojkata, przy czym a — dtu-
go$¢ jego najwiekszego boku. Jezeli a? < b? + ¢?, to trdjkat ostrokatny.
Jezeli a? > b% + ¢%, to trojkat rozwartokatny. Jezeli a? = b% + ¢, to
tréjkat prostokatny.

Lemat o cieciwie okregu
Cieciwa okregu jest réwna iloczynowi §rednicy i sinusa dowolnego
kata wpisanego, ktory opiera sie na te cieciwe.

Twierdzenie sinusow

Boki trojkata sa proporcjonalne do sinuséw katow przeciwlegtych:
a b c

sinoe  sinf} siny

Wzor na obliczenie pola tréojkata

1 .
Szgabsmy
Wzér Herona: Sz\/p(p—a)(p—b)(p—c)
_abe
T 4R

S=pr
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W2z6r na obliczenie promienia okregu,
wpisanego w trojkacie

r=—

p
W2z6r na obliczenie promienia okregu,
opisanego na trojkacie

R=—12
2sin o

_abe
4S
Pole wielokata opisanego na okregu

Pole wielokata opisanego na okregu jest rowne iloczynowi jego polowy
obwodu 1 promienia opisanego okregu.
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W tym paragrafie dowiedziecie sie jaki wielokat nazywa sie foremnym.
Nauczycie sie wtasnosci wielokatéw foremnych. Dowiecie sieg, jak za
pomoca cyrkla i liniatu mozna narysowac niektére z nich.

Nauczycie sie oblicza¢ promienie okregéw wpisanych i opisanych na
wielokatach foremnych, dtugosc¢ tuku okregu, pole wycinka i odcinka
kofa.

6. Wielokaty foremne oraz ich wlasnosci

Definicja.Wielokat nazywa sie foremnym, gdy wszystkie
jego boki sa rowne i wszystkie jego katy sa rowne.

Z niektérymi wielokatami foremnymi
juz zapoznaliScie sie: tréjkat rownobocz-
ny — to trojkat foremny; kwadrat — to
czworokat foremny. Na rysunku 6.1 sag
przedstawione foremny pieciokat 1 szes-
ciokat.

Zapoznamy sie z niektorymi wtasnos-
ciami, ktére odnoszg sie do wszystkich
n-katnych wielokatéw foremnych.

Rys. 6.1

Twierdzenie 6.1. Wielokat foremny jest wielokqtem wypu-
kiym.

Z udowodnieniem tego twierdzenia mozna zapoznac sie na str. 60—61.

. . . , 180°(n -2 S,

Kazdy kat wielokata foremnego jest réwny L Oczywiscie,

n
poniewaz suma wszystkich katéw wielokata jest rowna 180° (n—2) 1
180°(n —2)
—

W tréjkacie foremnym istnieje punkt réwno oddalony od wszystkich
jego wierzchotkéw 1 od wszystkich jego bokéw. To punkt przeciecia dwu-
siecznych w tréjkacie foremnym. Punkt przeciecia przekatnych kwadratu
posiada analogiczng wlasnoéé. To, ze w dowolnym wielokacie foremnym

wszystkie katy réwne, to kazdy z nich doréwnuje
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istnieje punkt réwno oddalony od wszystkich jego wierzchotkéw oraz od
wszystkich jego bokéw potwierdza nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.2. Dla dowolnego wielokqta foremnego, ktory
jest opisany na okregu lub wpisany w okraqg srodkiem opisanego
okregu i wpisanego okregu jest ten sam punkt.

Dowéd. @ Na rysunku 6.2 jest przedstawiony n-katny wielokat
foremny A A,A,...A,. Udowodnimy, ze w niego mozna wpisac okrag oraz
na nim mozna opisac¢ okrag.

Poprowadzimy dwusieczne katow A, 1 A,. Przypus$émy, ze punkt O —
punkt ich przeciecia. Ztaczymy punkty O 1 A,. Poniewaz w tréjkatach
OA,A,1 OAA; katy 21 3 sa réwne, A A, = A,A; 1 OA, — wspélny bok, to
te trojkaty sa przystajace wedlug pierwszej cechy przystawania tréjka-
tow. Oprocz tego katy 11 2 sa rowne jako potéwki réwnych katéw. Stad,
trojkat OA,A, — jest rownoramienny, wtedy 1 trojkat OA,A, tez bedzie
réwnoramiennym. Wtedy OA, = OA, = OA..

Laczac punkt O odpowiednio z punktami A,, A;, ..., A, ., 4,, analo-
gicznie mozna przekonac sie, ze OA; = OA,=...= 0A, ,=0A,.

A wiec, dla wielokata A,A,A....A, istnieje punkt rowno oddalony od
wszystkich jego wierzchotkow. To punkt O — érodek okregu opisanego.

Poniewaz trojkaty rownoramienne OA A,, OA,A,, OAA,, ..., OA, A,
OA, A, sa przystajace, to ich wysokoSci, poprowadzone z wierzchotka O
beda tez réwne. Stad wyptywa wniosek: punkt O jest réwno oddalony od
wszystkich bokéw wielokata. Wiec, punkt O — érodek okregu wpisanego. <

Punkt, ktéry jest jednoczeénie Srodkiem opisanego i wpisanego okregu
w wielokacie foremnym nazywa sie Srodkiem wielokata foremnego.

Na rysunku 6.3 przedstawiono fragment n-katnego wielokata forem-
nego ze $rodkiem O oraz bokiem AB, dlugo$é ktérej oznaczono a,,.

A4
A, o
| >
Az ‘ Anfl
NV u
A, A, A M B

Rys. 6.2 Rys. 6.3
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Kat AOB nazywa sie katem $rodkowym wielokata foremnego.

Wiadomo, ze ZAOB =%

n
W tréjkacie réwnoramiennym AOB poprowadzimy wysoko§é OM.

180° ,.
Wtedy ZAOM = Z/BOM = , AM=MB-= a?". 7 tréjkata OMB otrzy-
n
. MB . MB
mamy, ze OB = = n -1 0OM = = ot —.
sin ZBOM . 180 tg ZBOM 180
2sin —— 2tg ——
n n

Odcinki OB 1 OM — promienie odpowiednio opisanego i wpisanego
okregu n-katnego wielokata foremnego. Gdy ich dlugo$ci odpowied-
nio oznaczymy R, 1 r, to otrzymane wyniki mozna zapisa¢ w postaci
WZOrow:

a a

n 180° " 180°
2 sin 2tg

n n

Zamieniajac w tych wzorach n na liczby 3, 4, 6 otrzymamy wzory
na obliczenie promieni okregdéw opisanego 1 wpisanego dla tréjkatow
foremnych, czworokatéw 1 sze$ciokatow o boku a:

Ilo$¢ bokow w wielokacie n=3 nd =6

foremnym

Promien okregu opisanego R =2 V3 R =4 V2 Rs=a
° 3 2

Promien okregu wpisanego — V3 — AL
T 6 fo2 .

7Z otrzymanych wynikéw wynika, ze bok szes-
ciokata foremnego jest réwny promieniowi jego
okregu opisanego. Teraz mozna zapisaé algorytm
konstrukcji sze$ciokata foremnego: od dowolnego M
punktu M lezacego na okregu nalezy kolejno od-
lozy¢ tuki, ktore sg rowne promieniowi (rys. 6.4).
W ten sposob otrzymamy wierzchotki wielokata
foremnego. Rys. 6.4
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C
Rys. 6.5 Rys. 6.6

Laczac co drugi wierzcholek szeéciokata foremnego otrzymamy trojkat
foremny (rys. 6.5).

Dla konstrukeji czworokata foremnego wystarczy w okregu poprowa-
dzié¢ dwie wzajemnie prostopadte érednice AC i BD (rys. 6.6) i punkty
przeciecia z okregiem kolejno ztaczy¢. Taki czworokat ABCD jest kwa-
dratem (udowodnij samodzielnie).

Gdy skonstruowano n-katny wielokat foremny, to lekko skonstru-
owaé 2n-katny wielokat foremny. W tym celu nalezy znalezé $rodki
bokéw wielokata n-katnego 1 poprowadzié promienie opisanego okregu
przez otrzymane punkty. Wtedy konce promieni i wierzchotki wielokata
n-katnego beda wierzchotkami wielokata 2n-katnego foremnego. Na
rysunku 6.71 6.8 przedstawiono konstrukeje foremnego 8-kata i 12-kata.

Rys. 6.7 Rys. 6.8

Zadanie 1.Czyistnieje wielokat foremny, kat jakiego jest réwny: 1)
155°; 2) 177°? W razie odpowiedzi stwierdzajacej podaj rodzaj wielokata.

1) Przyjmiemy, ze n — iloé¢ bokéw szukanego wielokata foremnego.
Po pierwsze, suma jego katow jest réwna 180°(n — 2). A drugiego, ta
sama suma jest rowna 155°n. A wiec, 180° (n — 2) = 155°n; 25°n = 360°;
n = 14,4. Poniewaz n powinne by¢ liczba naturalna, to taki wielokat
foremny nie istnieje.
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2) Mamy: 180°(n — 2) = 177°n; 180°n — 360° = 177°n; n = 120.
OdpowiedZ: 1) nie istnieje, 2) istnieje — to sto dwudziestokat. <«

Zadanie 2.W okrag wpisano tréjkat foremny o boku 18 cm. Oblicz
bok szes$ciokata foremnego na tym okregu.

Rozwiqgzanie. Promien okregu opisanego na trdjkacie foremnym

a3

mozna obliczy¢ wedlug wzoru R, = 5 gdzie a — dtugos¢ boku trojka-

18+/3

ta (rys. 6.9). A wiec, R, = — =6+/3 (cm).

Wedtug warunku, promien okregu wpisanego

w sze$ciokat foremny jest réwny promieniowi V2 \
okregu opisanego na tréjkacie foremnym, to zna- b

. . . b3
czy, ze 1;,=R, =6 V3 cm. Poniewaz Ty = TI, ( )

gdzie b — dlugo$éé boku szeSciokata foremnego, to

b=

3

2ry

:2'6 3:12 (cm). \ J

BB

OdpowiedZ: 12 cm. 4

N 1 A W N =

N

Rys. 6.9

. Jaki wielokat nazywa sie foremny?

. Jaka inng nazwe posiada trojkat foremny?

. Jaka inng nazwe posiada czworokat foremny?

. Na jakim wielokacie foremnym mozna opisac okrag?

. W jaki wielokat foremny mozna wpisac¢ okrag?

. Jak sa rozmieszczone wzgledem siebie srodki wpisanego i opisanego okregu na

wielokacie?

. Co nazywa sie srodkiem wielokata foremnego?
. Podaj wzory promieni wpisanych i opisanych okregéw wielokata foremnego,

wielokata n-katnego, trojkata, czworokata i szesciokata.

. Opisz konstrukcje szesciokata foremnego.
10.
11.

Opisz konstrukcje czworokata foremnego.

W jaki sposdb majac skonstruowany wielokat n-katny mozna skonstruowac
wielokat 2n2-katny?
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\@3{ ZADANIA PRAKTYCZNE I

6.1.° Nakre$l okrag o promieniu réwnym 3 cm. Skonstruujcie wpisany
w ten okrag:
1) szeéciokat foremny;
2) trojkat foremnys;
3) dwunastokat foremny.
6.2.° Nakre§l okrag o promieniu rownym 2,5 cm. Skonstruujcie wpisany
w ten okrag:
1) czworokat foremny;
2) oémiokat foremny.

CWICZENIA I

6.3.° Oblicz katy wielokata n-katnego foremnego, jezeli:

1) n =6; 2)n=29; 3) n=15.
6.4.° Oblicz katy foremnego:
1) oémiokata; 2) dziesieciokata.

6.5.° Ile bokéw ma wielokat foremny, jezeli kat jego réwny:
1) 160°; 2) 171°?
6.6.° Tle bokow ma wielokat foremny, jezeli kat jego jest rowny:
1) 108°; 2) 175°?
6.7.° Czy istnieje wielokat foremny, kat jakiego jest rowny:
1) 140°; 2) 130°?
6.8.° Ile bok6w ma wielokat foremny, jezeli kat przylegly z katem wielo-

.1 .
kata stanowi 9 kata wielokata?

6.9.° Okresl ilos¢ bokow wielokata foremnego, jezeli jego kat o 168°
wiekszy od kata przylegtego do niego.

6.10.° Ile bokéw ma wielokat foremny wpisany w okrag, jezeli stopniowa
miara luku opisanego okregu, ktéry opiera sie na boku wielokata,
Wynosi:
1) 90°; 2) 24°?

6.11.° Oblicz iloé¢ bokéw wielokata foremnego, kat érodkowy jakiego
jest réwny:
1) 120°; 2) 72°.
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6.12.° Przypu$émy, ze a — dlugo$é boku wielokata foremnego, R 1 r —
odpowiednio jego promieni opisanego i wpisanego okregu. Wypetnij
tabele (dtugos$ci odcinkéw sa podane w centymetrach):

a R r
63

443

2

6.13.° Przypus$émy, ze a — dtugoéé boku kwadratu, R i r — odpowiednio
promieni opisanego 1 wpisanego okregu. Wypelnij tabele (dtugosci
odcinkéw sa podane w centymetrach):

a R r

8

V2

6.14.° Wysoko$é wielokata foremnego jest réwna 15 cm. Ile wynosi
promien:
1) opisanego okregu; 2) wpisanego okregu?

6.15.° Przekatna kwadratu jest rtéwna 6+/2 cm. Ile wynosi promien:
1) opisanego okregu; 2) wpisanego okregu?

6.16.° Promien okregu jest rowny 12 cm. Oblicz bok wpisanego w ten
okrag foremnego:
1) szesciokata; 2) dwunastokata.

6.17.° Promien okregu jest rowny 8 J3 cm. Oblicz bok szesciokata fo-
remnego, opisanego na tym okregu.

O—w 6.18.° Udowodnij, ze promien okregu opisanego na tréjkacie fo-
remnym, jest trzykrotnie wiekszy od promienia okregu, wpisanego
w ten tréjkat.

6.19.° Promien okregu opisanego na tréjkacie foremnym jest o 4 cm
dtuzszy od promienia okregu wpisanego. Oblicz promienie wpisanego
1 opisanego okregéw oraz bok trojkata.
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6.20.° Bok wielokata foremnego jest rOwny a, promien okregu opisanego
jest rowny R. Oblicz promien okregu wpisanego.

6.21.° Promienie okregdéw wpisanego i opisanego na wielokacie foremnym
sq rowne r i R. Oblicz bok wielokata.

6.22.° Bok wielokata foremnego jest rowny a, promien okregu wpisanego
jest réwny r. Oblicz promien okregu opisanego.

6.23.° Na okregu jest wpisany wielokat foremny, bok jakiego jest réwny
43 cm. Oblicz bok kwadratu, wpisanego w ten okrag.

6.24.° W okrag wpisano kwadrat o boku 6 V2 cm. Oblicz bok tréjkata
foremnego opisanego na tym okregu.

6.25.° Srednica kota wynosi 16 cm. Czy mozna wyciagé z tego kota kwadrat
o boku réwnym 12 cm?

6.26.° Jaka najmniejsza érednice powinno mieé¢ kolowe polano, aby z
niego mozna bylto wyciac¢ belke przekrdj poprzeczny ktorej jest trojkat
foremny o boku 15 ¢cm?

6.27.° Jaka najmniejsza $rednice powinno mie¢ kotowe polano, aby z
niego mozna bylo wyciaé belke, przekréj osiowy ktorej jest kwadrat
o boku réwnym 14 cm?

6.28.* Ile bokéw ma wielokat foremny, kat jakiego o 36° wiekszy od jego
kata Srodkowego?

6.29.° W wielokat wpisano okrag. Kat miedzy promieniami poprowadzo-
nymi do punktu stycznosci sasiednich bokéw wynosi 20°. Oblicz ile
bokéw ma wielokat.

6.30.° Udowodnij, ze wszystkie przekatne pieciokata foremnego sg réwne.

6.31.° Udowodnij, ze kazda przekatna pieciokata foremnego jest réwno-
legta do jednego z jego boku.

6.32.° Wspodlna cieciwa dwoch okregéw, ktore przecinaja sie jest bokiem
trojkata foremnego opisanego w jeden okrag i bokiem kwadratu
wpisanego w drugi okrag. Dtugo$é tej cieciwy jest rowna a. Oblicz
odleglos¢ miedzy srodkami okregu, jezeli one leza:
1) po réznych stronach cieciwy; 2) po jednej stronie cieciwy.

6.33.° Wspdélna cieciwa dwoch okregow, ktore przecinaja sie, jest bokiem
tréjkata foremnego wpisanego w jeden okrag oraz bokiem szeSciokata
foremnego wpisanego w drugi okrag. Dtugo$¢ tej cieciwy jest rowna a.
Oblicz odlegloéé miedzy Srodkami okregdéw jezeli one leza;
1) po réznych stronach tej cieciwy;
2) po jednej stronie tej cieciwy.
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6.34.° W okrag wpisano trojkat foremny i na tym okregu jest opisany
tréjkat foremny. Oblicz stosunek bokéw tych okregow.
6.35.° W okrag wpisano szes$ciokat foremny i po tym okregu opisano

szeéciokat foremny. Oblicz stosunek bokéw tych sze$ciokatow.

6.36. Udowodnij, ze bok o$miokata foremnego jest réwny R2-+/2,
gdzie R — promien okregu opisanego na nim.

6.37.° Udowodnij, ze bok dwunastokata foremnego jest réwny R 2 — J3,
gdzie R — promien okregu opisanego na nim.

6.38.° Oblicz érednice otworu klucza do szeéciokatnej foremnej éruby,
jezeli szeroko$é Sciany éruby wynosi 25 mm (rys. 6.10). Wielko&é
odstepu miedzy $cianami $ruby i1 kluczem jest réwna 0,5 mm?

25

Rys. 6.10
6.39.° Oblicz pole o$miokata foremnego, jezeli promien opisanego na nim
okregu jest rowny R.
6.40.° Oblicz przekatne 1 pole szeSciokata foremnego o boku réwnym a.

6.41. Katy kwadratu o boku 6 cm $cieto tak, ze otrzymano o$émiokat
foremny. Oblicz bok utworzonego oémiokata.

6.42.* Katy tréjkata foremnego o boku 24 c¢cm Scieto tak, ze otrzymano
szeéciokat foremny. Oblicz bok utworzonego szesciokata.

6.43.** Oblicz dlugos$é przekatnych oSmiokatnego wielokata foremnego
o boku réwnym a.

6.44.” W dwunastokatnym foremnym wielokacie o boku réwnym a sa
kolejno potaczone srodki szesciu bokéw wzietych przez jeden. Oblicz
bok utworzonego szeSciokata foremnego.
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6.45. W oémiokatnym wielokacie foremnym o boku réwnym a kolejno
sq potaczone $rodki czterech bokéw wzietych przez jeden. Oblicz bok
utworzonego kwadratu.

6.46." Jaki ksztatt réwnych wielokatéw foremnych musza mieé deseczki
parkietu, aby nimi mozna bylo ulozy¢ cala podtoge?

6.47." Majac dany sze$ciokat foremny o boku 1 cm, skonstruuj odcinek
o dlugosci J7 em korzystajac tylko z liniatu.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

6.48. Okrag podzielono na pie¢ réwnych tukéw: UAB = UBC =UCD =
=UDE = UAE. Oblicz:

1) .BAC; 2) /BAD; 3)/BAE; 4)/CAD; 5) /DAE.

6.49. Na jednym ramieniu kata o wierzchotku A obrano punkty Bi C
(punkt B lezy miedzy A 1 C), a na drugim ramieniu — punkty D1 E
(punkt D lezy miedzy A 1 E), przy czym AB =28 cm, BC =8 cm,
AD =24 cm, AE = 42 cm, BE = 21 cm. Oblicz odcinek CD.

6.50. Podstawa réwnoramiennego rozwartokatnego tréjkata wynosi
24 cm, a promien okregu opisanego na tym tréjkacie — 13 cm. Oblicz
pole tréjkata.

6.51. Przez punkt A do okregu przeprowadzono dwie styczne. Odleglosé
od punktu A do punktu przeciecia wynosi 12 cm, a odlegto$¢ miedzy
punktami przeciecia — 14,4 cm. Oblicz promien kola.

ng O KONSTRUKCJI n-KATNYCH WIELOKATOW FOREMNYCH B

Udowodnimy, ze dowolny n-katny wielokat foremny jest wielokatem
wypuklym. W tym celu wystarczy przekonac sie, ze w dowolnym wielo-
kacie chociazby jeden z katow jest mniejszy od 180°. Biorac pod uwage

to, ze w n-katnym wielokacie foremnym wszystkie katy sa

b réwne, wynika, ze wszystkie katy sa mniejsze od 180°,

A znaczy, ze wielokat jest wypukty.

Rozpatrzymy dowolny wielokat 1 prosta a, ktéra nie
ma z nim wspoélnych punktéw (rys. 6.11). Z kazdego
wierzchotka tego wielokata opu$cimy prostopadia na

Rys. 6.11 prostej a.
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Poréwnujac wielkosSci tych prostopadtych, mozemy wybraé wierz-
chotek wielokata, ktéry lezy na prostopadlej o najmniejszej odleglosci
od prostej a (Jezeli takich wierzcholkéw jest kilka, to wybieramy jeden z
nich). Przypus$émy, ze wierzchotek A przyporzadkowuje sie tej wtasnosci
(rys. 6.11). Przez punkt A poprowadzimy prosta b, réwnoleglta do pro-
stej a. Wtedy kat A wielokata lezy w jednej pélplaszczyznie wzgledem
prostej b. A wiec, LA < 180°.

Za pomoca cyrkla 1 liniatu umiecie konstruowaé¢ foremny wielokat
4-katny, a wiec 1 8-katny, 16-katny, 32-katny, to znaczy dowolny wie-
lokat 2"-katny (n — liczba naturalna, n > 1). Umiejetno$é konstrukeji
trojkata foremnego umozliwia skonstruowac taki tancuszek z wieloka-
tow foremnych, jak: 6-katnych, 12-katnych, 24-katnych itd., dowolnych
3 2"-katnych (n — liczba naturalna).

Konstrukcja wielokatéw foremnych zajmowali sie jeszcze starozytni
uczeni Grecji. W szczegdlnosci, oprocz wyzej wymienionej konstrukeji
wielokatow oni znali konstrukcje foremnych wielokatéw 5-katnych i
15-katnych, co jest nie tatwa sprawa.

Starozytni uczeni, ktérzy umieli konstruowaé dowolny foremny wie-
lokat n-katny, gdzie n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, starali sie rozwiagzac to zadanie
idlan="7,9. Toim nie udato sie. W przeciagu wiecej niz dwéch tysiac-
leci matematycy nie mogli rozstrzygnaé ten problem. W 1796 r. wybitny
niemiecki matematyk Carl Friedrich Gauss znalazt sposéb konstrukeji
17-kata foremnego za pomoca cyrkla i linijki. W 1801 r. Gauss udowod-
nit, ze za pomocg cyrkla 1 linialu mozna zbudowaé foremny wielokat n-
-katny. Wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2%, gdzie k € N, & > 1, lub
n=2"pp,- ...  p, gdzie k — calkowita nie-
ujemna liczba, p,, p,, ..., p,— roézne liczby pierwsze

postaci 2% +1, gdzie m — caltkowita nieujemna
liczba, ktoéra nazywa sie liczba pierwsza Ferma-
tal. Teraz wiadomo tylko pie¢ liczb pierwszych
Fermata, a mianowicie: 3, 5, 17, 257, 65 537.
Gauss byt tak dumny ze swojego odkrycia,
ze pod koniec zycia prosil, aby zamiast epita-
fium wyryto na jego nagrobku regularny 17-kat.
Kamieniarz nie podjat sie jednak tego zadania.
Zamiast tego na piedestale pomnika umieszczona Carl Friedrich Gauss
zostata 17-ramienna gwiazda. (1777-1855)

! Pierre de Fermat (1601-1665) — francuski matematyk, dokonal wielu
odkry¢ w teorii liczb, m.in. sformutowat slynne twierdzenie Fermata.



62 § 2. WIELOKATY FOREMNE

7. Dlugosc¢ okregu. Pole kota

Na rysunku 7.1 przedstawiono foremny 4-kat; 8-kat, 16-kat wpisany
w okrag.

Widzimy, ze przy zwiekszeniu iloSci bokéow foremnego wielokata
n-katnego, obwéd P, coraz mniej 1 mniej rézni sie od dlugosci C okregu
opisanego.

Tak, dla naszego przykladu mozna zapisac:

C—-P,>C—-Py;>C- Py

Przy nieograniczonym zwiekszeniu iloSci bokéw wielokata foremnego
jego obwdd bedzie bardzo mato réznié sie od dtugosci okregu. To ozna-
cza, ze réznice C — P, mozna zrobi¢ mniejsza od, na przyktad 106, 101
og6tem od dowolnej liczby dodatniej.

—
/\
O
N

Rys. 7.1 Rys. 7.2

Rozpatrzymy dwa wielokaty foremne n-katne o bokach a, 1 a/, wpisa-
nych w okregi, promienie ktorych odpowiednio sa réwne Ri R’ (rys. 7.2).
Wtedy ich obwody P, i P, mozna obliczy¢ wedtug wzoréow

o

180
P =na,=n-2Rsin ,

n
1 o
P/=na’ =n-2R’sin 80 .
n
Stad
P, 2R .
P, 2R ©

Ta réwnos¢ sprawiedliwa dla dowolnych wtasnosci n (n — liczba na-
turalna, n > 3). Przy nieograniczonym zwiekszeniu warto$ci n obwody
P, 1 P, odpowiednio beda jak najmniej réznié sie od dtugosci C 1 C' opi-
sanych okregéw. Wtedy, przy nieograniczonym zwiekszeniu wartos$ci n

— bedzie bardzo malo ré6zni¢ sie od stosunku g Biorac pod

n

stosunek
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uwage réwnosé (¥) mozemy uwazacé, ze liczba R jak najmniej bedzie

s e, . C . . C 2R
réznicé sie od liczby o Ale jest to mozliwe tylko wtedy, gdy P = SR
. C c’
czyli — = .
2R 2R’

Ostatnia réwno$c¢ oznacza, ze Ze dla wszystkich okregéw stosunek
dilugosci okregu do $rednicy jest liczbq stalq.

7 kursu matematyki klasy 6. wiecie, ze ta liczba oznacza sie litera
alfabetu greckiego © (czyta sie: “pi”).

7 réwnosci R 7 otrzymamy wzor na obliczenie dtugoéci okregu:

C=2nR

Liczba & jest liczba niewymierna, a wiec, nie mozna ja podaé¢ w posta-
ci skonczonego utamka dziesietnego. Przewaznie, przy rozwigzywaniu
zadan przyblizona warto§¢ n uwaza liczbe ré6wna 3,14.

Wybitny uczony starozytnoéci — Archimedes (I1I st. p.n.e.) wyrazajac
obwdd foremnego wielokata 96-katnego przez $rednice opisanego okregu

ustalil, ze 3% <M< 3% Stad wynika, ze n ~ 3,14.

Za pomoca terazniejszych komputeréw 1 specjalnych programoéow
mozna obliczy¢ © z wielka dokladno$cigq. Podamy zapis liczby n do 47
cyfr po przecinku:

7 =3,14159265358979323846264338327950288419716939937... .

W 1989 r. liczbe n obliczono z doktadno$cig do 1 011 196 691 cyfr
po przecinku. Ten fakt bylo wniesiono do Ksiegi rekordéw Guinnessa.
Do ksiazki te liczbe nie zapisano, poniewaz dla jej zapisania potrzeba
byto ponad tysiac stronic. W 2017 r. juz obliczono wiecej niz 22 tryliony
znakéw dziesietnych liczby .

Wyznaczymy wzor do obliczenia dtugosci tuku okregu o mierze stop-
niowej réwnej n°. Poniewaz, miara stopniowa calego okregu jest réwna
360°, to dlugosé tuku 1° wynosi 2nR _ E Wtedy diugosé [ tuku o n°

360 180
mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru

_ mRn
180
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Wyznaczymy wzor na obliczenie pola kota.

Zwroécimy sie znowu do rysunku 7.1. Widzimy, ze przy zwiekszeniu
iloéci bokéw foremnego wielokata n-katnego jego pole S, coraz mniej
rézni sie od pola S kota. Przy nieograniczonym zwiekszeniu iloSci bokow
jego pole bardzo mato rézni sie od pola kota.

Na rysunku 7.3 przedstawiono fragment foremnego wieloka-
ta n-katnego ze Srodkiem w punkcie O, bokiem AB = a, oraz

promieniem okregu opisanego, ktory

0 jest réwny R. Opuécimy prostopadia

% OM na bok AB. Otrzymamy
S 08 =%AB-OM=%(1” - R cos 15;0 .

Poniewaz promienie poprowadzone

do wierzcholkéw foremnego wielokata

[ n-katnego dziela go na n przystajacych
A M B - . . .
tréjkatéow, to pole S, wielokata jest n
Rys. 7.3 razy wieksze od polla trojkata 141180053
Wtedy Sn=n-SAOB=§n-an-Rcos .
n
Stad
1 180°
S,=—=P, -Rcos , (**)
2 n
gdzie P, — obw6d danego foremnego wielokata n-katnego.
. . . . , . . ,, 180° .
Przy nieograniczonym zwiekszeniu wartosci n wielko$é bedzie
n

. . .. s e, . 180°
jak najmniej odrézniaé sie od 0°, a wiec, cos

bedzie dazy¢ do 1.
Obwdéd P, dazy do dtugoséci C okregu, a pole S, — do pola S kota. Wtedy

. , ‘2 . ., 1
biorac pod uwage r6wnoéé (¥**) mozemy zapisac: S = EC ‘R.

7 tej réwnoscl otrzymamy wzor na obliczenie pola kota:

S =nR?

Na rysunku 7.4 promienie OA i1 OB dziela koto na dwie czesci, ktore
zamalowano w rézne kolory. Kazda z tych cze$ci wraz z promieniami OA
1 OB nazywa sie wycinkiem kolowym lub wycinkiem.

Wiadomo, ze koto o promieniu R mozna podzieli¢ na 360 réwnych
wycinkow, kazdy z ktérych zawiera tuk o 1°. Pole takiego wycinka jest
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, R® : . :
réwne — o Wtedy pole S wycinka zawierajacego tuk okregu o n°, moz-

na obliczy¢ wedtug wzoru

nR’n
360

Na rysunku 7.5 cieciwa AB dzieli kolo na dwie czes$ci, ktére zama-
lowane w rézne kolory. Kazda z cze$ci kota wraz z cieciwa AB nazywa
sie odcinkiem kolowym lub odcinkiem. Cieciwa AB nazywa sie
podstawa odcinka.

A B
@ AB A®B
Rys. 7.4 Rys. 7.5 Rys. 7.6

Aby obliczy¢ pole odcinka pomalowanego w rézowy kolor (rys. 7.6)
nalezy od pola wycinka, ktéry zawiera cieciwe AB, odjaé pole trojkata
AOB (punkt O — érodek kota). Aby znalez¢ pole odcinka pomalowany w
blekitny kolor nalezy do pola wycinka, ktéry nie zawiera cieciwe AB,
doda¢ pole tréjkata AOB.

Jezeli cieciwa AB jest érednica kota, to ona dzieli koto na dwie czesci,

ktore nazywa sie potkolami. Pole S poétkola mozna obliczy¢ wedlug
2

T
wzoru S =

, gdzie R — promien kola.

Zadanie 1. Dlugo$é tuku okregu o promieniu 25 cm, wynosi T cm.
Oblicz stopniowa miare tuku.

. . R 180! .
Rozwiqzanie.Ze wzoru [ = 1;8_3 otrzymamy n = R A wiec szu-
T

. . 180x \°
kana miara stopniowa luku n° = (_ZT;) =17,2°.
-

OdpowiedZ: 7,2°. 4
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A\

-

D Zadanie 2. W okregu ze $rodkiem O

promien ktorego jest rowny 8 cm, wpisano

£ foremny oémiokat ABCDEFMK (rys. 7.7).

Oblicz pole wycinka i odcinka jaki opiera sie
na tuk AB.

Rozwiqgzanie. Kat AOB — kat $rod-

360°

/

ZAOB = =45°,
K — M S
Wtedy, szukane pole wycinka jest rowne
2
Rys. 7.7 S, o= 78 45 8n (cm?), pole odcinka:
3
S = Supun—Saon = 87— éOA2 sin ZAOB = (87-16+/2) (cm?).

OdpowiedZ: 8n cm?, (8n—16\/§) cm? <

F kowy wielokata foremnego, dlatego

? -

Jaki stosunek oznacza sie literg n?

Podaj przyblizona wartos¢  z doktadnoscig do setnych.

Wedtug jakiego wzoru oblicza sie dtugos¢ okregu?

Wedtug jakiego wzoru oblicza sie dtugos¢ tuku okregu?

Wedtug jakiego wzoru oblicza sie pole kota?

Podaj, jaka figura geometryczna nazywa sie wycinkiem kotowym.
Wedtug jakiego wzoru mozna obliczy¢ pole wycinka kotowego?
Objasnij, jaka figura nazywa sie odcinkiem kotowym.

Objasnij, jakim sposobem mozna obliczy¢ pole odcinka foremnego.

—
W CWICZENIA I

7.1.° Oblicz dtugosé okregu o érednicy rownej:
1) 1,2 cm; 2) 3,5 cm.
7.2.° Oblicz dtugoé¢ okregu, promien ktorego jest roéwny:
1) 6 cm; 2) 1,4 m.
7.3.° Oblicz pole kola, promien ktérego jest réwny:
1) 4 cm; 2) 14 dm.
7.4.° Oblicz pole kola, Srednica ktérego jest rowna:
1) 20 cm; 2) 3,2 dm.

WO NUmAEWDN-=
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7.5.° Oblicz pole kota, dtugoéé okregu ktorego jest réwna [.

7.6.° Oblicz pole przekroju poprzecznego drzewa, gdy jego objecie jest
réowne 125,6 cm.

7.7.° Jak zmieni sie dlugo$¢ okregu, jezeli jego promien:
1) zwiekszy¢ o 2 razy; 2) zmniejszy¢ o 3 razy?

7.8.° Promien okregu zwiekszyt sie o 1 em. O ile wtedy zwiekszyla sie
dtugosé okregu?

7.9.° Dtugoéé réwnika Ziemi w przyblizeniu wynosi 40 000 000 m.
Biorac pod uwage, ze Ziemia ma ksztalt kuli, oblicz jej promien w
kilometrach.

7.10.° Oblicz dlugo$é czerwonej linii przedstawionej na rysunku 7.8.

a

y

Rys. 7.8

7.11.° Jak zmieni sie pole kola, jezeli jego promien:
1) zwiekszy¢ czterokrotnie;
2) zmniejszy¢ pieciokrotnie?

7.12.° Oblicz pole pomalowanej figury, przedstawionej na rysunku 7.9.

Rys. 7.9
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7.13.° Korzystajac z rys. 7.10 oblicz pole zakreskowanej figury, jezeli
dtugoéé obranego kwadracika wynosi a.

AR
NN

Rys. 7.10

7.14.° Sprzedaja sie naleéniki o ré6znych érednicach: 30 cm 1 40 cm.
W jakim przypadku kupujacy zje wiecej, gdy kupi jeden duzy nales-
nik, czy dwa mniejsze, biorac pod uwage, ze naleéniki sa jednakowej
grubosci?

7.15.° Oblicz dlugoéé okregu, opisanego na trdjkacie foremnym o boku
réwnym a.

7.16.° Oblicz dlugosé okregu wpisanego w kwadrat, bok ktérego wy-
nosi a.

7.17.° Oblicz pole kota opisanego na kwadracie o boku ré6wnym a.

7.18.° Oblicz pole kola wpisanego w szeéciokat foremny o boku réw-
nym a.

7.19.° Oblicz pole kola wpisanego w trojkat foremny o boku ré6wnym a.

7.20.° Oblicz pole kota wpisanego na prostokacie, sasiednie boki ktérego
sq rowne a i b.

7.21.° Oblicz pole kota opisanego na tréjkacie rownoramiennym o ramie-
niu réwnym b i kacie o zawartym przy podstawie.

7.22.° Oblicz pole kota opisanego na prostokacie o boku a 1 kacie o za-
wartym miedzy danym bokiem i przekatna prostokata.
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7.23.° Promien okregu jest rowny 8 cm. Oblicz dlugoéé tuku okregu o
mierze stopniowe]j rowne;j:
1) 4°; 2) 18°% 3) 160°; 4) 320°.

7.24.° Dhugoéc¢ tuku okregu jest réwna 12n cm, a jego miara stopniowa —
27°. Oblicz promien okregu.

7.25.° Dhugo$é tuku okregu jest réwna 3n cm, a promien okregu — 24 cm.
Oblicz miare stopniowa tuku.

7.26.° Oblicz dtugo$é tuku réwnika Ziemi, o mierze stopniowej rownej 1°,
jezeli promien réwnika jest rowny w przyblizeniu 6400 km.

7.27.° Promien kota ré6wny 6 cm. Oblicz pole wycinka, jezeli miara stop-
niowa jego jest rowna:
1) 15% 2) 144°, 3) 280°.

7.28.° Pole wycinka jest rowne Z pola kota. Oblicz miare stopniowa tuku

wycinka.

7.29.° Pole wycinka jest réwne 6n dm?2. Oblicz miare stopniowa tuku tego
wycinka, jezeli promien kota wynosi 12 dm.

. . , 5 . . .
7.30.° Pole wycinka jest rowne f cm?, a miara stopniowa jego tuku

wynosi 75°. Oblicz promien kola, wycinek ktérego jest jego czescia.
7.31.° Czy wycinek kota moze by¢ jego odcinkiem?

7.32.° Oblicz pole odcinka kotowego jezeli promien kota jest réwny 5 cm,
a miara stopniowa odcinka wynosi:

1) 45°; 2) 150°; 3) 330°.

7.33.° Oblicz pole odcinka kolowego, jezeli promien kota jest rowny 2 cm,
a miara stopniowa tuku odcinka wynosi:

1) 60°; 2) 300°.

7.34." Srednica kota samochodowego wynosi 65 cm. Samochdd jedzie
z taka predkoscia, ze jego kota wykonuja 6 obrotéw w ciggu jednej
sekundy. Oblicz predko$é samochodu wyrazona w kilometrach na
godzine. Odpowiedz zaokraglij do dziesietnych.

7.35.° Oblicz dtugosé tuku, jaka opisze godzinowo strzatka zegara o dtu-
goécl 6 cm w ciagu 1 godz.

7.36.° Oblicz dlugo$é tuku, jaka opisze minutowa strzatka zegara o dtu-
gosci 24 cm w ciggu 40 min.

7.37.° Promien okregu zwiekszono o a. Udowodnij, ze dlugo$é okregu
zwiekszy sie o pewna liczbe, ktora nie zalezy od wielko$ci promienia
do danego okregu.
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7.38.° Trojkat o boku ro6wnym 6 cm 1 katach przylegltych do niego 50°
1 100° jest wpisany w okrag. Oblicz dtugosé tukéow, na ktére wierz-
chotki tréjkata podzielity ten okrag.

7.39.° Trojkat o boku réwnym 5 J3 cm, 1 katach przylegltych do niego
wynoszacych 35° 1 25° jest wpisany w okrag. Oblicz dtugoéé tukéw,
na ktére wierzcholki tréjkata podzielily ten okrag.

7.40.° Na przyprostokatnej AC w trojkacie prostokatnym ABC (£ C = 90°)
jak na érednicy zbudowano okrag. Oblicz dltugoéé tuku tego okregu
zawartego w tym tréjkacie, jezeli ZA = 24°, AC = 20 cm.

7.41.° W tréjkacie rownoramiennym kat przy podstawie wynosi 70°.
Na wysokosci o dtugosci 27 cm opuszczonej na podstawe zbudowano
okrag, przyjmujac ja jako érednice. Oblicz dlugosé tuku okregu za-
wartego w tym trdjkacie.

7.42.° Odcinek AB podzielono na n czeéci. Na kazdej z tych czesci
biorac ja jako $rednice zbudowano podtokregi. Zatem analogicznie
poprzedniemu, odcinek ten podzielono na m czeéci 1 zbudowano
potokregi. Oblicz stosunek sum dtugosci poétokregédw w pierwszym
1 drugim podziale.

7.43.° Udowodnij, ze pole pétkola zbudowanego na przeciwprostokatnej
w tréjkacie prostokatnym wzietej za Srednice (rys. 7.11) réwne
sumie pél pétkoli zbudowanych na przyprostokatnych wzietych jako
§rednica.

7.44.° Dwie rury o érednicy 30 cm i 40 cm
nalezy zamienic¢ jedna rura o jednako-
wej zdolnosci przepuszczania wody'.
Oblicz $rednice tej rury?

7.45.° O ile odsetek zwiekszy sie pole kotla,
jezeli jego promien zwiekszyc¢ o 10 %?

7.46.° W koto wpisano kwadrat o boku
réwnym a. Oblicz pole odcinka, pod-
stawa ktorego jest bok kwadratu.

7.47.° 7 blachy o ksztalcie kola wycieto
szescian foremny o najwiekszym polu. Rys. 7.11
Ile odsetek btahy pozostato?

1 Zdolno§é przepuszczania wody — to masa wody ktéra przechodzi
przez przekrdj poprzeczny za jednostke czasu.
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7.48.° W okrag wpisano tréjkat foremny o boku réwnym a. Oblicz pole
mniejszego wycinka, podstawg ktérego jest bok trojkata.

7.49.° W wycinek kotowy o promieniu réwnym R i kacie srodkowym
réwnym 60°, wpisano koto. Oblicz pole tego kola.

7.50.* Oblicz pole kwiatka (zakre§lonej figury), przedstawionego na
rysunku 7.12, jezeli bok kwadratu ABCD jest r6wny a.

B C

[

A D
Rys. 7.12 Rys. 7.13

7.51. Podczas konstrukeji czterech tukow ze srodkami w wierzchot-
kach kwadratu ABCD i promieniami réwnymi dlugosci boku kwa-
dratu utworzyta sie figura ograniczona linig o kolorze czerwonym
(rys. 7.13). Oblicz dlugosé tej linii, jezeli dtugo$é boku kwadratu

jest réwna a.

Rys. 7.14 Rys. 7.15

7.52. (Zadanie Hipokratesa'). Okrag opisano na prostokacie 1 na kazdym
jego boku wzietego jako Srednice zbudowano polowe kota (rys. 7.14).
Udowodnij, ze suma pdl pomalowanych figur (pétksiezycéw Hipokra-
tesa) jest rOwna polu prostokata.

7.53.” Dwa kwadraty o bokach 1 cm maja wspdlny $rodek (rys. 7.15).

Udowodnij, ze pole ich wspélnej czesci jest mniejsze od S

! Hipokrates z Chios — starozytny matematyk i sofista (V st. p.n.e.).
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CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

7.54. Oblicz bok rombu, jezeli jego wysoko$é jest réwna 6 cm, za$é kat
zawarty miedzy bokiem 1 jedna z przekatnych wynosi 15°.

7.55. Dwusieczna wychodzaca z kata A w prostokacie ABCD dzieli jego
bok BC na odcinki BMi MC o dlugoéci 10 cm 1 14 cm. Na jakie odcinki
ta dwusieczna dzieli przekatng prostokata?

7.56. Suma katéw przy wiekszej podstawie trapezu jest rowna 90°. Udo-
wodnij, ze odleglo$¢ miedzy Srodkami podstaw trapezu jest réwna
polowie réznicy podstaw.

;@ PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU B

7.57. Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami A 1 B wspdélrzednej prostej AB,
jezeli:

1) A (3)1i B (7); 3) A (-2) i B (-6);
2) A (-2)1 B (4); 4) A (a)1 B (b)?

7.58. Na plaszczyznie wspoétrzednych wykreél odcinek AB1wedlug rysun-
ku okresl wspélrzedne $rodki odcinka oraz poréwnaj ich ze Srednim
arytmetycznym odpowiednich wspélrzednych punktéw A 1 B, jezeli:
1) A (-1; -6), B (5; —6); 3) A (3;-5), B(-1; 3).
2)A3; 1), B(3;5);

7.59. Skonstruuj na plaszczyznie wspétrzednych trojkat ABC 1 oblicz
dtugosci jego bokéw, jezeli A (5; —1), B (-3; 5), C (=3; —-1).

7.60. W jakich ¢wiartkach wspétrzednych leza punkty:

1) A (3;-4); 2) B (=3; 1); 3)C(4;-5); 4 D(1;9)?
7.61. W jakich ¢wiartkach wspélrzednych leza punkt M, gdy:
1) jego odcieta jest dodatnia, za$ rzedna jego jest ujemna;
2) 1lloczyn jego odcietej 1 rzednej jest liczba ujemna;
3) odcieta i1 rzedna jest liczba ujemna?
7.62. Co mozna sadzi¢ o punkcie A, gdy:
1) punkt A lezy na osi odcietych;
2) punkt A lezy na osi rzednych;
3) punkt A lezy na dwusieczne) czwarte) ¢wiartki uktadu wspélrzed-
nych;
4) punkt A lezy na dwusieczne]j trzeciej ¢wiartki uktadu wspélrzed-
nych;
5) lezy na dwusiecznej pierwszej ¢wiartki uktadu wspétrzednych?
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7.63. Wskaz wspélrzedne wierzchotkéw prostokata ABCD (rys. 7.16).

177
B C(7; 4)
y A
B(—4; 3) C
-
A(-2; 1) D
0 x
a | ] o
0 x
177
A(-1;1) B
Hl -
0 x
A D(-1; -5)
|
b
D C(2; -2)
C
Rys. 7.16

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

7.64. Na plaszczyznie wspétrzednych obrano kilka punktéw. Niektore z
nich sa wykres§lone czerwonym kolorem, inne niebieskim. Wiadomo,
ze punktéw kazdego koloru jest nie mniej niz trzy i zadne trzy punkty
jednego koloru nie leza na jednej prostej. Udowodnij, ze dowolne trzy
punkty jednakowego koloru sa wierzchotkami tréjkata, na bokach
ktérego moga lezeé nie wiecej niz dwa punkty innego koloru.
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ZADANIA TESTOWE N2 “SPRAWDZ SIEBIE”

1. Oblicz iloé¢ bokéw wielokata foremnego, jeden z katéw ktorego jest
réwny 170°.

A) 30; C) 36;
B) 32; D) taki wielokat nie istnieje.
2. Tle wynosi kat érodkowy dziesieciokata foremnego?
A) 18°; B) 36°; C) 144°; D) 10°.
3. Jaki najwiekszy kat §rodkowy moze mieé¢ wielokat foremny?
A) 90°; B) 150°;
B) 120°; D) nie mozna okreslié.

4. W okrag wpisano szeéciokat foremny o boku réwnym a. Oblicz bok
tréjkata opisanego na tym okregu.

A) af; a23; C) av3; D) 2a+/3.

B)

5. Ile wynosi promien okregu wpisanego w szesciokat foremny, w ktérym
mniejsza przekatna jest rowna 12 cm?

A) 6 cm; B) 6+/3 cm; C) 23 cm; D) 12 cm.

6. Oblicz dlugoscé tuku okregu, miara stopniowa ktérego jest réwna 207°,
za$ promien okregu rowny — 4 cm.
A) 23 cm; B) 4,6 cm; C) 23w cm; D) 4,6 cm.

7. Jaka czeéé kola stanowi pole wycinka, kat Srodkowy ktérego jest
réwny 140°?

7 7
A) —; B
)9 )

. 0 s D) —.

12 15 18

8. Kat wpisany w okrag jest rowny 40° opiera sie na tuk o dlugoéci 8 cm.
Ile wynosi dtugo$éé tego okregu?
A) 72 cm; B) 727 cm; C) 36 cm; D) 36m cm.

9. Jakiej dlugo$ci ma byé cieciwa okregu, promien ktérego wynosi R,
aby stosunek dlugosci tukéw, na ktére cieciwa podzielita okrag, byt

réwny 2 : 1?7
RA3
A) R; B) 2R; ©) — D) R+/3.
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10. Na rysunku przedstawiono tréjkat ABC B
wpisany w okrag, gdzie, ZA = 30°, BC =a.
Ile wynosi pole odcinka, ktéry opiera sie na
bok, ktory opiera sie na tuk BAC?

2 30°
A) a (271:1-;3 \/g)’ A C

B) a’ (2n1—23 \/g),

o a (10n+3J§);
12
a® (10n-3+/3)

D) ——mM—.
) 12

11. W tréjkacie ABC wiadomo, ze /A = 20°, /C = 30°, AC = 14 cm. Okrag
o $§rodku w punkcie A jest styczny do boku BC. Oblicz dtugoéé tuku
tego okregu, ktory lezy wewnatrz tego trojkata ABC.

A) n cm; B) n cm; O) n cm; D) n cm.
18 9 12 6

12. Promien okregu opisanego na wielokacie foremnym jest rowny
6+/3 cm, za$ promien okregu wpisanego w niego — 9 cm. Ile bokéw
posiada wielokat?

A) 6; B) 12; C)9; D) 18.
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' GLOWNE W PARAGRAFIE 2 .
o

Wielokat foremny
Wielokat nazywa sie foremnym, w ktorym wszystkie boki sa réwne,
oraz wszystkie katy sa rowne.

Wlasnoséci wielokata foremnego

*  Wielokat foremny jest wielokatem wypuklym.

*  Dowolny wielokat foremny moze by¢ wpisany w okrag lub opisany
na okregu, przy czym $rodek wpisanego okregu i opisanego okregu
jest tym samym punktem.

Wzory na obliczenie promieni opisanego i wpisanego okregu
wielokata foremnego

Tloé¢ bokoéw wielo-
kata foremnego n n=3 n=4 n==6
n-katnego
o boku a
. a
, _ _ 3
Pr9m1en okregu R, _180° | R, = a3 R, = a2 Rs=a
oplsanego 2 sin 3 2
n
Promien okregu -
; <8 T 80 | =3 | e | e
wpisanego 2tg e e T g
n

Dlugosé okregu
C=2nR

Dlugosé tuku okregu o n°

__TRn

180
Pole kola

S =nR?
Pole wycinka, zawierajacego tuk w n°
_ nR’n
360
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W

Po przestudiowaniu materiatu tego paragrafu rozszerzysz swoje wia-
domosci o pfaszczyznie wspotrzednych.

Nauczysz sie, jak znalez¢ dtugos¢ odcinka, oraz wyznaczac¢ wspétrzedne
srodka odcinka, majac wspoétrzedne jego koncow.

Zapoznasz sie z réwnaniem figur, nauczysz sie uktadac réwnanie prostej
i okregu.

Zapoznasz sie zmetoda wspotrzednych, ktéra umozliwia rozwigzywanie
zadan geometrycznych zastosowujac algebre.

8. Odlegtos¢ miedzy dwoma punktami
wedtug danymi wspotrzednymi.
Wspotrzedne srodka odcinka

W klasie 6. zapoznaliScie sie z ptaszczyzna wspotrzednych, to oznacza
z plaszczyzna, na ktorej sa podane dwie wzajemnie prostopadle proste
wspolrzednych (0§ odcietych 1 0§ rzednych) ze wspélnym poczatkiem
odczyta (rys. 8.1). Juz umiecie oznacza¢ na uktadzie punkty wedtug ich
wspotrzednych oraz okresla¢ wspétrzedne punktu wedlug jego potozenia
w uktadzie.

[\CIENVURENG]
Os odcietych

-
!
T

Os rzednych

3 -2 .10 1 2 3 «x

Rys. 8.1
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Umoéwimy sie, ze plaszczyzne wspoétrzednych z osig x (0$ odcietych) i

z osia y (0§ rzednych) bedziemy nazywaé plaszczyzna xy.
Wspblrzedne punktu na ptaszczyznie xy nazywa sie wspolrzedny-
mi kartezjanskimi zawdzieczajac francuskiemu matematykowi Rene
Kartezjuszowi (Descartesowi), patrz opo-

A B wiadanie na str. 101).
l l > Wiecie, jak znalezé odlegloéé miedzy
X X X . . ,
! 2 dwoma punktami za pomoca ich wspdt-
rzednych na prostej wspotrzednych. Dla
Rys. 8.2 punktéow A (x,) 1 B (x,) (rys. 8.2) otrzy-
mamy:
AB=lx,—x,|.

Nauczymy sie oblicza¢ odlegto$é miedzy punktami A (x;; y,) 1 B (x,; y,),
podanymi na ptaszczyznie xy.

Rozpatrzymy przypadek, gdy odcinek AB jest nie prostopadly do
zadnej z osi wspélrzednych (rys. 8.3).

Przez punkty A 1 B poprowadzimy proste prostopadle do kazdej
osi wspétrzednych. Otrzymamy tréjkat prostokatny ACB, w ktérym
BC=lx,—x, |, AC=1ly,—y,|. Stad AB*=BC?*+ AC?>= | x, —x, |2+
+ Ly, =y 12 = (0 — 2)* + (7 — )2

Wtedy wzor na obliczenie odleglo$ci miedzy punktami A (x;; y;)
1 B (x,; ¥,) mozna podaé¢ w postaci:

AB = \/(xz _x1)2 +(y2 _yl)2

Udowodnij samodzielnie, ze wzor ten jest prawdziwy i dla przypadku,
kiedy odcinek AB jest prostopadly do jednej z osi wspétrzednych.

Przypusémy, ze A (x;;y,) 1 B (x,; y,) — punkty na plaszczyznie xy.
Zmajdziemy wspotrzedne (x,; v,) punktu M — §rodka odcinka AB.

yA YA Az )
yb--9A (x5 9) ]
M
Yol e r B (2,3 ,) B(x2; o)
! ! - A, |M, |B -
0] x, X, x 0] x; X9 X x

Rys. 8.3 Rys. 8.4
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Rozpatrzymy przypadek, gdy odcinek AB jest nie proporcjonalny
do zadnej osi wspotrzednych (rys. 8.1). Przyjmiemy, ze x, > x, (przypa-
dek, gdy x, < x,, rozpatrz samodzielnie). Z punktéw A, M i B opuScimy
prostopadie do osi odcietych, ktore przecinaja te o§ odpowiednio w
punktach A,, M, 1 B,. Zgodnie z twierdzeniem Talesa A,M, = M,B,, wte-
dy lx,—x, | = | x,—x,|. Poniewaz x, > x, > x,, to mozemy zapisaé, ze:
Xy — X = Xy — X,. Stad

_x1+x2

2

Xo

Analogicznie, mozna udowodnié, ze

_hty,

0 2

Wzory na obliczenie wspoétrzednych §rodka odcinka spelnia sie i dla
przypadku, gdy odcinek AB prostopadly do jednej z osi wspdtrzednych.
Udowodnij samodzielnie.

Zadanie 1. Udowodnij, ze trojkat o wierzcholtkach w punktach
A (-1;7),B(1; 3)1C (5; 5), jest rOwnoramiennym 1 prostokatnym.

Rozwiqgzanie. Korzystajac ze wzoru odlegloéci miedzy dwoma
punktami, obliczamy boki danego trojkata:

AB= \/(1+1)2 +(8-T)* =vJ4+16 =/20;
BC = \/(5 -1)> +(5-38)° =16 +4 =+/20;
AC= \/(5 +1)> +(5-7)" =36 +4 =/40.
A wiec, AB = BC, to oznacza, ze trojkat ABC jest rownoramienny.

Poniewaz AB? + BC? =20 + 20 = 40 = AC?, to trojkat ABC jest pro-
stokatny. «

Zadanie 2.Punkt M (2; —5) — érodek odcinka AB, A (-1; 3). Oblicz
wspoétrzedne punktu B.

Rozwigzanie.Oznaczymy (xz; vz — wspdlrzedne punktu B, (x,; v4) —
wspotrzedne punktu A, (x,; v,) — wspélrzedne punktu M.

. . + 1+
Poniewaz “A 78 = x,, to otrzymamy: sz =2 —1+x5=4;
Xp=b.
. + 3+
Analogicznie % =Yy ZyB =-5; yz=—13.

OdpowiedZ: B (5;-13). <
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Zadanie 3. Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w
punktach A (2; -1), B (1; 3), C (=3; 2) 1 D (—2; —2) jest prostokatem.

Rozwiqzanie. Przypuéémy, ze punkt M — Srodek przekatnej AC.
Wtedy
Xy tx, 2-3 . _YatYe -1+2
STy Ty T =T, e s
A wiec, M (-0,5; 0,5).

Przypuséémy, ze punkt K — Srodek przekatnej BD. Wtedy
_XptXp =£=_0’5; Y, = Yst¥p =E=0,5.
2 2 2 2

A wiec, K (—0,5; 0,5).

Mozemy wnioskowadé, ze punkty M i K to ten sam punkt, a oznacza to
ze przekatne czworokata ABCD maja wsp6lny punkt. Stad wnioskujemy,
ze czworokat ABCD — réwnoleglobok.

Obliczamy dtugoéé przekatnych réwnolegtoboku:

AC=4/(-3-27+(2+1)* =/34, BD=,/(-2-1)’ +(-2-3)* =/34.
A wiec, dlugoéci przekatnych réwnolegtoboku ABCD sa réwne. Stad
wynika, ze ten rownoleglobok jest prostokatem. <«

0,5.

M

Xg

‘l) -

1. Jakobliczy¢ odlegtos¢ miedzy danymi punktami, jezeli sa znane ich wspétrzedne?
2. Jak obliczy¢ wspétrzedne srodka odcinka, jezeli s3 znane wspétrzedne koncow
odcinka?

W CWICZENIA I

8.1.° Oblicz odleglo$é miedzy punktami A i B, jezeli:

1) A (10; 14), B (5; 2); 2) A (-1; 2), B (4; -3).
8.2.° Oblicz odleglo$é miedzy punktami C 1 D, jezeli:
1) C(=2;-4), D (4; -12); 2) € (6; 3), D (7; -1).

8.3.° Wierzchotkami trojkata sa punkty A (-1; 3), B (5; 9), C (6; 2). Udo-
wodnij, ze tréjkat ABC jest rOwnoramienny.

8.4.° Udowodnij, ze punkt M (0; —1) jest érodkiem okregu opisanego na
tréojkacie ABC, jezeli A (6; -9), B (—6; 7), C (8; 5).

8.5.° Udowodnij, ze katy Bi C w tréjkacie ABC sa réwne, jezeli A (5; —7),
B (-3; 8), C (-10; —15).

8.6.° Oblicz wspétrzedne $rodka odcinka BC, jezeli:
1) B (5; 4), C (3; 2); 2) B (-2;-1), C (-1; 7).

8.7.° Punkt C — $érodek odcinka AB. Oblicz wsp6trzedne punktu B, jezeli:
1) A (3;-4), C(2;1); 2) A (-1; 1), C(0,5; -1).
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8.8.° Punkt K — §rodek odcinka AD. Wypelnij tabele:

Punkt Wspétrzedne punktow
A (=3; 1) (=8;2)
D -1-3) =92
K (-4; 6) 1; 2)

8.9.° Oblicz érodkowa AM trdjkata, wierzchotkami ktérego sa punkty
A (3;-2), B(2;3)1C(7;4).

8.10.° Znajac punkty A (-2; 4) 1 B (2; —8). Oblicz odleglosé od poczatku
wspolrzednych do érodka odcinka AB.

8.11.° Udowodnij, ze tréjkat o wierzchotkach w punktach A (2; 7),
B (-1; 4)1 C (1; 2) jest prostokatnym.

8.12.° Punkty A (-1; 2) 1 B (7; 4) sa wierzchotkami trojkata prostokatnego.
Czy trzeci wierzchotek moze mieé¢ wspélrzedne:
D) (7; 2); 2) (2;-3)?

8.13.° Czy punkty leza na jednej proste;j:
1) A (=2;-7), B(-1;-4)1C (5; 14);
2) D (-1; 3), E (2; 13)1i F (5; 21)?
W razie potwierdzajacej odpowiedzi nalezy podaé ktory z punktow
lezy miedzy dwoma innymi.

8.14. Udowodnij, ze punkty M (-4; 5), N (=10; 7)1 K (8; 1) leza na jedne;j
prostej oraz wskaz, ktéry z nich lezy miedzy dwoma innymi.

8.15.* Przy jakiej warto$ci x odleglo§¢é miedzy punktami C (3; 2) 1 D (x; —1)
jest rowna 5?

8.16.° Na osi odcietych znajdz punkt, ktory jest réwno oddalony od punk-
tow A (=1; 1)1 B (2; 4).

8.17.° Oblicz wspotrzedne punktu, ktéry lezy na osi rzednych 1 na jed-
nakowej odleglosci od punktéow D (-2; -3) 1 E (4; 1).

8.18.° Oblicz wspétrzedne punktu, ktéry dzieli odcinek AB w stosunku
1: 3, liczac od punktu A, jezeli A (5; -3)1 B (-3; 7).

8.19.° Czworokat ABCD jest roéwnolegtobokiem, gdzie, A (-5; 1), B (—4; 4),
C (-1; 5). Oblicz wspdtrzedne wierzchotka D.

8.20.° Czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem, gdzie, A (—2; -2), C (4; 1),
D (-1; 1). Oblicz wspélrzedne wierzchotka B.

8.21.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach
A (-2; 8), B(3;-3), C(6;2)1D (1; 13) jest réwnoleglobokiem.

8.22.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach
A (-3;-2),B(-1;2), C(1;-2)iD (-1; —6) jest rombem.
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8.23.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach
A (2; 6), B (-8;-2), C (0; -8) i D (6; 0) jest kwadratem.

8.24.° Punkty D (1; 4) 1 E (2; 2) — srodki odpowiednio bokéw AC 1 BC
w trojkacie ABC. Okres$l wspélrzedne wierzchotkéow A 1 C, jezeli
B (-3;-1).

8.25.° Oblicz dlugo$é odcinka, konce ktérego leza na osiach wspéirzednych
oraz $rodek jego lezy w punkcie M (-3; 8).

8.26.* Oblicz wspdélrzedne wierzchotka C w tréojkacie rownobocznego
ABC, gdy A (2; -3) 1 B (-2; 3).

8.27.” Oblicz wspélrzedne wierzchotka E w trojkacie rownobocznym
DEF, gdy D (—6; 0) 1 F (2; 0).

8.28." W trojkacie ABC znajac ze AB=BC, A (5;9), C (1;-3), oraz
warto$ci bezwzgledne wspétrzednych punktu B sa réwne, oblicz
wspoélrzedne punktu B.

8.29.* Oblicz wspdtrzedne wszystkich takich punktéw C lezacych na
osi odcietych, ze tréjkat ABC bedzie ré6wnoramiennym oraz A (1; 1),
B (2; 3).

8.30. Oblicz wspétrzedne punktéw B lezacych na osi rzednych takich,
ze trojkat ABC bedzie prostokatnym, w ktérym A (1; 3), C (3; 7).

@ CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

8.31. W tréjkacie ABC wiadomo, ze ZC =90°, AB =9 cm, BC=3 cm. Na
przeciwprostokatnej AB obrano punkt M w taki spos6b, ze AM : MB =
=1: 2. Oblicz dltugo$¢ odcinka CM.

8.32. Oblicz katy rombu, jezeli kat zawarty miedzy wysoko$cia 1 przekat-
na rombu, ktére sg poprowadzone z jednego wierzchotka, wynosi 28°.

8.33. Przekatna BD réwnolegtoboku ABCD wynosi 24 cm, punkt E — éro-
dek boku BC. Oblicz odcinki, na ktore prosta AE dzieli przekatna BD.

/ ;7’

,_&' PRZYGOTOWUJEMY SIE DO NOWEGO TEMATU B

8.34. Punkt A (1; —6) — $rodek okregu, za$ punkt B (10; 6) lezy na tym
okregu. Oblicz promien tego okregu?

8.35. Odcinek CD — érednica okregu. Oblicz wspétrzedne §rodka okregu,
w ktérym C (6; —4), D (-2; 10).

8.36. Jaka figura odpowiada wykresowi réwnan:
Hy=1, 3) x=-2; 5) xy =1;
2)y=3x—4; 4) (x+ 22+ (y-3)2=0; 6) y=x?



9. Réwnanie figury. Rdwnanie okregu 83

9. Rownanie figury. Rownanie okregu

Z kursu klasy 7. juz wiecie jaka figura m
nazywa sie wykresem réwnania. W da-
nym punkcie zapoznacie sie z pojeciem
réwnania figury.

Wspoétrzedne (x; y) kazdego punktu
paraboli, przedstawionej na rysunku 9.1
sa rozwiazaniem réwnania y = x% I od-
wrotnie, kazde rozwiazanie réwnania z
dwiema niewiadomymi y = x* odpowiada

wspélrzednym punktu, ktéry lezy na 0 i
tej paraboli. W tym przypadku, mozna
powiedzieé, ze postaé rownania paraboli, Rys. 9.1

przedstawionej na rysunku 9.1 jest y = x2.

Definicja. Rownaniem figury F, okres§lonej na plaszczyznie
xy, nazywa sie roOwnanie z dwiema niewiadomymi x i y, jezeli
spelniaja sie nastepujace wlasnosci:

1) jezeli punkt nalezy do figury F, to wspélrzedne jego sa

rozwigzaniem danego r6wnania;

2) dowolne rozwiazania (x; y) ktore spelniaja to ro6wnanie sa

wspolrzednymi pewnego punktu figury F.

Na przyktad, réwnanie prostej przedstawionej na rysunku 9.2 ma

postacy = 2x — 1, za§ rdwnanie hiperboli, przedstawionej na rysunku 9.3

, 1 . . , ., .
ma postaé y =—. Przyjeto uzywaé, na przyktad, ze rownanie y = 2x — 1
x

iy= 1 okresla sie parabolg 1 hiperbola.
X

Jezeli dane réwnanie jest rownaniem figury F, wtedy te figure mozna
rozpatrywacé jak miejsce geometryczne punktéw (MGP), wspdétrzedne
ktoérych spelniaja dane rownanie.

YA y ﬂ\
\
1 1
T - |
ol/ 1 x ———_0] [ x

Rys. 9.2 Rys. 9.3
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Korzystajac z wyzej wymienionych wiadomos$ci, wyprowadzimy réw-
nanie okregu o promieniu R oraz érodkiem w punkcie A (a; b).

12 \ y
M (x; y) B
R >
A (.a; b) 0 x
of —— %
Rys. 9.4 Rys. 9.5

Przypuéémy, ze M (x; y) — dowolny punkt danego okregu (rys. 9.4).
Wtedy AM = R. Zastosowujac wzor na odlegto$é miedzy punktami, otrzy-
mamy: \/(x —a)’+(y—-b)® =R. Stad

(x—a)P+@-bP=R (*)

Przekonaliémy sie, ze wspétrzedne (x; y) dowolnego punktu M danego
okregu sa rozwiazaniem réwnania (*). A teraz pokazemy, ze dowolne
rozwigzanie réwnania (x — a)?+ (y — b)? = R? to wspdtrzedna punktu,
ktory lezy na danym okregu.

Przyjmiemy, ze para liczb (x;; y,) — to dowolne rozwiazanie réwna-
nia (¥). Wtedy (x, — @)? + (y, — b)2 = R2. Stad \/(xl -a)’+(y,-b)’* =R.

Réwnanie to wskazuje, ze punkt N (x;; y,) jest oddzielony od $érod-
ka okregu A (a; b) na odlegto§é réwna promieniom okregu, a wiec,
punkt N (x;; ;) lezy na danym okregu.

Wiec, udowodniliémy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.1. Rownanie okregu o promieniu R ze $rod-
kiem w punkcie A (a; b) ma postaé

(x-a)*+(y-b)’=R?

Sprawiedliwe i1 nastepujace twierdzenie: dowolne réwnanie postaci
(x—a)?+ (y-b)?=R? gdziea, b i R— pewne liczby, przy czym R > 0, jest
rownaniem okregu o promieniu R i ze Srodkiem w punkcie ze wspotrzed-
nymi (a; b).

Jezeli érodek okregu lezy w poczatku wspétrzednych (rys. 9.5), to
a=>b=0. W tym przypadku réwnanie okregu ma postac

x%+y?= R
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Zadanie 1. Ul6z rownanie okregu, $rednica ktérego jest odcinek
AB, gdzie A (-5; 9), B (7; -3).
Rozwiqgzanie. Poniewaz $rodek okregu jest Srodkiem $rednicy, to
mozna obliczyé wspélrzedne (a; b) érodka C okregu:
o= -5+7

—1, b=2"38_3,
2

A wiec, C (1; 3).
Promien okregu R jest rowny dlugosci odcinka AC. Wtedy R? = (1 + 5)% +
+(3-9)?2="72.
A wiec, szukane réwnanie okregu ma postac
x—1)2+(y-3)2="172.
Odpowiedz: (x—1)2+(y—3)2=72. <

Zadanie 2.Udowodnij, ze rownanie x? + y* + 6x — 14y + 50 = 0 jest
réwnaniem okregu. Oblicz wspotrzedne $rodka i promienia tego okregu.

Rozwiqzanie. Zapiszemy dane rownanie w postaci (x — a)? +
+(y—-0)?=R%

XX +6x+9+y?—14y+49+50-58=0;
(x+3)2+(y—T)72=8.

A wiec, dane réwnanie jest réwnaniem okregu o $rodku w punkcie
(=3; 7) 1 promienia 2 V2.

Odpowiedz: (-3;7), 2+/2. <

Zadanie 3. Udowodnij, ze tréjkat o wierzchotkach w punktach
A (-2;-3), B(1; 3)1 C (5; 1) jest prostokatnym i utéz réwnanie okregu,
opisanego na tréjkacie ABC.
Rozwiqzanie. Obliczymy kwadraty bokow danego trojkata:
AB?=(1+2)?+ (3 + 3)? = 45;
AC?=(5b+2)2+ (1 +3)?=65;
BC?=(5-1)?+ (1 -3)?>=20.
Poniewaz AB* + BC* = AC?, to dany tréjkat jest prostokatnym o
kacie prostym przy wierzchotku B. Srodkiem okregu opisanego jest
$rodek przeciwprostokatnej AC — punkt (1,5; —1), za$ promien okregu

R=lac_ Y65
2 2

A wiec: szukane réwnanie ma postaé

(x-1,5) +(y+1)° = %.

Odpowiedz: (x-1,5)* +(y+1)* = % <
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p |
® 1. Podaj definicje réwnania figury podanej na ptaszczyznie xy?
2. Jaka posta¢ ma réwnanie okregu ze $rodkiem w punkcie (@; b) i promieniu R?
3. Jaka posta¢ ma réwnanie okregu ze srodkiem w poczatku wspétrzednych i pro-
mieniu R?

—
W CWICZENIA I

9.1.° Z réwnania okregu okresl wspélrzedne jego érodka oraz promien:
1) (x — 8)% + (y — 3)? = 25; 3 xr+y:="1,
2) (x+5)2+y?=09; 4)x*+(y+1)2=3.

9.2.° Utz rownanie okregu wedlug danych wspélrzednych srodka okregu
A1 promienia R:
1) A (3;4), R=4; 3) A (7;-6), R=+2;
2) A (-2;0), R=1; 4) A (0; 5), R=AT.

9.3.° Ut6z rownanie okregu wedlug danych wspélrzednych $rodka B i
promienia R:
)B(1;9,R=9; 2) B (-8; -8), R=/3.

9.4.° Okresl wspélrzedne Srodka 1 promien okregu, przedstawionego na
rysunku 9.6 1 podaj réwnanie tego okregu.

YA

CH) =
N N

<
]y

a
vk v
2 6
[ ]
0 ? 0 4 x
b d

Rys. 9.6
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9.5.° Promien okregu o érodku w punkcie A jest rowny 4 (rys. 9.7). Utdz
réwnanie tego okregu.

YA

(=]
Ry

]y
hS

Yy
N
a
9.6.° Skonstruuj na ptaszczyznie wspoétrzednych okrag, ktory jest podany
nastepujacym réwnaniem:
1) x?+ y? =4; 2) (x+1)2+ (y — 2)? = 25.
9.7.° Na plaszczyznie wspodtrzednych skonstruuj okrag, ktory jest podany
nastepujacym rownaniem (x — 4)? + y>=9.
9.8.° Okragjest podany réwnaniem (x + 6)? + (y—1)? = 10. 9.8. Okre$l, ktore

z podanych punktéow A (-3; 0), B (-5; —2), C (1; 0), D (-4; 3), E (-7; -3),
F (-9; 0) leza: 1) na okregu; 2) wewnatrz okregu; 3) zewnatrz okregu.

Rys. 9.7

9.9.° Czy wymienione punkty lezg na okregu (x — 2)% + (y + 2)2 = 100:
DAGB;-8);  2)B(6;-9); 3) C(=3;7); 4) D (-4; 6)?
9.10.° Utéz rownanie okregu ze $rodkiem w punkcie M (-3; 1), 1 przecho-
dzacy przez punkt K (—1; 5).

9.11.° Ut6z réwnanie okregu, $rednica ktorego jest odcinek AB, jezeli
A (2;-T7), B (-2; 3).

9.12.* Udowodnij, ze odcinek AB jest $rednica okregu (x—5)% + (y + 4)? = 17,
jezeli A (1; -5), B (9; -3).

9.13.° Udowodnij, ze odcinek CD jest cieciwa okregu x2 + (y — 9)? = 169,
jezeli C (5; -3), D (-12; 4).

9.14.° Ul6z rownanie okregu, $rodek okregu ktérego lezy w punkcie
P (-6; 7) oraz jest styczny do osi rzednych.

9.15.° Ul6z réwnanie okregu, Srodek ktérego lezy na prostej y = —5 oraz
jest styczny do osi odcietych w punkcie S (2; 0).

9.16.° Ile istnieje okregdéw, ktére przechodza przez punkt (3; 5), o pro-
mieniach réwnych 3 V5 i érodki tych okregdéw leza na osi rzednych?
Ut6z rownanie kazdego z tych okregéw.
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9.17.° Ul6z réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A (—4; 1)
1 B (8; 5) 1 érodek jakiego lezy na osi odcietych.

9.18.° Udowodnij, ze okrag (x + 6)? + (y — 3)? = 36:

1) jest styczny do osi rzednych;
2) przecina o$ odcietych;
3) nie ma wspdélnych punktéw z prosta y = 10.

9.19.* Przekonaj sie, ze dane réwnanie jest réwnaniem okregu. Przy
stwierdzajacej odpowiedzi podaj wspélrzedne Srodka i1 promien R
tego okregu:

1) x?+2x+y*— 10y — 23 =0; 3)x2+y*+6y+8x+34=0;
2) k2 — 12x + ¥+ 4y + 40 = 0; 4) x?+y?—4x— 14y + 51 =0.

9.20.” Udowodnij, ze dane réwnanie jest réwnaniem okregu i podaj
wspotrzedne érodka 1 promienia R tego okregu:

1) x*+ y?+ 16y + 60 = 0; 2) x>+ y?—8x+4y+15=0.

9.21. Udowodnij, ze trojkat o wierzchotkach w punktach A (-1;-2),
B (-1; 2), C (5; 2) jest prostokatnym 1 utéz réwnanie okregu opisanego
na tym trdjkacie.

9.22. Uléz réwnanie okregu, promien ktérego jest rowny 5 oraz prze-
chodzi przez punkty C (-1; 5) 1 D (6; 4).

9.23.* Utdz réwnanie okregu, promien ktérego jest réwny J10 oraz
przechodzi przez punkty M (-2; 1) 1 K (-4; —-1).

9.24.** Uléz réwnanie okregu, ktéry jest styczny do dwoch osi wspélrzed-
nych i do prostej y = —4.

9.25.> Uldz réwnanie okregu, ktory jest styczny do dwoch osi wspélrzed-
nych prostej x = 2.

9.26." Ut6z réwnanie okregu, ktéry przechodzi przez punkty:
1) A (-3;7), B (-8, 2), C (-6, -2);
2) M (-1; 10), N (12; -3), K (4; 9).

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

9.27. W réwnolegloboku ABCD dwusieczna kata B przecina jego bok
AD w punkcie E, gdzie AB=BE =12 cm, ED = 18 cm. Oblicz pole
réwnolegtoboku.

9.28. Prostopadta, opuszczona z wierzchotka prostokata na jego przekat-
na, dzieli tg przekatna na odcinki o dtugo$ciach 9 cm 1 16 cm. Oblicz
obwdd prostokata.

9.29. W trapez rownoramienny wpisano okrag o promieniu 12 cm. Punkt
stycznosci dzieli ramie na dwa odcinki, dlugosé jednego z nich jest
réwna 16 cm. Oblicz pole trapezu.
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SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

9.30. Na plaszczyznie obrano punkty A 1 B. Korzystajac tylko z cyrkla
wykre$l punkt C tak, aby punkt B byt §rodkiem odcinka AC.

10. RGwnanie prostej

W poprzednim punkcie, rozpatrujac
okrag jak GMP, réwno oddalonych od
danego punktu, wyprowadziliémy jego
réwnanie. Aby zapisaé¢ réwnanie prostej,
rozpatrzymy ja jak GMP réwno oddalo-
nych dwéch danych punktow.

Przypuéémy, ze a — dana prosta. Wy-
bierzemy dwa punkty A (x;; y;) 1 B (xy; ¥s)
tak, aby prosta a byla symetralna do od-
cinka AB (rys. 10.1).

Przypuéémy, ze M (x; y) — dowolny Rys. 10.1
punkt lezacy na prostej a. Wtedy, zgodnie
z wlasno$ci symetralnej spelnia sie réwno§é MA = MB, to oznacza, ze

\/(X—x1)2+(y—y1)2 =\/(x_x2)2+(y_y2)2' (*)
Przekonali$my sie, ze wspotrzedne (x; y) dowolnego punktu M lezacego
na prostej a jest rozwiazaniem rownania (*).
Zatem, przekonamy sie, ze dowolne rozwigzanie rownania (*) bedzie
wspoétrzednym punktu, ktéry lezy na danej prostej a.
Przypuéémy, ze (x,; ¥,) — pewne rozwiazanie réwnania (¥).

Wtedy \/(xo -x) +W,-y,) = \/(xo -x,)" + (Y, —y,)°. Réwnoéé ta
oznacza, ze punkt N (x,; y,) jest na jednakowej odlegloéci od punktow
A (x;; ¥1) 1B (x5; y5), a wiec punkt IVlezy na symetrycznej do odcinka AB,
to oznacza na prostej a.

W taki sposéb, udowodniliémy, ze réwnanie (¥) jest rOwnaniem dane;j
prostej a.

Lecz w kursie algebry klasy 7. réwnanie prostej ma o wiele prostsza,
postaé, a mianowicie: ax + by = ¢, gdzie a, b i ¢ — dowolne liczby, przy
czym a1 b liczby, ktore jednoczeénie nie doréwnujq zero. Pokazemy, ze
réwnanie (*) mozna sprowadzié¢ do takiej postaci.

Podniesiemy obustronnie czesci rownania (¥*) do kwadratu. Otrzyma-
my: (x —x)% + (y = y1)* = ( — x)* + (v — y)*
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Otworzymy nawiasy 1 zredukujemy wyrazy podobne. Otrzymamy:
2@ —x) x+2 @y —y) y =25+ y5 — xF — ).

Wprowadzajac oznaczenie 2 (x,—x;) = @, 2 (Y, —y1) = b, X2 + y,2 —x,2 —
—y,2= ¢, otrzymamy réwnanie ax + by = c.

Poniewaz punkty A (x;; y,) 1 B (x,; y,) sa ré6znymi, to chociazby jedna
z réznic x, — x, 1y, — ¥y, nie dorownuje zeru. A wiec, liczby a 1 b nie moga,
jednoczes$nie dorownywac zeru.

A wiec, udowodnili§my nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.1. Rownanie prostej ma postaé

ax+by=c,

gdzie a, b i ¢ - dowolne liczby, przy czym a i b jednoczesnie nie
dorownuje zeru.

Prawdziwie jest 1 nastepujace twierdzenie: dowolne réwnanie postaci
ax + by = ¢, gdzie a, b, c — dowolne liczby, przy czym a i b jednoczesnie nie
dorownujq zeru, jest rownaniem prostej.

Jezelia = b =c =0, to wykresem réwnania ax + by = ¢ jest cala plasz-
czyzna xy. Jezelia=b=01c # 0, to rOwnanie nie ma rozwigzania.

7Z kursu algebry klasy 7. wiecie, ze rOwnanie postaci ax + by = ¢ na-
zywa sie rOwnaniem liniowym z dwiema zmiennymi. Réwnanie proste;j
jest szczegdlnym przypadkiem réwnania liniowego. Schemat podany na
rysunku 10.2 ilustruje wyzej wymieniona wypowiedz.

Liniowe réwnanie
z dwiema zmiennymi

Réwnanie
prostych

Rys. 10.2

Jednoczesnie, na lekcjach algebry w klasie 7 przyjeliémy bez udowod-
nienia twierdzenie, ze wykresem funkcji liniowej y = kx + p jest prosta.
Teraz mozemy to udowodnic.

Przepiszemy réwnanie y = kx + p w postaci: —kx + y = p. Otrzymali-
$my rownanie w postaci ax + by = ¢ dla przypadku,zea=-k, b=1,c=p.
Poniewaz w tym réwnaniu b # 0, otrzymaliSmy réwnanie proste;j.

A czy dowolna prosta na ptaszczyznie mozna podaé réwnaniem postaci
y = kx + p? Odpowiedz na to pytanie bedzie zaprzeczad.
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Rzecz w tym, ze prosta prostopadia do osi odcietych nie bedzie
wykresem funkcji, a wiec nie moze by¢ podana réwnaniem postaci
y=Fkx+p.

Jednoczes$nie, jezeli w réwnaniu prostej ax + by = ¢ przyjac ze b =0,
to jest rOwnanie, wtedy mozna zapisa¢ w postaci: x = <. OtrzymaliSmy

a
szczegblny przypadek rownania prostej, wszystkie punkty ktérej posia-
daja jednakowa odcieta. A wiec, prosta ta jest prostopadta do osi odcie-
tych. Ona nazywa sie pionowa.

Gdy b # 0, to rownanie prostej ax + by = ¢ mozna zapisa¢ w postaci:

a c . a c , .
y= —Zx + e Zamieniajac S =k, B = p, otrzymamy rownaniey = kx + p.

A wiec, jezeli b=01i a # 0, to réwnanie prostej ax + by =c za-
daje prostq pionowgq; jezeli b = 0, to te rownanie zadaje prostq
niepionowq.

Réwnania prostej niepionowej zrecznie zapisywaé w postaci

y =kx+p.

Uogélnimy material rozpatrywany w tym punkcie w nastepujacej
tabeli.

Réwnanie Wartoscia, bic Wykres
b+#0,aic— dowolne Prosta nie pionowa
b=0,a#0,

Prosta pionowa
¢ — dowolna P

ax+by=c
a=b=c=0 Catla ptaszczyzna

wspoélrzednych
a=b=0,c=0 -

Zadanie 1. Uléz réwnanie prostej, przechodzacej przez punkty:

1) A (-3; 5)1 B (-3; —6); 2) C(6;1)1D (-18; 7).

Rozwiqzanie. 1) Poniewaz dane punkty maja jednakowa odcieta,
to prosta AB jest pionowa. Réwnanie jej jest w postaci x = —3.

2) Poniewaz dane punkty maja rézne odciete, to prosta CD nie
jest pionowg. Wtedy mozna zastosowaé réwnanie prostej] w postaci
y=kx+p.

Podstawiajac wspoétrzedne punktéow C 1 D w réwnanie y = kx + p,
otrzymamy nastepujacy uklad rownan:

{6]2 +p=1,
-18k+p=-T.
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Gdy rozwiazemy ten uktad, to otrzymamy, ze k=—, p=-1.

W | =

Odpowiedz: 1) x=-3; 2) yzéx—l. <

Zadanie 2. Oblicz obwdd 1 pole tréjkata, ograniczonego prosta
5x + 12y = —60 1 osiami wspolrzednych.

Rozwiqzanie. Znajdziemy punkty przeciecia prostej z osiami
wspotrzednych.

7Z osia odcietych: przy y = 0 otrzymamy 5x = —60; x = —12.

7Z osia rzednych: przy x = 0 otrzymamy 12y = —60; y = —5.

A wiec, dana prosta wraz z osiami wspél-

77 rzednych tworzy trojkat prostokatny AOB
(rys. 10.3) o wierzchotkach A (-12; 0),
\A 0 B (0; -5) 1 O (0; 0). Obliczymy diugosci bo-
kow tréjkata: OA =12, OB =5, AB =

-12
\ B =+ AO? + BO? =13. Wtedy szukamy obwéd

-5 \ i pole odpowiednio beda wynosi¢ P= OA +
Rys. 10.3 + OB+ AB = 30, S=%OA-OB=30.
Odpowiedz: P=30,S=30. «

]y

1. Jaka posta¢ ma réwnanie prostej na ptaszczyznie xy?

‘v

N

. Jak przyjeto nazywac prosta, wszystkie punkty ktérej majg jednakowa odcieta?
Jakie jest potozenie prostej wzgledem osi odcietych?

. Czy dowolne réwnanie liniowe z dwiema zmiennymi jest rownaniem prostej?

. W jakiej postaci jest zrecznie zapisywac réwnanie prostej, ktéra nie jest pionowa?

. Czy dowolng prostg na ptaszczyznie mozna podac rownaniem postaci y = kx + p?

o U AW

. Zgodnie jakiego warunku réwnanie prostej ax + by = ¢ jest rtéwnaniem pionowej
prostej? Prostej nie pionowej?

CWICZENIA I

10.1.° Ktore z podanych réwnan sa rOwnaniami prostych:
1) 2x— 3y =5; 4) 2x = b; 7) Ox + 0y = 0;
2) 2x — 3y =0; 5) -3y = 5; 8) Ox + Oy = 5?
3) 2x* — 3y =5; 6) 2x + 0y = 0;
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10.2.° ZnajdZ wspolrzedne punktow przeciecia prostej 4x — 5y = 20 z
osiami wspoétrzednych. Czy podany punkt nalezy do tej prostej:
)A10;4);  2)B(6;1); 3) C(-1,55,2); 4) D (-1; 5)?

10.3.° Znajdz wspétrzedne punktéw przeciecia prostej 3x + 4y =12 z
osiami wspotrzednych. Ktéry z punktéow M (—2; 4) 1 K (8; —3) nalezy
do tej prostej?

10.4.° Uléz réwnanie prostej ktora przechodzi przez punkt A (6; —3) 1 jest
prostopadta do osi x. Jakie beda wspodlrzedne punktu przeciecia tej
prostej z osig x?

10.5.° Ul6z réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkt B (5; -8) 1
jest prostopadta do osi y. Jakie beda wspoétrzedne punktu przeciecia
tej prostej z osia, y?

10.6.° Utéz réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt C (—4; 9) 1jest
réwnolegla do: 1) osi odcietych; 2) osi rzednych.

10.7.° Ul6z réwnanie prostej, przechodzacej przez punkty:

1)A1;-3)1B(-2;-9); 3) E(4;-1)1F(9;-1);
2) C (3;5)1D (3;-10); 4) M (3; -3) 1 K (-6; 12).
10.8.° Uléz réwnanie prostej, przechodzacej przez punkty:
1) A (2;-5)1 B (-3; 10); 2) C(6;-1)1 D (24; 2).
10.9.° Podaj wspdélrzedne punktu przeciecia prostych:
Dy=3x—Tiy=5x+9; 2)2x—Ty=-1616x+ 11y =16.
10.10.° Podaj wspétrzedne punktu przeciecia prostych:
Dy=—4x+11y=2x-11; 2)3x+2y=101x— 8y =12.

10.11.° Punkty A (—6; 1), B (1; 2) 1 C (-5; —8) — wierzchotki w tréjkacie
ABC. Uléz réwnanie prostej, ktéra jest srodkowg AK tréjkata.

10.12.° Punkty A (-3;—-4), B (-2;2), C(1; 3) 1 D (3; —2) — wierzchotki
trapezu ABCD (BC|IAD). U6z réwnanie prostej, ktéra jest linig
$§rodkowa danego trapezu.

10.13.° Odciete $§rodkéw ramion trapezu sa jednakowe. Czy mozna
stwierdzié, ze podstawy trapezu sa prostopadle do osi odcietych?

10.14.° Oblicz obwdéd trojkata ograniczonego osiami wspdtrzednych 1
prosta 4x — 3y = 12,

10.15.° Oblicz pole trdojkata, ograniczonego osiami wspdtrzednych 1 prosta,
Ty — 2x = 28.

10.16.° Oblicz pole tréjkata, ograniczonego prostymi 3x + 2y =6 1

9 .
y= —Zx oraz osig rzednych.
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10.17.° Udowodnij, ze okrag (x — 5)% + (y — 5)? = 91 prosta x + y = 7 prze-
cinaja sie, oraz znajdz wspolrzedne punktu ich przeciecia.

10.18.° Udowodnij, ze prosta x + y = 5 jest styczna do okregu (x — 3)% +
+ (y + 2)? = 8, 1 znajdz wspodlrzedne punktu stycznosci.

10.19.° Udowodnij, ze okrag (x — 4)> + (y — 2)? =1 1 prosta 3x +y = 3 nie
maja wspélnych punktéw.

10.20.** Oblicz odlegloé¢ od poczatku wspétrzednych do prostej o réwna-
niu 5x — 2y = 10.

10.21.* Oblicz odleglo$é od poczatku wspélrzednych do prostej o réwna-
niu x ++y =-8.

10.22.** Oblicz dtugoéé cieciwy okregu (x + 1)? + (y — 2)? = 25, ktéra lezy
na prostej y = 3x.

10.23.* U6z réwnanie miejsca geometrycznego srodkow okregow, ktore
przechodza przez punkty A (1; 7)1 B (-3; 5).

10.24. U6z réwnanie miejsca geometrycznego srodkow okregow, ktore
przechodza przez punkty C (2; 3) 1 D (-5; —2).

10.25.* Wyznacz wspdlrzedne punkty, ktére sa na jednakowej odlegtoéci
od osi wspélrzednych i od punktu A (3; 6).

10.26. Wyznacz wspolrzedne punkty, ktére sa na jednakowej odlegtoséci
od osi wspétrzednych 1 od punktu B (—4; 2).

10.27.* Uléz réwnanie okregu, ktéry przechodzi przez punkt A (2; 0) i
B (4; 0) a $rodek jego lezy na prostej 2x + 3y = 18.

10.28." Uléz réwnanie miejsca geometrycznego Srodkéw okregdw,
promien ktorych jest rowny 5 1 odcinaja od osi odcietych cieciwe o
dtugoéci 6.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

10.29. Przekatne rownolegloboku sa réwne 62 cm i 8 cm, za$ kat
zawarly miedzy nimi wynosi 45°. Oblicz boki réwnolegtoboku.

10.30. Jeden bok tréjkata jest o 15 cm dituzszy od drugiego, a wysokosé,
opuszczona na trzeci bok, dzieli go na odcinki o dlugoéci 32 cm 1 7 cm.
Oblicz obwéd trojkata.

10.31. Srodek okregu opisanego na trapezie rownoramiennym lezy na
wiekszej podstawie. Oblicz promien okregu, jezeli przekatna trapezu
jest rowna 20 cm, a wysoko§¢ — 12 cm.



11. 11. Wspétczynnik katowy prostej 95

11. Wspoétczynnik katowy proste;j

Rozpatrzymy réwnanie y = kx. Ono
przedstawia nie pionowa prosta, ktoéra y
przechodzi przez poczatek ukladu wspot-
rzednych.

Przekonamy sie, ze proste y = kxorazy =
= kx + b, gdzie b # 0, sa rOwnolegte.

Punkty O (0; 0) 1 C (1; k) naleza do pro-
stej y = kx, za$ punkty A (0; b) 1B (1; k + b)
naleza do prostej y = kx + b (rys. 11.1). ﬂ 1
Lekko mozna przekonac sie (rozpatrz samo-
dzielnie), ze $érodki przekatnych AC1 OB w
czworokacie AOBC pokrywaja sie. A wiec,
czworokat OABC jest réwnolegtobokiem. Stad AB|| OC.

Wtedy, wyplywa nastepujacy wniosek:

A w¥

rYy

Rys. 11.1

Jezeli k,=k,i b, # b, to prostey=Fk,x+b,iy=Fk,x+ b, sq row-
nolegte (1).

Przypuéémy, ze prosta y = kx przecina jednostkowy pélokrag w punk-
cie M (xy; y,) (rys. 11.2). Kat AOM nazywa sie katem zawartym miedzy
dana prosta z dodatnim kierunkiem osi odcietych.

Jezeli prosta y = kx pokrywa sie z osig odcietych, wtedy kat zawarty
miedzy dana prosta i dodatnim kierunkiem osi odcietych jest réwny 0°.

YA yA
) \
(9\
M(xo; yo) AN %5
£y s
N o
-1 e 1 0 x
B 0 A x N
Rys. 11.2 Rys. 11.3

Jezeli prosta y = kx tworzy z dodatnim kierunkiem osi odcietych
kat o, to uwaza sie, ze prosta y = kx + b, ktéra jest rownolegta do pro-
stej y = kx, takze tworzy kat o z dodatnim kierunkiem osi odcietych.
(rys. 11.3).
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Rozpatrzymy prosta MO, réwnanie ktérej ma postaéy = kx (rys. 11.2).
Jezeli ZMOA=aq, to tga = SM% _ Y%  Pponiewaz punkt M (x,; v,) lezy
COS O xO

na prostej y = kx, to Yo _p. Stad & = tg a.
%o
Wtedy dla drugiej prostej y = kx + b mozemy zapisacé, ze

k=tga,

gdzie a —zawarty miedzy ta prosta i dodatnim kierunkiem osi odcietych.
Wtedy, wspélczynnik k nazywa sie wspolezynnikiem katowym tej
proste;j.

Gdy proste sa nie pionowe, to one tworza réwne katy z dodatnim kie-
runkiem osi odcietych. Wtedy tangensy tych katéw beda réwne, znaczy
wspoélezynniki katowe bedg réwne.

Zatem,

jezeliprostey =k,x + b, iy = k,x + b, sq rownolegle, to k, = k, (2).
Whnioski (1) 1 (2) mozna ztaczy¢, otrzymujac twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. Prostey=Fk,x+ b, iy = k,x + b, sq rowno-
legle, wtedy i dokladnie wtedy, gdy k, =k, i b, # b,.

Zadanie. Ul6z rownanie prostej, ktéra przechodzi przez punkt
A (—4; 3) 1 jest réwnolegta do prostej y = 0,5x — 4.

Rozwigzanie. Przypu$émy, ze rOwnanie szukanej prostej y = kx + p.
Poniewaz ta prosta oraz prosta y = 0,5x — 4 sa réwnolegle, to wspdtezyn-
niki katowe beda réwne, a wiec k = 0,5.

A wiec, szukane réwnanie ma postaé¢ y = 0,5x + p. Biorac pod
uwage, ze dana prosta przechodzi przez punkt A (—4; 3), otrzymamy:
0,5:(—4) +p=3.Stad p =5.

Postaé szukanej prostej bedzie y = 0,5x + 5.

OdpowiedZ:y=0,5x+5. «

p |

([
1. Objasnij, co nazywa sie katem zawartym miedzy prostg a dodatnim kierunkiem

osi odcietych.

2. Dlaczego uwaza sie, ze kat zawarty miedzy prosta réwnolegta do osi odcietych
i zdodatnim kierunkiem osi odcietych?

3. Podaj definicje wspdtczynnika katowego prostej?

4. Jaka jestzaleznos¢ miedzy wspotczynnikiem katowym prostej a katem zawartym
miedzy prosta i dodatnim kierunkiem prostej?
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5. Podaj dostateczny i konieczny warunek prostopadtosci dwoch nie pionowych
prostych na ptaszczyznie wspodtrzednych.

CWICZENIA I

11.1.° Ile wynosi wspotczynnik katowy prostej:
D)y=2x-17; 3)y=x+10; 5)y=4;
2) y =—3x; 4)y=5-x; 6) 3x — 2y = 4?

11.2.° Ktére proste: y =6x — 5, y = 0,6x + 1, y=§x+4, y=2— 6x
1y =600 + 0,6x sa réwnolegle?

11.3.° Jaka liczbe nalezy zamieni¢ gwiazdka, aby proste byty réwnolegte:
Dy=8x—141iy="x+2;
2)y=*x—11y=3-4x?

11.4.° Utéz réwnanie prostej przechodzace] przez poczatek uktadu wspél-

rzednych 1 rownoleglej do proste;j:
1) y=14x—11; 2) y=-1,15x + 2.

11.5.° Ul6z réwnanie prostej, przechodzacej przez punkt A (-3; 7) 1 ze
wspoélczynnikiem katowym réwnym:
1) 4; 2) -3; 3) 0.

11.6.° Uléz réwnanie prostej, przechodzace) przez punkt B (2; —5) 1 wspol-
czynnikiem katowym réwnym —0,5.

11.7.° Uléz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt M (-1;9) 1
réwnoleglej do proste;j:
1) y=-Tx+3; 2) 3x — 4y =-8.

11.8.° Ut6z ré6wnanie prostej przechodzacej przez punkt K (—%; 10) 1

réwnoleglej do proste;j:
1) y=9x — 16; 2) 6x+ 2y ="1.

11.9.° U6z rownanie prostej przechodzacej przez punkt A (2; 6) 1 two-
rzacej z dodatnig osia odcietych kat réwny:
1) 60°; 2) 120°.

11.10.° Ut6z réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt B (3; —2) 1
tworzy z dodatnim kierunkiem osi odcietych kat réwny:
1) 45°% 2) 135°.
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11.11.° Ul6z réwnanie prostej przedstawionej na rysunku 11.4.

v 177
/ .
3
30° - 30° _
- 0 x 0 > \E,\E
a b
Rys. 11.4

11.12.° Przekonaj sie, ze proste sa rownolegte:
1) 2x—-5y=915y—-2x=1; 3) Tx—2y=1217Tx— 3y =12;
2)8x+12y=1514x+6y=09; 4)3x+2y=316x+4y=6.

11.13. Udowodnij, ze proste o réwnaniach 7x—6y =31 6y —7x=06 sa
réwnolegte.

11.14. Uléz réwnanie prostej, ktéra jest rownolegla do prostej y = 4x + 2
1 przecina prosta y = —-8x + 9 w punkcie, ktory lezy na osi rzednych.

11.15.** Uldéz rownanie prostej, ktora jest rownolegta do prostej y = 3x + 4
1 przecina prostg y = —4x + 16 w punkcie, ktory lezy na osi odcietych.

11.16." Uléz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = —x + 3 1 prze-
chodzacej przez punkt A (1; 5).

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

11.17. W wypukltym czworokacie ABCD dwusieczne katéw A i B przeci-
najg sie w punkcie O (rys. 11.5). Udowodnij,
ze kat AOB jest r6wny potowie sumy katow

CiD. 4
11.18. Wysoko§¢ rombu opuszczona z kata roz- ‘

wartego dzieli jego bok na odcinki réwne 7em A4 <

1 18 cm, liczac od wierzchotka kata ostrego.

Oblicz przekatne rombu. C

B

11.19. W tréjkacie rownoramiennym s$rodkowe D
sq rowne 15 cm; 15 cm; 18 cm. Oblicz pole

tréjkata. Rys. 11.5
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SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

11.20. Jaka najmniejsza warto$¢ moze mie¢ promien kota, z ktérego
mozna wyciaé tréjkat o bokach rownych 2 cm, 3 cm, 4 cm?

"2l METODAWSPOLRZEDNYCH I

Czesto uzywamy stéw: prosta y = 2x — 1, parabola y = x?, okrag
x%+ y? =1, co oznacza, ze poréwnujemy figure z jej wykresem. Takie
traktowanie daje mozliwoé¢ zamieni¢ zadanie o poszukiwaniu wtasnosci
figury na zadanie o badaniu réwnania figury. Na tym polega metoda
wspoétrzednych.

Zilustrujemy ta wypowiedz na nastepujacym przykladzie.

Nawet wzrokowo widaé, ze prosta 1 okrag maja nie wiecej niz dwa
wspoélne punkty. Lecz nie mozna stwierdzié, ze ta wypowiedz jest aksjo-
matem, dlatego nalezy ja udowodnic.

To zadanie sprowadza sie do badania ilo$ci rozwiazan ukladu réwnan

ax+by=c,
(x-m)*+(y—-n)* = R?,
gdzie liczby a 1 b jednocze$nie nie sg rowne zerui R > 0.

Rozwiazujac ten uktad metodq podstawienia, otrzymamy réwnanie
kwadratowe, ktére moze mie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwigzanie lub
nie mie¢ zadnego rozwigzania. A wiec dla danego uktadu istnieje trzy
mozliwe przypadki:

1) ukltad ma dwa rozwiazania — prosta i okrag przecinajq sie w dwoch

punktach;

2) uktad ma jedno rozwigzanie — prosta jest styczna do okregu;

3) uklad nie ma rozwigzan — prosta 1 okrag nie maja wspélnych

punktow.

Zastosowujac jeden z tych przypadkéw bedziecie mogli rozwiazaé
zadanie 10.17-10.19.

Metoda wspétrzednych szczegdlnie jest skuteczna w tym przypadku,
gdy nalezy znalezé figure, wszystkie punkty ktérej sa przyporzadkowane
tej samej wlasnosci tzn. znalezienie GMP.

Na plaszczyznie wybierzemy dwa punkty A i B. Wiecie, ze bedzie
to figura odpowiadajaca miejscu geometrycznemu punktéw M takich,

. MA
ze —=1.
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YA

Jest to symetralna odcinka AB. Cie-
kawie jaka figure tworza wszystkie

M (x;
(% ) punkty M, dla ktérych J\Ml_g — , gdzie

[u—y
RY

. .. 1
k # 1. To zadanie rozwigzemy dla & = 5

Plaszczyzne, na ktorej sa wybra-
ne punkty A 1 B, ,przeksztatcimy”
w plaszczyzne wspéirzednych. A

Rys. 11.6 mianowicie, postapimy nastepujaco,

poczatek uktadu wspétrzednych po-

mieécimy w punkcie A, 1 za jednostkowy odcinek przyjmiemy odcinek

réowny AB, o$ odcietych obierzemy tak, aby punkt B miat wspétrzedne
(1; 0) (rys. 11.6).

Przypuéémy, ze punkt M (x; y) — dowolny punkt szukanej figury F.
Wtedy 2MA = MB; 4MA? = MB?. Stad
4 (@ +y%)=(x—-1)0+y%

3x?+ 2x+ 3y?=1;

2 1
2 2
Crx+yt ==
3 y 3
2 1 4
o x+=+y’=—;
9 9

1y, 4 .
(x+§) ey ®)

A wiec, jezeli punkt M (x; y) nalezy do figury F, wtedy jego wspdétrzed-
ne sa rozwigzaniem rownania (¥).

Przypus$émy, ze (x,; y,) —jest jednym z rozwiazan rownania (*). Wtedy
mozna stwierdzié, ze 4 (x,2 + y,2) = (x; — 1)® + y,2. A to oznacza, ze punkt
N (x;; y,) jest punktem, ze 4NA? = NB?. Wtedy 2NA = NB. A wiec, punkt
N nalezy do figury F.

Mozemy sadzié, ze rownaniem figury F'jest rownanie (*), a to oznacza,

. , . . . 2
ze figura F — to okrag o §rodku w punkcie O (—%; 0) 0 promieniu 3

Do | =

Rozwigzaliémy zadanie: dla szczegblnego przypadku, gdy k=

Mozna przekonac sie, ze okrag bedzie szukana figura dla dowolnej do-
datniej warto$ci k # 1. Koto to nazywa sie Kolem Apolin’a’.

! Apoloniusz z Pergi (ITII-II st. p.n.e) — matematyk i astronom z Sta-
rozytnej Grecji.
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i ﬁ; JAKIM SPOSOBEM ZBUDOWANO MOST
= MIEDZY GEOMETRIA | ALGEBRA

Uktadem wspétrzednych postugiwano sie juz bardzo dawno. W daw-
nych czasach uczeni, badajac zmiany na Ziemi, spostrzegali polozenie
gwiazd na niebie i za pomoca swoich badan wyniki spostrzezen zastoso-
wall do utozenia map 1 schematéw.

W II w. p.n.e. uczona Starozytnej Grecji Hipparch po raz pierwszy
zastosowat pojecie wspétrzednych do okreslenia rozmieszczenia obiektéw
na powierzchni Ziemai.

Tylko w XVI w. po raz pierwszy francuski matematyk Mikotaj Oresme
(okolo 323-362) zastosowal w matematyce idei Hipparcha: on podzielil
plaszczyzne na kwadraciki (takie, jakimi sg podzielone wasze kartki
zeszytu) 1 za ich pomoca pomoca okreslit potozenie punktow wedtug ich
szerokoséci 1 dlugoéci.

Lecz tylko mozliwo§¢ zastosowania tej idei wprowadzono w XVII w.
francuskimi matematykami Pierre de Fermatem, René Descartesem
(Kartezjuszem) w swoich pracach. W tych pracach oni pokazali w jaki
spos6b mozna zastosowaé uktad wspétrzednych do przyjécia od punktu
do liczb, od linii do réwnania, od geometrii do algebry.

Mimo to, ze P. Fermat opublikowat swoja prace o rok wezesniej od R.
Kartezjusza, uktad wspétrzednych, ktéry teraz uzywamy, nazwano karte-
zjanskim. R. Kartezjusz w swojej pracy ,,Rozmy§lenie o metodzie” zapro-
ponowal nowa zreczna literowa symbolike, ktora z pewnymi nie licznymi
zmianami, zastosowuje sie w terazniejszosci. Idac §ladami Kartezjusza
oznaczamy zmienne wielkoSci koncowymi literami alfabetu tacinskiego
x, y, 2, zaé wspolrzedne — poczatkowymi literami: a, b, ¢, .... Obecnie
stosowane oznaczenia poteg x2, y3, z° itd. réwniez wprowadzit Kartezjusz.

Pierre de Fermat René Descartes (Kartezjusz)
(1601-1665) (1596-1650)
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ZADANIE TESTOWE N 3 “SPRAWDZ SIEBIE”

1. Jakie wspotrzedne beda srodka odcinka AB, jezeli A (—6; 7), B (4; —9)?

A) (=55 8); 0) (=5, -1);
B) (-1;-1); D) (-1; 8).

2.Ile wynosi odlegtoéé miedzy punktami C (8; —11) 1 D (2; —3)?
A) 100; C) v296;
B) 10; D) J164.

3.Jakie sa wspotrzedne $rodka okregu (x — 5)? + (y + 9)? = 16?
A) (5;-9); C) (55 9);
B) (-5; 9); D) (-5; -9).

4.Dla jakiego z podanych okregéw Srodek lezy w poczatku wspdtrzed-
nych?
A x>+ (y-1)2%=1, C) x?+y?=1;
B)(x—-1)2?+y*=1; D)(x—12+(@y—-1)2=1.

5.0blicz promien okregu, $rednicg ktorego jest odcinek MK, gdy
M (14; 12) i K (~10; 2).
A) 26; C) 25;
B) 13; D) 5.

6.Jakie wspotrzedne bedzie mieé¢ punkt przeciecia prostej 5x — 3y = 15
z 0sig odcietych?
A) (0; -5); C) (0; 3);
B) (-5; 0); D) (3; 0).

7.Czworokat ABCD — réwnoleglobok. Sa podane trzy jego wierzcholki:
B (-2; 3), C (10;9), D (7; 0). Znajdz wspdlrzedne wierzchotka A.
A) (1; 6); 0 (-5; -6);
B) (19; -3); D) (6; 5).

8. Jakie wspolrzedne sa punktu lezacego na osi rzednych 1 znachodza-
cego sie na jednakowej odlegtoéci od punktéw A (—3; 4) 1 B (1; 8)?
A) (=5; 0); C) (5; 0);

B) (0; -5); D) (0; 5).

9.Podaj odcieta punktu, lezacego na prostej AB, rzedna ktérej roOwna
2, jezeli A (-7; 4), B (9; 12).
A) 8,5; 0O 4
B) -11; D) 2.
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10. Ile wynosi odlegtoé¢ punktu przeciecia prostychx —y=41x + 3y = 12
do punktu M (1; 7)?

A) 5; C) 52;
B) 50; D) 2+5.
11. Podaj r6wnanie prostej, przechodzacej przez punkt P (-1; 6) 1 réw-
noleglej do prostej y = 2x — 5?
A) y=6-bx; C) y = 5x — 6;
B)y=2x+8; D)y=2x-8.
12. Podaj dtugo$¢ promienia okregu, podanego rownaniem
X2+ y2+ 14y —12x + 78 = 0?
A) T 0) 14;
B) 7; D) J14.
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' GLOWNE W PARAGRAFIE 3 B
o

Odleglo$§é miedzy dwoma punktami
Odlegto$é miedzy punktami A (x;; y,) 1 B (x,; ¥,) mozna obliczy¢ wedlug
wzoru AB = \/(xg -x) + (W, -y,

Wspoélrzedne srodka odcinka

Wspédtrzedne (x,; v,) sa Srodkami odcinka o koncach (x;; y;) 1 (x5; y5)
mozna znalez¢ wedlug wzoréw:
x, +x, v+,
X, = ——— =
0 2 0 2
Roéwnanie figury

Réwnaniem figury F, podanej na ptaszczyznie xy nazywa sie rOwnanie

z dwiema zmiennymi x 1y posiadajace nastepujace wlasnosci:

1) jezeli punkt nalezy do plaszczyzny F, to jego wspélrzedne sg roz-
wiazaniem danego réwnania;

2) dowolne rozwigzanie (x; y) danego réwnania bedzie wspo6lrzednymi
punktu, ktory nalezy do figury F.

Rownanie okregu

Roéwnanie okregu o promieniu R i Srodkiem w punkcie A (a; b) ma
postaé (x — a)? + (y — b)? = R2.

Dowolne rownanie postaci (x — a)? + (y — b)? = R?, gdzie a, b1 R — do-
wolne liczby, przy czym R > 0, jest rOwnaniem okregu o promieniu R
1 §rodkiem w punkcie ze wspélrzednymi (a; b).

Roéwnanie prostej

Réwnanie prostej ma postaé ax + by = ¢, gdzie a, b 1 ¢ — dowolne liczby,
przy czym a i b jednoczeénie nie doréwnuja zeru.

Dowolne réwnanie postaci ax + by = ¢, gdzie a, b 1 ¢ — dowolne liczby,
oprécz ai b jednoczeénie nie doréwnuja zeru, jest rOwnaniem prostej.
Jezelib =01a # 0, to r6wnanie prostej ax + by = ¢ bedzie réwnaniem
prostej pionowej; jezeli b # 0, to rOwnanie bedzie réwnaniem proste]
nie pionoweyj.
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Wspolczynnik katowy prostej

Wspétezynnik & dla réwnania prostej y = kx + b nazywa sie katem
wspolrzednej prostej 1jest rowny tangensowi kata, zawartego miedzy
prosta 1 dodatnim kierunkiem osi odcietych.

Warunek konieczny i dostateczny rownoleglosci

nie pionowych prostych
Prostey =kx + b,1y = kox + b, sa rownolegly doktadnie wtedy 1 tylko
wtedy, gdy k, = ky1 b, # b,.



4
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Uczac sie materiatu tego paragrafu dowiecie sig, ze wektory zastosowuje
sie nie tylko w fizyce, ale i w geometrii.

Nauczycie sie dodawac i odejmowac wektory, mnozy¢ wektor przez
liczbe, znachodzi¢ kat miedzy dwoma wektorami, zastosowywac wias-
nosci wektoréw dla rozwigzywania zadan.

12. Pojecie wektora

ZapoznaliScie sie z wielkoSciami, ktore charakteryzuja sie liczbowymi
warto$ciami, a mianowicie: masa, pole, dtugosé, objetosé, czas, tempera-
tura 1 inne. Takie wielko$ci nazywaja sie skalarnymi wielko§ciami
lub skalarami.

7Z kursu fizyki znacie wielkoéci dla podania ktorych nie wystarczy
tylko ich liczbowa wartoéé. Na przyklad, jezeli na sprezyne dziata sita
5 H, to nie mozna zrozumie¢, czy sprezyna rozciaga sie, czy Sciaga sie
(rys. 12.1). A zatem, nalezy wiedzie¢ w jakim kierunku dziala sita.

Rys. 12.1

Wielkoéci, ktére charakteryzuja sie nie tylko swoimi wielko$ciami
liczbowymi ale 1 kierunkiem, nazywaja sie wielko§ciami wektorowymi
lub wektorem!.

Sita, przeksztalcenie, predko$é, przyspieszenie, waga — to przyktady
wielkosci wektorowej.

Wektory zastosowujaq sie takze w geometrii.

! Nazwa “wektor” po raz pierwszy pojawita sie¢ w 1815 r., ktory wprowadzit
irlandzki matematyk i1 astronom W. Hamilton.
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Rozpatrzymy odcinek AB. Jezeli przyjmiemy, ze punkt A bedzie po-
czatkiem odcinka, za$§ punkt B — jego konicem, to ten odcinek bedzie
charakteryzowat sie nie tylko dtugoécia ale i kierunkiem od punktu A
do punktu B.

Jezeli jest podano, ktory z punktéw jest poczatkiem odcinka, a ktory
punkt jest jego koncem, to taki odcinek nazywa sie odcinkiem skiero-
wanym lub wektorem.

Wektor o poczatku w punkcie A i koncem w punkcie B oznacza sie
nastepujaco: AB (czyta sie “wektor AB”).

Na rysunku wektor przedstawia sie odcinkiem ze strzatka u gory, ktéra
wskazuje jego koniec. Na rysunku 12.2 przedstawiono wektory AB, CD

1 MN

C a
VB —
D — c
/]'W ‘\b
A \N
Rys. 12.2 Rys. 12.3 Rys. 12.4

Dla oznaczenia wektoréw uzywa sie mate litery alfabetu tacinskiego
ze strzalka u géry. Na rysunku 12.3 przedstawiono wektory a, bic.

Wektor, w ktérym poczatek i koniec — to ten samy punkt nazywa sie
wektorem zerowym lub zero-wektor i oznacza sie 0. Jezeli poczatek
i koniec wektora zerowego — to punkt A, wtedy on oznacza sie jak: AA.
Na rysunku wektor zerowy przedstawia sie punktem.

Modulem wektora AB nazywa sie dtugoéé¢ odcinka AB. Modul wek-

tora AB oznacza sie nastepujaco: |A—B , za$ modul wektora a — naste-

pujaco: | a |
Modul wektora zerowego jest réwny zeru: | 0 | =0.
Definicja. Niezerowe wektory nazywaja sie kolinearny-
mi, jezeli leza na prostych réwnoleglych lub na jednej prostej.
Wektor zerowy uwaza sie kolinearnym do jakiegokolwiek wektora.
Na rysunku 12.4 sg przedstawione kolinearne wektory a, b 1 MN.
Oznaczenie kolinearnoéci wektoréw a i b zapisuje sie: al|b.
Niezerowe kolinearne wektory aib przedstawione na rysunku 12.5

sq wektory o tym samym kierunku. Takie wektory nazywaja sie zgodnie
skierowane i oznaczaja sie: a 7T b.
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i A A

Rys. 12.5 Rys. 12.6 Rys. 12.7 Rys. 12.8

Jezeli a||b iblc, toalc.

Analogiczng wlasnoéé posiadaja 1 wektory zgodnie skierowane, to
oznacza, ze jezeli @ T1b i b ™Mec,toa™ec (rys. 12.6).

Niezerowe wektory a ib przedstawione na rysunku 12.7 sa skiero-
wane w przeciwnych kierunkach. Ten przypadek zapisuje sie naste-
pujaco: aTlo.

Definicja. Niezerowe wektory nazywaja sie rownymi,
jezeli ich warto$ci bezwzgledne sg rowne i zwroty sa zgodnie
skierowane.

Wektory a i b przedstawione na rysunku 12.8 sa réwne. Wtedy
oznaczaja, ze: a=>b.

Réwnosé wektorow niezerowych aib potwierdza, z a TTb i
lal=[o].

Latwo udowodnié, ze gdy a =b 1 b=c, to a =c. Przekonaj sie w

tej prawdziwosci samodzielnie.
Czesto mowiac o wektorach nie konkretyzujemy, jaki punkt byt jego

poczatkiem. A wiec, na rysunku 12.9 przedstawiony wektor a oraz
wektory, ktére doréwnuja wektorowi a. Kazdy z ich réwniez przyjeto
nazywaé wektorem a.

Wektor a oraz punkt A sa przedstawione na rysunku 12.10. Jezeli

wykreslono wektor AB, réwny wektorowi a, touwaza sie, ze wektor a
odlozono od punktu A (rys. 12.10, b).

v 7

Rys. 12.9 Rys. 12.10
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Pokazemy, w jaki sposéb od punktu M mozna odlozyé¢ wektor réwny
danemu wektorowi a.

Jezeli wektor a zerowy, to szukany wektor bedzie wektorem
MM.

Rys. 12.11 Rys. 12.12

Teraz rozpatrzymy przypadek, kiedy a#0. Przypus$émy, ze punkt
M lezy na prostej, ktora zawiera wektor a (rys. 12.11). Na tej prostej
istnieja dwa punkty E i F takie, ze ME = MF = | a | Na wymienionym
rysunku wektor MF bedzie réwny wektorowi a. A wiec, jego nalezy
wybracé.

Jezeli punkt M nie lezy na prostej, ktora zawiera wektor a, wtedy
przez punkt M poprowadzimy prosta réwnoleglta dla niej (rys. 12.12).
Nastepna konstrukcja jest analogiczna poprzednie;j.

Z danego punktu mozna odtozyé doktadnie jeden wektor réwny da-
nemu.

Zadanie. W danym czworokacie ABCD wiadomo, ze AB=DC
1 | AC | = | BD | Okres$l rodzaj czworokata ABCD.

Rozwiqzanie. Wedlug warunku AB=DC wynika, ze AB||DC i
AB = DC. A wiec czworokat ABCD — to réwnolegltobok.

Réwnosé | AC | = | BD | oznacza, ze przekatne czworokata ABCD sa
rowne. Lecz réwnoleglobok o réwnych przekatnych jest prostokgtem. <

'l) |
¢ 1. Podaj przyktady skalarnych wielkosci.

2. Jakie wielkosci nazywajg sie wektorami?

3. Co w geometrii nazywa sie wektorami?

4. Ktore z podanych wielkosci sg wektorami: czas, waga, przyspieszenie, impuls,

masa, przemieszczenie, droga, pole, cisnienie?
5. Jaki odcinek nazywa sie wektorem skierowanym lub wektorem?
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. Jak oznacza sie wektor o poczatku w punkcie A i koicem w punkcie B?

. Jaki wektor nazywa si¢ zerowym?

. Co nazywa sie modutem wektora AB?

. lle wynosi modut wektora zerowego?

10. Jakie wektory nazywaja sie kolinearnymi?

11. Jak oznaczaja sie wektory o jednakowym zwrocie? o zwrocie przeciwnym?
12. Jakie wektory nazywaja sie rownymi?

O 0 N O

Ig;,'g\l\ ZADANIA PRAKTYCZNE I

12.1.° Wybierz trzy punkty A, B i C, ktore nie leza na jednej prostej.
Wykreél wektory AB, BA i CB.

12.2. Motoréwka z punktu A ptynie na péinoc na odlegtosé rowna 40 km
do punktu B, a zatem na zachdd na odlegto$¢ 60 km z punktu B do
punktu C. Wybierz podziatke 1 wykresl wektory, ktore przedstawiaja,
przejscie z punktu A do punktu B, z punktu B do punktu C, a zatem
z punktu A do punktu C.

12.3.° Wykresl tréjkat ABC. Wykre§l wektor zgodnie skierowany z wek-
torem CA, poczatek jakiego jest w punkcie B.
12.4.° Dany jest wektor a oraz punkt A (rys. 12.13) Od punktu A od6z

wektor, rowny wektorowi a.

A

a
|

Rys. 12.13 Rys. 12.14

12.5.° Wiadomy jest wektor bi punkt B (rys. 12.14). Od punktu B odlé6z
wektor o dlugosci rownej wektorowi b.

12.6.° Wybierz punkty A i B. Wykre$l wektor BC, réwny wektoro-
wi AB.

12.7.° Wykre§l wektor a i wybierz punkty M i N. Od tych punktéw

wykresl wektory rowne wektorowi a.
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12.8.° Wykreél tréjkat ABC 1 wybierz punkt M, ktory bedzie Srodkiem
BC. Od punktu M odt6z wektor rowny wektorowi AM, za$ od punk-

tu B — wektor réwny wektorowi AC. Udowodnij, ze konce wykreslo-
nych wektoréw, pokrywaja sie.
12.9.° Wykreél trojkat ABC. Od punktéw B i C odtéz wektory, odpowied-

nio réwne wektorom AC i AB. Udowodnij, ze konce wykreslonych
wektorow pokrywaja, sie.

CWICZENIA I

12.10.° Wskaz rowne wektory, poczatki 1 konce ktérych sa wierzchotkami
kwadratu ABCD.

12.11.° W rombie ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie O. Wskaz
réwne wektory, poczatki i konce ktorych leza w punktach A, B, C,
DiO.

12.12.° Ktoére z wektoréw, podanych na rysunku 12.15:
1) sa réwne;
2) zgodnie skierowane;
3) o przeciwnych kierunkach;
4) kolinearne?

2;/ gl
7 b d
B A
[ > D m -
> 142
d |
A 7
. B
e 4
Rys. 12.15

12.13.° Punkty M1 N — to érodki odpowiednich bokéw AB i CD w row-
nolegloboku ABCD. Wskaz wektory, poczatki i konce ktorych leza w
punktach A, B, C, D, M i N:

1) ktére rowne wektorowi AM;
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2) ktére kolinearne z wektorem CD;
3) o zwrotach przeciwnych do wektora NC;
4) zgodnie skierowanymi z wektorem BC.
12.14.° Przypuéémy, ze punkt O — punkt przeciecia przekatnych w
réwnolegtoboku ABCD. Wskaz wektory, konce i poczatki ktorych w
punktach A, B, C, D1 O:
1) sq rowne;
2) zgodnie skierowane;
3) o przeciwnych kierunkach.

12.15.° Punkty M, N i P — érodki odpowiednich bokéw AB, BC i CA
w trojkacie ABC. Wskaz wektory, poczatki 1 konce ktérych leza w
punktach A, B, C, M, N1i Pibeda;
1) réwne wektorowi MN;
2) kolinearne z wektorem AB;
3) przeciwne z kierunkiem z wektorem MP;
4) zgodnie skierowanymi z wektorem CA.

12.16.° Czy wypowiedzi sa prawdziwe:

Dijezelim=n, to |m |=|n|;  3)jezeli m #n, to |m |#|n |2
2)jezeli m =n, to m || n;

O=w 12.17.° Udowodnij, ze gdy ABCD — réwnoleglobok, to AB = DC.

12.18.° Okre§l rodzaj czworokata ABCD, jezeli AB I DC i BC I DA.

12.19.° Okresl rodzaj czworokata ABCD, jezeli wektory BC i AD koli-
nearne 1 |§6|¢|E|

12.20.° Oblicz moduly wektoréw a i b (rys. 12.16), jezeli bok kratki jest
réwny 0,5 cm.

12.21.° W prostokacie ABCD wiadomo, ze AB =

=6 cm, BC=8cm, O — punkt przeciecia prze- -

katnych. Oblicz moduly wektoréw CA, BO \\‘a\

i OC. —
12.22.° W prostokacie ABCD przekatne przecinaja —

sie w punkcie O. Wiadomo, ze |E|=5 cm,
|E |=6,5 cm. Oblicz moduty wektoréw BD i Rys. 12.16
AD.
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12.23.° Wiadomo, ze AB = DC. Czy mozna stwierdzié, ze punkty A, B,
C1 D sg wierzchotkami réwnolegloboku?

12.24.° Wiadomo, ze AB = DC. Jakie jeszcze wektory beda rowne ktore
wychodza z punktow A, B, C1 D?

12.25.° W danym czworokacie ABCD wiadomo, ze AB=DC i| AB | = | BC |
Okre$l rodzaj czworokata ABCD.

12.26.° W danym czworokacie ABCD, wiadomo, ze wektory AB i CD
sq kolinearne oraz | AC | =| BD | Okresl rodzaj czworokata ABCD.

12.27.° Co mozna powiedzie¢ o wektorze AB, jezeli AB= BA?

12.28.° W trdjkacie prostokatnym ABC punkt M — érodek przeciwpro-
stokatnej AB i ZB = 30°. Oblicz moduly wektoréw AB i MC, jezeli
AC=2cm.

12.29.° W trojkacie prostokatnym ABC (£C =90°) srodkowa CM jest
réwna 6 cm. Oblicz moduly wektoréow AB i AC, jezeli ZA = 30°.

12.30.° Wiadomo, ze wektory b i ¢ nie jest kolinearne. Wektor a jest

kolinearny do wektorow bioc. Udowodnij, ze wektor a jest wek-
torem zerowym.

12.31." Wiadomo, ze wektory AB i AC sa kolinearne. Udowodnij, ze
punkty A, B1i C leza na jednej prostej. Czy wypowiedz jest prawdzi-
wa: jezeli punkty A, B i C leza na jednej prostej, to wektory AB i
AC sa kolinearne?

O—w 12.32.° Dla czterech punktéw A, B, C'i D wiadomo, ze AB=CD.
Udowodnij, ze érodki odcinkéw AD i BC pokrywaja sie. Udowodnij
nastepujaca wypowiedz: jezeli §rodki odcinkéw AD i BC pokrywaja
sie, to AB=CD.

12.33.° Wiadomo, ze MO = ON. Udowodnij, ze punkt O — érodek odcin-
ka MN. Udowodnij odwrotne twierdzenie: jezeli punkt O — érodek
odcinka MN, to MO =ON.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

12.34. Jeden z katéw rownolegtoboku jest réwny potowie sumy trzech
pozostatych katéw. Oblicz katy réwnolegltoboku.
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12.35. Obwdd jednego z dwdch podobnych tréjkatow jest o 8 cm dtuzszy
od obwodu drugiego tréjkata. Oblicz obwody tych tréjkatéow, jezeli

, . ., . , 1
wspolezynnik podobienstwa jest réwny 3

12.36. Na bokach BC i AD w rombie ABCD obrano odpowiednio punkty
M1 K tak, ze BM : MC =KD : AK=1: 2. Oblicz odcinek MK, jezeli
AB=a, ZABC = 60°.

13. Wspotrzedne wektora

Na ptaszczyznie wspélrzednych rozpatrzymy wektor a. Od poczatku
wspolrzednych odlozymy réwny jemu wektor OA (rys. 13.1). Wspo6l-

rzednymi wektora a nazywaja sie wspélrzedne punktu A. Zapis

a (x;y) oznacza, ze wektor a ma wspolrzedne (x; y).

2 \ YA
AI _______ y Y b
| 7B
: > e
x 0 x a/ 0 2 X
c
Py
Rys. 13.1 Rys. 13.2

Liczby x 1y odpowiednie nazywaja, sie pierwsza i drugg wspélrzed-
na wektora a.

7Z definicji wynika, ze réwne wektory majq odpowiednio réwne
wspétrzedne. Na przyktad, wspétrzednymi kazdego z réwnych wektoréw
a,bic (rys. 13.2) beda wspélrzedne (2; 1).

Prawdziwe 1 odwrotne twierdzenie: jeZeli odpowiednie wspotrzed-
ne wektoréw sq réwne, to rowne sq i same wektory.

Latwo przekonac sie, ze jezeli odtozy¢ te wektory od poczatku wspél-
rzednych, to konce tych wektoréow pokryja sie.

Zatem, wektor zerowy ma wspotrzedne (0; 0).

Twierdzenie 13.1.Jezeli punkty A (x,;y,) iB (x,;y,) odpowied-
nio sq poczqtkiem i korncem wektora a, to liczby Xy— X, LY,— Y, SQ

odpowiednio rowne pierwszej i drugiej wspotrzednej wektora a.
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Dowéd. © Przypuéémy, ze wektor a, jest réowny wektorowi AB, i
ma wspotrzedne (a;; a,). Udowodnimy, ze a, = x5, — X;, Gy = Y5 — Y.

Jezeli a = 6, to udowodnienie jest widoczne.

Przyjmiemy, ze a # 0. Od poczatku wspélrzednych odtozymy wektor
OM, ktéry jest réwny wektorowi AB. Wtedy, wspélrzedne punktu M
beda réwne (a;; a,).

Poniewaz AB = OM, to korzystajac z wyniku zadania 12.32, mozemy
zrobié¢ wniosek, ze $rodki odcinkéw OB 1 AM pokrywaja sie. Wsp6trzed-

s 1 . . . , 0 0 .
ne $rodkéw odcinkéw OB 1 AM odpowiednio sa réwne (%, %) 1

(xl +al; I3 +a2)' Wtedy 0+x, _x%5ta ’ 0+y, - _hta _Te réwnoéci
2 2 2 2
spelniaja sie 1 wtedy, gdy punkt O pokrywa sie z punktem B; lub punkt
A pokrywa sie z punktem M.
Stad @, =x, — %y, Ay =y, —y,. 4
Ze wzoru na odleglo$¢ miedzy dwoma punktami wynika, ze gdy wek-
tor a ma wspbélrzedne (a,; a,), to

— | _ 2 2
|a|—\/al+ﬂt2

Zadanie. Znajac wierzchotki A (3; —2), B (—4; 1), C (-2; -3) w réw-
nolegloboku ABCD, znajdz wspélrzedne punktu D.
Rozwiqgzanie. Poniewaz ABCD — to réwnoleglobok, wtedy

AB = DC. A wiec, wspélrzedne tych wektoréw sg réwne.

Przyjmiemy, ze wspoh"zegdne punktu D sa réwne (x; y). Dla znalezie-
nia wspolrzednych wektoréw AB i DC zastosujemy twierdzenie 13.1.
Otrzymamy:

AB(-4-3;1-(-2)) = AB(-T;3); DC (-2-x;—3—y). Stad

-T=-2-x, |x=5,
3=-3-y; |y=-6.
OdpowiedZ: D (5;-6). <
‘p -
{

. Objasnij, co nazywamy wspotrzednymi danego wektora.

. Co mozna powiedzie¢ o wsp6trzednych réwnych wektorow?

. Co mozna powiedzie¢ o wektorach, ktére maja odpowiednie wektory réwne?

. W jaki sposob okresli¢ wspoétrzedne wektora, znajac jego wspotrzedne poczatku
i konca?

5. Jak okresli¢ modut wektora znajac jego wspétrzedne?

A WN=
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@: ZADANIA PRAKTYCZNE I

13.1.° Korzystajac cyrklem i linijka narysuj punkt, wspéirzedne ktérego
sg rowne wspélrzednym wektora a (rys. 13.3).

YA 17y \
A
a a b 7
1
0] x i Pk
Rys. 13.3 Rys. 13.4

13.2.° Od poczatku wspélrzednych odléz wektory a (=3; 2), b (0; —2) 1
(4 0).

13.3.° Od punktu M (-1; 2) odléz wektory a (1;-3), b(-2;0)
ic(0;-1).

@ CWICZENIA I

13.4.° Podaj wspélrzedne wektoréw przedstawionych na rysunku 13.4.

13.5.° Oblicz wspélrzedne wektora AB, jezeli:
1) A(2;3), B(-1; 4); 3) A (0; 0), B (-2; -8);
2) A (3; 0), B (0; -3); 4) A (m; n), B (p, k).

13.6.° Znajac punkt A (1; 3) 1 wektor E(—Z; 1). Oblicz wspétrzedne
punktu B takiego, ze BA=a.

13.7.° Dane punkty A (3; —7), B (4; —5) 1 C (5; 8). Oblicz wspotrzedne
punktu D takiego, ze AB=CD.

13.8.° Od punktu A (4; —3) odtozono wektor m (-1; 8). Oblicz wspélrzed-
ne konca wektora.
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13.9.° Wiadome sg punkty A (3; —4), B (-2; 7), C (—4; 16) 1 D (1; 5). Udo-
wodnij, ze CB = DA.

13.10.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach
A (1;-5), B(2;3), C(=3; 1) 1D (—4; —7) jest rownolegtobokiem.

13.11.° Poéréd wymienionych wektoréw a (3; —4), b (-4; 2), c (3; J11 ),

g(—Z; —4), e (—1; -2 \/E) if (—4; 5) wybierz takie, ktore maja réow-
ne modutly.

13.12.° Wiadome sa punkty A (1; —4), B(-2;5), C(1+a; -4+b) 1
D (-2 + a; 5 + b). Udowodnij, ze | AC|=|BD|.

13.13.° Podaj wszystkie wartosci x, dla ktérych modut wektora a (x; —8)
jest réwny 10.

13.14.° Przy jakich wartosci y modul wektora b (12; y) jest réwny 13?

13.15.° W trojkacie ABC o wierzchotkach A (3;-5), B(2;-3)1 C (-1;7)
odcinek BM jest jego Srodkowa. Oblicz wspodtrzedne 1 modut wektora
BM.

13.16.* Punkt F'dzieli bok BC w prostokata ABCD w stosunku 1 : 2, llczac
od wierzcholka B (rys. 13.5). Oblicz wspoétrzedne wektorow AF i FD.

N \
A
3 5 "M E | ¢
0 C _D X 6 U T
F
_4 _________ D=
(0] 8 x
B A
Rys. 13.5 Rys. 13.6

13.17.© W prostokacie ABCD punkt E — érodek boku AC (rys. 13.6).
Oblicz wspélrzedne wektorow DE i EO.

13.18.* Modut wektora a jest réwny 10, ktérego pierwsza wspélrzedna
jest o 2 wieksza od drugiej. Oblicz wspdtrzedne wektora a.
13.19.: Modut wektora ¢ jest rowny 2, a jego wspélrzedne sa réwne.

Oblicz wspélrzedne wektora c.
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13.20. Punkty A (2; 5) 1 B (7; 5) — sa wierzcholkami w prostokacie
ABCD. Modut wektora BD jest réwny 13. Podaj wspélrzedne punk-
tuCiD.

13.21. Punkty A (1; 2) 1 D (1; —6) — sa wierzcholkami w prostokacie

ABCD. Modut wektora AC jest rowny 17. Podaj wspotrzedne wierz-
chotkéw B1i C.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

13.22. Dwa trdjkaty réwnoramienny ADB i CBD B C
(AB = BD = CD) maja wspolne ramie (rys. 13.7).
Okre$l rodzaj czworokata ABCD.

13.23. Obwdd trojkata jest rowny 48 cm, a dwusieczna A
dzieli bok tréojkata na odcinki o dlugosci 5 cm i 15
cm. Oblicz boki trojkata.

13.24. Ramie trapezu réwnoramiennego opisanego
na okregu jest réwne a, za$ jeden z katéw — 60°.
Oblicz pole trapezu.

Rys. 13.7

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

13.25. Czy mozna z kwadratu o boku réwnym 10 cm wyciaé kilka kot,
suma $rednia ktérych bedzie wieksza od 5 m?

14. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Jezeli ciato przenie$é z punktu A do punktu B, a zatem z punktu B
do punktu C, to suma tych przemieszczen
uwaza sie jako wektor AC, ktéry réwny B
sumie wektoréw AB i BC, wtedy
AB+ BC = AC (rys. 14.1). A

Przyklad ten wskazuje w jaki sposéb
podaé pojecie sumy wektorow aib, C
czyli, jak dodawaé¢ dwa dane wektory
aib. Rys. 14.1
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Z dowolnego punktu A odtozymy wektor AB, réwny wektorowi a.
Zatem od punktu B odtozymy wektor BC, rowny wektorowi b. Wektor
AC nazywa sie sumg wektorow a i b (rys. 14.2) i zapisuje sie tak:
a+b=AC.

Podany wyzej algorytm dodawania dwoch wektoréw nazywa sie
metoda trojkata.

Nazwa ta pochodzi od tego, ze gdy niekolinearne wektory aib to
punkty A, B1i C sa wierzchotkami tréjkata (rys. 14.2).

Za pomoca, metody tréjkata mozna dodawac i kolinearne wektory.
Wektor AC przedstawmny na rysunku 14.3 jest rowny sumie kolinear-
nych wektoréw a 1 b.

a A a b a b
—_—>— — —>
A C B A B C
*— >
c /)= $ —
B a b
Rys. 14.2 Rys. 14.3

A WIQC dla dowolnych trzech punktow A, Bi C spelnia sie row-
no$é AB+ BC = AC, ktéra wyraza dodawanie wektoréow metoda troj-
kata.

Twierdzenie 14.1. Jezeli wspotrzedne wektoréw a i b sq
odpowiednio réwne (a; a,) i (b;; b,), to wspétrzedne wektora a +b
sq rowne (a,+ b;; a,+ b,).

Dowod © Przypuscmy, ze punkty A (xl, 1), B (s ¥5) 1 C (x3; v5) sa
takie, ze @ = AB i b = BC. Mamy: a +b=AC. Udowodnimy, ze wspél-
rzedne wektora AC sa réwne (a, + by; a; + bz)

Obliczymy wspétrzedne wektoréow a, biAC: a (%, — %5 Yy — Uy)s
b (x;—x,5 Yy —Y,), AC(x;— x5 Y3 —Yy)-

Mamy:

E+5—A—C(x3—x1; yg—yl):A—C(x3 — Xyt Xy — X3 Y3 — Yy T Yy —Yy)-

Biorac pOd uwage, z 7€ Xy — X1 = Ay, X3 — X3 = by, Yo — Y1 = Ay, Y3 — Y2 = by,
otrzymamy: a+b=AC (a, +b;a,+0b,). 4
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Uwaga. Opisujac metode trojkata dla obliczenia sumy wektoréw
a ib, odkladaliémy wektor a od dowolnego punktu. Jezeli punkt A

zamieni¢ punktem A, to wektor AC, ktéry rowny sumie wektoréw ai

b, zamieni sie pewnym wektorem A,C,. Z twierdzenia 14.1 wynika, ze

wspolrzedne wektoréw AC i A10 beda rowne (a1 +by; a, + by), a wiec,
AC = A C,. To oznacza, ze suma wektoréw a ib nie zalezy od wyboru

punktu, od ktérego odlozono wektor a.

Witasnosci dodawania wektoréw sa analogiczne z wlasnosciami do-
dawania liczb.

Dla dowolnych wektoréw a, b i ¢ spelniajq sie réwnosci:

1) a+0=a;

2) @ +b =b +a — wlasnoéé przemiennoéci;

3) (E +b ) +c=a+ (5 + E) — wlasno$é tacznosdci.

Dla udowodnienia tych wtasnosci wystarczy poréwnaé odpowiednie
wspolrzedne wektorow zapisanych w lewej 1 prawej stronach réwnosci.
Udowodnij samodzielnie.

Sume trzech 1 wiecej wektorow mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
na poczatku dodaje sie pierwszy 1 drugi wektor, a zatem do otrzymanego
wektora dodaje sie trzeci wektor itd. Na przyktad a +b +¢ = (E +b ) +c.

Zgodnie z wlasnosScig przemiennosci itacznosci dodawania wektorow
wynika, ze przy dodawaniu wiekszej iloSci wektoréw mozna zamieniaé
miejscami sktadniki oraz taczy¢ w nawiasy w jakikolwiek sposob.

W fizyce czesto dodaje sie wektory, ktore sa odtozone z jednego punk-
tu. Tak, jezeli do ciata przylozyé sity F, i F, (rys. 14.4), to réwnowazna
tych sit jest réwna sumie F, + F,.

Aby znalez¢é sume dwoch niekolinearnych wektoréw, odtozonych od
jednego punktu zrecznie zastosowaé metode rownolegloboku dla
dodawania wektorow.

Przypuéémy, ze nalezy znalezé sume niekolinearnych wektoréw AB
i AD (rys. 14.5). Odlozymy wektor BC, réwny wektorowi AD. Wtedy

Rys. 14.4 Rys. 14.5
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AB+ AD = AB+ BC = AC. Poniewaz wektory BC i AD sa réwne, to
czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem o przekatnej AC.

Wymienione wyzej wypowiedzi pozwalaja sformulowaé metode row-
nolegloboku dodawania niekolinearnych wektoréw a i b.

Od dowolnego punktu A odtozymy wektor AB, réwny wektorowi a,
i wektor AD, rowny wektorowi b. Nastepnie wykreslimy réwnolegtobok
ABCD (rys. 14.6). Wtedy szukana suma a+b Jjest rowna wektorowi AC.

Definicja. Réznica wektorow a i b nazywa sie taki wek-
tor ¢ , suma ktorego z wektorem b jest rowna wektorowi a.

Wtedy: c=a-b.

Pokazemy, w jaki spos6b mozna skonstruowacé wektor, réwny rézni-
cy danych wektoréw a i b.

0Od dowolnego punktu O odlozymy wektory OA i OB, odpowiednio
réwne wektorom a i b (rys. 14.7). Wtedy wektor BA jest réwny réz-
nicy a —b. Innymi stowy, OB+ BA = OA. A wiec, wedtug definicji r6z-
nicy dwéch wektorow otrzymamy, ze OA - OB = BA, czyli a-b=BA.

— = e
_ b — b
a a
B C A
AEAD 0&3
Rys. 14.6 Rys. 14.7

Wektory OA i OB przedstawione na rysunku 14.7 sa niekolinearne.
A zatem, podany wyzej algorytm mozna zastosowac 1 dla znalezienia

réznicy kolinearnych wektoréw. Na rysunku 14.8 wektor BA jest réw-
ny réznicy kolinearnych wektoréw a 1 b.

a b a b
—_— «— i
B [0) A O B A
L - - 3 ——3p

a b

Rys. 14.8
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A WIQC dla dowolnych trzech punktéow O, A i B spelnia sie row-
no$é OA — OB = BA, ktéra wyraza regule znalezienia r6znicy dwoch
wektorow, odtozonych z jednego punktu.

Twierdzenie 14.2. Jezeli wspotrzedne wektoréw a i b od-
powiednio sa rowne (a,; a,) i (b,; b,), to wspétrzedne wektora a —b
sq rowne (a, — b;; a,— b,).

Dane twierdzenie udowodnij samodzielnie.
Z twierdzenia 14.2 wynika, ze dla dowolnych wektoréw aib

istnieje doktadnie jeden wektor ¢ taki,ze a —-b =c.

Definicja.Dwa niezerowe wektory nazywaja sie przeciw-
nymi, jezeli majg rowne moduly, lecz przeciwne zwroty.

Jezeli wektory aib sa przeciwnymi, wtedy uwaza sie, ze wektor
a jest przeciwny do wektora b, za$ wektor b jest przeciwny do wek-

tora a.

Wektor, przeciwny do wektora zerowego uwaza sie wektorem ze-
rowym.

Zapis pojecia, ze wektor przeciwny do wektora a, bedzie nastepuja-

cy: —
7 definicji wynika, ze wektor AB jest przeciwny do wektora BA.
Wtedy, dla dowolnych punktow A i B spetnia sie rownosé AB =-BA.
Z metody trojkata wynika, ze
4 +(-a)=0.
A z tej rownoéci wynika, ze gdy wspotrzedne wektora a sa (a; ay),
wtedy wspélrzedne wektora -a beda (—a,; —a,).

Twierdzenie 14.3. Dla dowolnych wektoréw a i b spelia
sie ro6wnoéé a —b =a + (—5).

T b Dla udowodnienia wystarczy poréwnaé odpo-
— wiedne wspélrzedne wektoréw, podane w lewej 1
prawej czesci rownosci. Udowodnij samodzielnie.

Twierdzenie 14.3 umozliwia sprowadzi¢ odej-
mowanie wektoréw do ich dodawania: aby od

wektora a odjaé wektor b, nalezy do wektora a
dodaé wektor —b (rys. 14.9).
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Zadanie. W réwnolegtoboku ABCD przekatne przecinaja sie w
punkc1e O (rys. 14.10). Wyraz wektory AB, AD i CB przez wektory
CO=a i BO=b.

Rozwiqzanie. Poniewaz punkt O -

Jest srodklem odcinkéw AC i BD, to OA = c
=CO=di0D=BO=b. V
Otrzymamy ‘.
AB=AO+OB=-0A-BO=-a -b;
AD=0D-0A=b - a;
CB=-AD=a -b. < Rys. 14.10
D —

. Opisz metode tréjkata dla obliczenia sumy wektoréw.

. Ktéra réwnos¢ spetnia metode tréjkata dla obliczenia sumy wektoréw?

. Jakie beda wspétrzedne wektora, ktéry réwny sumie dwéch danych wektorow?
. Podaj rownosci, ktére wyrazaja wtasnosci dodawania wektoréw.

. Opisz metode rownolegtoboku dla obliczenia sumy dwdch wektoréw.

. Jaki wektor nazywa sie réznica wektoréw?

NO U h WN =

. Jaka rownos¢ wyraza regute znalezienia réznicy dwoéch wektoréw odtozonych
od jednego punktu?
8. Jakie beda wspotrzedne wektora, ktéry jest réwny réznicy dwdch danych wek-
torow?
9. Jakie wektory nazywaja sie przeciwnymi?
10. W jaki sposéb oznacza sie wektor, ktéry jest przeciwny do wektora a?

11. W jaki sposdb odejmowanie wektoréw mozna sprowadzi¢ do dodawania wek-
torow?

IIE,'G\L ZADANIA PRAKTYCZNE

14.1.° Korzystajac z metody trojkata, wykresl sume wektorow aib,
przedstawionych na rysunku 14.11.

14. 2 ° Korzysta] ac z metody rownolegltoboku skonstruuj sume wektorow
aib, przedstawmnych na rysunku 14.11, a—d.

14.3.° Dla wektoréw a i b, przedstawionych na rysunku 14.11, wyko-
naj konstrukcje wektora a —b.
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a F 6- b
5 @ \

|| Sal!
 J QU
SJ

a b c
a a -
5 5 L
/V \
e f g
Rys. 14.11
14.4.° Wykreél tréjkat ABC. Odléz od punktu A wektor przeciwny do
wektora:
1) AB; 9) C4; 3) BC.

14.5.° Wykreél réwnolegtobok ABCD. Zbuduj wektory BC + BA,
BC+DC, BC+CA, BC+AD, AC+ DB.

14.6.° Wykreél tréjkat MNP. Zbuduj wektory MP+ PN, MN + PN,
MN + MP.

14.7.° Wykreél réwnolegtobok ABCD. Zbuduj wektory BA - BC,
BA-DA, BA-AD, AC- DB.

14.8.° Wykre$] tréjkat ABC. Zbuduj wektory AC—CB, CA-CB,
BC - CA.

14.9.° Wybierz cztery punkty M, N, Pi Q. Zbuduj wektor MN + NP+ PQ.

14.10.° Dla wektoréw a, b i c, przedstawionych na rysunku 14.12,
wykresl wektor:

Da+b+c; 2 a+b-c; 3) —a +b +c.
£
. /e
f—b’/ b \H
C
a/ a
/
a b

Rys. 14.12
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14.11.° Od jednego punktu odi6z trzy wektory, o réwnych modutach w
taki sposoéb, ze suma dwdéch z nich jest réwna trzeciemu wektorowi.

14.12.° Od danego punktu od16z trzy wektory
oréwnych modutach w taki sposéb, aby ich
suma byla réwna wektorowi zerowemu.

14.13.° Dla punktéw A, B, C 1 D, przedsta- o C
wionych na rysunku 14.13 wykresl taki

wektor x, aby AB+CB+CD+x =0.

14.14.° Wykreél tréjkat ABC. Dobierz taki °D
punkt X, aby

1) AX = BX + XC; Rys. 14.13
2) BX = XC - XA.

—
W CWICZENIA I

14.15.° Dany jest tréjkat ABC. Wyraz wektor BC przez wektory:
1) CA i AB; 2) AB1i AC.

14.16.° Dany jest réwnoleglobok ABCD. Wyraz wektory AB, BC i DA
przez wektory CA=d iCD=c.

14.17.° Dany jest rownolegtobok ABCD. Wyraz wektory AC, BD i BC
przez wektory BA=a i DA=b.

14.18.° Dany jest réwnolegtobok ABCD. Wyraz wektory BC, DC i DA
przez wektory AB=a i BD=b.

14.19.° Udowodnij, ze dla dowolnych punktéw A, B, C'1 D spelnia sie
réwnosé:
1) AB+BC = AD + DC; 3) AC+CB-AD = DB.
2) CA-CB=DA-DB

14.20.° Udowodnij, ze dla dowolnych punktéw A, B, C i D spelnia sie
réwnosé:
1) BA+AC = BD + DC; 3) BA-BD+ AC = DC.
2) AB-AD=CB-CD;

14.21.° W tréojkacie ABC srodkami bokéw BA 1 BC odpowiednio sq punk-
ty M1 N. Wyraz wektory AM, NC, MN i NB przez wektory
BM=m iBN-=n.
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14.22.° W rownolegloboku ABCD przekaj:ne przecinaja sie w punkcie O.
Udowodnij, ze OA+OB+0C+0D=0.
14.23.° Dany Jest czworokat ABCD i pewny punkt O. Wiadomo, ze

AO + OB = DO +OC. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest réwnole-
globokiem.

14.24.° Dany jest czworokat ABCD i pewny punkt O. Wiadomo, ze
OA-0D=0B-0C. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest rownole-
globokiem.

14.25.° Dane sa wektory a 4; -5) 1 b ( 1; 7). Oblicz:

1) wspolrzedne wektorow a+bia-b;

14.26.° Dane sa punktyA (1; 3) B (4 5) C (-2;-1)1 D (3; 0). Oblicz:
1) wspélrzedne wektorow AB+CD i AB-CD;

2) | AB+CD| i | AB-CD|.

14.27.° Suma wektoréw ;(5; -3) 1 g(x; 4) doréwnuje wektorowi
c (2 y). Oblicz x1y.

14.28.° Suma wektoréw a (x; -1) i b (2 y) doréwnuje wektorowi
c (-3 4). Oblicz x1y.

14.29.° Dany jest wektor MN (3; —5). Oblicz wspoélrzedne wektora NM.

14.30.° Ramie tréjkata rownoramiennego ABC jest rowne 3 cm. Oblicz
| 4B+ BC).

14.31.° W rownoramiennym tréjkacie prostokatnym ABC (£C = 90°)
przyprostokatna jest réwna 4 cm. Oblicz | AC+CB |

14.32.° Dane sa punkty N (3;—5)1 F (4; 1). Oblicz | ON -
gdzie O — dowolny punkt.

14.33.° Ptywaczka z predkos$cig J3 mis przeptywa rzeke prostopadle do
réwnoleglych brzegéw. Predkos$é pradu rzeki jest réwna 1 m/s. Pod
jakim katem do kierunku prostopadtego do brzegéw przemieszcza sie
plywaczka?

O—w 14.34. Udowodnij, ze dla dowolnych n punktéw A,, A,, ..., A,
spelnia sie rownoécé

AA,+AA+AA+...+A A =AA,.

14.35.° Udowodnij, ze dla dowolnych punktéw A, B, C, D1 E spelnia sie

réwnosé

AB+BC+CD+DE+EA=0.
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14.36. Wyraz wektor AB przez wektory a, b, ¢
id (rys. 14.14). a

14.37.° W réwnolegtoboku ABCD punkty M, N1 K —
sq $rodkami 0dp0w1ednlch bokéw AB, BC1i CD.
PodaJ Wektory BA i AD przez wektory
MN=m iKN=n.

14.38.° W réwnolegtoboku ABCD przekatne prze-
c1najq sie w punkc1e 0. Podaj wektory BA i AD przez wektory
DO=d i OC=b.

14.39.° Czworokat ABCD jest réwnolegtobok. Udowodnij, ze:
1) AD-BA+DB-DC = AB
2) AB+CA-DA=0.

14.40.°' W trOJkac1e ABC poprowadzono srodkowaL BM. Udowodm], ze:
1) MB+BC+MA=0; 2) MA+AC+MB+BA=0.

S

b

!

Rys. 14.14

14.41.° Udowodnij, ze dla wektoréw niekolinearnych a i b spelnia sie
nieréwnosé |E+I; |<|E |+| 17|

14.42.° Udowodnij, ze dla wektoréw niekolinearnych a i b spelnia sie
nier6wnos§é |E—I; |<|E |+| b |

14.43.* Dla wektoréw niezerowych aib spelnia sie rownosé

|E+E|=|E|+|B | Udowodnij, ze a TT .

<

14.44.** Dla wektoréw niezerowych a i spelnia sie rownosé
|a-b|=|d |+| b | Udowodnij, ze a TL .

14.45. Czy suma trzech wektoréw moze by¢ wektorem zerowym, jezeli
moduly tych wektoréow sa réwne:

1) 5; 2; 3; 2) 4; 6; 3; 3) 8;,9;18?

14.46. W czworokacie ABCD przekatne przecinajg sie w punkcie O.
Wiedzac, ze OA + OB+ OC + 0D = 0. Udowodnij, ze czworokat ABCD
jest réwnoleglobokiem.

14.47. Wektory MN, PQ i EF sa kolejno prostopadte, przy czym
MN + PQ+ EF = 0. Udowodnij, ze istnieje tréjkat, boki ktérego sa
réwne odcinkom MN, PQ1i EF.

14.48.** Udowodnij, ze dla réwnolegtoboku ABCD i dowolnego punktu x
spetnia sie réwnosé XA+XC=XB+XD.
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14.49. Dane sa dwa punkty A 1 B. ZnajdzZ miejsce geometryczne punk-
téw X, dla ktérych | AB+ BX |=| 4B |.

14.50.* Dane sg dwa punkty A i B. Znajdz miejsce geometryczne punk-
téw X, dla ktérych | AB+ BX |=| BX |.

14.51. Z punktu A wyplynal wioslarz na 16dce ze stala wlasng pred-
koscia, kierujac nos 16dki prostopadle do przeciwlegtego brzegu o
szerokosci 240 m. Po 4 min t6dka przebita do przeciwlegltego brzegu
w punkcie C oddalonego od punktu A o 48 km przez dzialanie pradu
rzeki. Oblicz predkosé pradu oraz predkosé 16dki wzgledem brzegow
rzeki.

14.52.* Plynac z punktu A motoréwka ma przeptynaé rzeke o szerokosci
300 m ze stala wlasng predkoscia. Po 100 s motoréwka przebita do
punktu B potozonego na przeciwlegtym brzegu. Prosta AB prostopad-
ta do réwnoleglych brzegéw rzeki. Predkoéé rzeki jest réwna V3 mi/s.
Pod jakim katem do brzegéw rzeki byt skierowany nos motoréwki?

14.53." W tréjkacie ABC érodkowa przecina sie w punkcie M. Udowodnij,
ze MA+MB+MC=0.

14.54." Na bokach tréjkata ABC zewnetrznie zbudowano réwnolegto-
boki AA,B,B, BB,C,C, CC,A,A. Proste A,A,, B,B,, C,C, parami sa
nieréwnolegte. Udowodnij, ze istnieje trojkat, boki ktérego sa réwne
odcinkom A,A,, B,B,1 C,C,.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

14.55. W tréjkat ABC wpisano réwnolegtobok CDMK ze wspdlnym katem
C, a wierzcholki D, M i K odpowiednio lezg na bokach AC, AB1 BC
w tréjkacie. Oblicz boki rownolegtoboku CDMK, jezeli jego obwdd sa
réwny 20 cm, AC =12 cm, BC=9 cm.

14.56. Trzy okregi o promieniach 1 cm, 2 cm 1 3 cm, sa kolejno styczne
zewnetrznie. Oblicz promien okregu, ktory przechodzi przez $rodki
danych okregéw.

14.57. Udowodnij, ze pole foremnego szesSciokata wpisanego w okrag jest

, 3 L. .
réwne " pola foremnego sze$ciokata opisanego na tym okregu.
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15. Mnozenie wektora przez liczbe

Przyjmiemy, ze dany jest niezerowy wektor a. Wektor AB, przed-

stawiony na rysunku 5.1 jest réwny wektorowi a+a, i wektor CD,

réwny wektorowi (—E) + (—a ) + (—a ) Oczywiscie, ze
| 4B |-2|a|i 4B ™M a,
6B |=3|a|i el a. a, 5
Wektor AB oznacza sie 2a i uwaza sie, ze otrzy- A/
mano go w wyniku mnozenia wektora a przez 2. D/
Analogicznie, uwaza sie, ze wektor CcD otrzymany w
wyniku mnozenia wektora a przez liczbe —3 i zapisu-
je sie: CD=-3a.
Przyktad ten wskazuje, w jaki sposéb wprowadzi¢ pojecie “mnozenie
wektora przez liczbe”.

Definicja.Iloczyn niezerowego wektora a przez liczbe k,

Rys. 15.1

réznej od zera, nazywa sie taki wektor b, gdzie:

D [6]=|k||a];

9

2) jezelik>0,to b TT a; jezelik<0,to b Tl a.

Zapisuje sie: b=Fka.
Jezeli @ =0 lub k= 0, to przyjmuje sie, ze ka =0.

. - - 2-
Na rysunku 15.2 sa przedstawione wektory a, —2a, ga, J3a.

7 definicji wyplywa, ze

_ l-a=a,
a -
-2 —> -1l-a =-a.
%5’ A takze, z definicji wyplywa, ze gdy b = ka, to
>

wektory a i b sq kolinearne.

—_— A wtedy, gdy wektory aib sa kolinearne, czy

mozna podaé wektor b jako iloczyn ka? Odpo-

wiedz otrzymamy z nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 15.1.Jezeli wektory a i b sa kolinearne oraz

a #0, to istnieje taka liczba k, 2e b =ka.

Dowéd.® Jezeli b =0, to przy k =0 otrzymamy, ze b = ka.
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Jezeli 5¢6, toa 7 b, lub aTle.

1) Przyjmiemy, ze aTlo. Rozpatrzymy wektor ¢ =ka, gdzie
k =%. 1) Poniewaz k > 0, to c™a, a wiec, cTe. Oproécz tego,

a

| c | =k | a | =| b | W ten sposéb, wektory bic zgodnie skierowane oraz
ich module sa réwne. Stad b=c=ka.

2) Przyjmiemy, ze a Tl b. Rozpatrzymy wektor ¢ =ka, gdzie
k= —M Dla tego przypadku wykonaj udowodnienie samodzielnie. <«

a
Twierdzenie 15.2. Jezeli wektor a ma wspétrzedne (a,; a,),

to wektor ka ma wspétrzedne (ka,; ka,).

Dowéd.® Jezeli a =0 lub k =0, to twierdzenie oczywiste.
Przypuséémy, ze a#0 ik=0. Rozpatrzymy wektor E(kal; ka,).

Pokazemy, ze b=ka.

Mamy: |b |=\(ka,)? + (ka,)* =| k|\a® +a? =| k|| d |

Od poczatku wspoétrzednych odtozymy wektory OA i OB, odpowied-
nio réwne wektorom @ i b. Poniewaz prosta OA przechodzi przez po-
czatek wspoélrzednych, to rownanie jej ma postaé ax + by = 0.

Punkt A (a,; a,) nalezy do tej prostej. Wtedy

aa, + ba, = 0. Stad a (ka,) + b (ka,) = 0.

A WIQC punkt B (kay; ka,) takze nalezy do prostej OA, dlatego wek-
tory OA i OB sa kolinearne, to znaczy a || b.

Dla k& > 0 liczby a, i ka, sa jednakowego zna-
B yp ku (Iub obie sg réwne zeru). Taka sama wlasnosé
posiadaja liczby a, 1 ka,. A wiec, dla k£ > 0 punk-
A ty A1 B leza w jednej ¢wiartce wspoétrzednych
(lub na JedneJ polproste] wspoélrzednych) dlatego
wektory OA i OB sq zgodnle skierowane
(rys. 15.3), a to oznacza, ze a aTh. Dla k<0

wektory OA i OB majg zwrot przeciwny, to

Q
RY

oznacza, ze aTlb.

Rys. 15.3 A wiec, otrzymamy, ze b =ka. <
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Wniosek 1. Wektory a (a,; a,) i b (ka,; ka,) sq kolinearne.
Wniosek 2. Jezeli wektory a (a,; a,) i b (b;; b,) sq kolinearne,
przy czym a # 0, to istnieje taka liczba k, 2e b, = ka, i b, = ka,.

Za pomoca twierdzenia 15.2 mozna udowodnié¢ nastepujace wlasnosci
mnozenia wektora przez liczbe.

Dla dowolnej liczby k, m i dowolnych wektoréw a, b speilnia
sie rownosé:

1) (km) a=k (mz) — wlasno$§é tacznoséci;

2) (k+m) a=ka +ma — pierwsza wlasnosé rozdzielnosci;

3k (E + 5) =ka +kb — druga wlasnoé¢ rozdzielnosci.

Dla udowodnienia tych wlasnosci wystarczy poréwnaé odpowiednie
wspotrzedne wektoréw podanych w lewej 1 w prawej stronach réwnosci.
Udowodnij samodzielnie.

Te wlasnosci umozliwiaja przeksztalcaé wyrazy, ktore zawieraja sume

wektorow, réznice wektorow i iloczyn wektora i liczby, analogicznie do
tego jak przeksztatcaliSmy wyrazenia algebraiczne. Na przyktad

2(a —3b)+3(a +b)=2a —6b +3a +3b =5a —3b.
O—w Zadanie 1. Udowodnij, ze, jezeli OA = kOB, to punkty O, A
1 B leza na jednej prostej.

Rozwiqgzanie. Z warunku wynika, ze wektory OA i OB sg koli-
nearne. Oprécz tego, te wektory sa odlozone od punktu O. A wiec, punk-
ty O, A1 B leza na jednej prostej. <«

O-w Zadanie 2. Punkt M — to $rodek odcinka AB i X — dowolny
punkt (rys. 15.4). Udowodnij, ze XM =%(ﬁ+f3).
Rozwiqzanie. Zastosowujac metode
trojkatéw, otrzymamy: A
XM = X—A + AM; M
XM =XB+ BM.
Te réwnoéci dodamy stronami: B

Poniewaz wektory AM 1 BM przeciw-

Y i Rys. 15.4
ne, to AM+BM =0. Mamy: 2XM =

_ XA+ XB. Stad XﬁMzé(ﬂ+XﬁB). <
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Rys. 15.5

Rys. 15.6

Zadanie 3. Udowodnij, ze érodki podstaw trapezu oraz punkt
przeciecia przediuzen jego ramion leza na jednej proste)

Rozwiqzanie. Przypuéémy, ze punkty M i N — §rodki podstaw BC
1 AD trapezu ABCD, O — punkt przeciecia prostych AB1 CD (rys. 15.5)

Zastosowujac zadanie pod kluczem 2, zapiszemy: OM = % (@ + &),

W:%(EM@).

Poniewaz OB||OA i OC | OD, to OB =FkOA i @zklﬁ gdzie k
1k, — pewne liczby.

Poniewaz ABOC © AAOD, to 9B _oc

=—. Awiec, k=F,.
A OD

Mamy: OM = (0B+0C) = (kOA + kOD) = k- (04 + OD) = kON.
Zgodnie z zadaniem pod kluczem 1, wynika, ze punkty O, M1i N leza,
na jednej prostej. <«

Zadanie 4. Udowodm], ze, gdy punkt M — punkt przeciecia $rod-
kowych tréjkata ABC, to MA+MB+MC=0.

Rozwiqzanie'. Przypusémy, ze odcinki AA,, BB,1CC

) | — $rodkowe
tréjkata ABC (rys. 15.6). Otrzymamy:
A4, =~ (4B + 4C);
BB, - % (B4 + BO);

CC, = %(C—B+C—A).

! We wskazéwce do zadania 14.35 wprowadzono inny sposéb rozwiazania
zadania 4.
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Stad E+B—BI+C—CI=%(E+§4+B—C+@+A—C+@)=6_
Wedlug wtasnosci srodkowych tréjkata wynika, ze AM = gAAl.

Wtedy MA = —EA—A1 Analogicznie MB = —gB—Bl, MC = _ETQ Stad

Mz+—7;p—a:_gza_gﬁapgaa:_gc@§+§a+aa):6.<
‘I) |
® e . - .
1. Podaj definicje iloczynu wektora niezerowego a i liczby k, réznego od
zera? _ o
2. lle wynosiiloczyn ka, jezelik=0lub a =0?
3. Co mozna powiedzie¢ o wektorach niezerowych ai 5 jezeli b= k;, gdzie

k - pewna liczba?
4. Wiadomo, ze a i b sq wektory kolinearne, przy czym a#0. W jaki sposob

mozna wyra2|c wektor b przez wektor a?

5. Wektor a ma wspétrzedne (a,; a,). Jakie sg wspotrzedne wektora ka?

6. Co mozna powiedzie¢ o wektorach, wspétrzedne ktérych sa rowne (a;; @) i
(kay; kay)?

7. Jaka zaleznos¢ zawieraja miedzy soba wspodtrzedne kolinearnych wektoréw
ala;a,)ib(b;b,)?

8. Zapiszfaczna i przydziatowa whasciwosci mnozenia wektora na liczbe.

7\
I[E.él,i ZADANIA PRAKTYCZNE S

15.1.° Dane sa wektory a, bic (rys. 15.7). Skonstruuj wektory:
— 1- 2— 1—
1) 2b; 2) ——c; 3) —a; 4) —=a.
) ) 3 ) 3 ) 5
15.2.° Dane sg wektory a, b i ¢ (rys. 15.7). Skonstruuj wektory:
1— — 2-
1) —a; 2) —2b; 3) ——c.
) 54 ) ) 3¢
15.3.° Dane sa wektory a 1 b (rys. 15.8). Skonstruuj wektory:

1) 24 +b; 9 Lo +5; 3) 4 —1b; 0 -L1g 25
3 2 3 3
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al
al_— »
L~
b | ¢ b,
Y
Rys. 15.7 Rys. 15.8

15.4.° Skonstruuj dwa wektory niekolinearne x i y. Wybierz dowolny
punkt O. Od punktu O odi6z wektory:
1) 3x +y; 2) x +2y; 3) —%E+3§; 4) —25—%5.
15.5.° Wybierz trzy punkty A, B1i C takie, ze:
1) AB=24C; 2) AB=-8AC; 3) BC- 4B 4) AC=—_BC.

15.6.° Wykre$l trojkat ABC. Oznaczymy punkt M jaki jest érodkiem
boku AC.

1) Od punktu M odléz wektor, réwny wektorowi é@

2) Od punktu B odt6z wektor, réwny wektorowi %ﬂ + %B—C

15.7.° Wykre$l trapez ABCD (BC || AD). Oznacz punktem M — $rodek
ramienia AB. Od punktu M odl6z wektor, réwny wektorowi
LB¢+ 14D,
2 2

15.8.° Wykresl tréjkat ABC. Skonstruuj wektor, rowny wektorowi %A—C,

w taki sposéb, aby jego poczatkiem lezal na ramieniu AB, a koniec —
na boku BC.

@ CWICZENIA I

15.9.° Oblicz moduly wektora 3m i —%n“z, jezeli | m |= 4.
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. s . . — 1— .
15.10.° Ktory poérod nastepujacych wektorow, 3a lub —ga , jest zgod-
nie skierowany z wektorem a, jezeli a#0?

15.11.° Okre$l czy sa wektory aib, zgodnie skierowane lub przeciwne,

jezeli:
Db-2a;  2a--3b  3b-+Za.
Zmajdz stosunek %.
15.12.° Wyraz wektor p z réwnoéci:
Dq=3ps D AC=-2p; ). p-q; 4 2p=37.

15.13.° W réownolegtoboku ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie O.
Wyraz:
1) wektor AO przez wektor AC;
2) wektor BD przez wektor BO;
3) wektor CO przez wektor AC.

15.14.° W réwnolegtoboku ABCD przekatne przecinajg sie w punkcie O,
AB=a, AD=b. Wyraz wektor AO przez wektory a i b.

15.15.° W réwnolegloboku ABCD na przekatnej AC oznaczono punkt M
w taki sposdb, ze AM : MC =1 : 3. Wyraz wektor MC przez wektory
a1 I;, gdzie 5=AB, b=AD.

15.16.° W réwnolegloboku ABCD punkt M — érodek boku BC, AB=a,
AD=b. Wyraz wektory AM i MD przez wektory a i b.

15.17.° W tréjkacie ABC punkty M i N — §rodki odpowiednich bokéw
AB1 BC. Wyraz:
1) wektor MN przez wektor CA;
2) wektor AC przez wektor MN.

15.18.° Na odcinku AB o dtugosci 18 cm wybrano punkt C, w taki sposob,
ze BC =6 cm. Wyraz:
1) wektor AB przez wektor AC;
2) wektor BC przez wektor AB;
3) wektor AC przez wektor BC.
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15.19.° Dany jest wektor a (—4; 2). Okresl wspélrzedne oraz moduly

wektoroéw 35, -—a1l-—a.
2 2
15.20.° Dany jest wektor b (—6; 12). Okre$l wspélrzedne oraz moduly
wektoréw 20, —15 1 gl;
6 3
15.21.° Dany jest wektor a (3; —2). Ktore z wektorow b (-3; —2), c (—6; 4),
E(g; —1), 2(—1; —g) 1 77 (—3 \/5; 2 \/5) sq kolinearne z wektorem a?
15.22.° Dane sa, wektory a (3; -3) i b (-16; 8). Okre$l wspélrzedne
wymienionych wektorow:
- 1- 1— 3- — 5—
1) 2a+—b; 2) ——a +-b; 3) a ——b.
2 3 4 8
15.23.° Dane sa wektory m (-2;4) 1 n (3; —1). Okresl wspélrzedne wy-
mienionych wektoréw:
1) 3m+2n; 2) —%E+2E; 3) m-3n.
15.24.° W tréjkacie ABC na bokach AB 1 AC obrano odpowiednio punkty
M i N w taki sposéb, ze AM: MB=AN: NC=1:2. Wyraz wektor
MN przez wektor CB.
15.25.° Punkty O, A 1 B leza na jednej prostej. Udowodnij, ze istnieje
taka liczba k, ze OA = kOB.
15.26.° W réwnolegtoboku ABCD na bokach AB 1 BC wybrano odpowied-
nio punkty M1 N w taki sposob, ze AM: MB=1:2, BN: NC=2:1.
Wyraz wektor NM przez wektory AB=da i AD=b.
15.27.° W réwnolegloboku ABCD na bokach BC'i CD wybrano odpowied-
nio punkty E i1 F w taki sposéb, ze BE : EC=3:1, CF: FD=1: 3.
Wyraz wektor EF przez wektory AB = a iAD=b.
15.28.° Udowodnij, ze wektory AB i CD sq kolinearne, jezeli A (1; 1),
B (3;-2), C (-1; 3), D (5; —6).
15.29.° Posréd wektorow 5(1; -2), 5(—3; -6), Z(_4; 8) 1 3(—1; -2)
wskaz pare wektoréw kolinearnych.

15.30.° Dane sa wektory ;1(4; -6), ;(— ; g) 1 5(3; —g) Podaj wek-

tory, ktére sa parami zgodnie skierowane i w przeciwnych kierunkach.
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15.31.° Znajdz warto$¢ x, dla ktérych wektory E(l; x) 1 I;(i, 4) sa
kolinearne.

15.32.° Przy jakiej wartosci y wektory a 2;3)1 5(—1; y) sa kolinearne?

15.33.° Dany jest wektor 5(—3; 1). Oblicz wspdtrzedne wektora koli-

nearnego z wektorem b, modul jakiego jest o dwa razy wiekszy od

modutu wektora b. Ile rozwigzan posiada zadanie?

15.34.° Oblicz wspélrzedne wektora m, ktéry ma zwrot przeciwny do
wektora n (5; —12), jezeli | m | =39.

15.35.° Oblicz wspélrzedne wektora a, zgodnie skierowanego z wektorem
b (-9; 12), jezeli |a |=5

15.36.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A (-1;2), B (3; 5),
C (14; 6) 1 D (2; —3) jest trapezem.

15.37. Udowodnij, ze punkt A (—1; 3), B (4; -7) 1 D (-2; 5) leza na jednej
prostej.

15.38.° Dane sa wektory 5(1; —4), 5(0; 3) 1 2(2; —17). Znajdz takie
liczby x 1y, ze ¢ = xa +yb.

15.39. W réwnolegtoboku ABCD przekatne przecinaja sie w punktach
0. Na boku BC wybrano punkt K taki, ze BK : KC=2 : 3. Wyraz
wektor OK przez wektory AB=a 1 AD=5.

15.40. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie O, tak,
726 AO:0C=1:2,BO:0D=4:3. Wyraz wektory AB, BC, CD i
DA przez wektory OA=a i OB=b.

15.41." W tréjkacie ABC na bokach AC i BC obrano odpowiednio punk-
ty KiFtak,ze AK: KB=1:21BF: FC=2:3. Wyraz wektory AC,
AF, KC i KF przez wektory BE =m i CF=n.

15.42.* W tréjkacie ABC na bokach AC 1 BC obrano odpowiednio punk-
ty Mi N tak, ze AM: MC=1:31BN:NC=4:3. Wyraz wektory
BA, AN, BM i NM przez wektory BN=Fk i AM = p.

15.43.~ W trmkame ABC $rodkowe przecma]q sie w punkcie M. Wyraz
wektor BM przez wektory BA i BC.

15.44.** Za pomoca wektoréw udowodnij twierdzenie o linii $rodkowej
tréjkata.
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O—w 15.45." Punkty M, i M, — érodki odpowiednich odcinkéw A, B, i A,B.
Udowodnij, ze M, M, = % (4,4, + BB,).

15.46.* Zastosowujac zadanie 15.45 udowodnij twierdzenie o linii §rod-
kowej trapezu.

15.47.* W czworokacie ABCD punkty Mi N sa odpowiednio Srodki prze-
katnych AC i BD. Zastosowujac zadanie 15.45, udowodnij, ze
MN = % (4B-DC).

15.48.* Punkty M i N sa odpowiednimi érodkami przekatnych AC 1 BD
w trapezie ABCD BC||AD. Zastosowujac zadanie 15.45, udowodnij,
ze MN||AD.

15.49. W trojkacie ABC na boku AC obrano punkt M tak, ze AM : MC =

— 9 : 3. Udowodnij, z¢ BM = 2321 + gﬁé.

15.50. W tréjkacie ABC na boku BC obrano punkt D tak, ze BD : DC =
=1: 2. Udowodnij, ze AD = §E+§E

15.51." Udowodnij, ze istnieje tréjkat dtugosci bokéw jakiego sa réwne
dtugosciom Srodkowych trojkata.

15.52." Punkty M, i M, — to $rodki odpowiednich odcinkéw A,B; i A,B,.
Udowodnij, ze §rodki odcinkéw A,A,, MM, i B,B, leza na jednej
proste;j.

15.53." W réwnolegtoboku ABCD na boku AD ina przekatnej AC wybra-

no odpowiednio punkty M i N tak, ze AM =%AD 1 AN = %AC.
Udowodnij, ze punkty M, N i B leza na jednej prostej.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

15.54. Mniejsza podstawa oraz ramie w trapezie rOwnoramiennym sa
réwne 12 cm. Oblicz linie §rodkowa trapezu, jezeli jeden z jego katéw
wynosi 60°?

15.55. Przekatne réwnolegloboku sa réwne 6 cm 1 16 cm, za$ jeden jego
bok — 7 cm. Oblicz kat zawarty miedzy przekatnymi réwnolegloboku
oraz jego pole.

15.56. Oblicz dltugo$é cieciwy okregu o promieniu R, konce ktérej dziela
ten okrag na tuki, dtugosci ktérych maja sie do siebie, jak 2 : 1.
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C' SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
o KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

15.57. Dany jest kwadrat o wymiarach 101 x 101 kwadracikéw. Kwadra-
ciki pomalowano jak deska do szach w czarny 1 biaty kolor, w taki
sposob, ze srodkowy kwadracik okazal sie czarny. Dla kazdej pary
réznokolorowych kwadracikow odtozono wektor, poczatek ktorego
pokrywa sie ze Srodkiem czarnego kwadracika, za$ koniec — ze Srod-
kiem bialego kwadracika. Udowodnij, ze suma wszystkich odtozonych
wektorow jest rowna wektorowi zerowemu.

._tﬂ ZASTOSOWANIE WEKTOROW I

Podczas zastosowania wektoréw przy rozwigzywaniu zadan czesto
uzywa sie nastepujacy lemat.
Lemat. Przypu$émy, ze M - taki punkt lezqcy na odcinku AB,

Ze % = (rys. 15.9). Wtedy dla jakiegokolwiek punktu X spetnia
n

sie rownosé

XB.

m+n m+n
Dowéd. Wiemy, ze XM — XA = AM.

. . m
Poniewaz AM =

AB, to AM =" _AB.

m+n m+n

AB. A
m+n M

Poniewaz AB = XB- XA, wiec mamy:

Zapiszemy: XM — XA =

™ _(XB-XA);
m+n X

XM - XA =

XM =XA-—" XA+ " XB;
m+n m+n Rys. 15.9
XM=—""XA+-" XB. <4
m+n m+n
Zauwaz, ze ten lemat jest uogélnieniem zadania pod kluczem 2 z p. 15.

Zadanie. Przypuéémy, ze M — punkt przeciecia §rodkowych w
trojkacie ABC 1 X — dowolny punkt (rys. 15.10). Udowodnij, ze

m=§(x—'A+X—B+ﬁ).
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B
B X
H 0
A 1 ]
X C
M y
A
K ¢ P
Rys. 15.10 Rys. 15.11

Rozwigzanie. Przyjmiemy, ze punkt K — §rodek odcinka AC. Otrzy-
mamy: BM : MK =2 : 1. Wtedy, korzystajac z lematu, mozna zapisac:

X—MzéX—B+§ﬁ:%X—B+§-%(ﬂ+ﬁ)=§(X—A+X—B+X—C). <

Udowodnimy réwnosé wektorowa, ktéra taczy cudowne! dwa punkty
w trojkacie.

Twierdzenie. Jezeli punkt H - punkt przeciecia wysokosci
trojkqta ABC, zas punkt O - $rodek opisanego okregu na nim, to

OH = 0A + OB +OC. *)

Dowdd. Dla tréjkata prostokatnego réwnosé (*) jest widoczna.

Przypuéémy, ze tréjkat ABC nie jest prostokatnym. Z punktu O opus-
cimy prostopadla OK na bok AC w trdjkacie ABC (rys. 15.11). W kursie
geometrii klasy 8. byto udowodniono, ze BH = 20K.

Na pétprostej OK wybierzemy punkt P taki, ze OK = KP. Wtedy
BH = OP. Poniewaz BH || OP, to czworokat HBOP — jest réwnoleglobo-
kiem.

Zgodnie z metoda réwnolegtoboku OH = OB + OP.

Poniewaz punkt K to §rodek odcinka AC, to w czworokacie AOCP
przekatne punktem przeciecia dziela sie na potowe. A wiec, ten czworo-
kat — to rownoleglobok. Stad OP =0A +OC.

Otrzymamy: OH =0B+0P=0B+0A+0C. <«

Zwréémy sie do réwnoéci wektorowej XM = é (XA +XB+XC), gdzie
M — punkt przeciecia srodkowych w trdjkacie ABC. Poniewaz X — dowolny

! Materiat o cudownych punktach w tréjkacie patrz w podreczniku: “Geo-
metria klasa 8”
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punkt, to réwnos$¢ spelnia sie, gdy punkt X bedzie wybrany jako punkt
O — érodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Otrzymamy: 30M = OA + OB + OC.

Biorac pod uwage réwnoéé (¥), otrzymamy: 30M =OH.

Réwnosé ta oznacza, ze punkty O, M1 H leza na jednej prostej, ktora
nazwano prosta Eulera. Przypominamy, ze cudowng wlasnosé byto
udowodniono w podreczniku klasy 8., lecz w inny sposéb.

16. Skalarny iloczyn wektorow

Przypuséémy, ze a i b — dwa wektory niezerowe niezgodnie skiero-
wane (rys. 16.1). Od dowolnego punktu O odlozymy wektory OA i OB,
ktére sa odpowiednio réwne wektorom a i b. Wielkoéé kata AOB na-
zywa sie katem zawartym miedzy wektorami aib.

Kat miedzy wektorami a i b oznacza sie nastepujaco: 4((7, 5)
Na przyktad na rysunku 16.1 L(E, 5) =120° za$ na rysunku 16.2

£(m, n)=180°.

Rys. 16.1 Rys. 16.2

Jezeli wektory aib sa o zwrocle zgodnie skierowanym, to uwaza
sie, ze 4((7, 5) = 0°. Jezeli chociazby jeden z wektorow a lub b ZErowy,
to takze uwaza sie, ze L(E, 5) =0°.

A wiec, dla jakichkolwiek wektoréw a i b spelnia sie réwnosé:

0°< /(a, b)<180°.

Wektory aib nazywajaq sie prostopadlymi, gdy kat zawarty mie-
dzy nimi jest réwny 90°. Zapisuje sie: a L b.

Juz umiecie dodawaé i odejmowaé wektory, mnozy¢ vzektor przez
liczbe. Z fizyki juz wiecie, ze, gdy pod katem do statej sity F ciato poru-
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sza sie od punktu A do punktu B (rys. 16.3), to wykonana mechaniczna
praca doréwnuje | F | | AB |cos ¢, gdzie ¢ = L(F, TB)

F, F,
e NP ¢
A B
Rys. 16.3

Powyzej podane wiadomosci twierdza, ze nalezy podac jeszcze jedno
dziatanie nad wektorami.

Definicja. Skalarnym iloczynem dwoéch wektoréw
nazywa sie iloczyn ich moduléow i kosinusa kata zawartego
miedzy nimi.

Skalarny iloczyn wektoréw a i b oznacza sie: a-b. Otrzymamy:

E-E=|E||5|cosé(z, 5)

Jezeli chociazby jeden z wektoréw a lub b byl zerowym, to oczywi-
écie a -b =0.

Przypu$émy, ze a=b. Wtedy a-b=a-a :|E | | a |cosO° :| a |2.

Skalarny iloczyn a-a nazywa sie skalarnym kwadratem wektora

- . .2
a 1o0znacza sie a .

2
, czyli skalarny kwadrat wektora jest

* 7 . _.2 -
Otrzymali$émy, ze a =| a
rowny kwadratowi jego modutu.

Twierdzenie 16.1. Skalarny iloczyn dwéch niezerowych
wektoréw jest rowny zeru wtedy i tylko wtedy, gdy te wektory sq
prostopadle.

Dowéd.® Przypuéémy, ze a Lb. Udowodnimy, ze a -b = 0.

Mamy, ze: L(E, 5) =90°. Stad a b =| a | | b |cos90° =0.

Przypuéémy teraz, ze a -b =0. Udowodnimy, ze a L b.

Zapiszemy: | a | | b |cos 4((7, 5) =0. Poniewaz |E|¢O i |5|¢0, to
cosé(ai 17) =0. Stad 4(3, 17) =90°, to oznacza, ze alb. <
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Twierdzenie 16.2. Skalarny iloczyn wektoréw a (a; a,) i
b (b;; b,) mozna obliczyé wedtug wzoru

a-b=ab +a,b,

Dowéd. ® Najpierw rozpatrzymy YA g

przypadek, gdy wektory aib sa nieko- a
linearne. /

Od poczatku wspotrzednych odlozymy
wektory OA 1 OB, odpowiednio rowne s A

wektorom a i b (rys. 16.4). Wtedy 5 ;
Z(a,b)=2A0B.

Zastosujemy twierdzenie kosinuséw

. Rys. 16.4
dla trojkata AOB: s
AB® = 0A” + OB® - 20A - OB - cos ZAOB.
Stad
1
OA -OB-cos LAOB = E(OA2 +O0B? - AB®).

Poniewaz |a |=0A i |b |= OB, to OA-OB-cos ZAOB=a -b.

Oprécz tego, AB=0B—-0A =b—a. Stad AB(b, —a,; b, —a,).

Otrzymamy: a -b = (| a | +| b | —| AB| ) Zastosowujac wzor na

obliczenie modutu Wektora wedlug jego wspélrzednych, otrzymamy:
a-b= ((al +a2)+ (b2 +02)- (b, - a,) - (b, - a,)).
Przeksztalcajac wyraz znachodzacy sie w prawej stronie koncowe;j
réwnosci, otrzymamy:
a-b= a,b, +a,b,.
Rozpatrzymy przypadek, gdy wektory a@ i b sa kolinearne.
Jezeli @ =0 lub b =0, to widocznie, ze a -b = a,b, + a,b,.
Jezelia #0 1 b #0, to istnieje taka liczba k, ze b =ka, czyli b, = ka,,
b, = ka,.
Jezeli k> 0, to 4(
00)=[ |13 cos0 = ] =ae )
=a, -ka, +a, ka,=ab +ayb,.
Przypadek, gdy k < O, rozpatrz samodzielnie. <€

) 0°. Otrzymamy:
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Wniosek. Kosinus kata, zawartego miedzy niezerowymi wek-
torami a (aa;) i b (b;; b,) mozna obliczyé wedtug wzoru

ab, +a,b, *)
\/al +a2 \/b +b

Dowéd. © Wedlug deﬁnicji skalarnego iloczynu wektoréw a i b

|a|| i

ru na obliczenie modutu wektora wedlug jego wspétrzednych otrzymamy
wzor (¥). <

Za pomoca twierdzenia 16.2 latwo udowodni¢ nastepujace wlasnosci
skalarnego iloczynu wektorow.

Dla jakichkolwiek wektoréw a, b, ¢ i dowolnej liczby k spel-
niajq sie rownosci:

cos 4

wynika, ze cos/ (a b ) Korzystajac z twierdzenia 16.2 1 wzo-

1) a -b =b-a — wlasno$¢ przemiennosci;

2) (ka)- b=k (a -b) — wlasnoé¢ tacznosci;

3) (a + b)-c =a -c +b-c —wlasnoé¢ rozdzielnosci.

Aby udowodnié¢ te wlasnoéci, wystarczy wyrazi¢ skalarny iloczyn
przez wspolrzedne wektory, ktore sa podane jak w lewej, tak 1 w prawej
stronie réwnosci oraz poréwnac ich. Udowodnij to samodzielnie.

Te wlasnosci wraz z wlasno$ciami dodawania wektorow oraz mnoze-
nia wektora przez liczbe umozliwiaja przeksztalcaé¢ wyrazenia, zawie-

rajace skalarny iloczyn wektorow, analogicznie temu, jak przeksztatca
sie wyrazenia algebraiczne.

— —\2 — — — — — — — — — —
Na przyklad, (a+b) =(a +b)-(a+b)=(a+b)-a +(a+b)-b =
—d'+b-a+a-b+b =d +2a-b+b .

Zadanie 1. Za pomoca wektoréw udowodnij, ze
przekatne rombu sa prostopadte.

Rozwigzanie. Romb ABCDJest podany narysunku
16.5. Przypuéémy, ze AB=a, AD= . OczywiScie, ze
| a | =| b | Wedtug metody réwnolegloboku otrzymamy:
AC=a +b i BD=-a +b. Stad

—_— — — — — —2 —2 — |12 — 2
AC-BD=(a +b)-(-a +b)=b —-a =|b| -|a| =o0.
Rys. 16.5 A wiec, AC 1L BD. 4
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=1, Z(a,b)=120°. Oblicz

Zadanie 2. Wiadomo, ze |E |=3,
|24 - 30 |.
Rozwiqgzanie. Poniewaz skalarny kwadrat wektora jest réwny

kwadratowi jego modutu, to | 24 —3b |2 = (25 - 35)2 . Stad

| 24 - 3b|—\/(2a 35)" =\1a" ~12a -5+ 9" -

:\/4|E|2—12|E||5|cos4(5,5)+9|5|2 =/36+18+9 =63 =3/1.
OdpowiedZ: 3.7. <

Zadanie 3. W trojkacie ABC wiadomo, ze AB=4 cm, BC =
=63 cm, ZABC = 30°. Oblicz $rodkowa, BM.

Rozwiqgzanie. Zastosowujac zadanie pod kluczem 2 z p. 15, zapi-

szemy: BM = % (ﬂ + FC‘) (rys. 16.6). Stad

BM' - (BA+BC) - B
-1(BA’ +2BA-BC+BC )=
4 A
1 — |2 —_— — .2
=—(|BA| +2| BA|| BC|-cos zABC +| BC | ):
4 M
(16+48f £+108] 49. o
A wiec, BM? = 49; BM =7 cm. Rys. 16.6
OdpowiedZ: 7 cm. <
p -
°

1. Podaj, w jaki sposéb mozna skonstruowac kat, wielkos¢ ktérego jest rowna katowi
zawartemu miedzy dwoma niezerowymi oraz nie zgodnie skierowanymi wektorami.

. lle wynosi kat zawarty miedzy dwoma zgodnie skierowanymi wektorami?

. llewynosikat miedzy wektorami @ i b, gdy chociazby jeden znich bytby zerowym?

. W jaki sposdb oznacza sie kat zawarty miedzy wektorami @ i b?

u b WN

. Wijakich granicach rozmieszczony kat zawarty miedzy dowolnymi wektorami a
i b?

. Jakie wektory nazywaja sie prostopadtymi?

. Co nazywa sie skalarnym iloczynem dwéch wektoréw?

8. Co nazywa sie skalarnym kwadratem wektora?

N O
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9. lle wynosi skalarny iloczyn wektoréw?
10. Podaj warunek prostopadtosci dwdch niezerowych wektorow.
11. Cowynikazréwnoscia +b =0,gdya #0i b #0?
12. Wjakisposdb znalez¢ skalarny iloczyn wektordw, jezeli sg znane ich wspotrzedne?
13. Jak znalez¢ kosinus kata, zawartego miedzy dwoma niezerowymi wektorami,
jezeli sa znane ich wspétrzedne?
14. Podaj wtasnosci skalarnego iloczynu wektoréw.

|@L \q
Yot ZADANIA PRAKTYCZNE I

16.1.° Skonstruuj kat, wielko§¢ ktorego jest rowna katowi zawartego
miedzy wektorami aib (rys. 16.7).

16.2.° Skonstruuj kat, wielko§é ktorego jest rowna katowi, zawartego
miedzy wektorami min (rys. 16.8).

—

y 7’(_ A 7
m

PEEAE

Rys. 16.7 Rys. 16.8 Rys. 16.9

16.3.° Na rysunku 16.9 podano wektor a (16.1. dtugo$é boku kratki jest
réwna 0,5 cm). Odtéz od punktu A wektor b taki, ze |I; | =3 cm i

A(E, 5) =120°. Ile rozwiazan ma zadanie?

—
W CWICZENIA I

16.4.° Na rysunku 16.10 jest przedstawiony B
réwnoboczny tréjkat ABC, srodkowe AM 1 BK
ktorego przecinaja sie w punkcie F. Oblicz kat

zawarty miedzy wektorami: M

1) BA i BC; 5) AB i BK;

2) BA i AC; 6) AM i BK; A e c
3) BC 1 AM; 7) CF 1 AB.

4) AB i AM; Rys. 16.10
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B C

A D

Rys. 16.11 Rys. 16.12

16.5.° Na rysunku 16.11 przedstawiono kwadrat ABCD, przekatne
ktorego przecinaja sie w punkcie O. Oblicz kat miedzy wektorami:

1) AB i DA; 3) AB i CA; 5) BO i CD.
2) AB i AC; 4) DB i CB;

16.6.° Oblicz skalarny iloczyn wektoréw aib, jezeli:

1 |d|=2, |b]|=5 2(a,b)=60%

2) |a|=3, |b|=22, «(d,b)=135
3) |d|=4, |b|=1, £(a,b)=0
4)|E|=%, b|=6, 2(a,b)=180°
5)|a|=03, |5]=0, £(a,b)=137.

16.7.° Oblicz skalarny iloczyn wektoréw m i n, jezeli:
V) |m|=7v2, |n|=4, 2(m, n)=45%
2) |m|=8, |n|=+3, £(m,n)=150°
16.8.° Oblicz skalarny iloczyn wektoréw aib, jezeli:
1) a (-1, b -3); 3) a(l; -4), b(8;2).
2) a(-51), b( )

16.9.° Oblicz skalarny iloczyn wektoréw m i n, jezeli:

1) m(3; -2), n(1;0); 2) E(g; —1), n(6; 9).

16.10.° Na rysunku 16.12 przedstawiono romb ABCD, w ktérym AB = 6,
/ABC =120°. Oblicz skalarny iloczyn nastepujacych wektorow:
1) ABi AD; 3) ABiDC; 5) BD i AC; 7) BDi AD.
2) ABiCB; 4) BCiDA; 6) DB i DC;
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16.11.° W tréjkacie ABC, wiadomo, ze £C =90°, LA =30°, CB=2.
Oblicz skalarny iloczyn podanych wektorow:
1) AC i BC; 2) AC i AB; 3) CB i BA.

16.12.° Oblicz prace sity o wielkosci 6 H podczas przemieszczenia ciata
na odleglo$é 7 m, jezeli kat miedzy kierunkiem sily 1 przemieszcze-
niem jest réwny 60°.

16.13.° Oblicz kosinus kata zawartego miedzy wektorami a (1; —2) i
b(2; -3).

O—w 16.14.° Jaki znak bedzie mial skalarny iloczyn wektoréw, jezeli
kat zawarty miedzy nimi jest:
1) ostry; 2) rozwarty?

O—w 16.15.° Wiadomo, ze skalarny iloczyn wektoréw jest:
1) liczba dodatnia; 2) liczba ujemna.
Podaj rodzaj kata zawartego miedzy wektorami.

16.16.° W réwnobocznym tréjkacie ABC, bok ktorego jest réwny 1, §rod-
kowe AA, 1 BB, przecinaja sie w punkcie M. Oblicz:
1) AA,-BB;; 2) BM-MA,.

16.17. Punkt O — to $rodek foremnego szeSciokata ABCDEF, o boku
réwnym 1. Oblicz:

1) BA-CD; 2) AD-CD; 3) AO-ED; 4) AC-CD.
16.18.° Przy jakiej wartosci x wektory a (3; x) 1 b (1; 9) sa prostopadte?
16.19.° Wiadomo, ze x = 0 1 y # 0. Udowodnij, ze wektory E(—x; Y)

1 Z(y; x) sa prostopadte.
16.20.° Przy jakich wartos$ciach x wektory a (2x; -3) 1 b (x; 6) sa pro-

stopadle?

16.21. Przy jakiej wartoéci y skalarny iloczyn wektoréw a (4; y) 1

b(3;-2) jest rowny 147
16.22.° Przy jakich wartosci x kat zawarty miedzy wektorami a(25)i

b (x; 4):

1) ostry; 2) rozwarty?
16.23.° Oblicz wspolrzedne wektora b, kolinearnego do wektora a (3; —4),

jezeli a-b=-100.

16.24.* Wiadomo, ze wektory @ i b sa niekolinearne oraz | a |= | b | #0.

Przy jakich wartoSciach x wektory a+xb ia-xb sq prostopadle?
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16.25.° Wektory a+bia-b sa prostopadle. Udowodnij, ze |E | =| b |

16.26." Wiadomo, ze | a|=3, |b|=2+2, 2(a,b)=45°.
Oblicz skalarny iloczyn (2 a- B) - b.
16.27. Oblicz skalarny iloczyn (E - 27)) . (E + 7)), jezeli
|d |=]p|=1, 2(a,b)=120°.

b

16.28." Wiadomo, ze | a | =3,
Oblicz | 2a +5b |.

=1, Z(a, b)=150°.

16.29. Wiadomo, ze | m |= 1, | n | =2, 4(771, ;) =60°.
Oblicz | 2m —3n |.

16.30.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A (3;-2), B (4; 0),
C(2; 1)1 D (1; -1) jest prostokatem.

16.31.° Udowodnij, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A (-1; 4),
B (-2;5), C (-1;6) 1 D (0; 5) jest kwadratem.

16.32.° Oblicz kosinusy katéw tréjkata, o wierzchotkach w punktach
A(1;6), B(-2;3)iC(2;-1).

16.33.° Oblicz katy trojkata o wierzchotkach w punktach A (0; 6),
B(4+/3;6) i C(3+3;3).

16.34.° Udowodnij, ze dla jakichkolwiek dwoch wektorow a ib spelnia
sie nier6wnosé¢ —| a | | 5|<E-I;<| a | | b |

16.35.° Okre$l wzajemne potozenie dwdch niezerowych wektorow a i
b, jezeli:
ha5=|7l5

: 2 a-b=-|d||v]
16.36." Oblicz kat miedzy wektorami m i n, jezeli

(m +3n)-(m -n)=-11, |m |=2, |n|=3.

16.37. Oblicz kat miedzy wektorami a i b, jezeli (a +b)-(a +2b) =

N | o

@ |=[o]=1.

16.38. W trojkacie ABC wiadomo, ze ZC =90°, AC=1, BC= V2.
Udowodnij, ze jego érodkowe AK 1 CM sa prostopadte.
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16.39." W czworokacie ABCD przekatne AC 1 BD sa prostopadle i prze-
cinajq sie w punkcie O. Wiadomo, ze OB=0C =1, OA=2, OD = 3.
Oblicz kat zawarty miedzy AB 1 DC.

16.40. W trojkacie ABC poprowadzono $rodkowa BD. Wiadomo, ze

5

/DBC = 90°, BD = T3AB. Oblicz kat ABD.

16.41." W tréjkacie ABC na bokach AB i BC na zewnatrz zbudowano
kwadraty ABMN 1 BCKF. Udowodnij, ze §rodkowa BD w tréjkacie
ABC jest prostopadta do prostej MF.

CWICZENIA POWTORZENIOWE I
16.42. Punkt M — Srodek przekatnej AC w

B
wypuklym czworokacie ABCD (rys. 16.13).
Udowodnij, ze czworokat ABMD i CBMD sa, /\
réwnowazne. M

A C
16.43. Prostopadla, opuszczona z punktu prze- \/

ciecia przekatnych rombu, dzieli jego bok na D
odcinki, ktory jeden z nich jest o 7 cm dluzszy
od drugiego. Oblicz obwdd rombu, jezeli jego Rys. 16.13

wysoko$é rowna 24 cm.

16.44. Na wysokosci w foremnym tréjkacie o boku 6 V3 em jak na éred-

nicy wykreslono okrag. Oblicz dlugoéé tuku tego okregu, ktory lezy
poza trojkatem.
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ZADANIE TESTOWE N 4“SPRAWDZ SIEBIE”

. Ktéra z podanych wielko$ci jest wektorowa?

A) Masa; C) predkosé;

B) objetosé; D) czas.

. Ile wynosi dlugo$é wektora, poczatek 1 koniec ktérego pokrywaja sie?
A) 1 0) 5;

B) -1; D) 0.

. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Ktéra z wymienionych réwnosci jest
prawdziwa?

A) AB=DC; C) BC = DA;

B) AB=CD; D) AC=BD.

. Wiadomo, ze AM = MB. Ktéra z wymienionych wypowiedzi jest
prawdziwa?

A) Punkt B — érodek odcinka AM,

B) punkt A — §rodek odcinka MB;

C) punkt M — érodek odcinka AB;

D) punkt M — wierzchotek trojkata réwnoramiennego AMB.

. Dane sg punkty A (-3; 4) 1 B (1; —8). Punkt M — érodek odcinka AB.
Oblicz wspélrzedne wektora AM.

A) (2; -6); 0) (-2; -6);

B) (-2; 6); D) (6;-2).

. Przy jakiej wartosci x wektory E(x; 2) 1 b (—4; 8) sa kolinearne?
A) -1; 0) 0;
1

B) 1; D) =.

) ) 5
. Ktére z wymienionych réwnosci jest prawdziwa?
A) AB+ BC =C4;
B) AB+ BC = AD + DC;
C) AB- AC = BG;
D) AB+ BC+CD = DA.
. Dany jest wektor a (\/§, —2). Ktéry z wektoréw bedzie réwny wek-
torowi v/3a ?
A) m (1; -243); C) p(3-2);
B) n (-3 -23); D) ¢ (3;-2+/3).
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9. Punkt M — érodek boku BC w tréjkacie ABC. Ktora z wymienionych
réwnosci jest prawdziwa?
A) AM = AB + AC;

B) AM=TB+%TC;
1 11—
C) AM = 4B+ AG;

1 1

D) m = ETB - EZC;.
10. Oblicz skalarny iloczyn wektoréw a (2 -3) 1 b (3 -2).
A) 12; C) 0;
B) -12; D) 6.
11. Przy jakiej warto$ci x wektory a (2x; -3) 1 b (1; 4) sa prostopadie?
A) -6; C) 12;
B) 3; D) 6.

12. Oblicz kosinus kata zawartego miedzy wektorami 5(5; -12) i
b (-3; 4).

A 8, 0 -3,
65 65

B) %, D) %
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' GLOWNE W PARAGRAFIE 4 B |
°
Wektor

Jezeli podano, ktéry z punktéw jest poczatkiem odcinka, a ktory
punkt — koncem odcinka, to taki odcinek nazywa sie skierowanym
odcinkiem lub wektorem.

Wektory kolinearnego

Niezerowe wektory nazywaja sie kolinearnymi, jezeli leza na prostych
réwnoleglych lub na jednej prostej. Wektor zerowy jest kolinearnym
do jakiegokolwiek wektora.

Rowne wektory

Niezerowe wektory nazywaja sie rownymi, jezeli ich wartosci bez-
wzgledne sa réwne 1 zwroty sg zgodnie skierowane. Jakikolwiek dwa
zerowe wektory sg rowne.

Réwne wektory maja réwne odpowiednie wspélrzedne. Jezeli odpo-
wiednie wspolrzedne wektorow sa rowne, to rowne sg 1 same wektory.

Wspolrzedne wektora

Jezeli punkty A (x;; y,) 1B (x,; y,) odpowiednio sg poczatkiem i koncem
wektora a, toliczby x,— x,1y,— v, odpowiednio sg réwnymi pierwszej

i drugiej wspélrzednym wektora a.
Modul wektora
Jezeli wektor @ ma wspélrzedne (a;; @), to | a | =.Ja’+a’.

Metoda dodawania wektorow

Metoda trojkata

(E dowolnego punktu A ﬁodloZymy wektor }Y
AB, réowny wektorowl a, za$ od punktu

B—wektor Eé, réwny wektorowi b. Wek- @ A

tor AC — to suma wektoréw a i b.
Dla dowolnych punktéw A, B i C spetnia C
sie rownos¢ AB+ BC = AC. B
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Metoda réwnolegloboku

Od dowolnego punktu A odlozymy

_—
= b wektor AB, réwny wektorowi a, i
B C wektor AD, réwny wektorowi b. Wy-
ﬁ’ kreslimy réwnolegtobok ABCD. Wtedy,
‘ wektor AC — to suma wektoréw a i
A D b.

Wspélrzedne sumy wektorow

Jezeli wspélrzedne wektoréw a i b odpowiednio sa réwne (ay; a,)

i(by; b,), to wspélrzedne wektora a + b beda rowne (a, + by; a,+ by).

Wilasnoséci dodawania wektorow

Dla dowolnych wektorow a, bic spelniaja sie rownosci:
1) a+0= E;
2) a +b =b +a — wlasnoéé przemiennoéci;

3) (07 + 5) +c=a+ (17 + E) — wlasno$¢ 1acznosci.

Ro6znica wektoréw

Roé6znica wektorow a 1 b nazywa sie wektor ¢, suma ktérego wraz

z wektorem b jest réwna wektorowi a.
Dla dowolnych trzech punktéw O, A i B spelnia sie réwnoéé
OA - OB = BA.

Wspbélrzedne réznicy wektorow

Jezeli wspdtrzedne wektorow aib odpowiednio sa réowne (a,; a.)

1(by; by), to wspdlrzedne wektora a-b sa rowne (a,— b,; a,— b,).

Wektory przeciwne

Dwa niezerowe wektory nazywaja sie przeciwnymi, jezeli maja réwne
moduly, lecz przeciwne zwroty.

Dla dowolnych punktéw A 1 B spelnia sie réwnosé AB=-BA.
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Mnozenie wektora przez liczbe

Iloczynem wektora niezerowego ai liczby k, réznej od zera, nazywa
sie taki wektor b, ze:
D [&|=|k[[al

2)jezelik>0,to b TTa; jezelik<0,t0 b Tl a.

Jezeli @ =0 lub k=0, to uwaza sie, ze ka =0.

Jezeli wektor a posiada wspdtrzedne (a;; a,), to wektor ka posiada
wspolrzedne (ka,; ka,).

Wlasnoéci kolinearnych wektorow

Jezeli wektory aib sa kolinearne, przy czym a=#0, to istnieje
taka liczba k, ze b=ka.

Jezeli wektory a (a;ay))i b (b5 b,) sa kolinearne, przy czym a+0,
to istnieje taka liczba k&, ze b, = ka, 1 b, = ka,.

Wlasno$ci mnozenia wektora przez liczbe
Dla dowolnych liczb k&, m oraz dla dowolnych wektordéw a,b spet-
niaja sie roéwnosci:
1) (km)a =k (mg) — wlasnoéé tacznosei;
2) (k+m) a=Fka +ma — pierwsza wlasnoéé rozdzielnoéci;

3) k (Z + l;) = ka + kb — druga wlasnoéé rozdzielnoéci.

Skalarny iloczyn wektorow

Skalarnym iloczynem dwéch wektoréw nazywa sie iloczyn modutéw
tych wektoréw 1 kosinusa kata zawartego miedzy nimi:

E-E=|E | |5 |cos£(5, 5)
Skalarny iloczyn wektordéw E(al; a,) 1 E(bl; b,) mozna obliczyé

wedlug wzoru a -b = a,b, + a,b,.
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Wlasnoéci skalarnego iloczynu

Dla jakichkolwiek wektoréw a, b, ¢ idla dowolnejliczby % spelnia
sie rOWNosé:

1) a b =b-a — whasnoéé przemiennoéci;

2) (ka) b=k (a b) wlasnoéc tacznosci;

3) (a + b) =a-c+b-c —whasnosé rozdzielnosci.

Warunek prostopadlosci dwoch wektorow
Skalarny iloczyn dwéch wektoréw niezerowych jest réwny zeru, wtedy
1 tylko wtedy, gdy wektory sa prostopadie.

Kosinus kata zawartego miedzy dwoma wektorami

Kosinus kata zawartego miedzy niezerowymi wektorami a (a; a,)
ib (b;; b,) mozna obliczy¢ wedlug wzoru
apb, +a,b,

\/a1 RN

cosé a b
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GEOMETRYCZNE § 54*

PRZEKSZTALCENIA

W tym paragrafie dowiecie sie co to jest przeksztatcenie figury.

Zapoznacie sie z takimi rodzajami przeksztatcen, jak rownolegte przesuniecie, srodkowa symetria,
osiowa symetria, obrét, homotetia i podobienstwo.

Nauczycie sie zastosowywac whasnosci przeksztatcen do rozwigzywania zadar i udowodnienia
twierdzen.

17. Ruch (przesuniecie) figury.
Rownolegte przesuniecie

Przyklad 1. Na rysunku 17.1 przedstawiono odcinek AB, prosta
a 1 punkt O, ktéry nie nalezy do prostej a ani do prostej AB. Kazdemu
punktowi X lezacemu na odcinku AB przyporzadkowuje sie punkt X,
lezacy na prostej a w taki sposéb, aby punkty O, X1 X, lezaly na jedne;j
prostej. Punkt A przyporzadkowuje sie punktowi A,, punkt B — punktowi
B,. OczywiScie, wszystkie takie punkty X, tworza odcinek A,B,.

Rys. 17.1

Pokazaliémy, w jaki sposéb kazdemu punktowi X lezacemu na odcinku
AB przyporzadkowuje sie doktadnie jeden punkt X, lezacy na odcinku
A,B,, ktory otrzymaliémy w wyniku przeksztalcenia odcinka AB.
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Przyklad 2. Na rysunku 17.2 przedstawiono potowe okregu ze
$rednica AB1prosta a rownolegta do AB. Kazdemu punktowi X lezacego
na potowie okregu przyporzadkowany kazdy punkt X, lezacy na prostej
a w taki sposéb, ze prosta XX, bedzie prostopadta do prostej a. W takim
razie, wszystkie takie punkty X, tworza odcinek A, B;. W tym przypadku
uwaza sie, ze odcinek A, B; otrzymano w wyniku przeksztalcenia polowy
okregu o érednicy AB.

A B

\

X
N | T

Rys. 17.2

Przyklad 3. Przypuéémy, ze jest podane figura F i wektor a
(rys. 17.3). Kazdemu punktowi X nalezacemu do figury F przyporzadko-
wany punkt X, taki, ze X—X1 =a. W wyniku takiego przeksztalcenia z
figury Fotrzymamy figure F, (rys. 17.3). Takie przeksztalcenie figury F'
nazywa sie roOwnoleglym przesunieciem o wektor a.

Uogélnimy rozpatrywane przyklady.

Przypus$émy, ze podana figura F. Kazdemu punktowi figury F przypo-
rzadkujemy wedlug pewnej reguly pewny punkt. Wszystkie otrzymane
punkty utworza figure F,. Mowi sie, ze figure F,; otrzymano w wy-
niku przeksztalcenia figury F. W tym przypadku figure F, nazywa
sie obrazem figury F, za$ figura F' nazywa sie proobrazem figury F;.

A wiec, w przyktadzie 1 odcinek A, B, jest obrazem odcinka AB. Punkt
X, jest obrazem punktu X odcinek AB — to odwzorowanie odcinka A,B;.

Zwroémy uwage na to, ze w przykladzie 3 figura F jest rowna swo-
jemu obrazowi F. Przeksztalcenia, podane w zadaniach 11 2 takze nie
posiadaja ta wlasnoscé.

A jakie wlasnosci powinno posiadac przeksztalcenie, aby obrazidana
figura byle jednakowe? Okazuje sie, ze wystarczy tylko jednej wlasnosci,
a mianowicie: przeksztalcenie, ktére zachowuje odlegtosé miedzy punk-
tami, to znaczy, jezeli A 1 B — dowolne punkty figury F, zas punkty A,
1 B, —ich obrazy, wtedy spelnia sie réwno$é AB = A, B,.
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Definicja. Przeksztalcenie figury F, ktore zachowuje odle-
glo$ci miedzy punktami nazywa sie¢ ruchem (przesuniecie)
figury F.

Jezeli kazdemu punktowi X figury F przyporzadkowuje sie ten sam
punkt X, to takie przeksztalcenie nazywa sie tozsamo$ciowym. Przy
przeksztalceniu tozsamoéciowym obraz figury F jest sama figura F.
Oczywiécie, ze przeksztalcenie tozsamosciowe jest ruchem.

Juz przed tym zastosowywaliSémy pojecie “przystawania figur” chociaz
nie dawaliémy konkretnej definicji.

Nastepujace wlasnosci wskazuja, ze ruch $ci§le powiagzany z przy-
stawaniem figur.

Jezeli przeksztalcenie jest ruchem, to:

* obrazem prostej jest prosta,

e obrazem odcinka jest odcinek o tej samej dtugosci;

* obrazem kqta jest kqt, rowny danemu;

* obrazem tréjkqta jest tréjkat rowny danemu.

Udowodnienie tych wtasnoé$ci nie wchodza do rozpatrywanego kursu
geometril.

Wiasnosei ruchu podpowie nastepujaca definicja.

Definicja. Dwie figury nazywaja sie przystajace,jezeli ist-
nieje ruch, przy ktorym jedna z danych figur jest obrazem drugiej.

Zapis F'= F, oznacza, ze figury F'i F, sa przystajace.

Jezeli istnieje ruch, przy ktérym figura F, jest obrazem figury F, to
obowiazkowo istnieje ruch, przy ktérym figura F jest obrazem figury F,.
Takie ruchy nazywaja sie wzajemnie odwrotnymi.

Uwaga. Poprzednio przystajacymi figurami nazywaliémy takie
figury, ktére przy nakladaniu pokrywaty sie. Termin “nakladanie” jest
zrozumialym i w naszym przedstawieniu on wigze sie z realnymi ciatami.
Lecz figury geometryczne nie mozna nalozyé w znaczeniu tego slowa.
Teraz nakladanie figury F' na figure F, mozna rozpatrywac jak ruch
figury F, przy ktéorym figura F| jest jej obrazem.

Pojecie “ruch” asocjuje sie takze z pewnym fizycznym dziataniem:
zmiana potozenia ciala bez deformacji. A wiec, z tym pojeciem jest po-
wigzany termin w matematyce. Lecz, w geometrii przedmiotem badania
jest nie proces, ktéry odbywa sie w czasie, lecz wlasnosci figury oraz jej
obrazu.

To, ze figury F 1 F| przedstawione na rysunku 17.3 sa przystajace
jest oczywiscie widoczne. Udowodnienie tego faktu umozliwi nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 17.1 (wlasno$é przesuniecia rownole-
glego). Rownolegle przesuniecia jest ruchem.

Dowéd. ® Przypusémy, ze A (x;; y,) i B (x,; y,) — dowolne punkty
figury F (rys. 17.4), punkty A, i B, — ich odpowiednie obrazy przy réw-
noleglym przesunieciu wzgledem wektora
a (m; n). Udowodnimy, ze AB = A,B,.

Mamy: AA, = BB, =a. Wektory A4, i
BB, posiadajg wspélrzedne (m; n). A wiec,
wspolrzednymi punktéw A, 1 B, sa odpowied-
nimi pary liczb (x; + m;y, + n)i(x, + m;y, + n).

Obliczymy odleglo$é miedzy A i B:

Rys. 17.4 AB = J(x, - x,)* +(y, -~ )"
Obliczymy odleglo$é miedzy A, 1 B;:
AB, = \/(xz +m-—x,—m)’ +(y,+n—-y, —-n)’ = \/(x2 -x) +(,—y,)’-

Wiec, pokazaliémy, ze AB = A,B,, a to znaczy, ze rownolegle przesu-

niecie zachowuje odlegtoéci miedzy punktami. <

Wniosek. Jezeli figura F, - jest obrazem figury F przy réowno-
leglym przesunieciu, to F, = F.

Te wlasno§é zastosowuja przy nanoszeniu rysunkéw na materialy,
przy tapetach oraz pokry¢ podtogowych i inne (rys. 17.5).

*

SRARARADADADND

SSTSTaT SO G

Jezeli figura F| jest obrazem figury I przy
réwnoleglym przesunieciu o wektor a, to fi-
gura F jest obrazem figury F, przy rownole-
glym przesunieciu o wektor —a (rys. 17.6).

Réwnolegte przesuniecie wektoréw a 1 —a sa

wzajemnie odwrotnymi ruchami.
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O—w Zadanie 1. Kazdy punkt X (x; y) figury F odwzorowuje sie na
punkt X, (x + m;y + n), gdzie m 1 n — podane liczby. Udowodnij, ze takie
przeksztaltcenie figury F jest rownoleglym przesuniecia o wektor
a (m; n).

Rozwiqzanie. Rozpatrzymy wektor E(m; n). Widzimy, ze wspodt-
rzedne wektora XX, saréwne (m;n),toznaczy XX, = a. A wiec, wyzej
wymienione przeksztalcenie figury F — to rownolegle przesuniecie o
wektor a. <

Zadanie 2. Punkt A, (-2; 3) jest obrazem punktu A (-1; 2) przy
réwnoleglym przenoszeniu o wektor a. Oblicz wspoélrzedne wektora a
oraz wspotrzedne obrazu punktu B (-7; -3).

Rozwiqzanie. Z warunku wynika, ze E =a. Stad E(—l; 1).

Przypus$émy, ze B, (x; y) — obraz punktu B (-7; —3). Wtedy BB, = a,
to znaczy,zex+7=-11y+3=1. Stad x =-8, y =—2.

Odpowied?: a (-1;1), B, (-8; -2). <«

Zadanie 3. Dany jest kat ABC1 prosta p, ktora nie jest rownolegta

do ramion danego kata (rys. 17.7). Skonstruuj prosta p,, réwnolegta do
prostej p tak, aby boki kata odcinaty na niej odcinek danej dtugoséci a.

a A

Rys. 17.7 Rys. 17.8

Rozwigzanie. Rozpatrzymy wektor MN taki, ze MN||p i
|MN | =a (rys. 17.8). Wykreslony wektor B,A,, ktory jest obrazem
BA przy rownoleglym przesunieciu o wektor MN. Punkt przeciecia
potprostych BC i B,A; oznaczymy litera E. Przypu§émy, ze F jest
punktem, dla ktorego obrazem jest punkt E przy réwnoleglym prze-
sunieciu, ktére rozpatrujemy. Wtedy FE = MN, to ZNnaczy | FE | =a
i FE||p.
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Rozpatrywane wypowiedzi umozliwiaja podawanie algorytmu naste-
pujacej konstrukeji:
1) znalezienie obrazu pétprostej BA przy rownoleglym przesunieciu
na wektor MN;
2) okreslenia punktu przeciecia pétprostej BC z zbudowanym obrazem;
3) przez znaleziony punkt poprowadzi¢ prosta p,, réwnoleglta do
prostej p. Prosta p, bedzie szukana proste. <
p |
o : . .
1. Podaj, co to jest przeksztatcenie figury.
2. Podaj przykfady przeksztatcenia figur.
3. Okresl przeksztatcenie figury F, ktére nazywa sie rbwnolegtym przesunieciem o
wektor a .
4. Kiedy figura F, nazywa sie obrazem figury F, za$ figura F'- stuzacg do odwzo-
rowania na figure F}?
5. Jakie przeksztatcenie nazywa sie ruchem?
6. Jakie przeksztatcone figury nazywaja sie tozsamosciowe?
7. Sformutuj wiasnosci ruchu.
8. Jakie figury nazywajg sie rownymi?
9. Podaj ruchy, ktére nazywaja sie wzajemnie odwrotne.
10. Okresl wtasnosci réwnolegtego przesuniecia. _ _
11. Jakimi ruchami bedzie réwnolegte przesuniecie o wektor a i —a?

¥a)
p’é'& ZADANIA PRAKTYCZNE I

17.1.° Na rysunku 17.9 przedstawiono kat AOB 1 prosta p, ktéra jest nie
réwnolegta do ramiom kata. Kazdemu punktowi X ramienia OA
przyporzadkowuje si¢ taki punkt X, na ramieniu OB, ze XX, || p
(punkt O odwzorowuje sie w punkt O). Wykreél obraz punktu M i
odwzorowanie dla punktu K przy danym przeksztalceniu pdtprostej
OA. Jaka figura bedzie obrazem pdtprostej OA?

A B

M /E/‘
A

p F

Rys. 17.9 Rys. 17.10
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17.2.° Na rysunku 17.10 jest przedstawiony odcinek AB1 prosta a. Kazdy
punkt Xlezacy na odcinku AB odwzorowuje sie na spadek prostopadle]
poprowadzonej z punktu X na prosta a. Wykresl obraz punktu E i
punkt, ktory stuzyt obrazem punktu F przy danym przeksztalceniu
odcinka AB. Czy istniejg punkty lezace na prostej a 1 nie mogtly by¢
obrazem? Wykresl obraz odcinka AB.

17.3.° Wykre$l obraz odcinka AB 1 pétproste] OM przy réwnolegltym

przesunieciu o wektor a (rys. 17.11).

’ - e
s —
I a

A a —
\\ Mo
Rys. 17.11 Rys. 17.12 Rys. 17.13

17.4.° Na rysunku 17.12 prosta a jest obrazem pewnej prostej przy row-

noleglym przesunieciu o wektor m. Wykre§l ta prosta, ktéra stuzyta
obrazem dla a.

17.5.° Okrag ze $rodkiem O, jest obrazem okregu ze $érodkiem O przy
réwnoleglym przesunieciu o wektor a (rys. 17.13). Odt6z wektor a
od punktu M.

17.6.© Wykre§l obraz paraboli y = x? przy rownoleglym przesunieciu o
wektor: 1) E(O; 2); 2) b (-1; 0); 3) c (-1; 2). Zapisz réwnanie obra-
zu paraboli y = 2 przy danym réwnoleglym przesunieciu.

17.7.° Wykre$l obraz okregu x? + y? = 4 przy réwnoleglym przesunieciu
o wektor: 1) a (2; 0); 2) b (0; -1); 3) ¢ (2; —1). Zapisz réwnanie
obrazu okregu x? + y? = 4 przy danym row-
noleglym przesunieciu. A o, B
17.8.° Prosta a jest styczna do potowy okre-
gu érednicy AB ze $rodkiem w punkcie
O (rys. 17.14). Podaj jakiekolwiek prze-
ksztalcenie, przy ktorym prosta a bedzie a
obrazem poélokregu AB z “odrzuconymi” Rys. 17.14
punktami A i B.
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Rys. 17.15 Rys. 17.16

17.9.© Wybierz jakiekolwiek przeksztatcenie przy ktérym odcinek CD
odwzorowuje sie na odcinek AB (rys. 17.15).

—
W CWICZENIA I

17.10.° Rozpatrzymy okrag o promieniu r i érodkiem w punkcie O. Kaz-
dy punkt X odwzorowuje sie w punkt X,, ktéry lezy na promieniu OX,

. 1 .
tak, ze OX, = Er. Jaka figura bedzie obrazem danego okregu? Czy

przeksztalcenie bedzie ruchem?

17.11.° Dany jest kat AOB (rys. 17.16). Kazdy punkt X lezacy na OA
odwzorowuje sie w odpowiedni punkt X;, ktory nalezy do ramienia
OB1lezy na okregu o promieniu OX; ze érodkiem w punkcie O (punkt
O odwzorowuje sie w punkt O). Jaka figura jest obrazem ramienia
OA? Udowodnij, ze wymienione wyzej przeksztalcenie jest ruchem.

17.12.° Dany jest kat MON. Kazdy punkt X lezacy na ramieniu OM
odwzorowuje sie w punkt X, lezacy na ramieniu ON, ze prosta XX,
jest prostopadia do dwusiecznej kata MON (O odwzorowuje sie
odpowiednio w punkt O). Udowodnij, ze opisane przeksztalcenie
jest ruchem.

17.13.° Dana jest prosta a 1 odcinek AB, ktéry nie ma z nig wspélnych
punktéw. Kazdy punkt X lezacy na odcinku AB odwzorowuje sie na
spodek prostopadtej, opuszczonej z punktu X na prosta a. Przy jakim
wzajemnym potozeniu prostej a i odcinka AB podane przeksztalcenie
bedzie ruchem?

17.14.° Punkty A, 1 B, nie naleza do prostej AB1 sa obrazami odpowiednio
punktéw A 1 B przy rownoleglym przesunieciu prostej AB. Udowodnij,
ze czworokat AA,B, B jest réwnoleglobokiem.

17.15.° Punkty A, 1 B, sg obrazami punktéw A i B przy réwnoleglym
przesunieciu odcinka AB. Oblicz odcinek A,B,, jezeli AB =5 cm.
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17.16.° Wektor m jest réwnolegly do prostej a. Jaka figura bedzie obra-
zem prostej a przy réwnoleglym przesunieciu o wektor m?

17.17.° Dany jest rownolegtobok ABCD. Ktéry z wektorow podaje réw-
nolegle przesuniecie przy ktéorym bok AD jest obrazem boku BC?

17.18.° Czy istnieje réwnoleglte przesuniecie tréjkata réwnobocznego
ABC przy ktérym bok AB jest obrazem boku BC?

17.19.° Znajdz punkty, ktore sa obrazem punktéow A (—2; 3) 1 B (1; —4)
przy réwnoleglym przesunieciu o wektor a (-1; —3).
17.20.° Czy istnieje rownolegle przesuniecie, przy ktéorym obrazem

punktu A (1; 3) jest punkt A, (4; 0), zaé obrazem dla punktu B (-2; 1) —
punkt B, (1; 4)?

17.21.° Przy réwnoleglym przesunieciu o wektor a (2 -1) obrazem
punktu A jest punkt A, (-3; 4). Oblicz wspdlrzedne punktu A.

17.22.° Punkt M, (x; 2) jest obrazem dla punktu M (3; y) przy réwnoleglym
przesunieciu, przy ktérym punkt A (2; 3) jest obrazem dla poczatku
wspolrzednych. Oblicz x 1 y.

17.23.° Ile istnieje réwnoleglych przeniesien prostej a, przy ktérej jej
obrazem jest prosta a?

17.24.° Rozpatrzymy figure, ktéra utworzona ze wszystkich punktéw,
ktére naleza do bokdéw tréjkata. Opisz jakiekolwiek przeksztalcenie
figury, przy ktérym obrazem bedzie okrag.

17.25.° Rozpatrzymy figure, ktéra utworzona ze wszystkich punktéw,
ktore naleza do bokéw tréjkata. Oblicz jakiekolwiek przeksztalce-
nie tej figury, przy ktorym obraz jej jest figura, ktéra utworzona ze
wszystkich punktéw bokéw rombu.

17.26.° Wiadomo, ze przy przeksztalceniu figury F jej obrazem jest ta
sama figura F. Czy mozna stwierdzié, ze to przeksztalcenie jest toz-
samosciowym?

17.27.° Dane sa punkty A (3; —2) 1 B (5; —4). Przy rownoleglym przesu-
nieciu odcinka AB obrazem jego $rodka jest punkt M, (—4; 3). Znajdz
obrazy punktow A 1 B przy takim réwnoleglym przesunieciu.

17.28.° Punkty A (1; 3), B (2; 6), C (-—3; 1) sa wierzchotkami réwnolegto-
boku ABCD. Przy réwnoleglym przesunieciu réwnolegtoboku ABCD
obrazem punktu przeciecia przekatnych jest punkt O, (=2 —4). Znajdz
obrazy punktéw A, B, Ci D przy takim réwnoleglym przesunieciu.

17.29.° Podaj rownanie okregu, ktory jest obrazem okregu x? + y* = 1 przy
réwnoleglym przesunieciu o wektor a (-3; 4).
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17.30.° Zapisz rOwnanie paraboli, ktora jest obrazem paraboli y = x% przy
réwnoleglym przesunieciu o wektor a (2; —3).

17.31. Wykresl trapez znajac podstawy 1 przekatne.

17.32. Wykreél trapez znajac cztery jego boki.

17.33.* Wykreél odcinek, rowny i réwnolegly do danego odcinka AB tak,
aby jeden z jego koncéw nalezat do danej prostej, za$ drugi — danemu
okregu.

17.34.* Wykre$l cieciwe danego okregu, ktéra jest rowna 1 réwnolegta
do danego odcinka AB.

17.35. Wykre§l czworokat, w ktérym przeciwlegle boki nie sg nie
réwnolegle parami, wedtug czterech katéow i dwoma przeciwlegltymi
bokami.

A M

17.36." W ktérym miejscu nalezy zbudowaé
most MN przez rzeke, ktéra dzieli dwa
zaludnione punkty A 1 B (rys. 17.17),
tak, aby droga AMNB byta najkrétsza N
(brzegi rzeki uwaza sie, ze sg rownole- B
gle, za$ most jest prostopadly do brze-
gbw rzeki)? Rys. 17.17

CWICZENIA POWTORZENIOWE I

17.37. Przez kazdy wierzcholek trojkata poprowadzono proste, kto-
re sa rownolegte do przeciwlegltych bokow. Ile jest rowny obwod
utworzonego trojkata, jezeli obwdd danego trojkata jest réwny
18 cm?

17.38. Udowodnij, ze czworokat o wierzchotkach A (-3; —4), B (0; 3),
C (7;6) 1D (4; -1) jest rombem. Oblicz jego pole.

17.39. W trapez prostokatny wpisano okrag. Punkty przeciecia dzieli
wieksze ramie trapezu na odcinki o dlugoéci 4 cm 1 25 cm. Oblicz
pole trapezu.

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

17.40. Wewnatrz foremnego szeéciokata o boku 1 m wybrano 7 punktow.
Udowodnij, ze po$rdod nich znajda sie 2 punkty odlegtoéé miedzy jakimi
jest nie wieksza od 1 m.
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18. Osiowa symetria

Definicja. Punkty A i A, nazywaja si¢ symetrycznymi
wzgledem prostej l,jezeli prostaljest symetralna do odcinka
AA, (rys. 18.1). Jezeli punkt A nalezy do prostej /, to ona nazywa
sie symetryczna do siebie wzgledem prostej I.

hN
=
hN

RE--------o

|
]y

Rys. 18.1 Rys. 18.2 Rys. 18.3

Na przyktad, punkty AiA,;, ktére maja jednakowe rzedne, zas odciete —
to liczby przeciwne, sa symetryczne wzgledem osi rzednych (rys. 18.2).

Rozpatrzymy figure F'i prosta [. Kazdy punkt X figury F odwzoro-
wuje sie w symetryczny punkt X; wzgledem prostej [. Zawdzieczajac
takiemu przeksztatceniu figury F otrzymamy figure F, (rys. 18.3). Takie
przeksztalcenie figury F nazywa sie symetria osiowa wzgledem pro-
stej I. Prosta [ nazywa sie osia symetrii. Uwaza sie, ze figury F'i F sa
symetryczne wzgledem prostej /.

Twierdzenie 18.1 (wlasno§é symetrii osiowej). Syme-
tria osiowa jest ruchem.

Dowdéd. © Wybierzemy uklad wspélrzedny w raki sposéb, aby o0&
symetrii pokryla sie z osig rzednych. Niech A (x;; y;) 1 B (x,; y,) — dowolne
punkty figury F. Wtedy punkty A, (—x,; y,) 1 B, (—x,; y,) —ich odpowiednie
obrazy przy osiowej symetrii wzgledem osi rzednych. Mamy:

AB = \/(xz -2+, —y,)%;

AB, = (-2, — (-x))* + (4, — 1,) ==, + 5,)* +(y, —y,)" = AB.
Otrzymaliémy, ze AB = A,B,, a to oznacza, ze symetria osiowa zacho-
wuje odleglo§¢é miedzy punktami. A wiec, symetria osiowa jest ruchem.

Wniosek. Jezeli figury Fi F, sq symetryczne wzgledem prostej
toF=F,

Definicja. Figura nazywa sie¢ symetryczng wzgledem
prostej l,jezeli dla kazdego punktu danej figury istnieje punkt
symetryczny do niego wzgledem prostej I, r6wniez nalezy do tej
figury.
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Prosta [ nazywa sie osia symetrii figury. Méwi sie, ze figura po-
siada o$ symetrii.

Podamy przyktady figur, ktore posiadaja o$ symetrii.

Na rysunku 18.4 przedstawiony trdojkat réwnoramienny. Prosta,
ktora zawiera jego wysoko§¢ opuszczong na podstawe, jest osia symetrii
tréjkata.

Dowolny kat ma o$§ symetrii — to prosta, ktéra zawiera jego dwu-
sieczna (rys. 18.5).

Tréjkat rownoboczny posiada trzy osie symetrii (rys. 18.6).

A < &

Rys. 18.4 Rys. 18.5 Rys. 18.6 Rys. 18.7

Odcinek posiada dwie osie symetrii: jest to jego symetralna oraz
prosta, ktéra zawiera ten odcinek (rys. 18.7).

Kwadrat posiada cztery osi symetrii (rys. 18.8).

Istniejq figury, ktore posiadaja nieskonczona ilo$¢ symetrii, na przy-
ktad okrag. Jakakolwiek prosta, ktéra przechodzi przez érodek okregu
jest jego osia symetrii (rys. 18.9).

Nieskonczona iloé¢ osi symetrii posiada 1 prosta: jest to sama prosta
oraz jakakolwiek prosta prostopadla do niej, jest jej osia symetrii.

Rys. 18.8 Rys. 18.9 Rys. 18.10

Zadanie 1. Wykres$l nie rownoramienny trojkat ABC. Poprowadz
prosta [, ktora zawiera dwusieczna kata C. Nastepnie zetrzyj rysunek,
pozostawiajac tylko punkty A 1 B oraz prosta [. Odnéw trojkat ABC.

Rozwiqzanie. Poniewaz prosta [ jest osig symetrii kata ACB, to
punkt A, — jest obrazem punktu A przy symetrii wzgledem prostej [ —
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nalezy do pélprostej CB. Wtedy przecieciem prostych /1 BA, jest wierz-
chotek C szukanego trojkata ABC (rys. 18.10).

Te rozwiazania wskazuja w jaki sposéb zbudowaé szukany tréjkat, a
mianowicie: budujemy punkt A,, symetryczny z punktem A wzgledem pro-
stej [. Znachodzimy wierzcholek Cjako punkt przeciecia prostych /1 BA,. <

Zadanie 2. Punkt O nalezy do kata ostrego ABC (rys. 18.11). Na
ramionach BA i1 BC kata wybierzemy takie punkty E 1 F, aby obwdd
trojkata OEF byl najmniejszy.

Rys. 18.11 Rys. 18.12

Rozwiqzanie. Przypu$émy, ze punkty O, i O, — obrazy punktu O
przy symetrii wzgledem prostych BA 1 BC (rys. 18.12), za$ prosta O,0,
przecina ramiona BA 1 BC odpowiednio w punktach E1 F. Udowodnimy,
ze punkty E i F' — szukane.

Zwréé uwage, ze odeinki EO, 1 EO sa symetryczne wzgledem proste]
BA. A wiec, EO, = EO. Analogicznie FO = FO,. Wtedy obwod trdojkata
OEF jest réwny odcinku O,0,.

Pokazemy, ze zbudowanie tréjkata, ktory ma najmniejszy obwdd jest
mozliwe. Rozpatrzymy tréjkat KOM, gdzie K1 M — dowolne punkty od-
powiednich pétprostych BA 1 BC, przy czym punkt K nie pokrywa sie z
punktem E lub punkt M nie pokrywa sie z punktem F. Wiadomo, ze
KO=KO, 1 MO = MO,. Wtedy obwdd trojkata KOM jest rOwny sumie
O.K + KM + MO,. A wiec O,K + KM + MO, >0,0,. <4

? -

-

. Jakie punkty nazywaja sie symetryczne wzgledem prostej [? Jak nazywa sie
prosta [?

. Jakie figury nazywaja sie symetryczne wzgledem prostej [?

. Podaj wtasnos¢ symetrii osiowej.

. Jaka whasnos¢ posiadaja figury, symetryczne wzgledem prostej?

. O jakiej figurze mdwi sie, ze ma o0$ symetrii?

. Podaj przyktady figur, jakie majg o$ symetrii.

O hWN
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2w ZADANIA PRAKTYCZNE I

18.1.° Zbuduj obrazy figur przedstawionych na rysunku 18.13 za
pomoca symetrii wzgledem proste;j /.

Rys. 18.13

18.2.° Wykresl trojkat. Zbuduj trojkat symetryczny do danego wzgledem
prostej, ktora zawiera jedna z linii Srodkowej.

18.3.° Punkty A i B sg symetryczne wzgledem [ (rys. 18.14). Wykre§l
ta prosta [.

¢*B
° K
OKRES
Ao ¢ Ao DESZCZOW
B l
Rys. 18.14 Rys. 18.15 Rys. 18.16 Rys. 18.17

18.4.° Wykre$l przecinajace sie proste a i a,. Zbuduj prosta, wzgledem
ktorej prosta a, bedzie symetryczna do prostej a. Ile rozwiazan po-
siada zadanie?

18.5.° Wykresl réwnolegte proste a i a,. Zbuduj prosta, wzgledem ktorej
prosta a, bedzie symetryczna do prostej a.

18.6.° Wykresl romb ABCD wedtug jego wierzchotkéw Bi C oraz proste;j /,
ktéra zawiera jego przekatna BD (rys. 18.15).

18.7. Wykresl trojkat rownoramienny ABC znajac wierzchotek A i punkt
K, ktéory nalezy do boku BC oraz prosta, ktéra zawiera wysokosé,
poprowadzonej do podstawy AB (rys. 18.16).
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18.8.° Popatrz sie na rysunek 18.17 przez szkla-

na probowke napelniona woda. Dlaczego A
niektére litery w drugim slowie okazaly sie
przewréconymi, a na pierwszej — nie?

18.9. Okregi ze $rodkami O, 1 O, maja dwa
wspoOlne punkty (rys. 18.18). Za pomoca B

tylko cyrkla zbuduj okregi symetryczne do
danych wzgledem prostej AB. Rys. 18.18

e\
W CWICZENIA I

18.10.° Prosta [ przechodzi przez Srodek odcinka AB. Czy obowiazkowo
punkty A 1 B sa symetryczne wzgledem prostej [?

18.11.° Udowodnij, ze prosta, ktéra zawiera érodkowa tréjkata rownora-
miennego poprowadzona do podstawy, jest jego osia symetrii.

18.12.° Trojkat réwnoramienny ABC jest przedstawiony na rysunku
18.19 oraz prosta [, ktéra zawiera wysoko§¢ trojkata, poprowadzona,
do podstawy AC. Odcinki AM i CN — §rodkowe tréjkata. Podaj obrazy
punktéw A1 B érodkowej CN oraz boku AC przy symetrii wzgledem /.

B

Rys. 18.19 Rys. 18.20

18.13.° Udowodnij, ze prosta przechodzaca przez srodki podstaw réw-
noramiennego trapezu jest jego osig symetrii.

18.14.° Na rysunku 18.20 przedstawiono trapez réwnoramienny ABCD,
prosta [, ktéora przechodzi przez srodki jego podstawy. Wskaz obra-
zy punktow B 1 D, przekatna AC oraz podstawy BC przy symetrii
wzgledem prostej [.

18.15.° Udowodnij, ze proste, ktére zawieraja przekatne rombu, sa jego
oslami symetrii.

18.16.° Udowodnij, ze proste, przechodzace przez srodki przeciwlegtych
bokéw prostokata, sa jego osiami symetrii.
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18.17.° Punkty A, 1 B, sa obrazami odpowiednich punktéw A i B przy
symetrii osiowej. Wiadomo, ze AB =5 cm. Oblicz odcinek A,B,;.

18.18.° Udowodnij, ze prosta zawierajaca dwusieczna kata jest jego osig
symetrii.

18.19.° Podaj wspdétrzedne punktéw, symetrycznych do punktow A (—2; 1)
1 B (0; —4) wzgledem osi1 wspotrzednych.

18.20.° Punkty A (x; 3) 1 B (-2; y) sa symetryczne wzgledem:
1) osi odcietych;
2) osi rzednych.
Oblicz x 1 y.

18.21.° Obrazem prostej a przy symetrii wzgledem prostej [ jest sama
prosta a. Jakie jest wzajemne potozenie prostych a i [?

18.22.° Udowodnij, ze tréjkat, ktory ma o§ symetrii, bedzie réwnora-
miennym.

18.23.° Udowodnij, ze trojkat, ktéry ma dwie osie symetrii, jest rOwno-
boczny. Czy tréjkat musi mie¢ doktadnie dwie osie symetrii?

18.24.° Udowodnij, ze, gdy réwnolegtobok ma doktadnie dwie osie syme-
trii, to on jest prostokatem lub rombem.

18.25.° Udowodnij, ze, gdy czworokat ma cztery osie symetrii, to on jest
kwadratem.

18.26.° Okregi ze srodkami O, 1 O, przecinajq sie w dwoch punktach A1 B.
Udowodnij, ze punkty A 1 B sa symetryczne wzgledem prostej O,O,.

18.27.° Punkt M nalezy do kata prostego ABC (rys. 18.21). Punkty M,
1 M, — sga obrazami punktu M podczas symetrii wzgledem odpowied-
nich prostych BA i BC. Udowodnij, ze punkty
M,, B1i M, leza na jednej prostej. A

18.28.° Wyznacz wspdlrzedne punktéw symetrycz- M
nych do punktéw A (—2; 0)1 B (3;-1) wzgledem M
prostej, ktora zawiera dwusieczne: 1) pierwsze)

1 trzeciej ¢wiartce wspotrzednych; 2) drugiej 1 o

czwartej ¢wiartce wspotrzednych. B
18.29.° Punkty A (x; —1) 1 B (y; 2) symetryczne

wzgledem prostej, ktéra zawiera dwusieczne

pierwszej 1 trzeciej ¢wiartce wspoétrzednych. > M
Oblicz x 1 y. 2
18.30.” Punkty A i B leza w rbéznych potptasz- Rys. 18.21

czyznach wzgledem prostej a. Na prostej a
wyznacz taki punkt X, aby prosta a zawierata
dwusieczng kata AXB.
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18.31. Punkty A 1 B leza w jednej pétptaszczyznie wzgledem prostej a.
Wyznacz na prostej a taki punkt X, aby potprosta XA i XB tworzyly z
nia doktadnie rowne katy.

18.32. Punkty A i Bleza w jednej pélptaszczyznie wzgledem a. Wyznacz
na prostej a taki punkt X, aby suma AX + XB
byla najmniejsza.

18.33." Wykre$l tréjkat ABC wedtug dwéch bo- ¢
kow AB1AC (AB< AC) iréznica katow Bi C.

18.34." Punkty Ci D leza w jednej pétptaszczyz-
nie wzgledem prostej AB (rys. 18.22). Na A X B
prostej AB okre$l taki punkt X, aby

LAXC = %LDXB.

D

Rys. 18.22

18.35." Udowodnij, ze pole czworokata wypuktego ABCD nie przewyzsza
%(AB-CD+BC-AD).

18.36." Dany jest trojkat ABC. Znajdz punkt taki, ze symetryczny obraz
jakiego wzgledem jakiegokolwiek boku trdjkata lezy na okregu opi-
sanego na tym tréjkacie.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

18.37. Obwoéd réwnolegtoboku ABCD wynosi 48 cm, AD =7 cm. Jaki
bok réwnolegtoboku przecina dwusieczna kata B? Oblicz dtugoéci
odcinkéw, na ktoére dwusieczna dzieli bok réwnolegtoboku.

18.38. Dwa trdojkaty maja po dwa réwne boki, zas suma katow zawartymi
miedzy odpowiednio réwnymi bokami tych tréjkatow jest rowna 180°.
Udowodnij, ze dwa trdjkaty sa rownowazne.

18.39. Dane sa punkty A (5; 2), B (-7; 1) 1 C (1; -5), oraz odcinek AM —
$rodkowa trojkata ABC. Ut6z réwnanie prostej AM.

. tﬁ PIERWSZA OGOLNOUKRAINSKA OLIMPIADA
MELODYCH MATEMATYKOW

Spodziewamy sie, ze zadanie 18.36 podobalo sie wam 1 odczuwacie
rado$¢ sukcesu, gdy rozwigzaliScie je. Zadanie to warte uwagi dlatego,
ze w 1961 r. ono bylo zaproponowane uczestnikom pierwszej Ogdlno-
ukrainskiej olimpiady mtodych matematykow.

W ogéle, matematyczne olimpiady w Ukrainie maja dawna tradycje.
Pierwsza miejska olimpiada mtodych matematykow odbyta sie w 1935 r.
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w Kijowie. Od tego czasu minelo ponad 80 lat i1 za ten czas olimpiady
matematyczne staly dla wielu utalentowanej mtodziezy pierwszym
krokiem do naukowej twodrczosci. Teraz takie nazwiska, jak Pogorie-
tow O.W., Krejn S.G., Krasnosielskij M.O., Drinfeld W.G. sa znane calemu
naukowemu Swiatu. W réznych latach oni byli zwyciezcami olimpiad
matematycznych w Kijowie.

Chcemy z zadowoleniem zaznaczy¢, ze 1 w terazniejszych czasach
olimpiady matematyczne w Kijowie sa popularne. Dziesieé tysiecy
uczniéw naszego panstwa na réznych etapach biora udziat w tych ma-
tematycznych zawodach. Do organizacji 1 przeprowadzenia olimpiad sa
zatrudnieni najlepsi uczeni, metodySci, nauczyciele. Zawdzieczajac ich
entuzjazmu i profesjonalizmu druzyna Ukrainy godnie prezentuje nasze
panstwo na miedzynarodowych olimpiadach matematycznych.

Radzimy wam, drodzy dzieci, uczestniczy¢ w olimpiadach matema-
tycznych. Nizej zapisane sa pewne zadania pierwszej ogdlnoukrainskiej
olimpiady mtodych matematykéw. Wyprobuj swoje sily.

1. Okrag wpisany w tréjkat ABC dotyka sie do jego bokéw w punktach
K, L, M. Przyjmiemy, ze punkty O,, O,, O, sa Srodkami okregéw
zewnetrznie wpisanych w ten samy trojkat. Udowodnij, ze trojkaty
KLM 1 0O,0,0, sa podobne.

2. Wewnatrz prostokata o polu réwnym 4 m?, pomieszczono 7 prosto-
katéw, przy czym pole kazdego z nich jest réwne 1 m2. Udowodnij, ze
chociazby dwa prostokaty maja wspoélna czesé, pole ktorej jest nie

.. 1
mniejsze niz - m?2.
3. Niech boki czworokata odpowiednio sa rowne a, b, ¢, d, a pole jego

doréwnuje S. Udowodnij, ze S < i (a+c)(b+d).

Oleksij Selim Mark Wotodymyr
Wasylowicz Grygorowicz Oleksandrowich Gerszonowicz
Pogorietow Krejn Krasnosielskij Drinfeld

(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (1954 1. u.)
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19. Symetria srodkowa. Obrot

Definicja. Punkty A i A, nazywaja sie symetrycznymi
wzgledem punktu O,jezeli punkt O jest Srodkiem odcinka AA,
(rys. 19.1). Punkt O nazywa sie symetrycznym wzgledem siebie.

7
Yo
A —%o

i
0 |

A¥-------
A, !

Rys. 19.1 Rys. 19.2 Rys. 19.3

Na przyklad, punkty A i1 A,, dla ktérych 1 odciete 1 rzedne — to liczby
przeciwne symetryczne wzgledem poczatku wspélrzednych (rys. 19.2).

Rozpatrzymy figure F'i punkt O. Kazdemu punktowi X figury F przy-
porzadkowuje sie symetryczny do niego punkt X; wzgledem punktu O.
Podczas takiego przeksztalcenia figury F otrzymamy figure F, (rys. 19.3).
Takie przeksztalcenie figury F'nazywa sie symetria srodkowa wzgle-
dem punktu O. Punkt O nazywa sie Srodkiem symetrii. Czesto méwi
sie, ze figury F'1 F| sa symetryczne wzgledem punktu O.

Twierdzenie 19.1 (wlasnos§é Srodkowej symetrii).
Symetria srodkowa jest ruchem.

Dowdéd. © Wybierzemy uktad wspélrzedny w taki sposéb, aby éro-
dek symetrii pokrywat sie z poczatkiem ukladu wspélrzednych. Niech
punkty A (x;; y,) 1 B (xy; y,) — dowolne punkty figury F. Punkty A, (—x,; —y,)
1 B, (—x,; —y,) —odpowiednie ich obrazy przy symetrii érodkowej wzgledem
poczatku wspdtrzednych. Mamy:

AB= \/(xz _*’(:1)2 +(y2 _y1)2’

AB, = (=%, — (-2 + (4, ~ (-4’ = (%, +x,)" +(-y, +4,)’ = AB.

OtrzymaliSémy, ze AB = A,B,, to znaczy, ze symetria érodkowa za-
chowuje odleglo$ci miedzy punktami. A wiec, symetria §rodkowa jest
ruchem. <«

Wniosek. Jezeli figury F i F, sq symetryczne wzgledem punk-
tu, to F=F,.
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Definicja. Figura nazywa sie symetryczna wzgledem
punktu O, jezeli dla kazdego punktu tej figury istnieje punkt sy-
metryczny do niego wzgledem punktu O i takze nalezy do tej figury.

Punkt O nazywa sie §rodkiem symetrii figury.

A o B Uwaza sie, ze figura posiada $rodek symetrii.
— Podamy przyklady figur, ktore posiadaja Srodek
symetrii.
Rys. 19.4 Srodkiem symetrii odcinka jest jego Srodek
(rys. 19.4).

Przeciecie przekatnych réwnolegloboku jest jego érodek symetrii
(rys. 19.5).

Rys. 19.5 Rys. 19.6

Istniejq figury, ktére maja nieskonczona ilo$é srodkéw symetrii. Na
przyklad, kazdy punkt prostej jest jej osiq symetrii.

Figura, sktadajaca sie z dwdch réwnoleglych prostych posiada nieskon-
czong ilo§¢ srodkéw symetrii. Jakikolwiek punkt prostej réwno oddalony
od dwéch danych jest Srodkiem symetrii rozpatrywanej figury (rys. 19.6).

O—w Zadanie 1. Udowodnij, ze obrazem danej prostej { przy syme-
trii wzgledem punktu O, ktéra nie nalezy do prostej /, jest prosta réwno-
legta do danej.

Rozwigzanie. Poniewaz symetria osiowa — to ruch, wtedy obrazem
prostej [ bedzie prosta. Dla konstrukeji prostej wystarczy znalezé dwa
jakiekolwiek jej punkty.

Na prostej [ wybilerzemy dwa dowolne
punkty A 1 B (rys. 19.7). Niech punkty A,
1 B, — beda ich obrazami wzgledem syme-
trii srodkowej wzgledem punktu O. Wtedy
prosta A, B, — obraz prostej [.

Poniewaz AO = OA,, BO = OB, to katy
AOB1A,0B, sag r6wne jako wierzchotkowe,
wtedy trojkaty AOB 1 A,OB, sa przystaja-
ce wedlug cechy przystawania trojkatow.
Stad £1 = Z£2 (rys. 19.7). A wiec, zgodnie
z cecha rownolegltosci prostych wynika, ze
1|A,B,. <
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A E 4
Bl
oM
B
B F C
C {
Rys. 19.8 Rys. 19.9

Zadanie 2. Punkt M lezy wewnatrz kata ABC (rys. 19.8). Na
ramionach BA 1 BC danego kata wybierz takie punkty E i F, aby punkt
M byt §rodkiem odcinka EF.

Rozwiqgzanie. Niech prosta A, B, —to obraz prostej AB przy symetrii
srodkowej wzgledem punktu M (rys. 19.9). Oznaczymy punkt przeciecia
prostych A,B, 1 BC przez F.

Zmajdziemy poczatkowy punkt obrazem ktorego jest F. OczywisScie, ze
on lezy na prostej AB. Dlatego wystarczy znalezé punkt przeciecia prostych
FMiAB. Oznaczymy ten punkt literg E. Wtedy E1 F — szukane punkty. «

Rozpatrujac otaczajace nas érodowisko, czesto widzimy przyktady
spotykane symetrie w przyrodzie (rys. 19.10). Obiekty, ktore posiadaja
0§ lub érodek symetrii tatwo przyjmuje sie oraz sa przyjemne dla oczu.
Niedaremnie, ze w Starozytnej Grecji slowo “symetria” odpowiadato
symbolom stéw “harmonia” 1 “piekno”.

Rys. 19.10

Idea symetrii zastosowuje sie w malarstwie, w architekturze i w
technice (rys. 19.11).

Rys. 19.11
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X Na rysunku 19.12 sa przedstawione punkty
L0, X X, 1X,w taki sposéb, ze OX, = OX, = OX,
/X,0X = £X,0X = a. Uwaza sie, ze punkt X, jest
obrazem punktu X podczas obrotu dookola
X &srodka O o kat o zwréconego w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Analogicznie mowi sie, ze punkt X, — to obraz
punktu X wzgledem obrotu dookota punktu O
o kat a, zwréocony w kierunku ruchu wska-

Rys. 19.12 zowek zegara.
Punkt O nazywa sie §rodkiem obrotu,

kat o — katem obrotu.

Rozpatrzymy figure F'i1 punkt O oraz kat a. Kazdy punkt X figury F
przeksztatca sie w punkt X, ktory jest obrazem punktu X przy obrocie
dookota punktu O w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
o kat o (Jezeli punkt O nalezy do figury F to ona przeksztatca sie sama
w siebie). Podczas takiego przeksztalcenia figury F otrzymamy figure
F, (rys. 19.13). Takie przeksztalcenie figury F nazywa sie obrotem do-
okota punktu O o kat o zwréconego w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéowek zegara. Punkt O nazywa sie Srodkiem obrotu.

]

s

Rys. 19.13 Rys. 19.14

Analogicznie oznacza sie przeksztalcenie figury F'o kat o zwréconego
w kierunku ruchu wskazowek zegara (rys. 19.14).

Zwr6é uwage, ze symetria Srodkowa jest obrotem dookota $§rodka
symetrii o kat 180°.

Twierdzenie 19.2(wlasnos¢ obrotu). Obrotjest ruchem.

To twierdzenie udowodnij samodzielnie.

Wniosek. Jezeli figura F, — jest obrazem figury F podczas
obrotu, to F=F,.

Zadanie 3. Dana jest prosta a1 punkt O lezacy poza nia. Wykresl
obraz prostej a przy obrocie dookota punktu O w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara o kat 45°.
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Rozwigzanie. Poniewaz obrot — to ruch, to obrazem prostej a
jest prosta. Dla konstrukeji prostej wystarczy znalezé dwa dowolne jej
punkty. Oznaczymy na prostej a dowolne dwa punkty A i B (rys. 19.15).
Wykres§limy punkty A, 1 B, — ktére beda ich obrazy przy obrocie dookota
punktu O o kat 45° zwrécony w przeciwnym kierunku do ruchu wska-
zowek zegarka. Wtedy prosta A,B, — obraz prostej a. €

A 4
M E
P
B F\ C
Bl
Rys. 19.15 Rys. 19.16

Zadanie 4. Punkt P nalezy do kata ABC, lecz nie nalezy do jego
ramion. Wykre$l tréjkat rownoboczny, majacy jeden z wierzchotkéw w
punkcie P, a dwa pozostate leza na ramionach BA i1 BC kata ABC.

Rozwiqzanie. Niech prosta A,B; — obraz prostej AB przy obrocie
dookota punktu Po kat 60° skierowany w przeciwnym kierunku do ruchu
wskazéwek zegara (rys. 19.16). Oznaczymy punkt przeciecia prostych
A.,B, 1 BC litera F.

Niech punkt E — punkt obrazem ktorego jest F na rozpatrywanym
obrocie. Punkt E nalezy do ramienia BA kata ABC.

Te rozmys$lenia podpowiadaja w jaki sposéb mozna skonstruowac
szukany trojkat.

Wykreslamy prosta A,B, jako obraz prostej AB przy obrocie dookota
punktu P przeciw wskazowkom zegara o kat 60°. Niech F' — punkt prze-
ciecia prostych A,B; 1 BC.

Skonstruujemy kat MPF o wielko§ci 60°. Niech prosta MP i AB
przecinaja sie w punkcie E. Ten punkt i jest punktem, obraz ktérego
jest punkt F.

Mamy: PF = PE1 /FPE = 60°. A wiec, trojkat EPF jest rownoboczny. «

? -

-

. Jakie punkty nazywaja sie symetrycznymi wzgledem punktu O? Jak nazywa sie
punkt O?

. Jakie figury nazywaja sie symetrycznymi wzgledem punktu O?

. Podaj wtasnos¢ symetrii srodkowe;j.

. Jaka wiasno$¢ maja figury symetryczne wzgledem punktu?

. O jakiej figurze méwi sig, jezeli ona ma $rodek symetrii?

u h WN
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. Podaj przykfady figur posiadajacych srodek symetrii.

. Opisz przeksztatcenie obrotu dookota punktu.

. Podaj wtasnosci obrotu.

. Jaka whasnos¢ posiadaja figury, jezeli jedna z nich jest obrazem dla drugiej przy
obrocie?

O 0 N O

/
/

/h \
Yo\ ZADANIA PRAKTYCZNE I

19.1.° Wykre$l trojkat ABC 1 oznacz punkt O tak, aby nie nalezal do
niego. Skonstruuj trojkat symetryczny do danego wzgledem punktu O.

19.2.° Wykreél tréjkat ABC. Skonstruuj tréjkat symetryczny do danego
wzgledem $érodka boku AB.

19.3.° Wykresl okrag 1 wybierz na nim punkt. Skonstruuj okrag syme-
tryczny do danego wzgledem wybranego punktu.

19.4.° Zbuduj obraz odcinka AB przy obrocie dookota punktu O o kat 45°
przeciw wskazéwkom zegara (rys. 19.17).

O
B
A A B
/!
0 I
C
Rys. 19.17 Rys. 19.18

19.5.° Zbuduj obraz tréjkata ABC przy obrocie dookota érodka O o kat
90° w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara (rys. 19.18).

19.6.° Wykresl rownolegltobok ABCD wedtug jego wierzchotkéow A i B
oraz punktu O przeciecia jego przekatnych (rys. 19.19).

19.7.° Dane sa dwie rownolegle proste a 1 b (rys. 19.20). Znajdz punkt,
wzgledem ktorego prosta a bedzie symetryczna do prostej b.

19.8. Na rysunku 19.21 przedstawiono dwa réwne odcinki AB i1 BC,
przy czym ZABC = 60°. Skonstruuj punkt O taki, aby odcinek AB
byt obrazem odcinka BC przy obrocie dookota punktu O o kat 120°
skierowanego w przeciwnym kierunku ze wskazéwkami zegara.
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B
B a N K
[ ]
Ae
°0 b A cC M
Rys. 19.19 Rys. 19.20 Rys. 19.21 Rys. 19.22

19.9.° Na rysunku 19.22 przedstawiono dwa réwne wzajemnie prosto-
padle odcinki MN 1 NK. Wykresl taki punkt O, przy ktéorym odcinek
NK bedzie obrazem dla odcinka MN przy obrocie dookota punktu O
o kat 90° w kierunku wskazéwek zegara.

19.10." Wykresl figure, jaka nie posiada osi symetrii oraz obrazem jakiej
jest ta sama figura przy obrocie dookola pewnego punktu:
1) o kat 90°; 2) o kat 120°.

CWICZENIA I

19.11.° Przekatne rownolegtoboku ABCD przeci- B M c

naja sie w punkcie O (rys. 19.23). Punkt M — v
$rodek boku BC. Znajdz obraz punktéw A, D
1 M, boku CD, przekatnej BD przy symetrii 4 A

wzgledem punktu O. D

19.12.° Udowodnij, ze punkt przeciecia prze-
katnych réwnolegloboku jest jego $rodkiem
symetrii.

Rys. 19.23

19.13.° Udowodnij, ze okrag posiada Srodek symetrii.

19.14.° Punkty A, 1 B, sa obrazami odpowiednich punktéw A i B przy
symetril wzgledem punktu, ktory nie nalezy do prostej AB. Udowodnij,
ze czworokat ABA B, — jest rownoleglobokiem.

19.15.° Oblicz wspélrzedne punktéw symetrycznych do punktow A (3;—1)
1 B (0; —2) wzgledem:
1) poczatku wspotrzednych; 2) punktu M (2; —3).

19.16.° Udowodnij, ze obrazem prostej przechodzacej przez $rodek sy-
metrii jest ta sama prosta.

19.17.° Punkty A (x; —2) 1 B (1; y) sa symetryczne wzgledem:
1) poczatku wspélrzednych; 2) punktu M (-1; 3).
Oblicz x 1 y.
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19.18.° Na rysunku 19.24 podano figury, ktére sktadajq sie z rownych
potokregdéw. Ktéra z wymienionych figur przy pewnym obrocie do-
okola punktu O o kat o, gdzie 0° < o < 180°, pokrywa sie ze swoim

obrazem?

oW P P L
d e f

O\./q\./

a b c
Rys. 19.24

19.19.° Srodkowe tréojkata rownobocznego ABC przecinaja sie w
punkcie O (rys. 19.25). Wskaz obrazy punktéw C, C; i O, boku
BC, érodkowej BB,, odcinka OC,, tréjkata A,B,C, przy obrocie
dookota punktu O o kat 120° w kierunku przeciwnym ze wska-
zOwka zegara.

E D

Rys. 19.25 Rys. 19.26

19.20.° Punkt O — §rodek foremnego szesciokata ABCDEF (rys. 19.26).
Wskaz obrazy boku AF, przekatnej BF, przekatnej AD, szeSciokata
ABCDEF przy obrocie dookota punktu O w kierunku zgodnym z
ruchem wskazéwek zegara o kat:

1) 60°; 2) 120°. B ¢
19.21.° Przekatne kwadratu ABCD przecinaja
sie w punkcie O (rys. 19.27). Wskaz obrazy
punktéw A, O 1 C, boku AD, przekatnej BD (0)
przy obrocie dookota punktu O o kat 90° w kie-
runku zgodnym z ruchem wskazdéwek zegara. A D

19.22.° Udowodnij, ze trojkat nie posiada Srodku
symetrii.

Rys. 19.27
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19.23.° Udowodnij, ze pétprosta nie posiada érodka symetrii.

19.24.° Udowodnij, ze, gdy czworokat posiada $rodek symetrii, to on jest
réwnoleglobokiem.

19.25.° Okregi ze érodkami O; 1 O, sq symetryczne wzgledem punktu O
(rys. 19.28). Prosta, ktéra przechodzi przez érodek symetrii przecina
pierwszy okrag w punktach A, 1 B, za$ drugie — w punktach A, 1 B,.
Udowodnij, ze A, B, = A,B,.

Rys. 19.28

19.26.° Wierzchotek A trojkata réwnobocznego ABC jest Srodkiem obrotu
o kat 120°. Oblicz odcinek BC,, gdzie punkt C, —obraz punktu C przy
podanym obrocie, jezeli AB = 1 cm. Ile rozwiazan ma to zadanie?

19.27.° Wierzchotek A kwadratu ABCD jest §rodkiem obrotu o kat 90°
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Oblicz odcinek
CC,, gdzie punkt C, — obraz punktu C przy wymienionym obrocie,
jezeli AB =1 cm.

19.28.** Wierzchotki jednego rownolegloboku lezg na bokach drugiego po
jednym wierzchotku na kazdym boku. Udowodnij, ze punkty prze-
katnych tych réwnoleglobokéw pokrywaja sie.

19.29. Punkty A i C naleza do kata ostrego, lecz nie leza na jego ra-
mionach. Wykresl réwnolegtobok ABCD tak, ze punkty B i D leza
na ramionach kata.

19.30." Wykresl odcinek, srodkiem ktérego jest dany punkt, zas konce
naleza do danych nie réwnolegtych prostych.

19.31. Punkt M nalezy do kata ABC lecz nie nalezy do jego ramion.
Wykresl trojkat réwnoramienny, prostokatny, ktorego wierzchotek
kata prostego jest punkt M, a dwa pozostale odpowiednie leza na
bokach BA 1 BC.
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19.32." Na boku BC w réwnobocznym
tréjkacie ABC oznaczono punkt D. Poza
trojkatem ABC obrano punkt E taki,
ze trojkat DEC jest rownoboczny
(rys. 19.29). Udowodnij, ze punkt C
oraz $rodki M1 K odpowiednich odcin-
kéw BE 1 AD sa wierzcholtkami rowno-
bocznego tréojkata.

19.33." Wykresl réwnoboczny tréjkat tak, Rys. 19.29
aby jego wierzchotki nalezaty do trzech
danych réwnolegltych prostych.

19.34." Wykreél romb, jakiego punkt przeciecia przekatnych jest dany
punkt, za$ trzy wierzchotki jego leza na trzech prostych parami nie
réwnolegtych.

19.35." Na boku CD w kwadracie ABCD oznaczono punkt E. Dwu-
sieczna kata BAE przecina bok BC w punkcie F. Udowodnij, ze
AE = BF + ED.

19.36." W réwnobocznym tréjkacie ABC obrano punkt P tak, ze ZAPB =
=150°. Udowodnij, ze istnieje trojkat prostokatny, boki jakiego sa
réwne odcinkom PA, PB1 PC.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

19.37. Oblicz boki tréjkata ABC, w ktérym £A = 30°, /B = 45°, a wyso-
ko$¢ opuszczona z wierzchotka C wynosi 4 cm.

19.38. Znajdz punkt lezacy na osi odcietych i réwno oddalony od punktéw
A (-2;4)1 B (6; 8).

19.39. W tréjkat rownoramienny wpisano okrag. Punkt stycznoéci dzieli
jego ramie tréjkata w stosunku 25 : 12, liczac od wierzchotka réwno-
ramiennego tréjkata. Oblicz promien okregu opisanego, jezeli pole
tréjkata wynosi 1680 cm?.

SPOSTRZEGAJCIE, RYSUJCIE,
KONSTRUUJCIE, FANTAZJUJCIE

19.40. Wybierz na ptaszczyznie 6 punktow tak, aby jakiekolwiek z nich
trzy punkty byte wierzchotkami tréjkata rownoramiennego.
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20. Podobienstwo figur’

Na rysunku 20.1 przedstawiono punkty O, X1 X, taki, ze OX, = 20X.

Uwaza sie, ze punkt X, — to obraz punktu X przy homotetii ze $rod-
kiem O i1 wspoélczynnikiem 2.

KQ/‘
X
./73(/’)'(1 ks
(0] 1

Rys. 20.1 Rys. 20.2

. . . 1 —
Na rysunku 20.2 przedstawiono punkty O, X1iX, tak, ze OX, = _EOX .
Uwaza sie, ze punkt X, — to obraz punktu X przy homotetii ze $rod-
. . , R 1
kiem O i wspdélczynnikiem —3

Ogétem, jezeli punkty O, X1 X, sa takie, ze @(«1 = kOX, gdzie k#0,
to uwaza sie, ze punkt X, — jest obrazem punktu X przy homotetii ze
srodkiem w punkcie O i wspélczynnikiem k.

Punkt O nazywa sie $érodkiem homotetii (czyli jednoktadnosci),
liczba k — wspolezynnik homotetii, & = 0.

Rozpatrzymy figure F'i punkt O. Kazdy punkt X figury F przeksztatca
sie w punkt X, ktéry jest obrazem punktu X przy homotetii ze $rodkiem
w punkcie O i wspélczynnikiem % (jezeli punkt O nalezy do figury F, to
on przeksztalca sie w samego siebie). W wyniku tego przeksztalcenia
figury F otrzymamy figure F, (rys. 20.3). Takie przeksztatcenie figury F
nazywa sie homotetig ze $rodkiem O i wspoélczynnikiem k. Takze
uzywa sie, ze figura F; homotetyczna do figury F ze $rodkiem O oraz
wspOtczynnikiem k.

Rys. 20.3

! Material punktu, ktéry stosuje sie homotetii jest nie obowiazkowym dla
nauki.
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Na przyktad na rysunku 20.4 tréjkat A,B,C, jest homotetyczny do
tréjkata ABC ze $rodkiem O 1 wspélezynnikiem, jaki wynosi —3.
Takze mozna powiedzie¢, ze tréjkat ABC jest homotetyczny do trodj-
kata A,B,C, o tym samym §rodku, lecz wspélczynnik homotetii jest

, 1
rowny 3
B, c,
o)
C B A,
Rys. 20.4 Rys. 20.5

Zwroé uwage, ze przy k =—1 homotetia ze srodkiem O jest symetria
srodkowa ze $rodkiem O (rys. 20.5). Jezeli k = 1, to homotetia jest toz-
samosciowym przeksztatceniem.

Oczywiscie, ze przy k # 11 k #—1 homotetia nie jest ruchem.

Twierdzenie 20.1. Przy homotetii figury F ze wspotczynni-
kiem k, wszystkie odleglosci miedzy jej punktami zmieniajq sie
w| k | razy, coznaczy ze, jezeli punkty A i B dowolne punkty figury
F, zas punkty A, i B, — odpowiednie ich obrazy przy homotetii ze
wspoélczynnikiem k, to A\B,= | k | AB.

Dowéd. © Przypusémy, ze punkt O — érodek homotetii. Wtedy
OA, = kOA, OB, = kOB. Mamy:
A B =O0B,-0A, = kOB-kOA = k(OB - OA) = kAB,
czyli A\B, = |k| AB. 4
Wniosek. Jezeli tréjkat A,B,C, jest homotetyczny do tréjkata
ABC ze wspéiczynnikiem k, to AA,B,C, & AABC.

Dla udowodnienia tego twierdzenia wystarczy zastosowac twierdzenie
20.1 oraz trzecig ceche podobienstwa trojkatow.

Homotetia posiada i wielu innych wlasnosci.

Przy homotetii:

e obrazem prostej jest prosta,

e obrazem odcinka jest odcinek;

* obrazem kqta jest kat jaki jest rowny danemu,

e obrazem trojkaqta jest trojkat podobny danemu,

* obrazem okregu jest okrqg;
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e pole wielokqta zmieni sie w k? razy, gdzie k — wspétczynnik ho-

motetii.

Te wlasno$ci mozecie udowodni¢ na zajeciach kétka matematycz-
nego.

Wyzej wymienione wlasno§ci homotetii wskazuja, ze przeksztalcenie
moze zmieni¢ wymiary figury, lecz nie zmienia jej ksztalt, to znaczy, przy
homotetii obraz i figura sg podobnymi figurami. Zwrécimy uwage, ze w
klasie 8., kiedy rozpatrywano podobienstwo figur, to dawaliémy definicje
tylko dla podobienstwa tréjkatéw. Teraz wyznaczamy podobienstwo dla
dowolnych figur.

Na rysunku 20.6 figura F| jest homotetyczna dla figury F, za$ figura
F, jest symetryczng z figura F;, wzgledem proste;j [.

Rys. 20.6

Uwaza sie, ze figure F, otrzymano z figury F'w wyniku kompozycji
dwoch przeksztalcen: homotetii oraz osiowej symetrii.

Poniewaz F, = F,, to figury F'i F, maja jednakowy ksztalt, ale rézne
rozmiary, to znaczy one sg podobne. Méwi sie, ze figure F, otrzymano z
figury F'w wyniku przeksztalcenia podobienstwa.

Na rysunku 20.7 figura F), jest homotetyczna do figury F, za$ figura
F, — obraz figury F, w pewnym ruchu. Wiec i tutaj mozna stwierdzi¢, ze
figury F'i F, sa podobne.

Rys. 20.7
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7 wyzej wymienionego wynika, ze dogodnie jest wprowadzi¢ naste-
pujaca definicje.

Definicja. Dwie figury nazywaja si¢ podobnymi, z jednej
z nich otrzymuje si¢ druga w wyniku kompozycji dwoch prze-
ksztalcen: homotetii oraz ruchu.

Definicje te ilustruje nastepujacy schemat, ktory jest podany na
rysunku 20.8.

( Podobienstwo )= ( Homotetia )+ ( Ruch )

Rys. 20.8

Zapis F © F, oznacza, ze figury F'1 F, sg podobne. Analogicznie, moz-
na powiedzieé, ze figura F|, — obraz figury F przy przeksztalceniu
podobienstwa.

Z wymienione]j definicji wynika, ze przy przeksztatceniu podobieristwa
fisury F odlegtosci miedzy jej punktami zmieniajq sie w te sama ilosé razy.

Poniewaz przeksztalcenie tozsamosciowe jest ruchem, to ze schematu
przedstawionego na rysunku 20.8, wynika, ze homotetia — szczegblny
przypadek przeksztalcenia podobienstwa.

Niech A i B — dowolne punkty figury F, zas$ punkty A, i B, —ich obrazy
przy przeksztalceniu podobienstwa. Punkty A, i B, naleza do figury F},

A, B,

ktéra jest podobna do figury F. Liczba k = nazywa sie wspolczyn-

nikiem podobienstwa. Uwaza sie, ze figura F, jest podobna do figury F'
o wspoétezynniku podobienstwa rownym k&, a figura F podobna do figury F,

. . ., , 1
o wspdltczynniku podobienstwa réwnym o

Zauwazymy, ze przeksztalcenie podobienstwa o wspétezynniku podo-
bienstwa k = 1 jest ruchem. Stad wynika, ze ruch — szczegdlny przypadek
przeksztalcenia podobienstwa.

Bardzo czesto w zyciu codziennym spotykamy sie z przeksztatceniem
podobienstwa (rys. 20.9). Na przyktad podczas zmiany podziatki mapy,
otrzymujemy podobna mape, zdjecie — to przeksztalcenie negatywu na
podobne obraz w aparacie fotograficznym. Przerysowujac do swego ze-
szytu rysunek, wykonany przez nauczyciela na tablicy, wykonujecie tez
przeksztalcenie podobienstwa.

Rys. 20.9
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Twierdzenie 20.2. Stosunek pol figur podobnych jest réwny
kwadratowi wspélczynnika podobienstwa.

Udowodnienie tego twierdzenia wychodzi za granice kursu geome-
tri1 dla klasy 9. Udowodnimy tylko w tym przypadku, rozpatrzywszy
podobne trojkaty.

Dowéd.® Przyjmiemy, ze tréjkat A,B,C, — obraz tréjkata ABC przy
przeksztatceniu podobienstwa o wspotczynniku podobienstwa rownym
k (rys. 20.10). Bok A,C, — obraz boku AC. Wtedy A,C, = k- AC. Opusci-
my wysoko$§¢ BD. Przyjmiemy, ze punkt D, — to obraz punktu D. Ponie-
waz przy rownolegtym przesunieciu zachowuja sie miary katowe katow,
to odcinek B,D, — wysoko$¢ tréjkata A,B,C,. Wtedy B, D, =k-BD.
Otrzymamy:

1
Sa e, _ EAICI "B Dy _ k-AC-k-BD _p

1 .
Supe Lac-5p AC-BD

<

B

Rys. 20.10 Rys. 20.11

O—w Zadanie 1. Udowodnij, ze obrazem prostej [ przy jednoktadno-
§ci érodku O, ktéry nie lezy na prostej [, jest prosta réwnolegta do dane;.

Rozwiqzanie. Zgodnie z wlasno$ciami homotetii wynika, ze obra-
zem prostej [ jest prosta. Aby zbudowacé prosta wystarczy znalezcé jej dwa
jakiekolwiek punkty. Na prostej [ wybierzemy dwa dowolne punkty A
1 B (rys. 20.11). Przyjmiemy, ze punkty A, i B, — to ich obrazy przy ho-
motetil o wspotczynniku k oraz Srodkiem O (rysunek 20.11 odpowiada
przypadkowi, gdy & > 1). Wtedy, prosta A,B, — to obraz prostej AB.

Podczas dowodu twierdzenia 20.1 pokazali$my, ze A,B, = kAB.

A wiec, AB||A,B, . 4
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Zadanie 2. W tréjkat ostrokatny ABC wpisz kwadrat w taki sposéb,
aby dwa jego wierzcholki lezaly odpowiednio na bokach AB i BC, za$
dwa pozostate na boku AC.

Rozwiqgzanie. Z dowolnego punktu M lezacego na boku AB opusci-
my prostopadia M@ na bok AC (rys. 20.12). Wykre§limy kwadrat MQPN
w taki sposéb, aby punkt P lezal na pétprostej @C. Przypuséémy, ze pdt-
prosta AN przecina bok BC w punkcie N,.

Rozpatrzymy jednoktadnoéé o érodku A i o wspétezynniku k= —=>.
Wtedy, punkt N, —obraz punktu N przy tej jednoktadnosci. Odcinek M, N,
jest obrazem odcinka MN, gdzie punkt M, nalezy do pétprostej AB, przy
czym M, N, || MN. Analogicznie, odcinek N, P, taki, ze punkt P, nalezy do
pélprostej ACi N, P, || NP, jest obrazem odcinka NP. A wiec odcinki M,N,
1 N,P, — boki sasiednie szukanego kwadratu. Dla zakonczenia konstruk-
¢ji pozostaje tylko opuscié¢ prostopadia M,@, na bok AC. <

B
M, N,
C
M~ N
4 Q@ PQ P, ¢ A D B
Rys. 20.12 Rys. 20.13

Zadanie 3. W trojkacie prostokatnym ABC (£C =90°) odcinek
CD —to wysoko§¢. Oblicz promien r wpisanego okregu w ten trojkat ABC,
jezeli promien okregéw wpisanych w tréjkaty ACD 1 BCD odpowiednio
sq rowne ry 11y,

Rozwiqzanie. Poniewaz kat A jest wspélnym katem dla trojkatow
prostokatnych ACD 1 ABC, to te trojkaty sa podobne (rys. 20.13). Niech

wspolczynnik podobienstwa jest k,. Oczywiscie, ze &, = U Analogicznie
r

ABCD ~ AABC o wspbéiczynniku podobienstwo k, = B
r

Oznaczymy pola trojkatéw ACD, BCD i ABC odpowiednio przez S,,
S, 1 S. Otrzymamy:

2, 2
ntrn S, +8,
Stad = =
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2 _ .2 2 _ 2 2
Otrzymamy r® =r’ +r,, znaczy r =.r; +r, .

Odpowiedz: il +r}. <

‘I) - T
¢ 1. W jakim przypadku uwaza sie, ze punkt X jest obrazem punktu X przy jedno-
ktadnosci érodku O i o wspétczynniku k?
2. Opisz przeksztatcenie figury F, ktére nazywa sie homotetia ze $rodkiem O o
wspdtczynniku rownym k.
3. Jakzmienia sie odlegto$¢ miedzy punktami przy jednoktadnosci o wspétczynniku
réwnym k?
4. Sformutuj whasnosci jednoktadnosci.
. Jakie figury nazywaja sie podobnymi?

wn

6. lle jest réwny stosunek pol podobnych wielokatow?

E.;a Li ZADANIA PRAKTYCZNE N

20.1.° Wykresl obraz odcinka AB (rys. 20.14) przy A
jednokladnosci o érodku O 1 o wspélczynniku "\
réwnym: B
k=2 2)k=—é. “

20.2.° Wykre$l odcinek AB. Skonstruuj obraz tego Rys. 20.14

odcinka przy jednoktadnosci o wspoétczynniku
k1o $rodku:

1) w punkcie A, k = 3;

2) w punkcie B, k =-2;

3) w érodku odcinka AB, k = 2.

20.3.° Wykres$l okrag, promien ktorego jest rowny 2 cm i wybierz na
nim punkt A. Skonstruuj obraz tego okregu przy jednoktadnosci o
wspoélczynniku £ 1 o $rodku:

1
1) w §rodku okregu, k= —y k=2;

2) w punkcie A, k=2, k= —é.

20.4.° Wykres$l trojkat ABC. Skonstruuj obraz tego tréjkata przy jedno-
ktadno$ci wspétezynniku % 1 o §rodku:
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1) w punkcie B, k = 3; 4) w érodku boku AB, k= %;

2) w punkcie C, k= —%; 5) w érodku boku AC, k = —é.
3) w punkcie A, k= %;

20.5.° Wykresl trojkat ABC. Znajdz punkt przeciecia jego srodkowych.
Skonstruuj obraz tego tréjkata przy jednoktadnosci o érodku prze-
ciecia jego srodkowych 1 o wspoétezynniku:

1 1

1) k=2; 2)k—2, 3) k= 5"

20.6.° Wykresl rownolegtobok ABCD. Oznacz litera O punkt przeciecia
jego Srodkowych. Skonstruuj obraz tego réwnolegtoboku przy jedno-
ktadnosci o §rodku O 1 wspétezynnikiem: 1) k= 2; 2) k =-2.

20.7.° Wykresl kwadrat ABCD. Skonstruuj obraz tego kwadratu przy
jednoktadnoéci wspétezynniku k£ 1 o rodku:

1) w punkcie A, k = %; 2) w punkcie B, k = -2; 3) w punkcie C, k = 2.

20.8.° Orientuja, sie potozeniem wierzcholkéw po kratkach, wykresl
pieciokat ABCDE (rys. 20.15). Skonstruuj pieciokat A,B,C,D,E,,

. , . . . 1
podobny do niego o wspoétczynniku podobienstwa rownym 5

C
N
N
N
B \\
N
N
P E D
/
/
I
A

Rys. 20.15
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°0O Ae (O B
[ )21 *

A A
° °

1
Rys. 20.16 Rys. 20.17

20.9.° Na rysunku 20.16 punkt A, — to obraz punktu A przy jednokltadnosci
o §rodku O. Wykre$l obraz punktu B przy jednokladnoéci.

20.10.* Na rysunku 20.17 punkt A, — jest obrazem punktu A przy jedno-
ktadno$ci homotetii o wspétczynniku: 1) &k = 3; 2) k£ = —2. Skonstruuj
$rodek homotetii.

20.11.° Na rysunku 20.18 przedstawiono prostokat ABCD oraz punkty
A, 1 D,, ktore sa obrazami odpowiednich punktéw A 1 D przy prze-
ksztalceniu podobienstwa. Skonstruuj obraz prostokata ABCD przy
tym przeksztatceniu. Ile rozwigzan ma zadanie?

A B
Dl
B |C A, D C
A C1
Al |D “
Rys. 20.18 Rys. 20.19

20.12.° Na rysunku 20.19 przedstawiony jest prostokat ABCD oraz
punkty A, 1 C,, ktore sa odpowiednimi obrazami punktéw A 1 C przy
przeksztatceniu podobienstwa. Skonstruuj obraz prostokata ABCD
przy danym przeksztalceniu. Ile rozwigzan ma zadanie?

20.13.* Skonstruuj obraz trojkata ABC przy przeksztatceniu podobien-
stwa, ktére jest kompozycja dwoch przeksztalcen: homotetii o érodku
O i o0 wspoélczynniku k = 2 oraz symetrii osiowe) wzgledem prostej [
(rys. 20.20). Wskaz wspétezynnik podobienstwa.

A l

Rys. 20.20
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20.14. Wykreél okrag o promieniu réwnym 2 cm. Oznacz punkt O na
odleglosci 4 cm od Srodka okregu. Skonstruuj obraz tego okregu przy
przeksztalceniu podobienstwa, ktore jest kompozycja dwoch prze-

;- ;s g , . 1.
ksztatcen: jednoktadnoéci o §rodku O oraz o wspélezynniku k = 5 i

obrotu o érodku O i kacie 45° w kierunku zgodnie skierowanym z
ruchem wskazéwek zegara. Wskaz wspélezynnik podobienstwa.

20.15.° Na rysunku 20.21 przedstawione sa

dwie réwnolegle proste a 1 b. Wykresl
srodek homotetii przy ktéorym prosta b a
bedzie obrazem prostej a o wspoélczynniku:
1 1 . ,
Dk=2;2) k= 5; 3) k= -5 Ile rozwigzan b

ma zadanie?

20.16.° Wykreél trapez ABCD podstawa BC Rys. 20.21
ktérego jest o dwa razy mniejsza od pod-
stawy AD. Skonstruuj érodek jednoktadnoéci, przy ktorej odcinek AD
jest obrazem odcinka BC o wspétezynniku: 1) k= 2; 2) k=-2.

e
W CWICZENIA I

20.17.° W réwnolegtoboku ABCD punkt D, — to érodek boku AD. Przy
jednoktadnosci o érodku A punkt D, jest obrazem punktu D. Znajdz
wspolteczynnik jednoktadnosci. Wskaz, jakie punkty sa obrazami
punktéow B i C przy tej homotetii.

20.18.° Ktére z podanych figur przedstawionych na rysunku 20.22, po-
krywaja sie ze swoimi obrazami przy jednoktadnosci o $érodku O oraz
wspoétezynnikiem &£ > 01 k = 1?

o ~.

—
o.d<

Rys. 20.22
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20.19.° Ktore z figur przedstawionych na rysunku 20.23 pokrywaja, sie ze
swoimi obrazami przy homotetii o $érodku O oraz o wspélczynniku & < 0?

o @

a b c

— _—

Rys. 20.23

20.20.° Srodkowe w trojkacie ABC przecinaja sie w punkcie M (rys. 20.24).
Okres$l wspoétezynnik jednoktadnosci (homotetii) o Srodku:
1) w punkcie B, przy ktérym punkt
B, jest obrazem punktu M,
2) w punkcie M, przy ktérym punkt
A, jest obrazem punktu A;

3) w punkcie C, przy ktéorym punkt
M jest obrazem punktu C,.
20.21.° W trojkacie ABC srodkowe prze-

cinaja sie w punkcie M (rys. 20.24)
Wskaz wspdtezynnik jednoktadnosei,
przy ktorej trojkat A,B,C, jest obra-
zem tréjkata ABC. Rys. 20.24
20.22.° W trojkacie ABC Srodkowe AA;,
BB, i CC, przecinajg sie w punkcie M. Punkty K, F'i N — to $rodki
odpowiednich odcinkéw AM, BM i CM. Wskaz wspdtczynnik i érodek
jednoktadnosci przy ktérej trojkat ABC jest obrazem dla trojkata KFN.
20.23.° Podaj obrazy punktéow A (-2; 1), B (3; 0) 1 D (0; —6) przy jedno-
ktadnoéci o §rodku O (0; 0) 1 wspélezynnikiem:
k=2 %) k=3 3)k=—%; 4)k=—§.
20.24.° Punkt A, (-1; 2) — to obraz punktu A (—3; 6) przy homotetii o
$rodku w poczatku uktadu wspélrzednych. Podaj wspoétezynnik jed-
noktadnosci.
20.25.° Pola dwéch tréjkatow podobnych sa rowne 28 cm 1 63 cm. Jeden
z bokéw pierwszego trojkata jest réwny 8 cm. Oblicz bok drugiego
tréjkata, ktory odpowiada danemu bokowi pierwszego trojkata.
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20.26.° Odpowiednie boki dwdch podobnych tréjkatéw sa réwne 30 cm 1
24 cm. Pole trojkata o boku réwnym 30 cm jest réwne 45 cm?. Oblicz
pole drugiego trojkata.

20.27.° Pole trojkata jest rowne S. Ile wynosi pole tréjkata, otrzymanego
od poprowadzenia linii érodkowej w danym tréjkacie?

20.28.° Pole trdjkata jest rowne S. Oblicz pole drugiego tréjkata, wierz-
chotki ktérego — érodki linii Srodkowych w danym tréjkacie.

20.29.° Odcinek MN —linia érodkowa w tréjkacie ABC (rys. 20.25). Podaj
wspoétezynnik podobienstwa i $rodek homotetii, przy ktorej:
1) odcinek AC jest obrazem dla odcinka MN;
2) odcinek MN jest obrazem dla odcinka AC.

B P

Rys. 20.25 Rys. 20.26

20.30.° Proste rownolegle przecinaja ramiona kata A w punktach M, N,
Pi @ (rys. 20.26). Wiadomo, ze AM : MP = 3 : 1. Podaj wspétczynnik
1 $§rodek jednokltadnosci przy ktore;j:
1) odcinek PQ jest obrazem odcinka MN;
2) odcinek MN jest obrazem odcinka PQ.

20.31.° Réwnolegte odcinki BC 1 AD sq takie, ze AD = 3BC. Ile istnieje
punktéw, ktore sa $rodkami jednokiadnosci przy ktérych obrazem
odcinka BC jest odcinek AD? Dla kazdych z takich punktéw okresl
wspotezynnik jednoktadnoéci.

20.32.° Okregi o srodkach w punkcie O, 1 O, oraz o promieniach R1r sa
styczne zewnetrznie w punkcie O (rys. 20.27). Udowodnij, ze okrag
o $rodku w punkcie O, jest obrazem okregu o $rodku O, przy jedno-

ey . , . R
ktadnoéci o $rodku O 1 o wspélezynniku ——.
r

20.33.° Okregi o $érodkach w punkcie O, 1 O, 1 0 promieniach R 1 r sa
styczne wewnetrznie w punkcie O (rys. 20.28). Udowodnij, ze okrag
o érodku O, jest obrazem okregu o §rodku O, przy jednoktadnoséci o

, . , . R
érodku O 1 o wspélezynniku —.
r
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A
@ o

Rys. 20.27 Rys. 20.28

20.34.° Prosta a jest styczna do okregu ze Srodkiem w punkcie O. Udo-
wodnij, ze obraz tego okregu przy jednoktadnosci o érodku A, gdzie
A — dowolny punkt lezacy na prostej a (rys. 20.29) jest styczny do
tej proste;j.

O,

Rys. 20.29

20.35.° Punkt A (2; —3) — obraz punktu B (8; 6) w jednokladnoéci o rodku
M (4; 0). Wskaz wspoélczynnik jednoktadnoSci.

20.36.° Punkt A (-7; 10) — obraz punktu B (—1; —2) w jednoktadnosci o
wspotczynniku —2. Podaj érodek jednoktadnosci.

20.37.° Punkt A, (x; 4) — obraz punktu A (—6; y) w jednoktadnosci o rodku
w poczatku wspotrzednych 1 o wspélezynniku:

1)k=%; k=2
Oblicz x 1 y.

20.38.° Punkt A, (4; y) —obraz punktu A (x; —4) w jednoktadnosci o $rodku
B (1; 1) 1 0 wspdtezynniku k = —3. Oblicz x 1 y.

20.39.° Linia $rodkowa trdjkata odcina od niego trapez o polu réwnym
21 cm?. Oblicz pole danego tréjkata.

20.40.° W trojkacie ABC prosta rownolegta do boku AC przecina jego
bok AB w punkcie M; zas$ bok BC —w punkcie K. Oblicz pole trojkata
ABC, jezeli BM =4 cm, AC=8 cm, AM = MK, a pole trojkata MBK
jest réwne 5 cm?.

20.41.° Przedluzenie ramion AB i CD w trapezie ABCD przecinaja sie w

punkcie E. Oblicz pole trapezu, jezeli BC: AD = 3 : 5, za$ pole trojkata
AED jest rowne 175 cm?2.



198 § 5. GEOMETRYCZNE PRZEKSZTALCENIA

Rys. 20.30

20.42.° Na rysunku 20.30 jest przedstawiony plan szkoty. Oblicz, jakie
pole zajmuje szkota, jezeli plan wykonano w skali 1 : 2000. Dtugo§é
boku krateczki jest rowna 0,5 cm.

20.43.* Podaj obraz prostej y = 2x + 1 w jednoktadnosci o érodku potozo-
nym w poczatku wspoétrzednych i o wspodtezynniku:
1) k=2 2)k=—%.

20.44.> Podaj obraz okregu (x + 2)? + (y — 4)? = 4 w jednoktadnosci o érod-
ku lezacym w poczatku wspélrzednych 1 o wspoétezynniku:

1
1) k==; 2) k=-2.
) k=3 )

20.45. Dwa okregi sa styczne wewnetrznie. Przez punkt stycznos$ci
poprowadzono dwie proste, ktére przecinaja okregi w punktach A,,
A,, B, B, (rys. 20.31). Udowodnij, ze A,B, || A,B,.

20.46." Dwa okregi sa styczne zewnetrznie. Przez punkt stycznosci po-
prowadzono dwie proste, ktére przecinaja okregi w punktach A, A,,
B,, B, (rys. 20.32). Udowodnij, ze A,B, || A,B,.

A

2

B

2

Rys. 20.31 Rys. 20.32 Rys. 20.33
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20.47. Punkt A lezy na okregu (rys. 20.33). Znajdz miejsce geometryczne
punktéw, ktére sa Srodkami cieciw danego okregu, majace jeden z
koncéw w punkcie A.

20.48." Dwa okregi sg styczne wewnetrznie przy czym mniejszy okrag
przechodzi przez Srodek okregu wiekszego. Udowodnij, ze mniejszy
okrag dzieli dowolna cieciwe wiekszego okregu, wychodzaca z punktu
stycznos$ci, na potowe.

20.49.* Dany jest trojkat ABC 1 dowolny punkt M. Udowodnij, ze punkty
symetryczne z punktem M wzgledem $rodkéw bokéw trojkata ABC,
sa wierzchotkami tréjkata, przystajacego do danego.

20.50.* Skonstruuj trojkat wedtug dwoéch jego katdéw 1 promieniem
okregu opisanego.

20.51.* Skonstruuj tréjkat wedlug znanych dwéch jego katéw oraz pro-
mienia wpisanego okregu.

20.52." W trojkacie ABC najwiekszym bokiem jest bok AC. W tréjkat
ABC wpisz prostokat, sasiednie boki ktérego dziela sie w stosunku
2 : 1, oraz dwa wierzchotki wiekszego boku prostokata lezg na boku
AC w tréjkacie, a dwa pozostale wierzcholki — na bokach AB i BC.

20.53." Odcinek AB - to cieciwa danego okregu, punkt C—dowolny punkt
lezacy na okregu. Podaj miejsca geometryczne punktow, ktore sa
punktami przeciecia $rodkowych tréjkata ABC.

20.54." Dane sa dwa punkty A i B oraz prosta /. Podaj miejsce geome-
tryczne punktow, ktére sa punktami przeciecia srodkowych trojkatow
ABC, gdzie C — dowolny punkt lezacy na prostej /.

20.55." Punkt M nalezy do kata ABC, lecz nie lezy na jego ramionach.

Wykresl okrag, ktéry jest styczny do ramion kata i przechodzi przez
punkt M.

CWICZENIA POWTORZENIOWE IS

20.56. Oblicz pole rombu oraz promien okregu wpisanego w romb, jezeli
jego przekatne sa rowne 12 cm i 16 cm.

20.57. Oblicz obwdd tréjkata utworzonego przy przecieciu prostej
3x + 4y = 24 osiami wspélrzednych.

20.58. Dwa okregi sa styczne zewnetrznie z punktem styczno$ci A, za$
punkty B i C sa punktami stycznoéci do tych okregéw ich wspdlnej
stycznej. Udowodnij, ze kat BAC jest prosty.
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kéi ZASTOSOWANIE PRZEKSZTALCEN
PRZY ROZWIAZYWANIU ZADAN

Przeksztalcenie figur — to efektywna metoda rozwiazywania wielu
zadan geometrycznych. Zilustrujemy to na przyktadach.

Zadanie 1. Na ramionach AB, BC 1 CA tréjkata ostrokatnego
ABC wybierz takie punkty M, N i P aby obwdd tréjkata MNP byl
najmniejszy.

Rozwiqzanie. Przyjmiemy, ze punkt P jest o boku AC w tréjkacie
ABC, punkty P, 1 P, — sa obrazami w symetrii wzgledem prostych AB i
BC (rys. 20.34). Prosta P,P, przecina odpowiedne boki AB i BC w odpo-
wiednich punktach M1 N. Z rozwigzanego zadania 2 p. 18 wynika, ze
z obwodéw wszystkich trojkatow, dla ktérych punkt P jest fiksowany,
za$ punkty M 1 N leza na bokach AB 1 BC, obwdd trojkata MNP jest
najmniejszym. Obwéd ten jest rowny dtugosci odcinka P, P,.

Biorac pod uwage, ze odcinek EF — to linia érodkowa w trdjkacie
1
PP,P,. Wtedy EF = EPle.

Poniewaz /BEP + /BFP = 180°, to punkty P, E, Bi F'leza na jednym
okregu o §rednicy BP. Stad EF = BP sin B. A wiec, dlugo$¢ odcinka EF
bedzie najmniejsza przy najmniejszej dlugosci odcinka BP, co oznacza,
gdy BP jest wysokoscia trojkata ABC.

P C
Rys. 20.34 Rys. 20.35

Na rysunku 20.35 odcinek BP — wysoko$§¢ trojkata ABC. Algorytm
konstrukeji punktéw M i N jest zrozumiaty rozpatrujac rysunek.

7 konstrukeji wynika, ze obwdd jakiegokolwiek innego trdjkata,
wierzchotki ktérego leza na bokach tréjkata ABC, sa wieksze od obwodu
tréojkata MINP. Dlatego szukany tréjkat jest doktadnie jeden — to zbudo-
wany trojkat MNP.
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Mozna przekonaé sie (wykonaj to samodzielnie), ze punkty M1 N sa
spodki wysokos$ci, opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw C i1 A w
tréjkacie ABC.

A wiec, wierzcholki szukanego trojkata — to spodki wysokoéci danego
trojkata ABC. Taki tréjkat nazywa sie wspolérodkowy. <«

Zadanie 2. Punkt O — $rodek foremnego n-kata AA,... A,
(rys. 20.36). Udowodnij, ze OA +OA2 +. +OA =0.

Rozwiqgzanie. Niech OA, + OA, +...+ OA, = a. Rozpatrzymy obr6t

, na przyklad skierowany w kierunku

wzgledem punktu O o kat 360

przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Przy takim przeksztatceniu
obrazem danego n-kata bedzie ten samy n-kat.
A WlQC szukana suma nie zmienia sie. A to jest mozliwe tylko wtedy,

gdy a =0. «
A4
A3 ‘
A|| Lnl
Al An
Rys. 20.36 Rys. 20.37

Zadanie 3. Wewnatrz trojkata ABC, wszystkie katy jakiego sa
mniejsze od 120°, znajdz taki punkt 7, aby suma TA + TB + TC byla
najmniejsza.

Rozwiqgzanie. Niech T — dowolny punkt danego trojkata ABC
(rys. 20.37). Rozpatrzymy obrét o érodku A o kat 60° zgodnie z kierunkiem
wskazéwek zegara. Niech punkty 7' 1 C, — obrazy punktéow 71 C (rys.
20.37). Poniewaz obrét — to ruch, to T,C, = TC. OczywiScie, ze tréjkat
ATT; jest rownoboczny. Wtedy AT = TT,.

Mamy: TA+ TB+TC=TT, + TB + T,C,.

Wiadomo, ze suma 7T, + TB + T, C, jest najmniejsza, jezeli punkty B,
T, T, 1 C, leza na jednej prostej. Poniewaz /1 = /2 = 60°, to ten bedzie
wykonywac sie wtedy, gdy £3 = £4 = 120°.
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Poniewaz kat AT,C, —to obraz kata ATC przy podanym obrocie, wtedy
spelnia sie rownosé¢ ZATC = 120°.

A wiec, punkty B, T, T, 1 C, beda nalezeé¢ do jednej prostej wtedy 1
tylko wtedy gdy ZATB = ZATC = 120°. Stad ZBTC = 120°.

W ten sposob, suma TA + TB + TC bedzie najmniejsza jezeli Z/ATB =
=/BTC=/ATC = 120°.

Zmalez¢é punkt 7' mozna, na przyktad za po-
moca MGP, z ktérego odcinki AB1 AC wida¢ pod
katem 120° (rys. 20.38).

Oczywiscie, ze gdy jeden z katow tréjkata
ABC jest nie mniejszy od 120°, wtedy punkt
przeciecia skonstruowanych lukéw nie bedzie
leze¢ wewnatrz trojkata. Mozna pokazacé, ze w
tréjkacie o kacie nie mniejszym od 120°, punkt
T pokrywa sie z wierzchotkiem tréjkata, gdzie
suma odlegtosci od tego punktu do wierzchotkéw
tréjkata jest najmniejsza. <«

B

Rys. 20.38

Zadanie 4. Odcinki AA,, BB, 1 CC, — to wysokoéci ostrokatnego
trojkata ABC. Udowodnij, ze promien opisanego okregu na tréjkacie
ABC jest dwa razy wiekszy od promienia okregu na tréjkacie A,B,C,.

Rozwiqzanie. Przyjmiemy, ze proste AA,, BB, i CC, przecinaja
opisany okrag na trdéjkacie ABC w odpowiednich punktach M, N i P
(rys. 20.39). Udowodnij, ze HA, = A, M, gdzie punkt H — punkt przeciecia
wysokoéci w tréjkacie ABC.

A
P
2
Cl
N
Bl
H
1
G4, B
M

Rys. 20.39
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Mamy: Z/1 = /2 =90° - ZABC.

Katy 2 1 3 sa réwne, jako wpisane ktore opieraja sie na tuku MB.
A wiec, £1 = /3.

Wtedy w tréjkacie HCM odcinek CA, jest dwusieczng oraz wysoko$cia,
a wiec 1 Srodkowa. Stad HA, = A, M.

Analogicznie, mozna udowodnié, ze HB, = BN, HC, = C,P.

A wiec jest widoczne, ze trojkat MNP jest jednoskladnosciowy troj-
kata A,B,C, o srodku H 1 o wspoétczynniku 2. Wtedy promien okregu
opisanego na trojkacie MNP jest dwa razy wiekszy od promienia okregu
opisanego na trojkacie A,B,C,. Zwro¢ uwage, ze trojkaty MNP 1 ABC sa
wpisane w ten sam okrag. <«
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ZADANIE TESTOWE N 5.“SPRAWDZ SIEBIE”

1. Ktéry z podanych odcinkéw na rysunku jest obrazem odcinka AB
przy ruchu?

A) MN; B) PQ; C) EF: D) DC.
an{ 1AVT E D
P
_ F
D
A Q| C

2. Podaj réwnanie obrazu prostej y = 2x w rownoleglym przesunieciu o
wektor a (0; 1).
A)y=2x+1; C)y=x+1,;
B)yy=2x-1; D)y=x-1.

3. Ktora z prostych, przedstawionych na rysunku, jest obrazem prostej
a w réwnoleglym przesunieciu?

A) b; B) ¢; O) d; D) a.
b c |d
a
RN

4. Ktoéra z nizej wymienionych figur posiada tylko jedna o$ symetrii?
A) Kwadrat; C) parabola;
B) okrag; D) odcinek.

5. Przy jakich warto$ciach x1iy punkty A (—1;y) 1 B (x; 6) sa symetryczne
wzgledem osi odcietych?

A)x=-1,y=6; C)x=-1,y=-6;
B)x=1, y=-6; D)x=1,y=6.

6. Ktora z nizej podanych figur posiada §rodek symetrii?
A) Tréjkat; C) trapez;

B) odcinek; D) kat.
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7. Ktoéra z nizej podanych figur posiada $rodek symetrii oraz 0§ symetrii?
A) Trojkat réwnoboczny;
B) réwnolegtobok;
C) trapez réwnoramienny;
D) prosta.

8. Przy jakich wartoSciach x1y punkty A (x; 7) 1 B (—4; y) sa symetryczne
wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych?

A)x=4,y=-T,
B)x=4,y="7;
C)x=—4,y=T,

D)x=-4,y=-1.
9. Punkt O— érodek foremnego oémiokata ABCDEFKM (patrz rysunek).
Wskaz obraz boku EF przy obrocie ze §rodkiem O i o kacie 135° skie-

rowanym w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.
A) AB; B) BC; C) AM, D) CD.

10. Przedluzenie ramion AB i CD w trapezie ABCD przecinaja, sie w
punkcie M (patrz rysunek). Podaj wspétezynnik jednoktadnosci o
$rodku w punkcie M, przy ktorej odcinek BC jest obrazem dla odcin-
ka AD, jezeli AB: BM =17 :2.

2 7 2 9
A) —; B) —; C) —; D) —-.
) 7 ) 5 ) S ) 5

M




206 § 5. GEOMETRYCZNE PRZEKSZTALCENIA

11. Punkt M (6; —3) — obraz punktu N (2; 1) w jednoktadnos$ci o wspoél-
czynniku réwnym —%. Podaj wspétrzedne $rodka jednoktadnoSci.

A) (5; -2); C) (-5; 2);
B) (8;-1); D) (-8; 1).

12. Prosta, ktora jest rownoleglta do boku AB w tréjkacie ABC, przecina
jego bok AC'w punkecie E, za$ bok BC —w punkcie F. Oblicz pole trojka-
ta CEF, gdy AE : EC = 3 : 2, za$ pole trojkata ABC jest rowne 75 cm?2.

A) 36 cm?; C) 30 cm?
B) 50 cm?; D) 12 cm?.
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' GLOWNE W PARAGRAFIE 5 B |
°

Ruch (przesuniecie)

Przeksztalcenie figury F, ktére zachowuje odleglo$ci miedzy punkta-
mi, nazywa sie ruchem (przesunieciem) figury F.

Przystajace figury
Dwie figury nazywaja sie przystajacymi, jezeli istnieje ruch, przy
ktérym kazdy punkt z danych figur jest obrazem.

Rownolegle przesuniecie
Jezeli punkty X 1 X; sa takimi, ze X—X1 =a, touwaza sie, ze punkt
X, —jest obrazem dla punktu X w réwnoleglym przesunieciu o wektor

a.

Wlasnos$ci ro6wnoleglego przesuniecia

Réwnolegle przesuniecie jest ruchem.
Jezeli figura F) jest obrazem dla figury F' w réwnoleglym przesunie-
ciu, to F, = F.

Symetria osiowa

Punkty A1 A, nazywaja sie symetrycznymi wzgledem prostej [, jezeli
prosta [ jest symetralna odcinka AA,. Jezeli punkt A nalezy do proste]
[, to ona nazywa sie symetryczna do siebie wzgledem proste;j /.

WilasnoS$ci symetrii osiowej

Symetria osiowa jest ruchem.

Jezeli figury F'i1 F, sg symetryczne wzgledem prostej, to F = F.
Figura, ktora posiada o$ symetrii

Figura nazywa sie symetryczna wzgledem prostej [, jezeli kazdy
punkt danej figury posiada punkt symetryczny wzgledem prostej /,
tak, ze nalezy do tej figury. Prosta [ nazywa sie osia symetrii figury.

Symetria Srodkowa

Punkty A 1 A, nazywaja sie symetrycznymi wzgledem punktu O,
jezeli punkt O jest érodkiem odcinka AA,. Punkt O uwaza sie syme-
trycznym do siebie.
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Wlasnos$ci symetrii $rodkowej

Symetria érodkowa jest ruchem.

Jezeli figury F'i F, sa symetryczne wzgledem punktu, to F'= F,.
Figury ktére posiadaja $rodek symetrii

Figura nazywa sie symetryczna wzgledem punktu O, jezeli dla
kazdego punktu danej figury istnieje punkt symetryczny do niego
wzgledem punktu O, takze naleza do tej figury. Punkt O nazywa sie
érodkiem symetrii figury.

Wlasnosci obrotu
Obrot jest ruchem.
Jezeli figura F| jest obrazem figury F przy obrocie, to F, = F.

Jednokladnosé

Jezeli punkty O, Xi X, sa takie, ze OX, = kOX, gdzie k # 0, to uwa-
za sie, ze punkt X, jest obrazem dla punktu X w jednoktadnosci o
srodku O oraz o wspoétczynniku k.

Wlasnoéci jednokladnosci

W jednokladnosci figury F o wspoéteczynniku k& wszystkie odleglosci
miedzy jej punktami z niej zmieniajq sie o | k| razy, to znaczy, jezeli
punkty A 1 B sa dowolnymi punktami figury F, za$ punkty A, 1 B, —
sq odpowiednimi ich obrazami w jednoktadnosci o wspoétczynniku k,
to A,B,= |k| AB.

Podobienstwo

Dwie figury nazywaja, sie podobnymi, jezeli jedna, z nich mozna otrzy-
mac¢ z drugiej wedtug kompozycji je dwdch przeksztalcen: jednoktad-
noéci i ruchu.

Pola podobnych wielokatow

Stosunek pél podobnych wielokatéw jest réwny kwadratowi wspot-
czynnika podobienstwa.
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21. Cwiczenia do powtérzenia kursu geometrii
9. klasy

1. Rozwigzywanie trojkatow
21.1. Dwa boki trojkata sa réwne 4 cm 1 10 cm, za$ sinus kata zawarte-

go miedzy nimi jest rowny 5 Oblicz bok tréjkata rownoramiennego.

21.2. W réwnolegloboku ABCD wiadomo, ze AB=2cm, AD =4 cm,
Z/BAD = 60°. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy prostymi AC1 BD.

21.3. Ustal czy tréjkat jest ostrokatny, prostokatny lub rozwartokatny
o bokach: 1) 4 cm, 4 cm, 5 cm; 2) 5 ¢cm, 6 cm, 9 ¢cm; 3) 5 cm, 12 cm,
13 cm.

21.4. Jeden z bokow tréjkata jest rowny 21 ¢m, a stosunek dwéch prosto-
katnych jest 3 : 8. Oblicz niewiadome boki tréjkata, jezeli kat zawarty
miedzy nimi wynosi 60°.

21.5. Jeden z bokéw trdjkata jest rowny 3 cm, a drugi — J7 cm, oraz
kat, lezacy naprzeciw drugiego boku wynosi 60°. Oblicz niewiadomy
bok tréjkata.

21.6. Jeden z bokéw réwnolegtoboku jest o 4 em dtuzszy od drugiego,
za$ jego przekatne sg rowne 12 cm i1 14 cm. Oblicz obwéd réwnole-
globoku.

21.7. W trapezie ABCD wiadomo, ze BC||AD, AD = 8 cm, CD = 4+/3 cm.
Okrag, przechodzacy przez wierzcholki A, B1 C, przecina prosta AD
w punkcie K, ZAKB = 60°. Oblicz dtugo$¢ odcinka BK.

21.8. Podstawy trapezu sa rowne 3 cm 17 cm, zaé ramiona—6cm1i5cm.
Oblicz cosinusy katéw trapezu.

21.9. Okrag wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do boku AB w punkcie
D,BD=1cm, AD =5 cm, ZABC = 120°. Oblicz dtugos¢ odcinka CD.

21.10. Boki tréjkata sa rowne 11 cm, 12 cm 1 13 cm. Oblicz dtugo$é $rod-
kowej trojkata poprowadzonej do najwiekszego boku.

21.11. Oblicz dlugo$é dwusiecznej tréjkata, ktora dzieli jego bok na
odcinki rowne 3 cm 1 4 cm oraz tworzy z tym bokiem kat rowny 60°.

21.12. Odcinek BD — dwusieczna tréjkata ABC, BD = a, LA = 45°,
£C ="75°. Oblicz odcinek AD.
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21.13. Oblicz stosunek bokow tréjkata rownoramiennego, jeden z katéw
ktoérego wynosi 120°.

21.14. W tréjkacie ABC wiadomo, ze AC = 6+/3 cm, ZABC = 60°. Oblicz

promien okregu, ktéry przechodzi przez érodek okregu wpisanego
okregu w tréjkacie ABC oraz przez punkty A1 C.

21.15. Dwa boki trojkata sa r6wne 5 cm 1 8 cm, a kat, zawarty miedzy
nimi — 60°. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

21.16. Oblicz dwusieczna trojkata ABC, poprowadzona z wierzchotka A,
jezeli ZBAC=a,AC=b,AB=c.

21.17. W réwnolegtoboku ABCD dwusieczna kata BAD przecina bok
BC w punkcie M. Oblicz pole tréjkata ABM, jezeli AB =4 cm,
ZBAD = 60°.

21.18. Oblicz najwieksza wysokos$¢, promienie okregu wpisanego i opi-
sanego na tréjkacie o bokach 4 cm, 13 cm 1 15 cm.

21.19. Promienie dwéch okregdéw jest rowne 17 cm 1 39 cm, za$ odlegloéé
miedzy ich §rodkami— 44 cm. Oblicz dtugo$§¢ wspélnej cieciwy danych
okregow.

21.20. Oblicz pole réwnolegloboku, jeden z bokéw ktérego wynosi 15 cm,
za$ przekatne — 11 cm 1 25 cm.

21.21. Podstawy trapezu sa rowne 16 cm 1 44 cm, a ramiona — 17 cm 1
25 cm. Oblicz pole trapezu.

21.22. Podstawy trapezu sa réwne 5 cm 1 12 cm, za$ przekatne — 9 cm i
10 cm. Oblicz pole trapezu.

2. Wielokaty foremne

21.23. Oblicz pole foremnego n-kata, jezeli promien wpisanego w niego
okregu jest rowny 6 cm, zas n jest rowne: 1) 3; 2) 4; 3) 6.

21.24. W okrag wpisano kwadrat o boku 4 ¢m. Oblicz pole foremnego
trojkata wpisanego w ten sam okrag.

21.25. Oblicz stosunek pdl foremnych tréjkata oraz szeéciokata, wpisa-
nych w ten sam okrag.

21.26. Srodki bokéw foremnego 12-katnego wielokata zlaczone przez
jeden bok tak, ze otrzymana figura jest foremnym sze$ciokatem.
Oblicz bok danego 12-kata, jezeli bok utworzonego szesciokata jest
réwny a.
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21.27. Dhugo$¢ tuku okregu jest réwna 6x cm, a jego miara stopniowa —
24°. Oblicz promien okregu.

21.28. Na przyprostokatnej AC w trdjkacie prostokatnym ABC (£C = 90°)
jak na érednice skonstruowano okrag. Oblicz dlugo$é boku tego okre-
gu, zawartego w tréjkacie 1 odciety przeciwprostokatna AB, jezeli
/A =42°, AC =8 cm.

21.29. Bok kwadratu jest rowny 2 V2 cm. Oblicz dhugosé tuku opisa-

nego okregu na danym kwadracie gdzie konce tuku sg dwa wierz-
chotki.

21.30. Odlegltos¢ miedzy $rodkami dwoch okregéw o promieniu R jest
réwna R. Oblicz pole figury, ktéra jest wspdlna czeScig tych okregow,
1 dtugo$¢ linii, ktora ogranicza te figure.

21.31. Pole wycinka kotowego doréwnuje 2,41 cm?2. Oblicz miare pionowa,
tuku tego wycinka, jezeli promien kota jest réwny 4 cm.

21.32. Srednica kota wagonu pociagowego kolei podziemnej jest réwna
78 cm. W ciagu 2,5 min. kolo obréci sie 1000 razy. Oblicz predkosé
pociagu kolei podziemnej w kilometrach na godzine. Odpowiedz za-
okraglij do dziesietnych.

21.33. Oblicz dltugoséé okregu wpisanego w wycinek, dtugos¢ tuku ktorego
jest rowna m, za$ miara stopniowa wynosi 120°.

21.34. Do okregu o promieniu réwnym R, poprowadzono dwie styczne,
kat miedzy ktérymi jest rowny 60°. Oblicz pole figury ograniczonej
stycznymi i mniejszymi tukami, konce ktérych sa punkty stycznosci.

3. Kartezjanskie wspoétrzedne na ptaszczyznie

21.35. Wierzchotki tréjkata leza w punktach A (—4; 1), B (—2; 4)1 C (0; 1).
Udowodnij, ze trojkat ABC jest rownoramienny i oblicz jego pole.

21.36. Wskaz wspotrzedne punktu przeciecia symetralnej odcinka AB z
osiq odcietych, jezeli A (5; —3), B (4; 6).

21.37. Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia symetralnej odcinka CD z
osig rzednych, jezeli C (2; 1), D (4; -3).

21.38. Udowodnij ze czworokat ABCD o wierzcholkach w punktach
A (-12;6), B(0;11), C (5; -1) i D (-7; —6) jest kwadratem.

21.39. Punkt M (5; —2) jest jednym z koncéw Srednicy okregu, punkt
N (2; 0) — érodek okregu. Oblicz wspétrzedne drugiego konca éred-
nicy.
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21.40. Przekonaj sie, czy punkty A (—4; -3), B (26; 7)1 C (2; —1) leza na
jednej prostej. W razie odpowiedzi stwierdzajacej podaj, ktory z tych
punktéw lezy miedzy dwoma innymi.

21.41. Udowodnij, ze tréjkat, wierzchotkami ktérego sa punkty A (5; 1),
B (9;-2)1C (7; 2), jest prostokatny i uléz réwnanie okregu opisanego
na tym trdjkacie.

21.42. Przekonaj sie, czy odcinek CD jest $rodkowa okregu (x + 2)? +
+ (y—3)? =52, jezeli C (-8; 7), D (4; -1).

21.43. Okrag, érodek ktorego lezy na osi rzednych przechodzi przez
punkty A (1; 2) 1 B (3; 6). Czy nalezy do tego okregu punkt C (-3; 4) ?

21.44. Okrag, o Srodku w punkcie M (—5; 3) jest styczny do osi rzednych.
Oblicz wspdétrzedne punktéw przeciecia okregu z osig odcietych.

21.45. Oblicz dtugosé linii podanej rownaniem

x2+y?—2x+4y—-20=0.

21.46. Ul6z rownanie prostej, przechodzacej przez punkt P (-3; 5) 1 wsp6t-
czynnikiem katowym réwnym 6.

21.47. Ul6z réwnanie prostej, przechodzacej przez punkt S (-1; 4) i tworzy
z dodatnim kierunkiem osi odcietych kat rowny 135°.

21.48. U6z réwnanie prostej, przechodzacej przez punkt A (—3; 1) 1 row-
noleglej do prostej 5x + 3y = 6.

21.49. Podaj ro6wnanie miejsca geometrycznego srodkow okregdw, ktore
przechodza przez punkty A (-3; -2) 1 B (2; 5).

4. Wektory na ptaszczyznie

21.50. Dwa wierzcholki prostokata ABCD — sa punkty A (3; 2) 1 B (3;—4).
Modul wektora BD jest réwny 10.
Oblicz wspdtrzedne punktéow C1i D.

21.51. Przekatne réwnolegtoboku ABCD
przecinaja sie w punkcie O (rys. 21.1). %)

B C

Wyraz wektory CD i AD przez wek-
torywzgiﬁzg. A "D

21.52. Czworokat ABCD —réwnoleglobok.
Oblicz:

1) BA-CD-CB;
2) AB- DA - BD +CD;
3) AD- BA - AC.

Rys. 21.1
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21.53. Oblicz modut wektora n = 3a —2b, gdzie a (1; -2), b (-1; 3).

21.54. Punkty E i F — érodki odpowiednich_bf)kéw AB1BC révglgle%lo-
boku ABCD (rys. 21.2). Wyraz wektor EF przez wektory BC =a 1
CD=b.

21.55. Na bokach BC'i CD réwnolegtoboku ABCD zaznaczono odpowied-

nio punkty M i K, przy czym BM = iBC, CK = §CD (rys. 21.3).

Wyraz wektory AM 1 AK przez wektory AB=a i AD=b.

B F C B M c
E
i
A D A D

Rys. 21.2 Rys. 21.3

21.56. Na bokach AB 1 BC trojkata ABC zaznaczono takie punkty Di E
odpowiednio, ze AD: DC=1:2, BE: EC=2: 1. Wyraz wektory BC,
AB, AC, AE i CD przez wektory BE=a i AD=b.

21.57. Czy wektory MN 1 KP, sg kolinearny, jezeli M (4; —1), N (-6; 5),
K(7;-2), P(2; 1)?

21.58. Oblicz wartos$é¢ k, przy ktérym wektory E(k; -2) 1 5(6; 3) sa

kolinearne.

21.59. Dane sa wektory a (3; —2) 1 b (x; 4). Przy jakiej wartoéci x spel-
nia sie réwnoéé q - b =12

21.60. Oblicz cosinusy katéw w trdjkacie ABC, jezeli A (—3;—4), B (2;-3),
C (3; 5). Ustal rodzaj tréjkata.

21.61. Dane sa wektory 5(2; -1) 1 5(1; —2). Oblicz warto$¢ m, przy

ktérych wektory a+mbib sa proporcjonalne.

21.62. Oblicz cosinus kata miedzy wektorami a=3m+nib=m-2n,

jezeli |m |=|n'|=1im Ln.
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21.63. Dane sa wektory a (2; —4) i b (-1; 1). Oblicz:
Dla-b];  2|2a+0|.

21.64. Ul6z réwnanie prostej stycznej w punkcie A (5; —3) do okregu o
srodku M (0; —4).

5. Przeksztatcenia geometryczne

21.65. W réwnoleglym przesunieciu obrazem punktu A (3; —2) jest punkt
B (5; -3). Jaki punkt jest obrazem dla punktu C (-3; 4) przy tym
samym réwnolegltym przesunieciu?

21.66. Skonstruuj obrazy punktéw A (1; -3), B (0; —=5)1 C (2; 1) w row-
noleglym przesunieciu o wektor a (-2; 1). Podaj wspdétrzedne skon-
struowanych punktow.

21.67. Dane sa punkty C (7;-4) 1 D (-1; 8). W réwnoleglym przesunieciu
obrazem $rodka odcinka CD jest punkt P (—1; —3). Podaj wspotrzedne
punktéw, ktore sa obrazem punktéow C1i D.

21.68. Wedlug rysunku 21.4 wiadomo, ze CB=CD, ZACB = ZACD.
Udowodnij, ze punkty B1i D sa symetryczne
wzgledem prostej AC. B

21.69. Podaj wspétrzedne punktéw symetrycz-
nych do punktu K (4; —2) wzgledem osi
wspoltrzednych 1 poczatku wspétrzednych. C

21.70. Oblicz x1y, jezeli punkty A (x;—2) 1B (3; )
sa symetryczne wzgledem osi odcietych.

21.71. Wiadoma jest pélprosta OA oraz punkt B, “A D
ktory nie nalezy do niej. Skonstruuj pétprosta,
symetryczna do danej wzgledem punktu B. Rys. 21.4

21.72. Czy punkty M (-3; 10) 1 N (-1; 6) sa_sy-
metryczne wzgledem punktu K (1; 4)?

21.73. Podaj réwnanie okregu, ktory jest symetryczny z okregiem (x + 4)? +
+ (y—5)? =11 wzgledem:

1) poczatku wspélrzednych; 2) punktu M (-3; 3).

21.74. Dane sa punkty K i O. Skonstruuj punkt K, ktéry jest obrazem
punktu K przy obrocie dookota punktu O: 1) o kat 130° w kierunku
nie zgodnie skierowanym ze wskazéwkami zegara; 2) o kat 40° w
kierunku zgodnie skierowanym ze wskazowkami zegara.

21.75. Dany jest odcinek AB i punkt O, ktéry nie nalezy do niego. Skon-
struuj odcinek A,B,, ktory jest obrazem odcinka AB przy obrocie
o kat 50° dookota punktu O w kierunku zgodnie skierowanym ze
wskazéwkami zegara.
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21.76. Na jaki kat nalezy powrdcié prostokat, ré6zny od kwadratu,
wzgledem jego $érodka symetrii, aby jego obrazem byl ten sam
prostokat?

21.77. Wykre$l tréjkat jednoktadny z danym tréjkatem, jezeli $rodkiem
jednokladnosci jest Srodek okregu opisanego na tréojkacie, o wspot-
czynniku jednoktadnoéci k = —2.

21.78. W jednoktadnosci o érodku w poczatku wspélrzednych obrazem
punktu A (8; —2) jest punkt B (4; —1). Oblicz wspétczynnik jedno-
ktadnosci.

21.79. Boki dwoch trojkatéw rownobocznych sa réwne 8 cm 1 28 cm. Ile
jest réwny stosunek ich p6l?

21.80. Wielokat F jest podobny do wielokata F, o wspétczynniku podo-
bienstwa k. Oznaczymy odpowiednio ich obwody i pola literami P,
P,, S,, S,. Uzupelnij puste kratki w tabeli.

P, P, S, S, k
19 64 16

12 36 7
35 4 100
21 36

21.81. Prosta réwnolegta do boku tréjkata o dtugosci 6 cm dzieli ten
tréjkat na dwie figury, pola ktérych maja sie do siebie jak 1 : 3. Oblicz
odcinek tej prostej, ktory jest zawarty wewnatrz trojkata.

21.82. W kwadracie ABCD o boku BC wybrano taki punkt M, ze
BM : MC =1 : 2. 0Odcinki AM i BD przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
pole tréjkata BPM, jezeli pole tréjkata APD jest réwne 27 cm?,

21.83. Przedtuzenie ramion AB i CD w trapezie ABCD przecinajg sie
w punkcie M. Oblicz pole trapezu, jezeli AB: BM=5:3,AD> BC, a
pole tréojkata AMD jest réwne 32 cm?.

21.84. W trojkacie ABC wiadomo, ze AB=BC =13 cm, AC =10 cm. Do
okregu wpisanego w ten tréjkat, poprowadzono styczna, ktéra jest
réwnolegta do boku AC oraz przecina boki AB 1 BC odpowiednio w
punktach M i K. Oblicz pole trojkata MBK.
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21.85. Na przedtuzeniu $rodkowych AA,, BB, 1 CC, w trojkacie ABC

. . . . 1
wybrano odpowiednio punkty A,, B, 1 C, tak, ze A A, ZEAAI’

1 1 . .
BB, = EBBI’ CC, = ECCI (rys. 21.5). Oblicz pole trdjkata A,B,C,,

jezeli pole trojkata ABC jest rowne 1 cm?.
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Przyjaznimy sie z komputerem

Bedziecie nadal doskonalié¢ nabyte uprawy zastosowania komputera,
ktore otrzymaliscie w klasach 7. 1 8., opanowywaé nowe sposoby oraz
nowe programowe $rodki. Przypominamy wam, ze oprécz zadan podanych
w tym rozdziale, mozecie zastosowacé réznorodne programy, stworzone
dla nauczania szkolnego kursu geometrii. Mozecie skorzystac z globalne;j
sieci Internetu, aby wyszukaé odpowiedni program oraz inne dodatkowe
informacje dotyczace kursu geometrii.

W podreczniku umieszczono krétkie informacje o wybitnych uczo-
nych, prace ktorych sa powigzane z tematami szkolnymi. Za pomoca
globalnej sieci Internetu mozecie dowiedzie¢ sie wiecej o ich zyciorysie
oraz naukowych odkryciach.

Jezeli chcecie wybraé¢ zawdd, ktéry potrzebuje stalego korzystania
wiadomoéci z matematyki, to mozecie zaczynaé opanowywaé¢ matema-
tyczne zestawy (na przyktad, Mathcad, MATLAB 11n.), ktore zawieraja,
potezne instrumenty do obliczen matematycznych, konstrukeji geome-
trycznych i in. Dla przysztego inzyniera potrzebne sa wiadomosci wy-
kreséw inzynierowych oraz umiejetno$é¢ konstrukeji okreslen ztozonych
(otrzymaé te wiadomosci mozna, na przyktad korzystajac z pakietu
AutoCAD). Mozecie opanowywaé te programowe $rodki, wykonujac
zadania z kursu geometrii.

W tym rozdziale sa podane zadania, ktére mozecie wykonywacé
za pomoca komputera w miare poznawania odpowiednich tematow.
Przewaznie to zadania o konstrukeji figur geometrycznych, za pomoca
redaktora graficznego oraz obliczenia, ktére nie mozna wykonaé za
pomoca kalkulatora lub matematycznych pakietow.

Oproécz tych zadan, mozecie korzystac¢ z zadan z rubryki “Zadania
praktyczne” nie tylko w zeszycie, lecz 1 za pomoca redaktora graficznego.

Wieksza czeéé z kursu geometrii klasy 9. opiera sie kartezjanskim
uktadzie wspétrzednych na plaszczyznie oraz na uktadaniu réwnan figur.
W zalezno$ci od mozliwoéci jezyka programowania, ktérym poshugujecie
sie na lekcjach informatyki lub samodzielnie, poleca sie utozy¢ program
do przedstawienia na ekranie komputera punktow z podanymi wspétrzed-
nymi; prostych i okregéw z podaniem ich roéwnaniin. Te zadania mozna
zastosowac na lekcjach z informatyki lub podczas lekcyj pozalekcyjnych
oraz do samodzielnego opracowania programowania. Nizej podamy naj-
prostsze zadania: biorac ich jako wzdr, mozecie uktada¢ samodzielnie
nowe zadania oraz uktadac¢ algorytm dla ich rozwiazywania.
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Sinus, kosinus i tangens kata od 0° do 180°

1. Naucz sie obliczaé¢ wartosci funkeyj trygonometrycznych katéw oraz
znalezienia kata wedlug jego trygonometrycznych funkceji za pomoca,
kalkulatora.

Twierdzenie cosinuséow

2. Zilustruj wniosek z twierdzenia kosinuséw za pomoca redaktora gra-
ficznego w nastepujacy sposob.

Wybierz zbiér liczb dodatnich, ktére spetniaja warunek a? < b2 + ¢?,
gdzie a — najwieksza liczba z wybranych. Zbuduj zbiér odcinkéw z po-
danymi dtugosciami a, b i c¢. Utz z tych odcinkéw trojkat, czy bedzie
on ostrokatnym? Zréb takie same dziatania dla warunku a? > b% + ¢?
1a?=b?+ 2 Liczbe a, b 1 ¢ moga spelnia¢ warunek a < b + c.

Twierdzenie sinusow

3. Wykresl dowolny tréjkat, za pomoca instrumentéw graficznego redak-
tora wymierz jego boki oraz katy. Sprawdz, czy spetnia sie twierdzenie
sinuséw. Wykonaj obliczenia za pomoca komputera.

Rozwiazywanie tréjkatow. Wzo6r na obliczenie
pola tréojkata

4. Zadania z pp. 4, 5, ktore potrzebuja znalezienia warto$ci funkcji try-
gonometrycznych i ztozonych obliczen mozesz wykonaé za pomoca
komputera.

Wielokaty foremne oraz ich wlasnosci

5. Pomy$l, jak mozna przeprowadzi¢ konstrukcje wielokatéw forem-
nych. Rozpatrz dwa sposoby: 1) zastosuj twierdzenie 6.2 1 wzér
do obliczenia wielkos$ci kata érodkowego wpisanego wielokata;
2) zastosuj informacje o wielko§ci kata wielokata foremnego oraz
dtugosci jego boku.

6. Wykresl kilka wielokatéw foremnych z podana iloScia bokéw.

Dlugosé okregu. Pole kota

7. Oblicz kilka razy dlugo$é okregu oraz pole kota, zastosowujac przy-
blizona warto$¢ n z r6zna doktadnoscia.
Czy jest w kalkulatorze lub w matematycznym pakiecie, ktéry zasto-
sujesz, $rodki dla zastosowania wartoéci liczby © w naturalnej postaci?
7 jaka doktadnos$cia podaja liczbe 7 te $rodki?
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Odlegloéé miedzy dwoma punktami o wiadomych ich
wspolrzednych. Wspélrzedne srodka odcinka

8. Wiekszo$é redaktoréw graficznych podaja obszar dla kreélenia w
postaci ptaszczyzny wspoétrzednych. Zbadaj, w jaki sposéb podaja
sie wspoétrzedne punktéw na tej ptaszczyznie. Pomy$l, w jaki sposéb
mozesz zastosowacé ten instrument dla wykonania konstruke;ji.

Roéownanie figury
9. Jezeli opracowujesz matematyczny pakiet, to mozesz za ich pomoca,
wykresli¢ kilka jakichkolwiek figur majacych ich réwnanie.

10. Uczac sie programowania na lekcjach z informatyki, mozesz utworzy¢
swoje Srodki dla przedstawienia na ekranie komputera figur wedlug
ich réwnan.

11. Znajdz w globalnej sieci Internetu informacje o réwnosci dla auto-
matycznych prac kreélarskich (tak zwane plotery, ang. plotter). Czym
sa podobne 1 czym réznia sie metody konstrukeji przedstawien na
ekranie komputera od przedstawienia na papierze? ploterze? Zapoznaj
sie z pojeciem “zotwi wykres”.

12. Napisz program ktéry wedlug wiadomych danych wartosci a, b 1
¢ wywnioskuje jaka figura bedzie wykresem réwnania ax + by = c,
zawiadomi o tym oraz przedstawi wykres na ekranie komputera.

Wspolezynnik katowy prostej

13. Jakie $rodki redaktora graficznego mozna zastosowac, aby zbudowacé
prosta o podanym wspélczynniku katowym?

14. Napisz program, za pomoca ktérego wedlug wiadomych wartosci
k1 b buduje przedstawienie prostej y = kx + b na ekranie kompu-
tera.

Pojecie wektora

15. Przedstaw za pomoca redaktora graficznego kilka wektoréw, ktére
ilustruja tres¢ p. 12 podrecznika. Ktory z instrumentéw zastosujesz
dla konstrukeji wektoréw kolinearnych? zgodnie skierowanych wekto-
réw? wektor6w o zwrocie przeciwnym? Okre$l moduty wbudowanych
wektorow. W jaki spos6b najproéciej to wykonac?

Wspolrzedne wektora

16. Na ekranie komputera przedstaw kartezjanski uktad wspoétrzednych,
wybierz zreczny odcinek jednostkowy. Podaj wspélrzedne wektora
oraz wspoOlrzedne jakiegokolwiek punktu. Od tego punktu odiéz
wektor z wiadomymi wspotrzednymi.
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Dodawanie i odejmowanie wektorow

17. Wykreél kilka dowolnych wektoréw. Za pomoca jakich instru-

mentéw redaktora graficznego najprosciej znalezé sume 1 réznice
wektoréw?

Mnozenie wektora przez liczbe

18. Wykres§l dowolny wektor 1 podaj kilka dowolnych liczb (naturalnych,

19.

20.

21.

22.

catkowitych, utamkowych). Zbuduj wektory, ktéry sa iloczynami
wykres§lonego wektora oraz tych liczb.

Skalarny iloczyn wektorow
Na plaszczyznie wspodtrzednych wykresl dwa dowolne wektory. Oblicz
wielko$é kata miedzy nimi za pomoca wniosku z twierdzenia 16.2.
Sprawdz otrzymany wynik, okreslajac ten kat miedzy wektorami za
pomoca redaktora graficznego.

Przeksztalcenie geometryczne

Okreél, za pomoca jakich metod redaktora graficznego mozna wyko-
na¢ przesuniecie figury. Jakie rodzaje przesunie¢ mozna zrealizowaé
za ich pomoca?

Zmajdz érodki redaktora graficznego za pomoca ktérych mozna zbu-
dowac: 1) figure symetryczna do danej figury wzgledem danej prostej;
2) figure symetryczng do danej figury wzgledem danego punktu;
3) figure jednoktadna danej figurze.

Znajdz $rodki redaktora graficznego, za pomoca ktérego mozna
zbudowaé figure podobna do danej. Jakie metody nalezy uzy¢, aby
te figury byly podobne o zadanych wspélczynnikach?
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Odpowiedzi i wskazowki do ¢wiczen

§ 1. Rozwigzywanie tréojkatow
1. Sinus, kosinus i tangens kata od 0° do 180°

1.11. 3) MERTRSIE) 1) 0,6. 1.12. 1) 22 1up -12; 9) V35,
4 4 13 13 6

1.15.1) 2—+/3; 2)-1,5;3) —/3-2. 1.16. 1) 3; 2) g 1.21. —%. 1.22. 120°.
1.23. 10 cm, 30°, 120°. 1.26. 5/6 cm.

2. Twierdzenie cosinuséw

2.3.120°. 2.4. 45° 2.10. 27 cm. 2.11. V10 cm. 2.12. /21 cm
lub V29 cm. 2.13. 13 cm. 2.14. ay2++2. 2.15. 389 cm.
2.16.\a> +b* +ab2. 2.17. Ja®’+b>—ab.  2.18. 15 cm, 24 cm.

2.19. 2 cm, 4\/§ cm. 2.20. 3 cm, 5 cm. 2.21. 10 cm, 6 cm, 14 cm.

2.22. 6 cm lub 10 cm. 2.23. 75 cm. 2.24. 13 cm. 2.25. /79 cm. 2.29. 14 cm.
2.30. 34 cm. 2.31. 7 cm, 9 cm. 2.32. 20 cm, 30 cm. 2.33. 8 cm. Wskazow-
ka. Przez wierzcholek B poprowadz prosta réwnolegla do boku CD, i

rozpatrz utworzony trdjkat. 2.34. % 2.35. 1/# cm. 2.36. Nie.

2.38. 10 cm. 2.39. 6 cm. 2.40. 11 cm. 2.41. 6 cm. 2.42. 22 cm. 2.47. 4 cm,
6 cm.

3. Twierdzenie sinuséw

3.14. 246 cm. 3.15. 6 cm. 3.16, — 2SMP 347 msinosing
cos (B +y)siny sin (o - B)
3.1, CSMOs(@YY) g9 MSMOSNG 591 g0m 3.22. 22 cm.
sin y sin ¢ sin B sin (o0 + B) 3

bsinasiny

3.23. 60° lub 120°. 3.24. 4,5 godz. 3.25.

. o
sin (o + ) cos

acos > 85
3.26. — 2 328, ’ cm. Wskazéwka. Szukany promien mozna

sin (450 + 3—(1)
4
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znalez¢ jak promien okregu opisanego na tréjkacie, bokami ktérego jest

jedna z podstaw ramie oraz przekatna trapezu. 3.29. w. Wskazow-
sin

2m sin 2msin a

ka. Udowodnij, ze CE = DE. 3.30. . Wskazowka. Na

sin(a+B)’ sin (o +P)
przedtuzeniu érodkowej AM poza punktem M wybierz taki punkt K, aby
AM = MK, i zastosuj twierdzenie sinuséw dla tréjkata ACK lub tréjkata

ABK. 3.31. 280 O*B) g 00 Wskazéwka. Wyraz katy AHB, BHCi AHC

2sino
przez katy trojkata ABC. 3.33. Predzej dojechaé przez wie§ C. Wskazéw-
ka. Przyjmij odleglo$¢ miedzy jakimkolwiek dwiema wioskami przez a
1 wyraz przez a odlegto$éé miedzy pozostalymi wioskami. 3.34. Autobus.
3.37. 12 cm.
4. Rozwigzywanie trojkatow

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Wskazowka. Poprowadz przez wierzchotek
mniejsze] podstawy prosta rownolegta do ramiona trapezu i rozpatrz
tréjkat ktory utworzyt sie. 4.13. 9 cm. 4.14. 30 cm, 48 cm.

5. Wzor na obliczenie pola tréjkata
5.4. 1) 60° lub 120°; 2) 90°. 5.5. 30° lub 150°. 5.9. 12 cm. 5.10. 24 cm.
5.11. 24 cm?. 5.12. g cm. 5.13. 1) g cm, % cm; 2) 8 cm, %cm.

2 . .
5.14. 2 cm, 225 cm. 5.25. 3 : 5. 5.26. LSPPSINY 5 00 oRe
8 2sin (B+7)

. . . ? sin o si h.h,
x sin a sin B sin (o +B).  5.28. b sinosin (OHB). 5.29. — 2,
2sin B 2sina
2 .
5.30. — 5P 531 51 cm? 75 cm?, 84 cm?. 5.32. 2% cm. Weka-
2 sin o sin (o + B) 7

zowka. Skorzystaj z tego, ze S pc = Sapp + Sacp 5.33. 360 cm?. Wskazow-
ka. Przez jeden z koncow mniejszej podstawy trapezu, poprowadz prosta,
réwnolegla do ramienia trapezu oraz oblicz wysoko§¢ trojkata, ktory ta
prosta odcieta od trapezu. 5.34. 12 V5 cm?. Wskazéwka. Niech ABCD —
dany trapez, BC | | AD. Przez wierzcholek C poprowadz prosta, réwno-
legta do prostej BD 1 przecina prosta AD w punkcie E. Udowodnij, ze
tréjkat ACE oraz dany trapez sa rownowazne. 5.35. 1:2. Wskazéwka.
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1AK + AM sin A

S
= 21 =cos’ A. 5.36.19,5 cm. 5.37. 13 cm, 14 cm,
ABC EAC - ABsin A

15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 cm, 21 cm. 5.41. 9,6 cm.

§ 2. Wielokaty foremne

6. Wielokaty foremne oraz ich wlasnosci

2 2
6.20. ,|R? —“I. 6.21. 2JR* - 2. 6.22. ,/r2+":. 6.26. ~ 17,4 cm.

a(3+\/§)

6.27.~ 19,8 cm. 6.28. 5 bokow. 6.29. 18 bokow. 6.32. 1) T;

2) —“(3;\/5). 6.33. 1) 2“3*/5; 2) “f. 6.34. 1 : 2. 6.35. V3:2.
3a2\/§

2

6.42. S cm. 6.43. ay2++2, a(N2+1), a4+2+2. 6.44. M
a(2+\/§)

6.45. —s 6.46. Trojkatow lub kwadratéw, lub szesciokatéw.

Wskazowka. Dookola jednego punktu mozna odlozy¢ tyle deseczek, o ile
180° (n —2)

6.38. 4,4 cm. 6.39. 2R2 /2. 6.40. a /3; 2a; .6.41.6 (v2-1) cm.

razy kat przy wierzchotku deseczki, ktéry jest rowny , bedzie

180°(n -2 2 .
(n )= " deseczek. Wartosé

mniejszy od 360°, to znaczy 360° :

n n-2
wyrazenia musi by¢ liczba naturalna.
n-2
2n 2n-4+4 4 C D » K
Poniewaz = =2+ , to
n-2 n—-2 n-2
warto$¢ wyrazenia 5 musi byé liczba B E
n_
naturalna. 6.47. Wskazéwka. Niech
ABCDEF — szeéciokat foremny (patrz rysu- A F
nek), K—punkt przeciecia prostych CD i EF.
Wtedy AK — szukany odcinek. 6.49. 18 cm. Do zadania 6.47

6.50. 96 cm?. 6.51. 9 cm.
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7. Dlugoéé okregu. Pole kola

7.25.22.5°.7.30. \/6 cm.7.32. 1) M cm?: 2) W em

107 +3+/3
3

2.
25(11n+3) c
12

1 2 2 2

ﬂ cm, ﬂ cm. 7.39. ﬁ cm, @ cm, ﬂ cm. 7.40. 8—n cm.
3 3 18 18 3 3

7.41. 61 cm. 7.42. 1 : 1. Wskazéwka. Udowodnij, ze w obu przypadkach

a® (t-2)

3) m? 7.33. 1) % 2)

2n—-3+/3
ET\/_ cm cm? 7.38. 27 cm,

s , , .1
suma dtugosci pétokregéw doréwnuje ERAB 7.44. 50 cm. 7.46.

2 2
7.47. ~ 17,3 %. 7.48. M. 7.49. %. 7.50. @’ (g—l).

2 . . .o .
7.51. g. Wskazowka. Rozpatrz trojkat AND 1 udowodnij, ze on jest

réwnoboczny. 7.52. Wskazéwka. Suma pol wszystkich pomalowanych 1
nie pomalowanych sierpikéw jest rowna sumie p6l dwoch kot, srednice
ktorych sa sasiednimi bokami prostokata, zas suma pdl nie pomalowa-
nych sierpikéw 1 prostokata doréwnuje polu kota, érednica ktérego jest
przekatna prostokata. Pokaz, ze te sumy sq réwne. 7.53. Wskazéwka.

Wspdlna czesé kwadratu zawiera koto, promien ktorego jest rowny 3 cm

1 12
(patrz rysunek). 7.55. % cm, 31—7 cm. 7.56. Wskazowka. Przez Srodek

mniejsze] podstawy poprowadz proste réwnoleglte do ramion trapezu.

Do zadania 7.53
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§ 3. Kartezjanskie wspétrzedne na ptaszczyznie

8. Odleglo$é miedzy dwoma punktami z danymi wspolrzednymi.
Wspbélrzedne Srodka odcinka

8.13. 1) Tak, punkt B lezy miedzy punktami A i C; 2) Nie. 8.15. x =7
lub x = —1. 8.16. (3; 0). 8.17. (0; 0,5). 8.18. (3; —0,5). 8.19. (=2; 2).
8.20. (3; —2). 8.24. A (=5; 3), C (7; 5). 8.25. 24[73.

8.26. (3+/3; 24/3) 1ub (-3/3; —2/3). 8.27. (-2; 44/3) lub (-2; -4/3).
8.28. (3; 3) lub (-6; 6). Wskazéwka. Rozpatrz trzy przypadki: B (a; a) lub
B (a; —a). 8.29. (5,5; 0), (3; 0), (-1; 0). Wskazowka. Rozpatrz trzy przy-
padki: AC=BC, AC=AB1 BC=AB. 8.30. (0; 6), (0; 4), (0; 3,5), (0; 8,5).
Wskazéwka. Rozpatrz trzy przypadki: AC? + BC? = AB?, AB? + BC? = AC?,
AC? + AB? = B(?. 8.31. /33 cm. 8.32. 56°, 124°. 8.33. 8 cm i 16 cm.

9. Ré6wnanie figury. ROwnanie okregu

9.16. Dwa okregi: x>+ (y—11)2=451 x>+ (y + 1)2=45. 9.17. (x — 3) +
+y%2=>50.9.19. 1) Tak, punkt (-1; 5) — érodek okregu, R = 7; 2) nie; 3) nie;
4) tak, punkt (2; 7) — érodek okregu, R = V2. 9.20. 1) Punkt (0; —8) —
érodek okregu, R =2; 2) punkt (4; —2) — érodek okregu, R=15.
9.21. (x — 2)2+y2=13. 9.22. (x — 2)2+ (y — 1)2=25 lub (x — 3)? +
+ (y—8)2=25. 9.23. (x + 52+ (y — 2)>=10 lub (x + 1)+ (y + 2)2 = 10.
9.24. (x — 2+ (y+ 2)2=41ub (x + 2)? + (v + 2)? = 4. Wskazowka. Sredni-
ca szukanego okregu jest réwna odlegltoéci miedzy osia odcietych i1 prosta
y =—4, a §rodek okregu nalezy do dwusiecznej trzeciej lub czwartej kata
wspbélrzednych. 9.25. (x —1)?2+ (y—1)?2=1 lub (x — 1)?+ (y + 1)2=1.
9.26.1) (x+3)2+ (y—2)2=25; 2) (x+1)2+ (y + 3)2=169.
9.27. 180+/3 cm? 9.28. 70 cm. 9.29. 600 cm?.

10. Rownanie prostej

10.7.1) y=2x—-5; 2) x=3; 3) y=-1; 4) bx +3y=6. 10.8. 1) y =
=-3x+1; 2) x—6y=12. 10.9. 1) (-8; -31); 2) (-1; 2). 10.10. 1) (2; —7);
9) (4: —1). 10.11. y = —0,5x — 4. 10.12. y = %x—%. 10.14. 12. 10.15. 28,

1029

29
Szukana odlegltoéé jest rowna wysokoséci tréjkata ograniczonego osiami

wspotrzednych i1 dang prosta. 10.21. 4 V2. 10.22. 3410. 10.23. x — 3y =

. Wskazowka.

10.16. 6. 10.17. (2; 5), (5; 2). 10.18. (5; 0). 10.20.
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= 2. 10.24. Tx + 5y = —8. 10.25. (3; 3) lub (15; 15). 10.26. (=2; 2) lub
(=10; 10). 10.27. (x— 3)> + (y — 4)2 = 17. 10.28. (y — 4)(y + 4) = 0. 10.29.
J10 cm, 58 cm. 10.30. 104 cm. 10.31. 12,5 cm.

11. Wspoélczynnik katowy prostej

11.5.1) y=4x+19; 2) y=-3x — 2; 3) y=7. 11.6. y =-0,5x — 4.
11.7. 1) y=—Tx+2;2) 3x —4y=-39.11.8. 1) y=9x + 13; 2) 3x + y ==
11.9.1) y=xvV3+6-23; 2) y=—-x/3+6+2+3. 11.10. 1) y == x — 5;

x+/3 x+/3
3

2 y=—x+ 1 1L1La) y=——+8 b) y=-

+2. 11.12. 1) Tak;

2) tak; 3) nie; 4) nie. 11.14. y = 4x + 9. 11.15. y = 3x—12. 11.16. y = x + 4.
11.18. 30 cm, 40 cm. 11.19. 144 cm?.

§ 4. Wektory
12. Pojecie wektora

12.26. Prostokat lub trapez réwnoramienny. 12.34. 60°, 120°.

a13
3

12.35. 4 cm, 12 cm. 12.36. . Wskazéwka. Przez wierzcholek B

poprowadz prosta réwnolegla do prostej MK.
13. Wspoélrzedne wektora

13.16. AF(-2;2), FD(2;4). 13.17. DE(-4;6), EO (-4; —6).
13.18. @ (-6; —8) lub a (8 6). 13.19. ¢ (v2; v2) lub ¢ (—v/2; —v2).
13.20. C(7;17), D (2; 17) lub C (7;-7), D (2;-7). 13.21. B (16; 2), C (16;—6)

a’ 3
5

Iub B (-14; 2), C (-14; —6). 13.23. 20 cm, 7 cm, 21 cm. 13.24.

14. Dodawanie i odejmowanie wektorow

14.45. 1) Tak; 2) tak; 3) nie. 14.46. Wskazowka. Wskaz, ze kazdy z
wektoréw OA+OC i OB+O0D jest rowny wektorowl zerowemu.

14.48. Wskazéwka. Wystarczy pokazaé, ze XA-XB=XD-XC.
14.49. Okrag o promieniu AB o §rodku w punkcie A. 14.50. Symetralna

odcinka AB. 14.51. 0,2 m/s, /1,04 m/s. 14.52. 60°. 14.53. Wskazdéwka.

Niech odcinek AA, — srodkowa trdojkata ABC. Na przedtuzeniu
odcinka AA,; poza punktem A; odluz odcinek A;D, ré6wny MA,.

14.54. Wskazéwka. Mamy: A,A, + A B, + B,B, + B,C, ++C,C, + C,A, =0,
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AB, +B,C, +C,A, =0, stad A,A, +B,B, +C,C, =0. 14.55. 4 cm, 6 cm.
14.56. 2,5 cm.

15. Mnozenie wektora przez liczbe
15.31. —4; 4. 15.32. —1,5. 15.34. m (-15; 36). 15.35. a (-3; 4).

15.38. x =2,y =-3.15.39. OK =0,5a —0,1b. 15.43. BM = %Eax + %B—C.

15.45. Wskazowka. Z jednej strony, M,M,=M,B, + BB, + B,M,.
Z drugiej strony, MM, =MA +A A, + A M,. Dodaj te réwnoSci.
15.51. Wskazéwka. Niech odc1nk1AA1,BB 1 CC, —érodkowe trojkata ABC.
Skorzystaj z tego, ze AA +BB +CC =0. 15.52. Wskazéwka. Zastosuj
zadanie 15.45 1 zadaniem pod kluczem 1 p. 15. 15.53. Wskazéwka. Wyraz
wektory BM i BN przez wektory BA i BC. 15.54. 18 cm. 15.55. 60°;
243 cm? 15.56. R+/3.

16. Skalarny iloczyn wektoréw

16.17. 1) %; 92 1:3) %; 4)0.16.20.-31 3. 16.21. —1. 16.23. b (~12; 16).

16.24. -1 i 1. 16.26. 4. 16.27. -0,5. 16.28. /7. 16.29. 2/7. 16.32. g

0, % 16.33. 30°, 60°, 90°. 16.36. 0°. 16.37. 120°. 16.38. Wskazowka.

Niech CA =, CB=b. Wtedy CM = 5a+ 1y 4K - —E+%B. Oblicz

skalarny iloczyn CM - AK. 16.39. 45°. Wskazéwka. Niech OB=b,
OC=c. Wyraz wektory AB i DC przez wektory b ic. 16.40. 30°.

Wskazéwka. BD = é(Eﬁuﬁ). Stad BD = %(ﬁ)-ﬁ+ BD-BC),
BD = %| BD || BA | cos ZABD. 16.41. Wskazéwka. BD = é(Eﬁl+ ﬁ),

MF = MB+ BF. Pozostaje pokazaé, ze BD-MF =0. 16.43. 100 cm.
16.44. 67t cm.



228 Odpowiedzi i wskazéwki do ¢wiczer

§ 5. Przeksztatcenia geometryczne
17. Ruch (przesuniecie) figury. Rownolegle przesuniecie

17.13. Przy AB]|la. 17.23. Nieskonczona iloéé. 17.29. (x + 3)% +
+(y—4)?=1.17.30. y=x> —4x + 1. 17.31. Wskazéwka. Niech ABCD —
szukany trapez (BC || AD). Wykresl obraz przekatnej BD przy réwno-
leglym przesunieciu o wektor BC. 17.33. Wskazéwka. Wykreél obraz
danej prostej przy réwnolegltym przesunieciu o wektor AB (lub B—E)
Rozpatrz punkty przeciecia obrazu z danym okregiem. Zwréc¢ uwage, ze
gdy zbudowany obraz i dany okrag nie maja wspélnych punktéw, to
zadanie nie ma rozwiazania. 17.35. Wskazéwka. Niech ABCD — szukany
czworokat o danych bokach AB 1 CD (patrz rysunek). Rozpatrzymy réw-
nolegle przesuniecie boku AB o wektor BC. Tréjkat A,CD mozna zbu-
dowaé¢ wedtug dwoéch bokéw CD 1 CA, = BA 1 katem A,CD, ktéry jest
réwny £BCD — (180° — ZABC). Trojkat AA,D mozna zbudowaé¢ wedlug
boku A, D1dwoma katami przylegtymi AA, D1 ADA,. 17.36. Wskazowka.
Niech punkt A, — obraz punktu A w réwnoleglym przesunieciu o wektor
MN. Polacz punkty A, 1 B. 17.37. 36 cm. 17.38. 40. 17.39. 490 cm?.

C
B

Do zadania 17.35

18. Symetria osiowa

18.21. a L [ lub proste a 1 [ pokrywaja sie. 18.24. Wskazowka. Jezeli
czworokat posiada o$ symetrii, to obrazem jakiegokolwiek wierzcholka
jest wierzcholek tego samego czworokata. Wybierz jakikolwiek wierz-
chotek réwnolegloboku oraz rozpatrz dwie mozliwosci: jego obrazem jest
sasiedni wierzcholek lub przeciwlegly. 18.27. Wskazowka. Katy M,BA
1 MBA sa symetryczne wzgledem prostej AB. A wiec, Z/M,BA = ZMBA.
Analogicznie ZM,BC = ZMBC. Pozostaje pokazaé, ze M, BM, = 180°.
18.28. 1) A, (0; —2), B, (-1; 3); 2) A,(0; 2), B,(1; —-3). 18.29. x =2, y = —1.
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18.30. Wskazéwka. Niech punkt A, — obraz punktu A w symetrii wzgle-
dem prostej a. Wtedy punkt przeciecia prostych a i A,B bedzie szukany.
Zwroé uwage, ze gdy punkty A1 B sa symetryczne wzgledem prostej a, to
zadanie ma nieskonczonag iloé¢ rozwiazan. Jezeli punkty A 1 B sa réwno
oddalone, lecz nie symetryczne wzgledem prostej a, to zadanie nie ma
rozwiazania. 18.32. Wskazowka. Niech punkt A, — obraz punktu A w
symetrii wzgledem prostej a. Wtedy punkt przeciecia prostych a 1 A,B
bedzie szukany. 18.33. Wskazdwka. Niech tréjkat A,BC —obraz trojkata
ABC w symetrii wzgledem symetralnej prostej do odcinka BC (patrz
rysunek). Tréjkat ACA, mozna zbudowacé wedtug wiadomych bokow AC
1A,C (A,C=AB) oraz kata ACA,, jaki jest réwny réznicy katéw B i C.
18.34. Wskazowka. Niech punkt C, jest symetryczny z punktem C wzgle-
dem prostej AB. Wykre$l okrag o érodku w punkcie C,, ktéry dotyka sie
do prostej AB. Przez punkt D poprowadz styczna do zbudowanego okregu.
Ta styczna przecina prosta AB w szukanym punkcie. 18.35. Wskazowka.
Niech prosta [ — symetralna do przekatnej AC. Punkt B, jest symetryczny
z punktem B wzglednie prostej /. Skorzystaj z tego, ze ABCD 1 AB,CD sa
réwnowazne. 18.36. Punkt przeciecia wysokosci trojkata ABC. 18.37. CD,
7 cm, 10 cm. 18.39. y = 0,5x — 0,5.

B

A‘\\ X/J/C

4

Do zadania 18.33

19. Symetria $rodkowa. Obrot

19.22. Wskazéwka. Przypuéé, ze trojkat ABC ma $rodek symetrii.
Wtedy, na przyktad obrazem wierzchotka A jest wierzcholek B. A wiec,
érodek symetrii — to érodek boku AB. Wiec, w tym przypadku obraz
wierzchotka C nie nalezy do tréjkata ABC. 19.24. Wskazéwka. Przy
symetrii Srodkowe] obrazem boku danego czworokata jest bok tego
samego czworokata. Zatem skorzystaj z zadania pod kluczem 1 p. 19.
19.25. Wskazéwka. Przy symetrii wzgledem punktu O obraz punktéw
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A, 1 B, leza na okregu o $rodku O,. Poniewaz obrazem prostej, ktéra
przechodzi przez $rodek symetrii jest ta sama prosta, wtedy obrazy
punktéw A, 1 B, takze naleza do prostej A,B,. A wiec, odcinek A,B, —
obraz odcinka A,B;. 19.26. 2 cm lub 1 cm. 19.27. 2 cm. Wskazowka.
Przy rozpatrywanym obrocie punkt B jest obrazem punktu D, punkt
C, — obrazem punktu C, punkt A — obrazem punktu A (patrz rysunek).
A wiec, tréjkat ABC, — obraz tréojkata ADC. Stad ZABC, = ZADC = 90°.
A wiec, punkty C,, B1i C leza na jednej prostej.

Do zadania 19.27

19.28. Wskazéwka. Rozpatrz symetrie §rodkowa o $srodku w punkcie
przeciecia przyprostokatnych jednego z rownolegtobokow. 19.29. Wska-
zowka. Znajdz srodek odcinka AC, a nastepnie zastosuj zadanie 2 p. 19.
19.30. Wskazéwka. Niech O — dany punkt, /, 1 [, — dane proste. Wykresl
obraz prostej /; w symetrii wzgledem punktu O. Otrzymasz prostg [/
(patrz rysunek), ktora przecina prosta [, w punkcie E. Znajdz punkt,
ktory ma obraz E przy rozpatrywanej symetrii. Widocznie, ze on musi
nalezec¢ do prostej [,. A wiec, punkt symetryczny do punktu E wzgledem
punktu O, takze nalezy do prostej ;.

O

Do zadania 19.30

19.31. Wskazéwka. Skorzystaj ze sposobu rozwigzanego zadania 4 p. 19.
19.32. Wskazéwka. Rozpatrz obrét o srodku w punkcie C w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara o kat 60°. Przy takim obrocie
obrazami punktéw E i1 B beda odpowiednio punkty DiA. A wiec, odcinek
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AD1jego $rodek K beda odpowiednio obrazami odcinka BE i1 jego $rod-
ka M. 19.33. Wskazowka. Niech [, [, 1 I, — dane réwnolegte proste, O —
dowolny punkt prostej [, (patrz rysunek). Prosta [ — obraz prostej [,
przy obrocie dookota punktu O przeciw wskazdéwek zegara o kat 60° —
przecina prosta I; w punkcie M. Znajdziemy punkt, ktory stuzy dla
obrazu punktu M przy podanym obrocie. Oczywiscie, ze on nalezy do
prostej /,. Dlatego wystarczy tylko odtozyé od pdéiprostej OM kat

réwny 60°.
N___/
\ L o

l3
v/ M

Do zadania 19.33

19.34. Wskazoéwka. Niech O — dany punkt, [,, I, 1 [, — proste zadane.
Wykresl odcinek AC, érodkiem jakiego jest punkt O, za$ konce nale-
za_do prostych [, i [,. Ten odcinek bedzie jedna z przekatnych rombu.
Znajdz punkt przeciecia prostej [, z Srodkowa prostopadia odcinka AC.
19.35. Wskazéwka. Rozpatrzymy obrét o srodku w punkcie A w prze-
ciwnym kierunku ruchu wskazéwek zegara o kat 90°. Przy tym obrocie
obrazem odcinka AD bedzie odcinek AB (patrz rysunek). Niech punkt
E, — obraz punktu E. Wtedy tréjkat ABE, — obraz trojkata ADE. Stad
AABE, = AADE. Wtedy DE = BE,, AE=AE,, /E,AB=/EAD. Mamy:
/EAF=/EAB+ /BAF=/EAD + /FAE = /FAD. Ale /FAD = /E,FA.
A wiec, trojkat AE,F rownoramienny 1 AE, = E,F.

E___B F C
E
A D

Do zadania 19.35

19.36. Wskazéwka. Rozpatrzymy obroét o srodku w punkcie A z ruchem
wskazdéwki zegara o kat 60° (patrz rysunek). Przy tym obrocie obrazem
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trojkata ABP jest tréojkat ACP, (punkt P, — obraz punktu P). Stad
ZAP,C = ZAPB = 150°. Tréjkat APP, jest réwnoboczny. Wtedy
ZAP,P =60°. Wiec, ZPP,C = 90°. Pozostato zwréci¢ uwage, ze P,C = PB

i PP, = AP. 19.39. % cm

AWC
P

1

Do zadania 19.36

20. Podobienstwo figur
1 2 1
20.20. 1) 1,5; 2) —5; 3) 3 20.24. 3 20.25. 12 cm. 20.26. 28,8 cm?.

20.28. % 20.29. 1) k = 2, punkt Blub k = -2, punkt przeciecia przekat-

nych trapezu AMNC. 20.34. Wskazowka. Niech dany okrag jest styczny
do prostej a w punkcie M. Punkt M, — obraz punktu M przy jednoktad-
nosci o érodku A. Poniewaz obrazem prostej a jest ta sama prosta, to
punkt M, nalezy do prostej a. Pokaz, ze obraz danego okregu oraz prosta

. . , 1 .
a posiadaja tylko jeden wspélny punkt M,. 20.35. -5 Wskazowka.

Wedtug definicji jednokladnoéci MA = kMB. Znajdz wspélrzedne wek-
toréw MA i MB. 20.36. (—3; 2). 20.37. 1) x=-3,y=8;2) x =12, y = —2.
20.38. x =0, y=8. 20.39. 28 cm?. 20.40. 20 cm? 20.41. 112 cm?2

1 . . p
20.43. 1)y =2x+2;2) y=2x— 5 Wskazéwka. Wykorzystaj to, ze wspdt-

czynnik katowy szukanej prostej rowny 2. 20.44. 1) (x + 1)2 ++ (y — 2)2 = 1;
2) (x —4)%+ (y + 8)2=16. 20.45. Wskazowka. Prosta A,B, jest obrazem
prostej A, B, przy jednoktadnoséci ze Srodkiem w punkcie stycznosci oraz
wspotczynnikiem, ktory jest rowny stosunkowi wiekszego promienia do
mniejszego. 20.47. Okrag, ktory jest obrazem danego okregu w jedno-
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ktadnos$ci o $rodku A 1 o wspdlczynniku 2’ z wyjatkiem punktu A.

20.49. Wskazowka. Tréjkat, o wierzchotkach w otrzymanych punktach
jest obrazem trdjkata o wierzchotkach w érodkach bokéw danego trojkata
przy jednoktadnos$ci o §rodku M i1 o wspétezynniku 2. 20.50. Wskazéwka.
Wykresl dowolny trojkat, dwa tréjkaty ktorego sa réwne dwom katom
danym. Opisz na nim okrag. Szukany tréjkat bedzie obrazem zbudowa-
nego trojkata w jednoktadnosci o srodku w dowolnym punkcie i o wspdt-
czynniku, ktéry jest réwny stosunkowi danego promienia okregu zbudo-
wanego. 20.52. Wskazowka. Patrz rozwigzanie zadania 2 p. 20.
20.53. Wskazéwka. Rozpatrz jednoktadno$é o rodku w §rodku odcinka

. , . 1 L, .
AB 1 o0 wspétczynniku —. 20.54. Prosta, ktéra jest obrazem prostej [ w

jednoktadnoéci o §rodku, ktory jest Srodkiem odcinka AB o wspdtczyn-
niku 3’ za wyjatkiem punktéw AB 1 [ (Jezeli taki punkt istnieje).

20.55. Wskazowka. Wykresl dowolny okrag, ktory jest styczny do ramion
kata (patrz rysunek). Niech M, —jeden z punktéw przeciecia prostej BM
z wykreslonym okregiem. Rozpatrz jednoktadno$é ze érodkiem w punk-

. . , . L. , . BM .
cie B 1o wspoélczynniku, ktory jest rowny stosunkowi . Zadanie ma

1

dwa rozwigzania. 20.56. 96 cm?2, 4,8 cm. 20.57. 24.
A

M
M

1

Do zadania 20.55

21. Cwiczenia powtorzeniowe kursu geometrii 9. klasy

ﬁ + \/g— 2
24/21
21.5. 1 cm lub 2 ecm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. Wskazéwka. Poniewaz
trapez ABCK jest wpisany, to AB = CK. Wtedy ZKAC = ZAKB,

AC=BK. 21.8. 2, 2. 1. 1 9519 JVI11 em. 21.10. 9.5 cm.
16 16 8 8

21.1. 2417 cm lub 241 cm. 21.2. . 21.4.9 cm, 24 cm.
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a \/5 7 \/g
. cm
2 3
bc sin o , . . .
21.16. — Wskazowka. Skorzystaj ze wzoru dla obliczenia pola
(b+c)sin —

trojkata wedlug jego dwéoch bokéw oraz kata zawartego miedzy nimi.

21.17. 43 cm?. 21.18. 12 cm, g cm, % cm. 21.19. 15 cm.

21.20. 132 cm?2. 21.21. 450 cm?2. 21.22. 36 cm?2. 21.24. 6+/3 cm?.

21.25.1:2. 21.26. 2a(2-+3). 21.27. 45 cm. 21.28. 52"

2
(4"6 3[) . 21.31.54°.21.33. =% 21.34. (3‘/5_“).

21.36. (=9; 0). 21.37. (0; —2,5). 21.41. (x—7)2++(y+05>2 6,25.
21.42. Tak. 21.43. Tak. 21.44. (~1;0), (-9; 0). 21.45. 107. 21.46. y = 6x + 23.

21.47. y = —x + 3. 21.48. y:—gx—él. 21.49. 5x + Ty = 8. 21.61. —%.

NE

21.62. o 21.64. 5x + y=22. 21.81. 3 cm lub 343 cm. 21.82. 3 cm?.

21.30.

21.83. 27,5 cm?. 21.84. % cm?, 21.85. % cm?. Wskazowka. Tréjkat

A,B,C, jest obrazem tréjkata ABC w jednoktadnosci o wspélezynniku
~ 1 0 $rodku w punkecie przeciecia érodkowych tréjkata ABC.
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zadania testowe “Sprawdz siebie”
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Skorowidz

Dtugosé tuku 63
— okregu 63

Figura jednokladna na figu-
rze 185
—, symetryczne wzgledem
prostej 167
—, ——punktu 175
Figury podobne 188
—, symetryczne wzgledem
prostej 167
—, ——punktu 175
Foremny wielokat 51
Funkcje trygonometryczne 8

Iloczyn wektora przez liczbe 129

Jednokladno$§é 185
Jednostkowy pétokrag 5

Kartezjanskie wspoétrzedne na
plaszczyznie 78

Koniec wektora 107

Kosinus 6

Kolowy wycinek 65
—odcinek 64

Kat miedzy wektorami 141
— — prosta 1 dodatnim kierun-
kiem osi odcietych 95
—obrotu 178

Kat $rodkowy foremnego
wielokata 53

Metoda réwnolegtoboku 120
—tréjkata 119
Modut wektora 107

Obraz figury 158
Obrot 178
Odcinek 64

0§ symetrii 167
——figury 168

Poczatek wektora 107
Podstawa odcinka 65
Podstawowa trygonometryczna
tozsamo$§é 7
Pole figur podobnych 189
Pole kota 64
— kolowego wycinka 65
——odcinka 65
Przeksztalcenie podobienstwa
187, 188
— tozsamo$ciowe 159
— figury 158
Przesuniecie 159
Punkty symetryczne wzgledem
prostej 167
———punktu 175
Pélokrag 65
Plaszczyzna xy 78

Rozwigzanie trojkatow 29
Ruch 159
Ruch wzajemnie odwrotny 159
Réwnanie okregu 84

— prostej 90

— figury 83
Réwne figury 159
Réwnolegle przesuniecie 158
Réznica wektorow 121

Sinus 6
Skalar 106
Skalarna wielko$¢ 106
Skalarny iloczyn 142

— kwadrat wektora 142
Skierowany odcinek 107
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Suma wektoréw 119
Symetria osiowa 167
Symetria érodkowa 175

Srodek jednoktadnoéci 185
—obrotu 178
— foremnego wielokata 52
— symetrii 175
——figury 176

Tangens 8
Twierdzenie kosinuséw 12
— sinusow 21

Wektor 106, 107

—, odtozony od punktu 108
Wektory kolinearne 107

— prostopadte 141

— przeciwne 122

— 0 zwrocle przeciwnym 108

—réwne 108
— zgodnie skierowane 107
Wielko§é wektorowa 106
Wspbtezynnik jednoktadnosei 185
— podobienstwa 188
Wspblczynnik katowy 96
Wspbtrzedne wektora 114
Wycinek 65
Wzér Herona 36
—na obliczanie pola opisanego
wielokata 38
— — — promienia wpisanego
okregu w tréjkat 38
Wzér na obliczenie pola opisane-
go tréjkata 35, 37, 38
— — — promienia wpisanego
okregu w tréjkat 22, 38

Zero-wektor 107
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