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A SZERZOKTOL

Kedves gyerekek!

Ebben a tanévben is folytatjuk a mértan tanulasat. Reméljik, hogy
sikeriilt megszeretni ezt a szép és fontos tantargyat, és ezért fokozott
érdeklddéssel fogtok hozza az () ismeretek elsajatitasahoz. Bizunk ben-
ne, hogy a kezetekben tartott tankényv segitségetekre lesz ebben.

Ismerkedjetek meg a tankonyv felépitésével!

A tankényv 6t paragrafusbél 4all, amelyek pontokra tagozddnak.
Ezek a pontok tartalmazzak az elméleti tananyagot. Forditsatok k-
léndsen figyelmet a félkovér, a félkovér dolt, valamint a délt betlis
szovegre. Igy vannak jelolve a meghatarozasok, a szabalyok és a legfon-
tosabb matematikai allitasok.

A hagyomanyoknak megfelel6en az elméleti tananyagot gyakorlé-
példék és feladatok kovetik. Ezeket a feladatmegoldds egyik lehetséges
valtozatanak tekinthetitek.

Mindegyik pont végén 6nall6 munkahoz valogatott feladatok van-
nak, melyek megoldasahoz csak az elméleti tananyag elsajatitasa utan
kezdjetek. A feladatok kozott vannak konnydek, kozepesek és nehezek
(kiilonosen a csillaggal (¥) jeloltek). A tudasotokat tesztfeladatok meg-
oldasaval ellendrizhetitek, melyek minden paragrafus végén megtalal-
hatok.

Minden paratlan sorszamu pont a Figyeld meg, rajzold le, szerkeszd
meg, képzeld el! rubrikaval fejez6dik be, melyben olyan feladatok ta-
lalhatok, amelyek megolddsahoz nem kiilénleges mértani tudasra van
sziikség, hanem csak a jézan eszeteket, talalékonysagotokat és lelemé-
nyességeteket kell hasznélni. Ezek nagyon hasznos feladatok, melyek
fejlesztik a ,,geometriai latast” és a kreativitast. Segitenek abban is,
hogy ne csak a matematikai feladatok soran alkalmazzunk varatlan és
innovativ megoldasokat, hanem a mindennapi életben is.

Ha a hazi feladat megoldasa utan még marad szabad 1d6tok, sze-
retnétek tobbet tudni, akkor ismerkedjetek meg a Felkésziiltiink az
6rdkhoz ciml rubrikdban leirt feladatokkal. Az ebben kozolt tananyag
nem tartozik az egyszerlek kozzé, de itt aztan igazan kiprébalhatjatok
képességeiteket.

Sok sikert és kitartast kivanunk!

Tisztelt kollegak!

Oszintén reméljik, hogy e tankényv megbizhat6 segitségiil szolgal
egy nemes cél érdekében végzett aldozatos munkajukhoz. Szeretnénk,
ha a konyv elnyerné tetszésiiket.

Ebben a konyvben nagy mennyiségl és valtozatos moédszertani
anyag talalhaté. Egy tanév alatt a tankonyvben talalhaté valamennyi
feladatot lehetetlen megoldani, de erre nincs is sziikség. Sokkal kényel-
mesebb ugy dolgozni, hogy béségesen valogathatunk a feladatokbdl. Ez
az individualis médszerek alkalmazasat teszi lehetévé az oktatasban,
és lehetdséget biztosit a megfelel§ differencialasra.



4 A szerz6ktél

Az altalanos és kozépiskolai tanintézmények 5-9. osztalyos ta-
nuléinak sz6lé6 matematika oktatasi programjaban a kovetkezd
megallapitas szerepel: ,,A tananyag tartalma a megfelel§ oktatasi
kurzusok témainak megfelelen strukturalt a tanulmanyozasukra
szant 6raszam meghatarozasaval. A tartalom és a tanulmanyi id§
ezen felosztasa tdjékoztato jellegli. A tanaroknak és a tankonyvek
szerzbinek jogukban 4ll médositani azt az elfogadott modszertani
koncepciénak megfelelGen...”

Erre val6 tekintettel célszertinek latjuk, hogy néhany témat fel-
cseréljunk. Ez lehet6vé teszi a tankonyv didaktikai anyaganak szé-
lesebb kord alkalmazasat.

70ld szinnel vannak jelolve azoknak a feladatoknak a sorszamai,
amelyeket hazi feladatra ajanlunk, kék szinnel pedig azok, melyeket a
tanar megitélése szerint (figyelembe véve az osztaly tanuldinak egyéni
adottsagait) szébelileg is megoldhatdk.

A Felkésziiltiink az 6rakhoz rubrikdban szerepld feladatokat a ma-
tematika szakkorokon és fakultativ érakon lehet felhasznalni.

Ehhez nagyon sok tiirelmet és alkot6i kedvet kivanunk!

EGYEZMENYES JELEK
o alacsony és kozepes felkészultségl tanuldk részére ajanlott
n
feladatok;
n megfelel§ felkésziiltségli tanuldk részére ajanlott feladatok;
n” kivalé felkésziiltségii tanuldk részére ajanlott feladatok;

matematika szakkorok részére és fakultativ foglalkozasok-
ra ajanlott feladatok;

kulcsfontossagu feladatok jelolése, melyek megoldasait
mas feladatok megoldasa soran is alkalmazni kell;

tételek bizonyitasa megfelel( felkészultségl tanuldk részé-
re;

tételek bizonyitasa kivalé felkésziiltségl tanuldk részére;
a tananyaghoz szorosan nem tartozo tétel bizonyitasa;
vége a tétel és a feladat bizonyitasanak;

Felkésziilttink az orakhoz rubrika.



HAROMSZOGEK 1§ /E
MEGOLDASA

Ebben a paragrafusban meglsmerkedtek az o sz6g szmuszaval
koszinuszéaval, tangensével és kotangensével, ahol 0° < o < 180°.
Megtanuljatok meghatarozni a haromszdg harmadik oldalat, ha
ismert két oldala és az altaluk bezart szége, valamint egy oldala
és rajta fekvo két szoge alapjan meghatarozni a haromszdg masik
két oldalat.

A 8. osztalyban a derékszogl haromszég megoldasat tanulma-
nyoztatok. Megismerve ennek a paragrafusnak a tananyagat, tisz-
taba lesztek barmilyen haromszdg megoldaséaval.
Megismerkedtek a haromszdg tertletének meghatarozéséara szol-
galo Ujabb képlettel.

1. A 0°-t6l 180°-ig terjedd szogek szinusza,
koszinusza és tangense

A hegyesszog szinuszanak, koszinuszanak és tangensének fogalma-
val mar a 8. osztalyos mértan soran megismerkedtetek. Ezeket a fogal-
makat kib6vitjik barmilyen a szégre, ahol 0°<a <180°.

A koordinatasik fels6 félsikjaban megvizsgalunk egy félkort, mely-
nek kozéppontja a koordinata-rendszer kezdGpontja (origd), sugara pe-
dig 1 egység (1.1. 4bra). Az ilyen félkort egységsugaranak nevezzik.

Az o szognek (0°<o<180°) az egységfélkoron az M pont felel
meg, ha MOAZ = a, ahol az O és A pontok megfelel§ koordinatai (0; 0)
és (1; 0) (1.1. abra). Példaul az 1.1. 4bran a 90°-kal egyenld szognek a
C pont fog megfelelni, a 180°-kal egyenl6 szognek a B pont, a 0°-kal
egyenl( szognek pedig az A pont.

yp
cl1
M
04
B N A,
-1 0 1 x

1.1. abra
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Legyen az o hegyesszog. Akkor ennek az egységfélkor AC ivén
(1.2. abra) megfelel egy M (x; y) pont. Az OMN derékszogl haromszog-
ben:

ON . MN
coso=——, sino=——.
OM OM

Mivel OM =1, ON = x, MN =y, ezért

cos oL =x, sin a=y.

Tehat az o hegyesszog koszinuszanak és szinuszanak az o szégnek
megfelel6 egységfélkoron 1év6 M pont abszcisszajat és ordinatajat te-
kintjuk.

A kapott eredmény mar el6revetiti azt, hogyan lehetne meghataroz-
ni egy tetszoleges a szog szinuszat és koszinuszat, ahol 0° <o <180°.

17 yhl
______ M (x; y)
y Moo sin o
o N la_ ! Y .
-1 O X 1 x -1 cosaa O 1 x
1.2. abra 1.3. abra

Meghatarozas. Az a (0°<a<180°) szog koszinuszanak
és szinuszanak az egységfélkoron 1évo, az o szognek megfeleld
M pont abszcisszajat és ordinatajat nevezzuik (1.3. abra).

Alkalmazva ezt a meghatarozast megallapithat6, hogy sin 0° =0,
cos 0°=1, sin 90° =1, cos 90° =0, sin 180° =0, cos 180° = —1.
Ha M (x; y) az egységfélkor barmilyen pontja, akkor —1 < x < 1 és
0 <y < 1.Tehat ha 0°<a<180° akkor barmilyen o szogre igaz:
0<sina<1,
—1<cosa<l1.
Ha o tompaszog lesz, akkor ennek a szognek az abszcisszija ne-
gativ. Tehat a tompaszog koszinusza negativ szam. Igaz a kévetkezd
allitas 1s: ha cos a < 0, akkor az o tompa- vagy egyenesszog lesz.
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1.4. abra

A 8. osztalyban mar tanultatok, hogy barmilyen o hegyesszogre iga-
zak a kovetkezd egyenlGségek:

sin (90° — o) = cos a,
cos (90° - o) = sin o

Ezek a képletek igazak maradnak az o = 0°ra és az o = 90°-ra is
(6nalléan gy6zédjetek meg errdl).

Legyen az a és a 180° — a, ahol a # 0°, o = 90° és a = 180°, megfeleld
pontjai az egységfélkoron az M (x; y,) és N (x,; y,) pontok (1.4. abra).

Az OMM, és ONN, derékszogli haromszégek egybevagok az atfogo-
juk és a hegyesszogiik alapjan (OM = ON =1, MOM,/ = NON,/ = o).
Ebbdl kovetkezik, hogy y, = y, és x, = —x,. Tehat

sin (180° — o) = sin a,
cos (180° - o) =-cos o

Gyo6zdédjetek meg arrdl 6nalléan, hogy a fenti egyenlGségek igazak
maradnak o = 0°, o = 90°, oo = 180° esetén is.

Ha az o hegyesszog, akkor a 8. osztalyb6l mar ismert a kovetkezd
azonossag, amelyet a trigonometria alapazonossaganak neveznek:

sin?o + cos2a =1

Ez az azonossag igaz az a = 0°, oo = 90°, a = 180° esetében is (6nal-
léan gy6zidjetek meg réla).

Legyen az a tompaszog. Ekkor a 180° — a hegyesszog lesz. A kovet-
kezot kapjuk:

sin? o + cos? o = (sin (180° — o))? + (—cos (180° — o))? =
=sin? (180° — o) + cos? (180° — o) = 1.

Tehat a sin®a + cos?a. = 1 azonossag teljestil barmilyen 0° <o <180°

szogre 18.
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sin o
Meghatarozas. Az a szog tangensének a
COoS O

vezzik, vagyis

aranyt ne-

sin o

COoS O

ahol 0°<a<180°, és a = 90°.

Mivel cos 90° = 0, ezért tga o = 90° esetén nincs értelmezve.

Konnyen belathatjuk, hogy az a (0° <o <180°) mindegyik értéké-
nek az egységsugaru félkor egy-egy pontja felel meg. Tehat minden o
szognek megfelel egyetlen olyan szam, amely az adott szdg szinusza
(koszinusza, tangense, ha a # 90°). Ezért a szinusz érteke és a szog
nagysaga kozott figgvénykapcsolat all fenn.

Az f(o) = sin a, g(a) = cos a, (o) = tg o fuggvényeket az a szog tri-
gonometrikus fliggvényeinek nevezziik.

O—w 1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy tg(180° — o) = — tg a!
Megoldas.

tg (180° - ) =

sin (180°-0o)  sino smot

—-tga. <
cos (180°—-a) —cos o coso

2. feladat. Hatarozzatok meg sin 120°, cos 120°, tg 120° értékét!

s

Megoldds. sin120° =sin (180°—-60°) = sin 60° =

MI»—A V)

c0s 120° = cos (180° - 60°) = —cos 60° = —
tg120° = tg (180°-60°) = ~tg 60° = —J§. <

’? -

1. Mit neveziink egységfélkérnek?
Magyarazzatok meg, milyen esetben mondjuk, hogy az a szégnek megfe-
lel egy M pont az egységsugaru félkoron!
Mit neveziink az a. szog szinuszanak, ahol 0° < o < 180°?
Mit neveziink az o sz6g koszinuszanak, ahol 0° < o < 180°?
Mivel lesz egyenlé sin 0°, cos 0°, sin 90°, cos 90°, sin 180°, cos 180°?
Milyen értékek kozott lesz a sin o értéke, ha 0° < o < 180°?
Milyen értékek kozott lesz a cos o értéke, ha 0° < o < 180°?
Pozitiv vagy negativ lesz-e a hegyesszdg szinusza; a tompaszdg szinusza;
a hegyesszog koszinusza; a tompasz6g koszinusza?
9. Milyen lesz az a szdg, ha cos a < 0?
10. Mivel egyenl6 sin (180° — «); cos (180° — o)?

n

© N o oA~ W
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11.

12.
13.
14.

Milyen kapcsolatban vannak egymassal az ugyanazon szog szinusza és
koszinusza?

Mit neveziink az a szog tangensének, ha 0° < o < 180° és o # 90°?
Minek nincs értelmezve a tg o az o = 90° esetére?

Mi a kozos neve az f(a) = sin o, g (o) = cos o és h (o) = tg o fliggvé-
nyeknek?

I!_?e\ ~1 GYAKORLAT| FELADATOK
/

1.1. Rajzoljatok egy egységsugaru félkort! Az egységnek egy olyan
szakaszt vegyetek, amely 5-sz6r nagyobb, mint a fluzet négyzetra-
csanak oldala! Szerkesszetek olyan szoget, melynek csiicsa a koor-
dinata-rendszer kezdGpontja, egyik szara pedig az abszcisszatengely
pozitiv felére esik, melynek:

1) koszinusza %; 4) szinusza 1;
2) koszinusza —0,4; 5) koszinusza 0;
3) szinusza 0,6; 6) koszinusza —1!

GYAKORLATOK I

1.2.° Mivel egyenlé:

1) sin (180° — o), ha sino =

2

1
3

2) Ccos (1800 — OL), ha cos o = 0,7;
3) cos (180° — ), ha cos o = _g;

4) tg (180° — a1), ha tg oo = —5?

1
1.3.° Az a és B mellékszogek, cosa = oy

1) Hatarozzatok meg a cos B értékét!
2) Az a és B szogek kozil melyik lesz hegyesszog, és melyik tompa?

1.4.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 2 sin 90° + 3 cos 0°; 4) 6 tg 180° + 5 sin 180°;
2) 3 sin 0° — 5 cos 180°; 5) cos? 165° + sin? 165°;

3) tg 23° -tg 0° -tg 106°%  6)

sin 0° + sin 90° '

cos 0° — cos 90°

1.5.° Szamitsatok ki:
1) 4 cos 90° + 2 cos 180° — tg 180°;
2) cos 0° — cos 180° + sin 90°!
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1.6.° Mivel egyenl6 a szog szinusza, ha a koszinusza egyenld:
1) 1; 2) 0?7

1.7.° Mivel egyenl6 a szog koszinusza, ha a szinusza egyenld:
1) 1; 2) 0?

1.8.° Hatarozzatok meg a sin 135°, cos 135°, tg 135° értékét!

1.9.° Hatarozzatok meg a sin 150°, cos 150°, tg 150° értékét!

1.10.° Létezik-e olyan a szog, amelynek:

1) s1n(x—§ 3) cosoc=§; 5) cos ov = 1,001;
2) sin o= 0,3; 4) cos o =-0,99; 6) sino = %?
1.11.° Hatarozzatok meg:
1) cos o értékét, ha sin o —2 és 0° < a < 90°%
1y

2) cos o értékét, ha sino == és 90° < a < 180°;

w
H>|§‘

3) cos o értékét, ha sina =

4) sin o értékét, ha cos oo = —0,8;

s . 4
5) tg o értékét, ha sino = s és 90° < a < 180°!
1.12.° Hatarozzatok meg:

5
1) cos o értékét, ha sino = 13

1
2) sin o értékét, ha coso = E

3) tg o értékét, ha cosa = % és 0° < o < 90°!

1.13.* Igaz-e a kovetkez6 allitas (magyarazzatok meg a valaszt):
1) a hegyesszog koszinusza nagyobb a tompaszog koszinuszandl;
2) létezik tompasziég, melynek szinusza és koszinusza egyenlg;
3) létezik olyan szog, melynek szinusza és koszinusza nullaval
egyenld;
4) a haromszog szogének koszinusza lehet negativ szam is;
5) a haromszog szogének szinusza lehet negativ szam is;
6) a haromszog szogének koszinusza lehet nulla is;
7) a haromszog szogének szinusza lehet nulla is;
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8) a haromszog szogének koszinusza lehet —1 is;
9) a haromszog szogének szinusza lehet 1 is;
10) a derékszogtol eltérd szog szinusza kisebb, mint a derékszog szi-

nusza;
11) azegyenesszog koszinusza kisebb, mint a derékszogtdl eltérd szog
koszinusza;

12) a mellékszogek szinuszai egyenldk;
13) anem egyenld mellékszogek koszinuszai ellentett szamok lesznek;
14) hakét szog koszinuszai egyenldk, akkor ezek a szogek is egyenldk;
15) ha két szog szinuszai egyenlGk, akkor ezek a szogek is egyenldk;
16) a hegyesszog tangense nagyobb a tompaszog tangensénél?
1.14.° Hasonlitsatok 6ssze a nullaval a kifejezés értékét:
1) sin 110° cos 140°; 3) sin 128° cos? 130° tg 92°;
2) sin 80° cos 100° cos 148°; 4) sin 70° cos 90° tg 104°!
1.15.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 2 sin 120° + 4 cos 150° — 2 tg 135°%;
2) 2 cos? 120° — 8 sin? 150° + 3 cos 90° cos 162°;
3) cos 180° (sin 135° tg 60° — cos 135°)?!
1.16.° Mivel egyenl$ a kifejezés értéke:
1) 2 sin 150° — 4 cos 120°;
2) sin 90° (tg 150° cos 135° — tg 120° cos 135°)2?
1.17.° Szamologép alkalmazasa nélkil hatarozzatok meg a kifejezés
értékét:
sin 18° : 2) cos 18° , 3 tg 18° |
sin 162° cos 162° tg162°

1

1.18.° Szamolégép alkalmazasa nélkil hatarozzatok meg a kifejezés
értékét:

sin 28 : 2) cos 49 : 3 tg14 '

sin 152° cos131° tg 166°

1

1.19.° Hatarozzatok meg a derékszogl haromszog szbgei szinuszainak
négyzetét, majd ezek Gsszegét!

1.20.° Hatarozzatok meg a derékszogl haromszog szogei koszinuszainak
négyzetét, majd ezek Gsszegét!

1.21.° Az ABC haromszogben adott, hogy BZ = 60°, O pedig a beirt kor
kozéppontja. Mivel lesz egyenld az AOC/ koszinusza?

1.22.° Az O pont az ABC haromsziégbe irt kérvonal kézéppontja,

V3

cos BOC/ = R Hatarozzatok meg a haromszog A szogét!
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ISMETLO GYAKORLATOK IS

1.23. A paralelogramma tompaszogének csticsabdl bocsatott magassaga
5 ¢cm és a paralelogramma oldalat egyenlé részekre osztja. A para-
lelogramma hegyesszoge 30°. Hatarozzatok meg a paralelogramma
tompaszogének csucsabdl huzott atléjat, és az atlénak a paralelog-
ramma oldalaival alkotott szogeit!

1.24 Az ABCD trapézban a CE egyenes parhuzamos az AB szaraval,
és az AD alapjat AE és DE szakaszokra ossza Ggy, hogy AE = 7 cm,
DE =10 cm. Hatarozzatok meg a trapéz kozépvonalat!

/é?l
,A&’ FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ

1.25. A haromszog két oldala 8 cm és 11 cm. Lehet-e a 8 cm-es oldallal
szemkoztl szoge:
1) tompaszog; 2) derékszog?
Valaszotokat magyarazzatok meg!

1.26. Az ABC haromszogben BD magassagot htiztak, A/ = 60°, C£ = 45°,
AB =10 cm. Hatarozzatok meg a BC szakasz hosszat!

1.27. Hatarozzatok meg az ABC haromszog BD magassagat, és az
ABoldalanak vetiletét az AC egyenesre, ha BACZ = 150°, AB= 12 cm!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

1.28. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen haromszoget fel lehet darabolni
3 részre gy, hogy ezekbdl a részekbdl egy téglalapot lehet 6sszerakni!

2. A koszinusztétel

A haromszogek egybevagdosaganak els6 ismertetdjelébol kovetkezik,
hogy a haromszog két oldala és kozbezart szoge egyértelmiien megha-
tarozza a haromszoget. Tehat az emlitett elemek segitségével meg lehet
hatarozni a haromszog harmadik oldalat. A kévetkezd tétel megmutat-
ja, hogyan kell ezt végrehajtani.

2.1. tétel (koszinusztétel) Bdarmely haromszog egyik
oldalanak négyzetét megkapjuk, ha a masik két oldal négyze-
tének 6sszegébdl kivonjuk e két oldal és az daltaluk bezdrt szog
koszinuszdanak kétszeres szorzatat.
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Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC haromszéget. Bebizonyit-

juk, hogy példaul
BC® = AB* + AC* -2AB- AC - cos A.

Harom esetet vizsgalunk meg:

1) az A szog hegyesszog;

2) az A szog tompaszog;

3) az A szog derékszog.

ElsG eset. Legyen az A hegyesszog. Akkor legalabb az egyik szog, a B
vagy a C szog hegyesszog lesz.

e Legyen CZ <90°. Meghtizzuk a BD magassagot. Az teljesen az ABC
haromszogben lesz (2.1. abra).

Az ABD derékszogl haromszogben:

BD =AB-sin A, AD = AB-cos A.
A BDC derékszogl haromszogben: BC? = BD? + CD? =
= BD® +(AC — AD)* = AB® -sin® A+ (AC — AB-cos A)® =
= AB’®-sin® A+ AC*-2AC-AB-cos A+ AB®-cos® A =
= AB?-(sin® A + cos® A)+ AC* —2AC-AB-cos A =
= AB* + AC* -2AB- AC - cos A.

B B
A D C D A c
2.1. dbra 2.2, dbra

e Legyen B/ < 90°. Az ABC haromszog C csucsab6l meghuzzuk a
magassagot. Az teljesen az ABC haromszogben lesz. Ennek az esetnek
a bizonyitasa teljesen hasonlé az el6bbi esethez. Végezzétek el onalléan!

Madsodik eset. Legyen az A tompaszog. Az ABC haromszogben meg-
huzzuk a BD magassagot (2.2. abra).

Az ABD derékszogl haromszogben: BD = AB - sin BAD/ =

= AB-sin (180°- BAC/) = AB-sin BACZ,

AD =AB-cos BAD/ = AB-cos (180°- BAC/)=—-AB-cos BACZ.

Az BDC derékszogli haromszogben: BC? = BD?* + CD? =

= BD? +(AC + AD)’ = AB? - sin® BAC/ +(AC — AB- cos BAC/) =

= AB’ + AC* -2AB- AC - cos BAC/.
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Harmadik eset. Legyen az A derékszog (2.3. abra). Ekkor cos A = 0.
Be kell bizonyitani, hogy BC? = AB? + AC?. A Pitagorasz-tételbdl kovet-
kezben ez az egyenldség az ABC haromszogre igaz

B lesz. <
A koszinusztétel bizonyitasa megmutatta, hogy
a Pitagorasz-tétel a koszinusztétel egy részesete, a
koszinusztétel pedig a Pitagorasz-tétel altaldanosita-

sa.
A C Ha alkalmazzuk az ABC haromszog oldalainak
és a szogeinek jelolését, akkor példaul az a oldal
2.3. abra hosszara fel lehet irni:

a?=>b2%+ c%- 2bc cos a

Ha ismert a haromszog harom oldalanak hossza, akkor a koszinusz-
tétel segitségével meg lehet allapitani, hogy hegyesszogl, tompaszogl
vagy derékszogl-e az adott haromszog.

2.2. tétel (a koszinusztétel kovetkezménye). Legyen
a, b és c a haromszég oldalainak hossza, melyek kéziil az a oldal
a leghosszabb. Ha a® < b® + ¢%, akkor a hdaromszég hegyesszogii
lesz, ha a®> > b2 + ¢%, akkor tompaszogi, ha pedig a*> = b* + ¢, ak-
kor az adott haromszog derékszogii lesz.

Bizonyitds: © A koszinusztétel alapjan

a?=b%*+ c¢* — 2bc cos o

Innen 2bc cos o = b% + ¢ — a?.

Legyen a2 < b% + ¢? . Ekkor b + ¢? — a? > 0. Ebbél kovetkezik, hogy
2bc cos . > 0, vagyis cos a > 0. Ezért az o hegyesszog lesz.

Mivel az a a haromszog legnagyobb oldala, ezért ezzel az oldallal
szembe a haromszog legnagyobb szoge helyezkedik el, amelyrdl meg-
gy6zddtink, hogy hegyesszog lesz. Tehat ebben az esetben a haromszog
hegyesszog lesz.

Legyen a® > b? + ¢* . Ekkor b + ¢ — a® < 0. Ebb6l kovetkezik, hogy
2bc cos a < 0, vagyis cos a < 0. Ezért az o tompaszog lesz. Tehat ebben
az esetben a haromszog tompaszogd.

Legyen a? = b2 + ¢2. Ekkor 2bc cos oo = 0. Innen
kovetkezik, hogy cos o = 0. Vagyis o = 90°. Ebben B b C
az esetben a haromszog derékszogi lesz. «

O—w 1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy a a
a paralelogramma atléinak négyzetosszege
egyenld a paralelogramma oldalainak négyzet- 4 b D
Osszegével.

Megoldds. A 2.4. abran az ABCD parale- 2.4. abra
logramma lathatoé.
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Legyen AB=CD=a, BC=AD=b, BAD/Z=a, ekkor ADC/ =
=180° — o . Az ABD haromszogben a koszinusztétel alapjan:

BD? = a? + b%> — 2ab cos a. (1)

Az ACD haromszogben a koszinusztétel alapjan:
AC?=a? + b?> — 2ab cos (180° — o). Innen

AC? =a? + b2 + 2ab cos o. 2)
Osszeadva az (1) és a (2) egyenl8ségeket azt kapjuk, hogy:

BD? + AC? = 2a? + 2b%. <

2. feladat.Az ABC haromszog AB oldala 4 cm-rel nagyobb, mint
a BColdal, BZ =120°, AC = 14 cm. Szamitsatok ki az AB és AC oldalak
hosszat!

Megoldds. A koszinusztétel alapjan

AC? = AB? + BC* —2AB- BC - cos B.
Legyen BC = x cm, x > 0, ekkor AB = (x + 4) cm lesz.
A kovetkezbket kapjuk:
142 = (x + 4)> + x2 — 2x (x + 4) cos 120°;

196=x2+8x+16+x2—2x(x+4)-(—%);

196 = 2x% + 8x + 16 + x (x + 4);
3x%+ 12x — 180 = 0;
x? + 4x — 60 =0;
x, = 6; x,=-10.
A —10 nem elégiti ki az x > 0 feltételt.
Tehat BC =6 cm, AB=10 cm.
Felelet: 10 cm, 6 cm. <
3. feladat. Az ABC haromszog AC oldalan tugy jeloltek egy
D pontot, hogy CD : AD = 1 : 2. Hatarozzatok meg a BD szakasz hosszat,
ha AB=14cm, BC=13cm, AC=15cm!
Megoldds. A koszinusztétel alapjan az ABC haromszogben
(2.5. abra):

AB? = AC? + BC* -2AC - BC - cosC. A
2 2 2
Ebbé] cosC = A€ +BC —AB" _
2AC- BC
_15°+18° 14" 225+169-196 _ 33 D
2:15-13 2:15-13 65
Mivel CD : AD =1: 2, innen CD = gAC =

= 5 (cm). 2.5. abra
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A BCD haromszoghdl kapjuk:

BD? = BC* +CD* -2BC-CD-cosC =13 +5° —2-13-5-§=128.
Tehat BD =+/128 =8+/2 (cm).

Felelet: 8~/2 cm. <«

4. feladat. A haromszog két oldala 23 cm és 30 cm, a nagyobbik
ismert oldalhoz huzott sulyvonal hossza 10 cm. Hatarozzatok meg a
haromszog harmadik oldalat!

Megoldas. Legyen az ABC haromszogben AC = 23 cm, BC = 30 ¢m,
az AM szakasz sulyvonal, AM = 10 cm.

Az AM szakasz M-en tuli meghosszabbitdasara ramérjik az MD
szakaszt, amelynek hossza megegyezik az AM sulyvonal hosszaval
(2.6. abra). Ekkor AD = 20 cm.

Az ABCD négyszog AD és BC atléi az M pontban metszik és felezik
egymast (BM = MC a feltétel alapjan, AM = MD a szerkesztés szerint).
Tehat az ABDC négyszog paralelogramma
lesz.

Mivel a paralelogramma atléinak négyzet-
Osszege egyenld oldalainak négyzettsszegével
(lasd az 1. feladatot), ezért

AD?*+ BC? =2 (AB? + AC?).

Innen

20% + 30% = 2 (AB? + 23%);

2.6. abra 400 + 900 = 2 (AB? + 529):
AB? = 121;
AB=11cm.
Felelet: 11 cm. <
’? T

" 1. Fogalmazzatok meg a koszinusztételt!
2. Hegyesszogl, derékszogli vagy tompaszogii-e az a, b, ¢ oldali harom-
szdg, melynek a legnagyobb oldala a, ha:
Dat<b’+c? 2)a?>b?+c% 3)a?=b*+c?
3. Milyen dsszefliggés van a paralelogramma atl6i és oldalai k6zott?

@ GYAKORLATOK I

2.1. ° Hatarozzatok meg az ABC haromszog ismeretlen oldalat, ha:
1) AB=5cm, BC=8cm, BZ =60°
2) AB=3cm, AC =2+/2 cm, A/ = 135°!
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2.2.° Hatarozzatok meg az DEF haromszog ismeretlen oldalat, ha:
1) DE = 4 cm, DF =2+/3 c¢m, D/ = 30°
2) DF=3cm, EF =5 cm, F/Z =120°!

2.3.° A haromszog oldalainak hossza 12 cm, 20 cm és 28 cm. Hataroz-
zatok meg a haromszog legnagyobb szogét!

2.4.° A haromszog oldalainak hossza V18 cm, 5 cm és 7 cm. Hatérozz4-
tok meg a haromszog masodik legnagyobb szogét!

2.5.° Allapitsétok meg, hogy hegyesszogd, derékszogli vagy tompaszogi-e
az a haromszog, melynek oldalai egyenldk:
1) 5cm; 7 cm és 9 cm; 3) 10 cm, 15 cm és 18 cm!
2) 5cm, 12 cm és 13 cm;

2.6.° A haromszog oldalainak hossza 7 cm, 8 cm és 12 cm. Hegyesszogl-e
ez a haromszog?

2.7.° Bizonyitsatok be, hogy az a haromszog, melynek oldalai 8 cm, 15 cm
és 17 cm-esek, derékszogl haromszog lesz!

2.8.° A paralelogramma oldalai 2 V2 cm és 5 cm, az egyik szoge pedig
45°. Hatdrozzatok meg a paralelogramma atléinak hosszat!

2.9.° Az ABCD trapézban BC ||AD, BC = 3 cm, AD = 10 cm, CD = 4 cm,
D/ = 60°. Hatarozzatok meg a trapéz atléinak hosszat!

2.10.° Az ABC egyenld oldalt haromszog AB oldalan jeldltek egy D pontot
agy, hogy AD : DB = 2 : 1. Hatarozzatok meg a CD szakasz hosszat,
ha AB =6 cm!

2.11.° Az ABC derékszogd haromszog AB atfogdjan jeloltek egy M pontot
ugy, hogy AM : BM = 1 : 3. Hatarozzatok meg a CM szakasz hosszat,
ha AC=BC=4cm!

2.12.° A haromszog két oldala 3 cm és 4 cm, a koztiik 1év6 sz6g szinusza

pedig %5 Hatarozzatok meg a haromszég harmadik oldalat! Hany

megoldasa lesz a feladatnak?

2.13.° Az ABC haromszogben adott, hogy CZ =90°, AC =20 cm,
BC =15cm. Az ABoldalan jeloltek egy M pontot Ggy, hogy BM = 4 cm.
Hatarozzatok meg a CM szakasz hosszat!

2.14.° Az ABC egyenld szaru derékszogld haromszog AB atfogéjanak
B ponton tuli meghosszabbitasan ugy jeloltek egy D pontot, hogy
BD = BC. Hatarozzatok meg a CD szakasz hosszat, ha az ABC ha-
romszog befogdja a!
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2.15.° Az ABC haromszogben adott, hogy C£ =90°, AB=13 cm, AC =
=12 cm. Az AB atfogdjanak B-n tuli meghosszabbitasan ugy jeloltek
egy D pontot, hogy BD = 26 cm. Hatarozzatok meg a CD szakasz
hosszat!

2.16.° A derékszogl haromszogbe irt kérvonal kézéppontja az atfogd
végpontjaitdl a és b tavolsagra van. Hatarozzatok meg a haromszog
atfogdjanak hosszat!

2.17.° Az ABC haromszogbe irt korvonal kzéppontja az O pont, BC = a,
AC=b, AOBZ =120°. Hatarozzatok meg az AB oldal hosszat!

2.18.° A haromszog két oldala dgy aranylik egymashoz, mint 5 : 8. A két
oldal 60°-o0s szoget zar be egymassal, a harmadik oldalanak hossza
pedig 21 cm. Hatarozzatok meg a haromszog ismeretlen oldalait!

2.19.° A hdromszog két oldala ugy ardnylik egyméshoz, mint 1:2+/3.
A két oldal 30°-0s szoget zar be egymassal, a harmadik oldalanak

hossza 27 cm. Hat4rozzatok meg a haromszog ismeretlen oldalait!

2.20.° A haromszog két oldalanak 6sszege 8 cm. A két oldal 120°-0s szoget
zar be egymassal, a harmadik oldalanak hossza 7 cm. Hatarozzatok
meg a haromszog ismeretlen oldalait!

2.21.° Aharomszog két oldalanak aranya 5 : 3, a koztik 1évé szoge pedig
120°. Hatarozzatok meg a haromszog oldalait, ha kertlete 30 cm!

2.22.° A haromszog két oldala 16 cm és 14 cm, a kisebbik ismert oldallal
szemkozti szoge pedig 60°. Hatarozzatok meg a haromszog ismeretlen
oldalat!

2.23.° A haromszog két oldala 15 cm és 35 cm, a nagyobbik ismert oldal-
lal szemkozti szoge 120°. Hatarozzatok meg a haromszog keruletét!

2.24.° Az ABC haromszoég BC oldalan agy jeléltek egy D pontot, hogy
CD = 14 cm. Hatarozzatok meg az AD szakasz hosszat, ha AB = 37 cm,
BC =44 cm és AC=15cm!

2.25.° Az ABC haromszog AB oldalan jeloltek egy K pontot, a BC ol-
dal C utani meghosszabbitdsan pedig egy M pontot. Hatdrozzatok
meg az MK tévolsagot, ha AB=15 cm, BC=7 cm, AC=13 cm,
AK=8cm, MC = 3 cm!

2.26.° A haromszog egyik oldalanak hossza kétszer nagyobb a masiknal,
a koztiik 1év6 szoge 60°. Bizonyitsatok be, hogy az adott haromszog
derékszog!

2.27.° Bizonyitsatok be, hogy amikor a haromszog egyik oldalanak négy-
zete egyenld a masik két oldal 6sszegének nem teljes négyzetével,
akkor az adott oldallal szemkozti szoge 120°!
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2.28.° Bizonyitsatok be, hogy amikor a haromszog egyik oldalanak négy-
zete egyenld a masik két oldal kiilonbségének nem teljes négyzetével,
akkor az adott oldallal szemkozti szoge 60°!

2.29.° A paralelogramma két oldalanak hossza 7 cm és 11 cm, az egyik at-
16ja pedig 12 cm. Hatarozzatok meg a paralelogramma masik atléjat!

2.30.° A paralelogramma 4atléi 13 cm és 11 cm, az egyik oldala 9 cm.
Hatarozzatok meg a paralelogramma kertletét!

2.31.° A paralelogramma 4tl6i 8 cm és 14 cm, az egyik oldala 2 cm-rel
nagyobb a masiknal. Hatarozzatok meg a paralelogramma oldalait!

2.32.° A paralelogramma két oldalanak hossza 11 cm és 23 c¢m, atldinak
aranya 2 : 3. Hatarozzatok meg a paralelogramma 4tloit!

2.33." Az ABCD trapézban ismert, hogy AD || BC, AB=5 cm, BC =

1 , . ,
=9 cm, AD =16 cm, cos A=-. Hatarozzatok meg a trapéz
CD oldalat! 4

2.34.* Az ABCD trapézban ismert, hogy AD || BC, AB=5 cm,

AB=+15 ecm, BC=6cm, CD =4cm, AD = 11 cm. Hatarozzatok meg
a trapéz D szogének koszinuszat!

2.35.** Hatarozzatok meg az ABCD négyszog AC atljat, ha a négyszog
koré kor irhaté és AB=3cm, BC=4cm, CD=5cm, AD =6 cm!

2.36.” Lehet-e korvonalat irni az ABCD négyszog koré, ha AB =4 cm,
AD=3cm, BD=6cm és C£ = 30°?

O—w 2.37.” Bizonyitsatok be, hogy a paralelogramma nagyobbik szo-
gével szemben a nagyobbik 4tlé fekszik! Fogalmazzatok meg, és
bizonyitsatok be ennek az allitasnak a forditottjat!

2.38.* A haromszog oldalainak hossza 12 cm, 15 cm és 18 cm. Hatéroz-
zatok meg a legnagyobb szégének csicsabdl huzott szogfelezdjének
a hosszat!

2.39.** Az egyenlG szard haromszog alapja 5 cm, a szara 20 cm. Hataroz-
zatok meg az alapnal 1évG szoge szogfelezdjének hosszat!

2.40.” A haromszog oldalai 16 cm, 18 cm és 26 cm. Hatarozzatok meg a
legnagyobb oldalra huzott silyvonal hosszat!

2.41.* Az egyenl$ szard haromszog alapja 4 V2 cm, a szardhoz htzott
sulyvonalanak hossza 5 cm. Hatarozzatok meg a haromszog szara-
nak hosszat!
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2.42.* A haromszog két oldala 12 cm és 14 cm, a harmadik oldalhoz
huzott sdlyvonalanak hossza 7 cm. Hatarozzatok meg a haromszog
ismeretlen oldalat!

2.43.” Az ABC haromszogben adott, hogy AB = BC, ABC«£ = 120°. Az AB
oldal B-n tuli meghosszabbitasan egy D pontot jeloltink tgy, hogy
BD = 2AB. Bizonyitsatok be, hogy az ACD haromszog egyenld szaru!

O—w 2.44." Bizonyitsatok be, hogy az a, b és ¢ oldald haromszégben
. . .y 1
teljestil a kovetkezd egyenlség: m, = E\/Zaz +2b* —¢*, ahol m_ a

haromszog ¢ oldalara huzott silyvonala!

ISMETLO GYAKORLATOK I

2.45. A korben egy AC atmérét és egy olyan AB huart huztak, amely a
sugarral egyenld. Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit!
2.46. A paralelogramma szogfelezGje és az oldalanak metszésénél kelet-
kez6 egyik szoge egyenld a paralelogramma egyik szogével. Hataroz-

zatok meg a paralelogramma szogeit!

2.47. Az ABC haromszogbe egy ADEF paralelogrammat irtak, ahol az
A sz6g k6zos szoglk, a D, E és F pontok pedig megfeleléen az AB, BC
és AC oldalakra illeszkednek. Hatarozzatok meg a ADEF paralelog-
ramma oldalait, ha AB=8 cm, AC=12cm, AD : AF=2:3!

0
,' FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ Il

2.48. Hatarozzatok meg az ADC szog mértékét, ha ABCZ = 140°
(2.7. 4bra).

B
2.7. dbra 2.8. dbra 2.9. dbra
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2.49. Hatarozzatok meg az ABC sz6g mértékét, ha ADC/ = 43°
(2.8. abra)!

2.50. Az AB szakasz az R sugaru korvonal atmérdje, ABCZ = a
(2.9. abra). Hatarozzatok meg az AC hur hosszat!

3. A szinusztétel

A kovetkez6 tétel bizonyitasahoz és nagyon sok feladat megoldasahoz
is alkalmazni fogjuk a kovetkezd lemmat.

Lemma. A korvonal hurja egyenlé az atmérdjének és a neki
megfeleld keriileti sz0g szinuszdanak szorzataval.

Bizonyitds. © A 3.1. 4bran az MN szakasz az O koézéppontu kér-
vonal harja. Meghuzzuk az MP atmérét. Ekkor az MNP/ = 90°, mint
az atmérére tamaszkod6 kertleti szog.
Legyen az MPN kertleti sz6g mértéke a.
Ekkor az MPN derékszogli haromszog-
ben kapjuk, hogy:

MN = MP sin o. (1)

Minden, az MN huarra tamaszkodd
kerileti szog mértéke o vagy 180° — a

lesz. Tehat szinuszaik egyenl8k. Ezért =/N
az (1) egyenldség minden, az MN hurra 180°=
tamaszkodo kertileti szogre igaz lesz. <

A haromszogek egybevagdsaganak
masodik ismertetdjelébbl kovetkezik, 3.1. dbra
hogy egy oldala és a rajta fekvé két szoge
egyértelmlen meghatarozzak a haromszoget. Tehat ezen elemei alap-
jan meg lehet hatarozni a haromszog masik két oldalat. Hogy hogyan
kell ezt megvaldsitani, ebben segit a kovetkezd tétel.

3.1. tétel (szinusztétel). A hdaromszégek oldalai arad-
nyosak a szemben lévé szégek szinuszdval.

Bizonyitds. © Legyen az ABC haromszégben AB=c¢, BC=a,
CA = b. Bebizonyitjuk, hogy

a b c

sin A - sin B B sinC’
Legyen az ABC haromszog koré irt korének sugara R. Ekkor a lem-
ma alapjan a = 2R sin A, b = 2R sin B, ¢ = 2R sin C. Innen

@ _ b _ ¢ _9p|q

sinA sinB sinC
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Kovetkezmény. A haromszog koré irt kérének sugara a
kovetkezd képlettel hatarozhato meg:

a

R_

=— ,
2 sin o

ahol a a haromszog oldalanak hossza, o ezzel az oldallal szem-
kozti szog mértéke.

1.feladat. Az ABC haromszogben ismert, hogy AC = V2 em,
BC =1 cm, BZ = 45°. Hatarozzatok meg az A szog mértékét!
Megoldds. A szinusztétel alapjan
BC AC
sin A - sinB’

Innen
BCsin B 1-sin 45° _ﬁ.[_l

A Y2 27T 2
Mivel BC < AC, ezért AZ < BZ. Tehat az A szog hegyesszog lesz.

Ebbdl kovetkezik, hogyhasin A = %, akkor AZ = 30°.

sin A =

Felelet: 30°. <
2.feladat. Az ABC haromszogben ismert, hogy AC = V2 em,
BC=1cm, Az = 30°. Hatarozzatok meg a B szog mértékét!
AC

sin A sin B

Megoldds. A szinusztétel alapjan . Ekkor
ACsinA 2
BC 2
Mivel BC< AC, ezért A/ < BZ. Ekkor a B szog lehet hegyes- és tom-
paszog is. Ezért B/ = 45° vagy B/ = 180° — 45° = 135°.
Felelet: 45° vagy 135°. «
3.feladat. Az ABC haromszog AB oldalan D pontot jel6ltek ugy,
hogy BDC/ =vy, AD = m (3.2. abra). Hatarozzatok meg a BD szakasz
hosszat, ha AZ = a, BZ =f!
Megoldds. A BDC szog az ADC haromszog kiilsG szoge. Tehat
ACDs + A/ =BDC/,innen ACD/ =y —a.
Az ADC haromszoghdl a szinusztétel alapjan kapjuk, hogy:
¢cD _ AD
sin CAD/  sin ACD/’

sin B =
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ADsinCAD/ _ msina ¢

Tehat CD = = .
sin ACD/ sin (y —a)

A BCD haromszogben a szinusztétel alap-
jan kapjuk, hogy:

BD _  CD A vB
Tehat S BCDZ sinCBDZ' A" m D B
Bp _ CDsin BCDZ _ 3.2. abra
sin CBD/
_msinosin (180°-(B+v))  msinoasin(B+7v)
- sin B sin (y — o) " sin Bsin (y — o) '

Felelet: m sin o sin (f +v)

sin B sin (y — o) ’

4.feladat. Az ABC haromszogben a BD szakasz szogfelezd,
ABCZ = 30°, C£ =105° (3.3. abra). Hatarozzatok meg az ABC harom-
szog koré irt korvonal sugarat, ha a BDC haromszog koré irt korvonal
sugara 8 J6 cm!

C Megoldds. Legyen R, a BDC harom-

/D% sz0g koré irt korvonal sugara R, =8 J6 cm.
A B

Mivel a BD szakasz szogfelezd, ezért

1 o]
3.3. abra CBD/ = EABCA =15°,
A BDC haromszogben:
BDC2z =180° - (CBDZ + C£) = 180° — (15° + 105°) = 60°.

. , .. p 21 o . BC
A szinusztétel kévetkezményébdl kapjuk, hogy ———— =
Innen 2sin BDCZ

R,.
BC = 2R, sin BDCZ = 2-8/6 sin 60° = 24 /2 (cm).
Az ABC haromszogbdl kapjuk:
A/ =180° — (ABCZ + C/) = 180° — (30° + 105°) = 45°.
Legyen R az ABC haromszog koré irt korvonal keresett sugara.

Exkor —BC _ R, ebbgl B=_BC_ = 242 _o0 oy
2sin A 2sin A  2sin45°

Felelet: 24 cm. «
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7
1. Hogyan kell meghatarozni a kérvonal harjanak hosszat, ha ismert az atmé-
réje és a hurra tamaszkodo kerlleti szo6g?
2. Fogalmazzatok meg a szinusztételt!
3. Hogyan kell meghatarozni annak a haromszog koéré irt kérvonalnak a su-
garat, melynek oldala a, szemkézti szége pedig o?

GYAKORLATOK I

3.1.° Hatarozzatok meg a 3.4. abran lathat6 ABC haromszoég BC oldalat
(a szakaszok hossza cm-ben van megadva)!

B
4
45° B
6+/2 6
A,60°
A 45°
442 ¢ A C
3.4. dbra 3.5. dbra

3.2.° Hatdrozzatok meg a 3.5. abran lathaté ABC haromszog A szogét
(a szakaszok hossza cm-ben van megadva)!

3.3.° Hatarozzatok meg az ABC haromszog AB oldalat, ha AC = J6 cm,
Bz =120°, C£ = 45°!

3.4.° Az ABC haromszogben adott, hogy AB=12 cm, BC =10 cm,
sin A = 0,2. Hatarozzatok meg a C szbg szinuszat!

3.5.° A DEF haromszogben adott, hogy DE = 16 cm, F/ = 50°, D/ = 38°.
Hatarozzatok meg az EF oldalt!

3.6.° A MKP haromszogben adott, hogy KP = 8 cm, K/ = 106°, P/ = 32°.
Hatarozzatok meg az MP oldalt!

3.7.° Az A pont és a folyé masik partjan elhelyezkedd B harangtorony
kozottl tavolsag meghatarozasara (3.6. dbra) mérdszalagot és a
sz0g mérésére szolgald eszkozt (teodolitot) hasznaltak. Jeloltek egy
C pontot ugy, hogy BAC/ = 42°, ACBZ = 64°, AC =20 m. Hogyan
hatdrozhaté meg az A pont és a B harangtorony kozotti tavolsag?
Hatarozzatok meg ezt a tavolsagot!
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B
[\‘c
/

L4
3.6. abra

3.8.° Az ABC haromszogben adott, hogy BC=a, AZ = a, C/ =y. Hata-
rozzatok meg az AB és AC oldalait!

3.9.° A paralelogramma atléja d és az oldalaival o és B szogeket alkot.
Hatarozzatok meg a paralelogramma oldalait!

3.10.° Hatarozzatok meg az ABC haromszog A szogét, ha:
1) AC=2cm, BC=1cm, BZ=135°%
2) AC = J2 cm, BC = J3 cm, BZ = 45°!
Héany megoldasa lesz mindegyik esetben a feladatnak? Magyarazza-
tok meg a véalaszokat!

3.11.° Létezik-e olyan ABC haromszog, melyben sin A = 0,4, AC = 18 cm,
BC = 6 cm? Valaszotokat indokoljatok!

3.12.° A DEF haromszogben adott, hogy DE = 8 cm, sin F' = 0,16. Hata-
rozzatok meg a DEF haromszog koré irt kérvonal sugarat!

3.13.° Az MKP haromszog koré irt korének sugara 5 cm-rel egyenld,
sin M = 0,7. Hatarozzatok meg a KP oldal hosszat!

3.14.° Az ABC haromszog AB oldalanak B-n tuli meghosszabbitasan
jeloltek egy D pontot. Hatarozzatok meg az ACD haromszog koré irt
kor sugarat, ha ABCZ = 60°, ADCZ = 45°, és az ABC haromszog koré
irt kor sugara 4 cm!

3.15.° Az ABC haromszog koré irt kor sugara g
6 cm-rel egyenlé. Hatarozzatok meg az B
AOC haromszog koré irt kor sugarat, ahol
az O pont az ABC haromszog szogfelezdi-
nek metszéspontja, ha ABC/ = 60°!

3.16.° A 3.7. abra adatainak felhasznalasaval i A
hatarozzatok meg az AD szakasz hosszat,
ha CD=a, BACZ =y, DBA/ = !

3.7. dbra
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3.17.° A 3.8. 4bra adatainak felhasznalasaval A
hatarozzatok meg az AC szakasz hosszat,
ha BD=m, ABC/ = a, ADC/ = !

3.18.° Az ABC haromszog AB oldalan ugy

jeloltek egy M pontot, hogy AMCZ = ¢. o B
Hatarozzatok meg a CM szakaszt, ha (¢ B m D
AB=c¢,AZ=a, ACBZ =¢!

3.19.° Az ABC haromszogben adott, hogy 3.8. abra

AZ =a,Bz =p.A BColdalan tugy jelltek
egy D pontot, hogy ADB/ = ¢, AD = m. Hatarozzatok meg a BC oldalt!

3.20.° Bizonyitsatok be, hogy a haromszog szogfelezbje a szemkozti ol-
dalt olyan szakaszokra osztja, melyek hosszainak ardanya forditottan
aranyos az oldalon 1év( szbgei szinuszaival!

3.21.° A haromszog két oldalanak hossza 6 cm és 12 cm, a harmadik
oldalra bocsatott magassaga 4 cm. Hatarozzatok meg az adott ha-
romszog koré irt kor sugarat!

3.22.° Hatarozzatok meg az egyenld szart haromszog koré irt kor sugarat,
melynek alapja 16 cm, szara pedig 10 cm!

3.23.° A haromszog oldala 24 cm, a koré irt kor sugara 8 J3 cm. Mivel
lesz egyenld az adott oldallal szemkozti szoge?

3.24.° A haromszog alaku kerékparat egyik szoge 50°, a méasik pedig
100°. A haromszog legkisebb oldalat a kerékparos 1 o6ra alatt tette
meg. Mennyi 1d6 alatt ér korbe a kerékparos? Az eredményt adjatok
meg 6rakban, és kerekitsétek tizedekre!

3.25. Az ABC haromszogben adott, hogy AC=b6, A/ =a, C£ =y. Ha-
tarozzatok meg a haromszog BD szogfelezGjét!

3.26. Az egyenl$ szaru haromszog alapja a, az azzal szemben 1év§ szo-
ge o. Hatarozzatok meg a haromszog alapon 1év6 csicsabdl huzott
szogfelezb hosszat!

3.27.> Bizonyitsatok be a szinusztétel alkalmazasaval, hogy a harom-
szog szogfelezdje a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban
osztja két részre!!

1 Emlékeztetdul, ez az allitas az aranyos szakaszok tételével bizonyitva volt
a kovetkez6 tankonyvben: A. H. Merzljak, V. B. Polonszkij, M. Sz. Jakir. Mértan:
Tankoényv az altalanos oktatdsi rendszerd tanintézetek 8. osztalya szamara.
Lviv : Szvit, 2016. A kovetkezdkben erre igy hivatkozunk: Mértan, 8. osztaly.
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3.28.** Az egyenl( szaru trapéz alapjai 9 cm és 21 cm, a magassaga pedig
8 cm. Hatarozzatok meg a trapéz koré irt korvonal sugarat!

3.29. Az ABC haromszognek a CD szakasz a szogfelezlje, az A/ = a,
B« = B. A Dponton keresztil egy egyenest fektettliink, amely parhu-
zamos a BC oldallal, és az AC oldalt az E pontban metszi ugy, hogy
AE = a. Hatarozzatok meg a CE szakasz hosszat!

3.30. Az ABC haromszog AM sulyvonalanak hossza m, és az AB vala-
mint AC oldalakkal megfelelGen o és B szogeket alkot. Hatarozzatok
meg az AC és BC oldalakat!

3.31. Az ABC haromszog CD stlyvonala az AB és AC oldalakkal
megfelelGen o és P szogeket alkot, BC = a. Hatarozzatok meg a CD
sulyvonal hosszat!

3.32.* Az ABC egyenld szari haromszog magassagai a H pontban met-
szik egymast. Bizonyitsatok be, hogy az AHB, BHC, AHC és ABC
haromszogek koré irt korvonalak sugarai egyenldk!

3.33. Az A, B és C falvakat 6sszekot6 utvonalak haromszoget alkotnak
(3.9. abra). Az A és C falvak kozotti ut aszfaltozott, viszont az A-bdl
B-be vezet§ és a B-b6l C-be vezetd utak foldutak. Az A falubél a B-be
és C-be vezetd utak 15°-os szoget alkotnak, B falubdl A-ba és C-be
vezetd utak kozotti szog pedig 5°-0s. Az aszfaltozott Gton az autd
sebessége kétszer nagyobb, mint a folduton. Milyen tutvonalat kell
valasztani, hogy a leggyorsabban jussunk el A falubdl B-be?

A B

N_——

C

3.9. abra

3.34. Az A és B falvakbdl vezets Gtvonalak a C elagazasnal talalkoznak
(3.10. abra). Az utvonalak egy olyan haromszéget alkotnak, amely-
nek A cstcsnal 1év6 szoge 30°-0s, a B-nél 1évl szoge pedig 70°-0s. Az
A falubdl az elagazasig egy gépkocsi indult el 90 km/h sebességgel,
ezzel egyidejlileg B-b6l egy autébusz indult el 60 km/h-s sebességgel.
Melyik fog hamarabb az elagazashoz érkezni?
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=== 59

3.10. dbra

@ ISMETLO GYAKORLATOK I

3.35. Az ABCD téglalap B és C szogeinek szogfelez6i az AD oldalt megfeleléen
az M és K pontokban metszik. Bizonyitsatok be, hogy BM = CK!

3.36. A3.11. 4bran DE || AC, FK || AB. Nevezzétek B
meg az abra hasonlé haromszogeit!

3.37. Az ABCD négyzet AB oldalan jeloltek egy F
K pontot, a CD-n pedig egy M-et ugy, hogy D E
AK :KB=1:2, DM:MC =3 : 1. Hatdrozza- 4
tok meg a négyzet oldalat, ha MK =13 cm!

3.11. abra

FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ

3.38. Oldjatok meg a derékszogld haromszoget, ha ismert:
1) két befogéja: a =7 cm, b = 35 cm;
2) atfogéja ¢ = 17 cm és befogdja a = 8 cm;
3) atfogdja ¢ = 4 cm és hegyesszioge o = 50°;
4) befogbja a = 8 cm és szemkozti szoge o = 42°!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

3.39. Az 1 cm-es sugaru korbe 6tszog van irva. Bizonyitsatok be, hogy
az oldalainak és atléinak 6sszege 17 cm!
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4. A haromszogek megoldasa

A haromszoget megoldani annyit jelent, mint meghatarozni isme-
retlen oldalait és szogeit az ismert oldalai és szogei altal'.

A 8. osztalyban megtanultatok megoldani a derékszégl haromszo-
get. A koszinusztétel és a szinusztétel lehetSséget ad barmilyen harom-
sz0g megoldasara.

A kovetkezb feladatokban a trigonometrikus fliggvények értékeit
szamologép segitségével hatarozzuk meg, majd szazadokra kerekitjik
azokat. A szogek mértékét szamoldgéppel hatarozzuk meg, és ezeket
egészre kerekitjik. Az oldalak hosszanak kiszamitdsa soran az ered-
ményt tizedekre kerekitjik.

1. feladat. Oldjatok meg a haromszoget (4.1. 4bra), ha adott ol-
dala a=12 cm és két szoge B = 36°,
y=119°!

Megoldas. Alkalmazva a harom-
sz0g szogeinek Osszegérdl szolo tételt,
az kapjuk, hogy: a=180°- (B +vy) =
=180° — 155° = 25°.

b 4.1. dbra
A szinusztétel alapjan —— = .a .
sinff sina
Innen b= a_smﬁ. Ebbél azt kapjuk,
hOgy: sin o
12sin36° 12-0,59
p=-2SROD ~16,9 (cm).
sin 25° 0,42
Ujra alkalmazva a szinusztételt, felirjuk:
c _a
asin siny sina )
Innen ¢ = —Y
Sin o
12sin119° 12sin61° 12-0,87
c=-20 _ oo =~ =~ 24,9 (cm).

sin25°  sin25° 0,42
Felelet:b~16,9cm, c~ 24,9 cm, o = 25°. 4

2. feladat. Oldjatok meg a haromszoget két oldala a = 14 cm,
b =8 cm és kozbezart szoge y = 38° alapjan!

! Ennek a pontnak a 4.1-4.9. feladataiban a kovetkezd jeloléseket hasznéal-
juk: a, b és ¢ a haromszog oldalainak hossza, a, B és y azoknak a szogeknek a
mértéke, melyek megfelelGen az a, b és ¢ oldalakkal szemben helyezkednek el.
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Megoldds. A koszinusztétel alapjan ¢? = a® + b% — 2ab cos vy

Innen:
c®=196+64-2-14-8cos 38° = 260 — 224 -0,79 = 83,04;
c~9,1cm.
Tovabbiakban:
a’=b%+c?—2bc cos o
2 2 2 2 2 2
cos oL = M—_a; CosS Ol = M =~ -0,34.
2bc 2-8:9,1

Innen kapjuk, hogy a ~ 110°.

Alkalmazva a haromszog szogeinek osszegérdl szolo tételt, az kap-
juk, hogy:

B=180°—(a+vy); P=~180°—148°=232°.

Felelet: c~9,1cm, 0.~ 110° p~ 32°. «

3.feladat. Oldjatok meg a haromszoget, ha ismert harom oldala
a=7cm,b=2cm, c=8cm!

Megoldds. Akoszinusztétel alapjan a® = b% + ¢ — 2bc cos a. Innen

b*+c® —a’ 4+64-49
cosa=u; cosoc=+—z0,59. Megkaptuk, hogy
2bc 2-2-8
o~ 54°.
. p ., a b
A szinusztétel alapjan: = . Innen
sino  sinf
b si 2sin54° 2-0,81
sinp = smoc; sinp = Su; = 7 =0,23.

Mivel a b az adott haromszog legkisebb oldala, ezért a  hegyesszog
lesz. Tehat B ~ 13°.

Alkalmazva a haromszog szogeinek 6sszegéril szolo tételt, az kap-
juk, hogy:

y=180°— (o +B); y~180°—67°=113°

Felelet: a~54°, f~13°y~113°. «

4. feladat. Oldjatok meg a haromszoget, ha adott két oldala és
az egyikkel szemkozti szoge:

1)a=17cm, b=6cm, o0 = 156°;

2)b="Tcm,c=8cm, =65%

3)a=6cm, b=5cm, =50°.

. . . ., b
Megoldds. 1) Szinusztétel alapjan 2 - . Innen
sinoe  sinf
_ 6sin156° 6sin24° 6-0,41

17 17

bsina

sinf} = ; sinf
a

=0,14.



4. A haromszogek megoldasa 31

Mivel az adott haromszogben o tompaszog, ezért B hegyesszog lesz.
Ebbél adédik B ~ 8°.

Alkalmazva a haromszog szogeinek 6sszegérdl szolo tételt, az kap-
juk, hogy: y = 180° — (a0 + B); y ~ 16°.
¢

A szinusztétel alapjan .a =—.
sinoe  siny

asiny_ = 17 sin 16° _ 17-0,28
sino sin 156° 0,41

Felelet: p=8°y~16° c~ 11,6 cm.

Innen ¢ =

~11,6 (cm).

Cc

. , ., b
2) A szinusztétel alapjan = .
sinfp  siny
in 3 ) 8sin65° 8-0,91
siny = =

siny = CST; 7 =1,04 >1, ami nem lehet-

séges.
Felelet: afeladatnak nincs megoldasa.

. p -y b
3) A szinusztétel alapjan ? - . Innen
sinot  sinf

sin o = £38P SZHB; sino = 6811;50 L8077 0,92.
Két eset lehetséges: o ~ 67° vagy o~ 180° — 67° = 113°.
Megvizsgaljuk azt az esetet, mikor o ~ 67°.
Alkalmazva a haromszog szogeinek 6sszegéril szolo tételt, az kap-
juk, hogy:
y=180°— (o + B); y =~ 180° — 117° = 63°.

. , ., b
A szinusztétel alapjan =<
sinff siny
b si 5sin63° 5-0,89
Innen ¢ = 228 Y; =250 = =5,8 (cm).
sin sin 50° 0,77
Megvizsgaljuk azt az esetet, mikor o ~ 113°.
Alkalmazva a haromszog szogeinek 6sszegéril szolo tételt, az kap-
juk, hogy:

vy =180°— (ot + B); Y= 180° — 163° = 17°.
MiveICZbSIHY,igycz5Sln17 z5-0,29
sin sin 50° 0,77

Felelet:a~67°y~63°c~58cmvagyoa~113°vy~17° c~1,9cm.d

~ 1,9 (cm).

? -

Mit jelent a megoldani a haromszdget?
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4.1.° Oldjatok meg a haromszoget oldala és két szoge ismeretében:
1) a=10cm, B =20°, y = 85°% 2) b=16 cm, oo =40°, f=110°!
4.2.° Oldjatok meg a haromszoget oldala és két szoge ismeretében:
1) b=9 cm, o= 35°, y="70°% 2) c=14 cm, = 132°, y = 24°!
4.3.° Oldjatok meg a haromszoget két oldala és kozbezart szége isme-
retében:
1) b=18 cm, c=22 cm, o. = 76°;
2) a=20cm, b=15cm, y=104°!
4.4.° Oldjatok meg a haromszoget két oldala és kozbezart szége isme-
retében:
1)a=8cm, c=6cm, =15 2)b="T7cm,c=5cm, o= 145°
4.5.° Oldjatok meg a haromszoget harom oldala ismeretében:
)a=4cm,b=5cm,c=7Tcm; 2)a=26cm,b=19cm,c=42cm!
4.6.° Oldjatok meg a haromszoget harom oldala ismeretében:
)a=5cm,b=6cm,c=8cm; 2)a=21cm,b=17cm,c=32cm!
4.7.° Oldjatok meg a haromszoget, melyben:
1) a=10cm, b =3 cm, p=10° az o hegyesszog;
2)a=10cm, b =3 cm, = 10°, az o tompaszog!
4.8.° Oldjatok meg a haromszoget két oldala és az egyikkel szemkozti
szbge ismeretében:
a=7cm,b=11cm,=46° 3)a=7cm,c=3cm,y=27°
2)b=15cm, c=17 cm, = 32°
4.9.° Oldjatok meg a haromszoget két oldala és az egyikkel szemkozti
szbge ismeretében:
1) a=23cm, c=30cm, y=102°
2)a=18 cm, b =25 cm, o = 36°!
4.10.° Az ABC haromszogben ismert, hogy AB = BC =20 cm, AZ = 70°.
Hatarozzatok meg:
1) AC oldalt;
2) CM stlyvonalat;
3) AD szogfelezét;
4) az ABC haromszog koré irt kor sugarat!
4.11.° Az ABCD egyenl§ szara trapéz (BC||AD) AC 4tléja 8 cm,
CAD./ = 38°, BAD/ = 72°. Hatarozzatok meg:
1) a trapéz oldalait;
2) az ABC haromszog koré irt kérvonal sugarat!
4.12.* A trapéz alapjai 12 cm és 16 cm, szarai pedig 7 cm és 9 cm. Ha-
tarozzatok meg a trapéz szogeit!
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4.13. Az ABCD paralelogramma B szogének szogfelezdje az AD oldalat
egy M pontban metszi, a CD oldal D-n tali meghosszabbitasat pedig
a K pontban. Hatarozzatok meg a DK szakasz hosszat, ha AM = 8 cm,
és a paralelogramma kertlete 50 cm!

4.14. Két hasonl6 haromszog keriiletei kozil az egyik 18 cm-rel kisebb,
mint a masik, a haromszogek két megfelels oldalanak hossza 5 cm
és 8 cm. Hatdrozzatok meg az haromszogek kertiileteit!

[
A i ns O
,' FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ s
4.15. Az M pont az ABCD téglalap CD oldalanak B C

felez6pontja (4.2. abra), AB=6cm, AD = 5 cm.
Mivel egyenld az ACM haromszog teriilete?

4.16. Az ABC haromszog AC oldalan agy jeloltek M
egy D pontot, hogy az ADB/ = a.. Bizonyitsatok
be, hogy S, ;. :%AC-BD sin a! A D

4.2, abra

= A TRIGONOMETRIA A HAROMSZOGEK MERESEVEL
FOGLALKOZO TUDOMANY

Az okori utazok a csillagok és mas égitestek allasabol tajékozodtak.
Viszonylag pontosan meg tudtak hatarozni a hajok és a karavanok tar-
tozkodasi helyét a tengereken, illetve a sivatagban. Az egyik tajékozo-
dasi pont a mérés soran az a magassag, amelyre az adott csillag vagy
égitest a horizont f61é emelkedett az adott id6pillanatban.

Nyilvanvald, hogy ez a magassag kozvetleniil nem mérhets. Ezért a
tudésok kozvetett méréseket kezdtek alkalmazni. Ebben jelentGs sze-
repet kapott a haromszogek megoldasa, amelynek két cstucsa a foldfel-
szinen helyezkedett el, a harmadik pedig egy csillag volt (4.3. abra) — a
mar altalatok megismert 3.17. feladathoz hasonléan.
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™
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4.3. dbra 4.4, abra

A hasonlé feladatok megoldasahoz az dkori csillagaszoknak va-
laszt kellett adniuk arra a kérdésre, hogy milyen 6sszefliggés van a
haromszog elemei kozott. fgy alakult ki a trigonometria tudomanyag,
amely a haromszogek oldalai és szogei kozotti kapesolatokat vizsgalja.
A trigonometria gorog eredeti kifejezés, trigonom — haromszog és met-
reo — mérés szavakbol ered, aminek jelentése hdromszéogek mérése.

A 4.4. Abran az AOB koézépponti szog lathatd, amely egyenld 20. Az
OMB derékszogl haromszogbdl kapjuk: MB = OB sin o. Tehat, ha az
egységkorben a 2°, 4°, 6°, ..., 180° nagysagu kozépponti szogekhez tar-
toz6 félhurokat felmérjik, ezzel tulajdonképpen megkaptuk az 1°, 2°,
3°, ..., 90° szogek szinuszat.

Hipparkhosz égorog csillagasz (i. e. II. sz.) megmérte a félhurok
hosszat, majd ezek alapjan osszeallitotta az elsé csillagaszati vagy tri-
gonometrikus tablazatot.

A szinusz és a koszinusz fogalmak elGszor a IV-V. szdzadban alkoté
indiai tudésok tanulményaiban fordulnak els. A X. szdzadban az arab
tuddsok mar alkalmaztak a tangens fogalmat, amely a gnémonika — a
naporaszerkesztés tudomanya — sziikségleteinek kielégitésére jott 1ét-
re (4.5. abra).

4.5. dbra

Az els6, Eurépdban 1533-ban megjelent kényv, amely a trigono-
metriat 6nallé6 tudomanyként targyalta az Ot konyv mindenfajta hd-
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Leonhard Euler
(1707-1783)

Kiemelkedd matematikus, fizikus, mechanikus,
csillagasz, tdbb mint 860 jelentbs értekezést irt.
Tagja a Szentpétervari, Berlini, Parizsi Tudo-
manyos Akadémianak, a Londoni Kiralyi Tarsa-
sagnak, és mas akadémiaknak, illetve tarsasa-
goknak. Euler a matematika szinte valamennyi
agaban maradandot alkotott. Szamos matemati-
kai fogalom kotédik nevéhez. Létezik Euler-tétel,
Euler-azonossag, -fliggvény, -szdg, -integral,
-képlet, -egyenlet stb.

romszogekrdl cimd tanulmany. A kotet szerzdje a német szarmazasa
Regiomontanus (1436—1476). Ugyand fogalmazta meg a tangenstételt is:

-B B-v y-o
a—b_tg 2 b—c_tg 2 c—a_tg 2

+B’ B +y’ B +o’
a+b tgazﬁ b+c thZY c+a thz(X

ahol a, b és c a haromszog oldalai, az a, B és y pedig a megfeleld oldalak-
kal szembeni szogei.

A ma haszndlatos trigonometria megalkotdja a jeles sv4jci matema-
tikus, Leonhard Euler.

5. A haromszog teruletének meghatarozasara
szolgalo képletek

A 8. osztalyos mértanbo6l mar tudjatok, hogy az a, b és c oldaly, vala-
mint i, h, és h, magassagu haromszog S tertilete a kovetkezd képlettel
szamithato ki

1 1 1
S =—-ah, =—bh, ==ch,.
2 2 2
Most mar az is lehetévé valt, hogy néhany mas képletet is levezes-
stink a haromszog teriiletének meghatarozasara.

5.1. tétel. A haromszog teriilete a haromszog két oldala-
nak és az daltaluk kozbezart szog szinusza szorzatanak a felével
egyenlo.

Bizonyitds: © Vizsgaljuk meg azt az S teriiletti ABC haromszo-
get, melyben BC = a, AC = b és C/ =v. Bebizonyitjuk, hogy

1
S =—absin
2 Y
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Harom eset lehetséges:

1) a y sz0g hegyesszog (5.1. abra);
2) a y sz6g tompaszog (5.2. abra);
3) a y szog derékszog.

B

A b D
5.1. abra 5.2. abra

Az 5.1. és az 5.2. abrakon megrajzoljuk az ABC haromszégben a BD
magassagot. Ekkor S = %BD - AC = %BD -b.

Az elsG esetben BDC derékszogl haromszogben (5.1. abra) ezt kap-
juk: BD = a sin vy, a masodik esetben (5.2. 4bra): BD = a sin(180° —y) =

= a sin y. Ebbdl kovetkezik, hogy az elsd két esetben: S = Eab siny.

Ha a C szbg derékszog, akkor sin y = 1. Az ABC derékszogd harom-
szogben az a és b befogok:

S = lab = lab sin 90° = lab siny. <«
2 2 2

5.2. tétel (Héron'! képlete). Az a, b és c oldalu harom-
szog teriiletét a kovetkezé képlettel lehet meghatarozni:

S=Jp(p-a)(p-b)(p-o),

ahol p a haromszog keriiletének fele.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget, melynek
tertilete S, BC=a, AC = b, AB = c. Bebizonyitjuk, hogy

S=\p(p-a)(p-b)(p-c).

' Alexandriai Hérén — 06gorog tudds, aki a Kr. u. I. szazadban élt.
Matematikai munkai az alkalmazott matematika enciklopédidja.
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Legyen C/ =vy. Felirjuk a haromszog teriiletének kiszamitasara

szolgald képletet:
1 1

S = Eab siny. Innen S* = Zazb2 sin®y.

A koszinusztétel alapjan ¢ = a® + b? — 2ab cos y.
a’+b* -

2ab
Mivel sin?y =1 —cos?y = (1 — cos y) (1 + cos Y), ezért:

S? = iazb2 (1-cosy)(1+cosy) =

=lazb2‘(1_a2+b2—czj(1+a2+b2—02) _
4 2ab 2ab
1 ep 2ab-a® -b* +¢® 2ab+a® +b* -
4 2ab 2ab
1
= (@~ (@-b) (a+b) - )=

Innen a cosy =

_c-a+tb c+ta-b a+tb-c a+tb+tc _

2 2 2 2
_(a+b+c)—2a.(a+b+c)—2b.(a+b+c)—2c.a+b+c_
2 2 2 2
2p—2a 2p-2b 2p-2c¢ 2p
= . . - — = —a —b —C).
5 5 5 > p(p—a)(p-b)(p-o)

Innen kovetkezik: S = \/p (p—a)(p-b)(p-c). 4

5.3. tétel. Az a, b és c oldalu haromszég S teriilete a kovet-
kezé képlettel is meghatarozhaté
5o abe

4R

ahol R a haromszég koéré irt kor sugara.

Bizonyitds: © Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget, melynek
teriilete S, oldalai BC = a, AC = b, AB = ¢. Bebizonyitjuk, hogy S = 2%,
ahol R a haromszog koré irt kérvonal sugara. 4R

Legyen A/ = a. Felirjuk a haromszog tertiletképletét:

1 .
S = Ebc sin o.

A 3. pont lemmajabdl kévetkezik, hogy sin o = ﬁ.
a abc

Ekkor S:lbc sinoczlbc- =—.
2 2 2R 4R
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A bebizonyitott tantétel lehetfséget ad a haromszog koré irt kor su-
garanak meghatarozasara

_abe
48

5.4. tétel. A hdaromszég teriilete egyenlé a fél keriiletének
és a beirt korvonal sugaranak szorzataval.

Bizonyitds: © Az 5.3. dbran az
B ABC haromszog lathaté, amelybe egy r
sugard korvonal van irva. Bebizonyit-
juk, hogy

Y

ahol S az adott haromszog tertlete, p a
A 2 ¢ kertletének fele.
Legyen az O pont a beirt kor kozép-
5.3. 4bra pontja, amely az M, N és P pontokban
érinti az ABC haromszog oldalait. Az
ABC haromszog teriilete egyenld az
AOB, BOC, és COA teruleteinek 6sszegével:
S = SAOB + SBOC + SCOA'
Meghuzzuk az érintési pontokhoz a sugarakat. Azt kapjuk, hogy
OM 1 AB, ON 1 BC, OP 1 CA. Innen:
1

SAOB=%OM-AB=Er-AB;

Spoc = %ON-BC S ér-BC;

1 1
Spon =—OP-AC =—r-AC.
COA 2 2
_AB+BC+AC _

r.d
Py p

Tehat S=%r-AB+%r-BC+%r-AC=r

Az 5.4. tételt altalanositja a kovetkezd tétel.

5.5.tétel. ARor koréirtsokszog teriilete egyenlé a fél keriile-
tének és a beirt kérvonal sugaranak szorzataval.

Bizonyitsatok be onalléan ezt a tételt (5.4. abra).
Megjegyezzik, hogy az 5.5. tétel segitségével meg-
hatarozhatjuk a sokszogbe irt kérvonal sugarat

5.4. abra
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O-w 1.feladat. Bizonyitsatok be,
hogy a paralelogramma S teriilete megha-
tarozhaté az alabbi képlettel

S =ab sin a,
o

B c

ahol a és b a paralelogramma szomszédos 4 D
oldalainak hossza, a a koztiik 1év( szog. b
Megoldds. Vizsgaljuk meg az ABCD 5.5, 4bra

paralelogrammat, melyben AB = a, AD = b,
BAD/ = o (5.5. abra). Meghtizzuk a BD at-
16t. Mivel az ABDA = CBDA, ezért felirhatjuk:

1
Sypep =285y =2 Eab sin a = ab sin a. <

O—w 2.feladat. Bizonyitsatok be, hogy a dombori négyszog terii-
lete az atldi és a koztiik 1év6 szog szinusza szorzatanak felével egyenld.

C Megoldds. Legyen az ABCD négyszog
B AC és BD atléi kozotti szog ¢. Az 5.6. dbran
> AOBZ = ¢. Ekkor a BOCZ = AOD/ = 180° — ¢ és
a COD/ = ¢. Vagyis:
A Sasen = Saon * Ssoc + Scop + Spoa =
D 1

:EOB-OA-sinqo+%OB-OC-sin(1SO°—(p)+

5.6. abra 1 1
+20C-0D-sin g +_0D-OA-sin (180°~¢) =

=%OB(OA+OC)-sin(p+%OD(OC+OA)-sin(p=
1 . 1 . 1 .
=EOB-AC-Sln(p+§OD-AC-s1n(p=EAC(OB+OD)-s1n(p=

:%AC-BD-sin(p.d

3.feladat. A haromszog oldalai 17 cm, 65 cm és 80 cm. Hatéroz-
zatok meg a haromszog legkisebb magassagat, valamint a beirt és a
korulirt korok sugarait!

Megoldds. Legyen a=17 cm, b = 65 cm, ¢ = 80 cm.

) p Y 1oz 1 0
Meghatarozzuk a haromszog félkeruletét: p = % =81 (cm).

A haromszog teruletét Héréon képletével szamitjuk ki:
S = \/p(p—a)(p—b)(p—c) = \/81(81—17)(81—65)(81—80) =

=,/81:64:16 =9-8-4 =288 (cm?.
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A haromszog legkisebb magassiga a ¢ hosszisagu oldalra bocsatott
magassag lesz. Ez az oldal a haromszog legnagyobb oldala.
25 _2-288

. 1 .
Mivel S =—ch,, ezért h, = =72 (cm).
2 c 80

p . S 288 32

A beirt kor sugara r = —=——=— (cm).
p 8 9
o be 17-65-80 17-65-5 5525
A korulirt kér sugara R = e _ = = (cm).
48 4-288 4-18 72

32 5525
Felelet: 7,2 cm, o cm, o cm. <«

) |

1. Hogyan lehet meghatarozni a haromszog teruletét, ha ismert két oldala és
az altaluk bezart szdge?

2. Irjatok fel a haromszog teriiletének kiszamitasara szolgalé Héron-képletet!

3. Hogyan lehet meghatéarozni a haromszdg teriiletét, ha ismertek az a, b és
c oldalai és a kortlirt kér R sugara?

4. Hogyan lehet meghatarozni a haromszog koré irt kdr sugarat, ha ismert a
haromszog terlilete és az oldalai?

5. Hogyan lehet meghatérozni a hdromszog teriletét, ha ismert a félkerilete
és a beirt kor sugara?

6. Hogyan lehet meghatarozni a haromszo6g beirt kérének sugarat, ha ismert
a haromszdog teriilete és az oldalai?

7. Mivel egyenl6 a kor koré irt sokszog tertilete?

e
W GYAKORLATOK I

5.1.° Hatarozzatok meg az ABC haromszog teruletét, ha:
1) AB=12cm, AC=9 cm, AZ = 30°;
2) AC=3cm, BC=6+2 cm, C/=135°!
5.2.° Hatarozzatok meg a DEF haromszog teriletét, ha:
1) DE="7cm, DF =8 cm, DZ = 60°
2) DE=10cm, EF =6 cm, EZ = 150°!
5.3.° Az MKN haromszog teriilete 75 cm? Hatarozzatok meg az MK oldal
hosszat, ha KN = 15 cm, K/ = 30°!
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5.4.° Hatarozzatok meg az ABC haromszog adott oldalai k6zotti szoget, ha:
1) AB =12 cm, BC = 10 cm, a hdromszdg teriilete pedig 303 cm?
2) AB=14 ¢cm, AC = 8 ¢cm, a haromszog teriilete pedig 56 cm?!

5.5.° Az ABC haromszog teriilete 18 cm?. Adott, hogy AC =8 cm,
BC =9 cm. Hatarozzatok meg a C szog fokmértékét!

5.6.° Hatarozzatok meg az egyenl6 szart haromszog teriiletét, ha a szara
16 cm és az alapnal 1évG szoge 15°!

5.7.° Hatarozzatok meg a haromszog teruletét, ha oldalai:

1) 13 ecm, 14 ¢cm, 15 cm; 2) 2 cm, 3 cm, 4 cm!
5.8.° Hatarozzatok meg a haromszog teruletét, ha oldalai:
1) 9cm, 10 cm, 17 cm; 2) 4 cm, 5 cm, 7 cm!

5.9.° Hatarozzatok meg a haromszog legkisebb magassagat, ha oldalai-
nak hossza 13 cm, 20 cm és 21 cm!

5.10.° Hatarozzatok meg a haromszog legnagyobb magassagat, ha olda-
lainak hossza 11 ¢m, 25 cm és 30 cm!

5.11.° A haromszog keriilete 32 cm, a beirt kér sugara 1,5 cm. Hataroz-
zatok meg a haromszog tertletét!

5.12.° A haromszog teriilete 84 cm?, a kertilete 72 cm. Hatdrozzatok meg
a beirt kor sugarat!

5.13.° Hatarozzatok meg a beirt és a korilirt kér sugarait, ha a harom-
sz0g oldalai:
1) 5¢cm, 5 cm és 6 cm; 2) 25 ¢cm, 29 cm és 36 cm!

5.14.° Hatarozzatok meg a beirt és a korilirt kor sugarait, ha a harom-
szog oldalai 6 cm, 25 cm és 29 cm!

5.15.° Hatarozzatok meg a paralelogramma tertletét, ha oldalai a és b
valamint a koztik 1év6 szog a, ha:
1) a=52 cm, b =9 cm, o =45°
2)a=10cm, b =18 cm, o, = 150°!

5.16.° Mivel egyenl6 annak a paralelogrammanak a teriilete, melynek
oldalai 7 cm és 12 cm, az egyik szoge pedig 120°?

5.17.° Hatdrozzatok meg a rombusz teriiletét, ha oldala 9+/3 cm és
szoge 60°!

5.18.° A dombort négyszog atléi 8 cm és 12 cm, a koztik 1év6 szog pedig
30°. Hatarozzatok meg a négyszog teriletét!

5.19.° Hatarozzatok meg a dombort négyszog tertiletét, ha atloi 3 V3 em
és 4 cm, a koztiik 1év§ szog pedig 60°!

5.20.° Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszog szarat, ha tertilete
36 cm?, a szarszoge pedig 30°!
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5.21.° Két adott oldallal rendelkez6é haromszog koziil, melyiknek lesz
nagyobb a tertlete?

5.22.* Lehet-e a 4 cm és 6 cm-es oldalakkal rendelkezd haromszognek
a tertlete:
1) 6 cm?; 2) 14 cm?; 3) 12 cm??

5.23.° A paralelogramma két szomszédos oldala megfelelGen egyenld a
téglalap két szomszédos oldalaval. Mivel egyenlé a paralelogramma
hegyesszoge, ha a tertilete kétszer kisebb a téglalap tertileténél?

5.24.° Hatarozzatok meg az 5.7. dbran 1év6 S, és S, teriiletd haromszo-
gek tertleteinek aranyat (a szakaszok hossza centiméterben van
megadva)!

4
a b c
5.7. dbra

5.25.° Az AD szakasz az ABC haromszog szogfelezdje. Az ABD haromszog
tertlete 12 cm?, az ACD haromszogé pedig 20 cm?. Hatarozzatok meg
az AB és AC oldalak aranyat!

5.26.° Hatarozzatok meg a haromszog teruletét, melynek oldala a, és a
rajta fekvd két szoge B és y!

5.27.° A haromszog koré irt kor sugara R. A haromszog két szoge o és f.
Hatarozzatok meg a haromszog teruletét!

5.28.° Az ABC haromszogben adott, hogy AC=b,A/ = a, BZ = . Hata-
rozzatok meg a haromszog teriiletét!

5.29.° Az ABC haromszogben az A egyenl6 a-val, a BD és CE magassagok
pedig megfelelen h, és h,. Hatdrozzatok meg az ABC haromszog
teruletét!

5.30.° Az ABC haromszoég magassaga BM, BM=h, AZ=a, ABCZ =p.
Hatarozzatok meg az ABC haromszog teruletét!
5.31.° A haromszogbe, melynek oldalai 17 cm, 25 cm és 28 cm, egy olyan

kér van irva, melynek kozéppontja 6ssze van kotve a haromszog
csucsaival. Hatarozzatok meg a keletkezett haromszogek teruleteit!

5.32. Az ABC haromsziégben az AD szakasz szogfelez6, AB =6 cm,
AC=8cm, BACZ = 120°. Hatarozzatok meg az AD szogfelez6 hosszat!
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5.33. Hatarozzatok meg annak a trapéznak a teriletét, melynek alapjai
10 ¢cm és 50 c¢m, szarai pedig 13 cm és 17 cm!

5.34. Hatarozzatok meg annak a trapéznak a teriletét, melynek alapjai
4 cm és 5 cm, atléi pedig 7 cm és 8 cm!

5.35." A BM és CK szakaszok az ABC haromszog magassagai, AZ = 45°,
Hatarozzatok az AMK és ABC haromszogek teriileteinek aranyat!

5.836. A haromszog oldalai 39 ¢cm, 41 cm és 50 cm. Hatarozzatok meg
annak a kornek a sugarat, melynek kozéppontja a haromszog legna-
gyobb oldalara illeszkedik, és a masik két oldalat a kérvonal érinti!

5.37.* A haromszog csucsait 6sszekototték a beirt kor kozéppontjaval.
Ezek a szakaszok az adott haromszoéget olyan haromszogekre bont-
jak, melyek teriiletei 26 cm?, 28 cm? és 30 cm?. Hatdrozzatok meg az
adott haromszog oldalait!

5.38.** Bizonyitsatok be, hogy 1 + l+ L l, ahol a h,, h, és h, a ha-

1 2 s T
romszog magassagainak hossza, r pedig a beirt kor sugara!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

5.39. A téglalap csucsabdl az atléra bocsatott merdleges a szoget
4 : 5 aranyban osztja. Hatarozzatok meg a merdleges és a masik atlo
kozotti szoget!

5.40. Az ABCD trapéz (BC || AD) MK koézépvonala 56 cm. Az AB oldal
M felezépontjan at a CD oldallal parhuzamos egyenest fektettek,
amely az AD alapot E pontban ugy osztja fel, hogy AE : ED=5 : 8.
Hatarozzatok meg a trapéz alapjait!

5.41. Az ABC haromszogben a CD szakasz szogfelezd. A D ponton at az
AC egyenessel parhuzamos egyenest fektettek, amely a BC oldalt
az E pontban metszi. Hatarozzatok meg a DE szakasz hosszat, ha
AC=16 cm, BC=24 cm!

), FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ

5.42. Hatarozzatok meg a domboru hétszog szégeinek 0sszegét!
5.43. Létezik-e olyan dombord sokszog, mely szogeinek osszege:
1) 1080°; 2) 1200°?
5.44. Létezik-e olyan sokszog, melynek minden szoge:
1) 72°; 2) 171°?
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5.45. Igaz-e az allitas (magyarazzatok meg a valaszt):
1) ha a korbe irt sokszég minden oldala egyenld, akkor szogei szintén

egyenldk;
2) ha a korbe irt sokszog minden szoge egyenld, akkor oldalai szintén
egyenldk;

3) ha a kor koré irt sokszog minden oldala egyenld, akkor szogei
szintén egyenldk;

4) ha a kor koré irt sokszog minden szoge egyenld, akkor oldalai
szintén egyenlGk?

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

5.46. Adott egy 99 x 99 négyzetriacsos négyzet. Mindegyik négyzet
vagy feketére vagy fehérre van festve. Egyszerre at lehet olyan
szinre festeni egy oszlopot vagy egy sort, amelyik szind négyzetbdl
az adott oszlopban vagy sorban eredetileg tobb volt, mint a masik
szind négyzetbdl. Mindig el lehet-e igy érni, hogy az 6sszes négyzet
egyszinl legyen?

Eg A HAROMSZOGET KiVULROL ERINTO KORVONALAK I

Meghuzzuk az ABC haromszog két kiilsG A és C szogének a szogfe-
lezGit (5.8. abra). Legyen ezen szogfelez6k metszéspontja O. Ekkor az
O pont egyenl§ tavolsagra lesz az AB, BC és AC egyenesektdl.

Meghtzunk harom merélegest: OM L AB, OK L AC, ON L BC. Ert-
hetd, hogy OM = OK = ON. Tehat létezik egy O kozéppontu korvonal,
amely érinti a haromszog oldalat, és a masik két oldal meghosszabbi-
tasat. Az ilyen korvonalat az ABC haromszog kiviilr6l érinté korének
vagy a haromszog hozzairt korének nevezziik (5.8. abra).

Mivel OM = ON, ezért az O pont az ABC szog szogfelezdjére illesz-
kedik.

Barmely haromszog harom kiviilr6l érint6 kérvonallal rendelkezik.
Az 5.9. dbran ezeknek a kéréknek a kozéppontjait O,, O, és O, -val, a
hozzajuk tartozé kérvonalak sugarait pedig r, r, és r-vel jelolték.

A korhoz egy pontb6l htzott érinték tulajdonsiaga alapjan kapjuk,
hogy CK = CN, AK = AM (5.8. abra). Ekkor AC = CN + AM. Tehéat az
ABC haromszog kertlete egyenls a BM + CN 6sszeggel. De a BM = BN.
Ekkor a BM = BN = p, ahol a p az ABC haromszog félkertlete.
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5.8. abra 5.9. abra

Innen a kovetkez6t kapjuk:

1
S e = Syus + Socp — S = %OM-AB+%ON~BC—EOK-AC -

1 +b+c-2b 2p-2b
:Erb(c+a—b):rb-a 2c =r,- p2 =r1,(p-b).

Adédik, hogy r, = ib ahol S az ABC héromszdg teriilete.
-

Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy r, = S , I, = S .
p-a p-c
GYAKORLATOK I
. e 1 1 1 1 p ..
. Bizonyitsatok be, hogy — = —+ — + —, ahol az r az ABC haromszogbe
r I"a b I"C

irt kérvonal sugara!

. Bizonyitsatok be, hogy a derékszogl haromszog S tertletét ki lehet
szamitani az S =r - r képlettel, ahol r, a derékszogli haromszéget
kivulrél érinté korvonal sugara, amely az atfogdt érinti, r az adott
haromszogbe irt kor sugara!

. Az aoldald egyenlé oldalt haromszogbe kér van irva. A korhoz olyan
érint6 van htizva, melynek a haromszogon beliili szakaszanak hossza
b-vel egyenld. Hatarozzatok meg annak a haromszognek a tertiletét,
melyet ez az érintd lemetsz az egyenlS oldali haromszogbdl!
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4. Az ABCD négyszog BD atléja merdleges az AD oldallal, ADC/ = 135°,

BAD/ = BCD/ = 60°. Bizonyitsatok be, hogy az AC atl6 a BAD szog
szogfelezdje lesz!

Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a C pont az ABD haromszoget
kivulrdl érintd kérvonal kézéppontja!

Az ABC haromszog B szoge 120°. Az AN, CF és BK szakaszok az
ABC haromszog szogfelezbi. Bizonyitsatok be, hogy az NKF szog
értéke 90°!

Utmutatds. Az AB oldal B-n tuli meghosszabbitasan jeloljiink egy M
pontot. Ekkor az MBC/ = KBCZ = 60°, vagyis a BC félegyenes az
ABK haromszog MBK kils6 szogének a szogfelezbje. Ebbdl kovetkezik,
hogy az N pont az ABK haromszoget kivilrdl érint6 korének kozép-
pontja. Hasonldéan bizonyithatd, hogy az F pont BCK haromszoget
kivilrdl érintd kérének kozéppontja.

Az ABCD négyzet oldala 1 cm. Az AB és BC oldalakon megfelelGen
jeloltek egy M és N pontot Ggy, hogy az MBN haromszog kertlete
2 cm legyen. Hatarozzatok meg az MDN szog mértékét!

Utmautatds. Bizonyitsatok be, hogy a D pont az MBN haromszoget
kiviilr6l érinté korének kozéppontja lesz!
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1. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

. Melyik igaz az alabbi egyenléségek koziil?
A) cos (180° — o) = sin o
B) cos (180° — o) = cos a;;
C) sin (180° — a) = cos a;
D) sin (180° — o) = sin a.

. Melyik igaz az alabbi egyenlétlenségek koziil?
A) sin 100° cos 110° > 0;

B) sin 100° cos 10° < 0;

C) sin 100° cos 110° < 0;

D) sin 100° cos 90° > 0.

. Hatéarozzatok meg a haromszoég harmadik oldalat, ha két oldala 3 cm
és 8 cm, a koztiik 1év( szoge pedig 120°!

A) Jo7 cm; B) 7 cm; C) 9 cm; D) V32 cm.

. Milyen az a szog, amely a haromszog legnagyobb oldalaval szemkozt
fekszik, ha az oldalai 4 cm, 7 cm és 9 cm?

A) hegyes;

B) tompa;

C) derék;

D) nem lehet megallapitani.

. A haromszog két oldala kozotti szog 60°, ezek koziil az egyik oldala
10 cm-rel nagyobb a masiknal, a harmadik oldala pedig 14 cm. Milyen
hosszu a haromszog legnagyobb oldala?

A) 16 cm; B) 14 cm; C) 18 cm; D) 15 cm.

. A paralelogramma atléi 17 cm és 19 cm, oldalainak aranya pedig
2 : 3. Mivel egyenl§ a paralelogramma tertlete?
A) 25 cm; B) 30 cm; C) 40 cm; D) 50 cm.

. Az ABC haromszogben adott, hogy AB =8 ¢cm, C£ = 30°, AL = 45°.
Hatérozzatok meg a BC oldal hosszat!
A) 82 cm; B) 42 cm; O) 162 cm; D) 122 cm.

. Mivel egyenlb az ABC haromszogben az AC : BC oldalak aranya, ha
Az =120°, BZ =30°?

A) é; B) V3; 0) g; D) %
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9. Az ABC haromszgben adott, hogy AB=4+/2 cm, C/ = 135°. Haté-
rozzatok meg a haromszog koré irt kérvonal atmérdjét!
A) 4 cm; B) 8 cm; C) 16 cm; D) 2 cm.

10. Legfeljebb mekkora lehet annak a haromszognek a tertilete, melynek
oldalai 8 cm és 12 cm?
A) 96 cm?;
B) 48 cm?;
C) 24 cm?;
D) nem lehet megallapitani.

11. Hatarozzatok meg a haromszogbe irt és korilirt kérvonalak sugarai-
nak 6sszegét, ha a haromszog oldalai 25 cm, 33 cm és 52 cm!
A) 36 cm; B) 30 cm; C) 32,5 cm; D) 38,5 cm.

12. A haromszog két oldalanak hossza 11 cm és 23 cm, a harmadik oldal-
hoz huzott stlyvonala pedig 10 cm. Hatarozzatok meg a haromszog
ismeretlen oldalat!

A) 15 cm; B) 30 cm; C) 25 cm; D) 20 cm.
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I AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA .

Koszinusz és szinusz

Az o (0°<0<180°) szbg koszinuszanak és szinuszanak az egység-
félkoron 1éve, az o szognek megfelel6 M pont abszcisszajat és ordi-
natajat nevezzuk.

Tangens

Az o, ahol 0°<a<180° és a # 90° a szbg tangensének a S

aranyt nevezzik.

Ccos O

A koszinusztétel

A haromszog oldalanak négyzetét megkapjuk, ha a masik két oldal
négyzetének 6sszegébdl kivonjuk a két oldal és az altaluk bezart
sz0g koszinuszanak kétszeres szorzatat:

a?=b%+ c? - 2bc cos a.

A koszinusztétel kovetkezménye

Legyen a, b és ¢ a haromszog oldalainak hossza, melyek kozil az a
oldal a leghosszabb. Ha a? < b% + ¢%, akkor a haromszog hegyesszogd
lesz, ha a? > b2 + ¢%, akkor tompaszogd, ha pedig a? = b? + ¢2, akkor
az adott haromszog derékszogd lesz.

A korvonal huarjarol sz616 lemma
A korvonal hurja egyenl6 az atmérdjének és a neki megfelel§ keri-
leti szbg szinuszanak szorzataval.

A szinusztétel

A haromszogek oldalail aranyosak a szemben 1évG szégek szinusza-
val:

a b ¢

sina  sinf siny

A haromszog teriiletének meghatarozasara szolgalé képletek

S=%absiny
Hérén képlete: S =\/p(p—a)(p—b)(p—6‘)
g abe

4R

S=pr
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A haromszogbe irt korvonal sugaranak képlete
S

r=—
p

A haromszog koré irt korvonal sugaranak képlete

R=—12
2sin o
b

R=%¢
48

A kor koré irt sokszog teriilete

A kor koré irt sokszog tertlete egyenld a fél kertuletének és a beirt
kor sugaranak szorzataval.
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Ebbdl a paragrafusdl megtudjatok, milyenek a szabalyos sokszo6-
gek. Megtudjatok azt is, hogyan lehet kdrz6 és vonalzo segitségé-
vel megszerkeszteni néhanyat kdzuluk.

Megtanuljatok meghatérozni a szabalyos sokszdgbe és koré irt
korvonalak sugarat, a koriv hosszat, a korcikk és a korszelet te-
ruletét.

6. Szabalyos sokszogek és ezek tulajdonsagai

Meghatarozas. A sokszoget szabalyosnak nevezziik, ha
minden oldala és minden szége egyenld.

Mar néhany szabalyos sokszoggel talal-
koztatok: az egyenld oldald haromszog az
egy szabalyos haromszog, a négyzet pedig
egy szabalyos négyszog. A 6.1. abran szaba-
lyos 6tszog és nyolceszog lathato.
Megismerkediink néhany olyan tulaj-
donsaggal, amely minden szabalyos n-szog- 6.1. abra
re érvényes.

6.1. tétel. A szabdlyos soksz6g dombori soksz6g lesz.

A tétel bizonyitasa a 60—61. oldalakon talalhatd.

180°(n - 2)

A szabalyos n-sz6g mindegyik szige -nel egyenld. Valé-

ban, a domboru n-szég szogeinek 6sszege egyenls 180° (n — 2), és mivel
180°(n —2)

n

minden szdge ugyanakkora, ezért mindegyik szoge

A szabalyos haromszogben van olyan pont, amely egyenld tavolsag-
ra van mindegyik cstcsatdl és oldalatol. Ez a pont a szabalyos harom-
szog szogfelezbinek metszéspontja. A négyzet atléinak metszéspontjara
is igaz ez a tulajdonsag. Azt, hogy barmilyen szabalyos sokszogben van
olyan pont, amely egyenld tavolsdgra van a csucsaitdl és az oldalaitél,
a kovetkezs tétel igazolja.
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6.2. tétel. Barmilyen szabdlyos sokszog egyszerre lesz
korbe irt és kor koré irt is, és a beirt és koriilirt korvonalainak
kozéppontjai egybeesnek.

Bizonyitds.© A6.2. Abran egy szabalyos AAA,...A sokszog lat-
haté. Bebizonyitjuk, hogy bele is és koré is korvonal irhato.

Meghtzzuk az A, és A, szogek szogfelezbit. Legyen az O pont ezek
metszéspontja. Az O pontot 6sszekotjiik az A, ponttal. Mivel az OA /A,
és az OA,A, hdromszdgekben a 2. és 3. szogek egyenlSk, A A, = A A, és
OA, a kozos oldaluk, ezért ezek a haromszogek egybevagoéak lesznek a
haromszogek egybevagdsaganak els6 ismertetdjele alapjan. Ezenkivil
az 1. és 2. szogek egyenldk, mint az egyenld szogek félszogei. Innen ko-
vetkezik, hogy az OA A, egyenl szard haromszog lesz, tehat az OAA,
hdromszog szintén egyenld szaru. Ezért OA = OA, = OA,.

Osszekotve az O pontot az A, A, ..., A |, A pontokkal, hasonl6an
be lehet bizonyitani, hogy OA, = OA,=...= 0A = O0A .

Tehat az A A A....A, sokszogben létezik egy pont, amely egyenld ta-
volsagra van mindegyik csucstdl. Ez az O pont, amely a sokszog koré

irt kérvonal kézéppontja.

Mivel az OA A, OAA,, OAA,, ..., OA A, OA A, egyenl§ szart
haromszogek egybevagdak, ezért az O pontb6l huzott magassagaik
is egyenldk. Innen levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy az O pont
egyenld tavolsagra lesz a sokszog minden oldalatél. Tehat az O pont a
sokszogbe irt korvonal kozéppontja. <

Azt a pontot, amely a szabalyos sokszog beirt kérének és a korulirt
korének a kozéppontja, a szabalyos sokszog kézéppontjanak ne-
vezzik.

A 6.3. abran a szabalyos n-szog egy része lathat6, melynek az O pont
a kozéppontja és AB az a_hosszisagu oldala. Az AOB szoget a szaba-

A4
A, o
| >
Az ‘ Anfl
NV u
A, A, A M B

6.2. abra 6.3. abra
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lyos sokszog kozépponti szogének nevezzik. Erthetd, hogy

AOB, = 389

n

Az AOB haromszogben meghtzzuk az OM magassagot. Ekkor

aoMs =BoM s =8 Ani- MB- % Az OMB haromszégb6l kap-
n
. MB , MB
juk, hogy OB = = G —~ és OM = = adt —.
sin BOM / 9 i 180 tg BOM/ 180
sin 2tg ——
n n

Az OB és OM szakaszok a szabalyos n-szog korilirt és beirt koré-
nek sugarai. Ha ezek hosszat megfelelden R és r -nel jeloljik akkor az
eredmények a kovetkezd képletekkel irhatok fel:

a’n a’n
R, = . 180° L 180°
2 sin g

n n

Ha a képletekbe az n helyett behelyettesitjik a 3, 4, 6 szamokat,
akkor megkapjuk a szabalyos a oldali haromszog, négyszog és hatszog
beirt és korulirt korei sugarainak képletét.

A szabalyos n-oldald sokszog B _ _

oldalainak szdma n=3 n=4 n=6

A kortlirt kor sugara R =2 V3 R =2 V2 Ry=a
3 3 4 2

A beirt kér sugara — V3 r=2 r=2 3
3 6 2 o 2

A kapott eredményekbdl az kovetkezik, hogy
a szabalyos hatszog oldala egyenld a korilirt
korének sugaraval. Ennek ismeretében felirhat-
juk a szabdlyos hatszog szerkesztésének algorit- M
musat: a kérvonal barmely M pontjabdl egymas
utdn sorba rd kell mérni a kérvonalra a sugarral
egyenld iveket (6.4. abra). Igy megkapjuk a sza-

balyos hatszdg csucsait.
6.4. abra
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C
6.5. dbra 6.6. abra

A szabalyos hatsz6g minden masodik csticsanak 6sszekotésével sza-
balyos haromszoget kapunk (6.5. 4bra).

Szabalyos négyszog szerkesztéséhez elegends két, AC és BD egy-
masra meré6leges atmérét meghuzni (6.6. abra). Ekkor az ABCD négy-
sz0g négyzet lesz (bizonyitsatok be 6nalléan).

Egy szabalyos n-sz6g megszerkesztése utan konnyen megszerkeszt-
hetjik a szabalyos 2n-szoget is. Ehhez meg kell hatarozni az n-szog
minden oldalanak felez&pontjat, majd ezeken a felez6pontokon keresz-
til meghuzni a korulirt kérvonal sugarait. Ekkor a sugarak végpontjai
és az adott n-szog csucsai a szabalyos 2n-sz0g csucsai lesznek. A 6.7. és
a 6.8. abrak a szabalyos 8-szog és 12-sz0g szerkesztését szemléltetik.

6.7. abra 6.8. abra

1. feladat. Létezik-e olyan szabalyos sokszog, melynek szoge: 1)
155°; 2) 177°? Ha a valaszotok igen, akkor nevezzétek meg a sokszog
tipusat!

1) Legyen n a keresett szabalyos sokszog oldalainak szama. Egy-
részt a sokszog szogeinek 6sszege 180° (n — 2). Masrészt viszont 155°n.
Tehat 180° (n — 2) = 155°n; 25°n = 360°; n = 14,4. Mivel n-nek termé-
szetes szamnak kell lennie, ilyen szabalyos haromszog nem létezik.
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2) 180°(n — 2) = 177°n; 180°n — 360° = 177°n; n = 120.

Felelet: 1) nem létezik; 2) 1étezik, ez a szabalyos sokszog szadzhusz-
sz0g lesz.

2.feladat. A kiorbe egy szabalyos haromszog van irva, melynek
oldala 18 cm. Hatarozzatok meg annak a szabalyos hatszognek az olda-
lat, amely az adott kor koré van irva!

Megoldds. A szabalyos haromszog koré irt koér sugara az

R, = a;f képlettel szamolhaté ki, ahol az a a haromszdég oldala
(6.9. abra). Tehat R, = ﬂ_ﬁf 3 (cm).

A feladat feltétele szerlnt a szabalyos hat-
szogbe irt koér sugara egyenld a szabalyos o

haromszog koré irt kor sugaraval, vagyis p

b3

r,=R,=6+/3 cm. Mivelr,=-——, ahol b a ( )
2

szabalyos hatszog oldalanak hossza, ezért

b= zTr 2\‘}‘f_12 (cm). N

Felelet: 12 cm. « 6.9. abra

\

7 -

Milyen sokszdget neveziink szabalyosnak?
Hogyan nevezik masképpen a szabalyos haromszoget?
Hogyan nevezik masképpen a szabalyos négyszoget?
Milyen szabalyos sokszog koré lehet kort irni?
Milyen szabalyos sokszdgbe lehet kort irni?
Hogyan helyezkedik el a szabalyos sokszdgbe irt kérvonal kbzéppontja a
szabdalyos sokszog koré irt kor kozéppontjahoz képest?
Mit neveziink a szabalyos soksztg k6zéppontjanak?
irjatok fel a szabalyos sokszogbe irt kdrvonal és a szabalyos sokszog koré
irt kor sugarainak képletét az n-szogre, a haromszogre, a négyszogre, a
hatszogre!
9. Irjatok le a szabalyos hatszég szerkesztésének folyamatat!
10. irjatok le a szabalyos négyszog szerkesztésének folyamatat!
11. Hogyan lehet megszerkeszteni egy szabalyos 2n-szdget egy szabalyos
n-sz6g alapjan?

oakrwWDNE

© N
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//L \
IE';Q\ L GYAKORLATI FELADATOK s

6.1.° Rajzoljatok egy korvonalat, melynek sugara 3 cm! Szerkesszetek
ebbe a korbe irt:
1) szabalyos hatszoget;
2) szabalyos haromszoget;
3) szabalyos tizenkétszoget!

6.2.° Rajzoljatok egy kérvonalat, melynek sugara 2,5 cm! Szerkesszetek
ebbe a korbe irt: 1) szabalyos négyszoget; 2) szabalyos nyolcszoget!

W GYAKORLATOK I

6.3.° Hatarozzatok meg a szabalyos n-szog szogeit, ha:

1) n = 6; 2)n=29; 3) n=15!
6.4.° Hatarozzatok meg szogeit a szabalyos:
1) nyolcszognek; 2) tizszognek!

6.5.° Hany oldala van a szabalyos sokszognek, ha a szige egyenlé:
1) 160°-kal; 2) 171°-kal?
6.6.° Hany oldala van a szabalyos sokszoégnek, ha a szogei egyenl6k:
1) 108°-kal,; 2) 175°-kal?
6.7.° Létezik-e olyan szabalyos sokszog, melynek szoégei egyenlGk:
1) 140°-kal, 2) 130°-kal?
6.8.° Hany oldalt a szabalyos sokszég, ha szégének mellékszoge

1 p
9 -de a sokszog szogének?

6.9.° Allapitsétok meg a szabalyos sokszog oldalainak szamat, ha a szoge
168°-kal nagyobb a mellékszogénél!

6.10.° Hany oldala van a korbe irt szabalyos sokszégnek, ha az oldalan
1év6 koriv fokmértéke:
1) 90°; 2) 24°?

6.11.° Hatarozzatok meg a szabdlyos sokszog oldalainak szamat, ha az
oldalara tamaszkodé kozépponti szog:
1) 120°; 2) 72°!
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6.12.° Legyen a a szabalyos haromszog oldalanak hossza, R és r pedig
megfelelGen a korulirt és a beirt korének sugarai. Toltsétek ki a
tablazatot (az adatok cm-ben vannak megadva)!

a R r
63

443

6.13.° Legyen a a négyzet oldaldnak hossza, R és r pedig megfeleléen
a korulirt és a beirt korének sugarai. Toltsétek ki a tdblazatot (az
adatok cm-ben vannak megadva)!

a R r

8

V2

6.14.° A szabédlyos hdromszog magassaga 15 cm. Mivel egyenld a:
1) korulirt kor; 2) beirt kor sugara?

6.15.° A négyzet 4tléja 6+/2 cm. Mivel egyenl§ a:

1) korulirt kor; 2) beirt kor sugara?

6.16.° A kor sugara 12 cm-rel egyenld. Hatarozzatok meg a beirt sokszog
oldalat a szabalyos:
1) hatszognek; 2) tizenkétszognek!

6.17.° A kor sugara 8 V3 cm. Hatdrozzatok meg a kor koré irt szabalyos

hatszog oldalat!

O—w 6.18.° Bizonyitsatok be, hogy a szabalyos haromszog kéré irt kor
sugara kétszer nagyobb a haromszogbe irt kor sugaranal!

6.19.° A szabalyos haromszog koré irt kor sugara 4 cm-rel nagyobb a beirt
kor sugaranal. Hatarozzatok meg a haromszogbe irt és a korulirt kor
sugarat, valamint a haromszog oldalat!
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6.20.° A szabalyos sokszog oldala a, a koré irt kor sugara R. Hatarozzatok
meg a beirt kor sugarat!

6.21.° A szabalyos sokszog beirt és kortlirt korének sugara r és R. Ha-
tarozzatok meg a sokszog oldalat!

6.22.° A szabalyos sokszog oldala a, a beirt kor sugara pedig r. Hataroz-
zatok meg a korulirt kér sugarat!

6.23.° A kor koré irt szabalyos hatszog oldala 4 V3 cm. Hatérozzatok
meg ebbe a kérbe irt négyzetnek az oldalat!

6.24.° A korbe egy 6 J2 cm oldald négyzetet irtak. Hatarozzatok meg a
kor koré irt szabalyos haromszog oldalat!

6.25.° A kér atmérdje 16 cm. Ki lehet-e ebb6l a kérb6l egy 12 em-es oldala
négyzetet vagni?

6.26.° Legalabb mekkora annak a rénknek az atmérdje, melybdl egy
olyan gerenda készithetl, melynek keresztmetszete egy 15 cm-es
oldala szabalyos haromszog?

6.27.° Legalabb mekkora annak a ronknek az atmérdje, melybdl olyan
gerenda készithets, melynek keresztmetszete egy 14 cm-es oldala
négyzet?

6.28.° Hany oldala az a szabalyos sokszog, melynek szoge 36°-kal na-
gyobb, mint az oldalanak megfelel§ kézépponti szoge?

6.29.° A szabalyos sokszogbe irt korvonal szomszédos érintési pontjai-
hoz hazott sugarak kozotti szog 20°-0s. Hatarozzatok meg a sokszog
oldalainak szamat!

6.30.° Bizonyitsatok be, hogy a szabalyos 6tszog minden atmérdje egy-
massal egyenld!

6.31.° Bizonyitsatok be, hogy a szabalyos 6tszog minden atmérdgje par-
huzamos valamelyik oldalaval!

6.32.° Két egymast metszd korvonal kézos hurja az egyik korbe irt sza-
balyos haromszog oldala, és a masik korbe irt négyzet oldala lesz.
Ennek a hurnak a hossza a. Hatarozzatok meg a korok kézéppontjai
kozotti tavolsagot, ha:
1) a har kilénbo6zd oldalain helyezkednek el;
2) a har egyik oldalan vannak!

6.33.° Két egymast metsz6 korvonal kozos hurja az egyik korbe irt
szabalyos haromszog oldala, és a masik korbe irt szabalyos hatszog
oldala lesz. Ennek a hurnak a hossza a. Hatarozzatok meg a kérok
kozéppontjai kozotti tavolsagot, ha:
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1) a hur kilonbo6z6 oldalain helyezkednek el;
2) ha a huar egyik oldalan vannak!

6.34.° A korbe egy szabalyos haromszoget irtak és koré is irtak egy sza-
balyos haromszoget. Hatarozzatok meg a haromszogek oldalainak
aranyat!

6.35.° A korbe egy szabalyos hatszoget irtak és koré is irtak egy szaba-
lyos hatszoget. Hatarozzatok meg a hatszogek oldalainak aranyat!

6.36.° Bizonyitsatok be, hogy a szabalyos nyolcszog oldala R+/2 - J2,
ahol R a koré irt kor sugara!

6.37.° Bizonyitsatok be, hogy a szabalyos tizenkétszog oldala R+/2 — J3,
ahol R a koré irt kor sugara!

6.38.° Mekkora a villaskulcs pofanyilasa (6.10. abra), ha a csavar éle
25 mm, a csavar és a kulecspofa kozotti tavolsag 0,5 mm?

25

O
_\/ o

6.10. abra

6.39.° Hatarozzatok meg a szabalyos nyolcszog teriiletét, ha a koré irt
kor sugara R!

6.40.° Hatarozzatok meg a szabdlyos hatszog atloit és teriiletét, ha az
oldala a!

6.41." A 6 cm-es négyzet szogeit ugy vagtak le, hogy szabalyos nyolc-
szoget kaptak. Hatarozzatok meg a keletkezett nyolcszog oldalat!

6.42.* A 24 cm-es szabalyos haromszog szogeit ugy vagtak le, hogy sza-
balyos hatszoget kaptak. Hatarozzatok meg a keletkezett hatszog
oldalat!

6.43.* Hatarozzatok meg az a oldald szabalyos nyolcszog atléit!

6.44." Az a oldalt szabalyos tizenkétszogben egymas utan ésszekototték
minden masodik oldalanak a felezépontjat. Hatarozzatok meg az igy
keletkezett szabalyos hatszog oldalat!
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6.45.* Az a oldalu szabalyos nyolcszogben egymas utan ¢sszekototték
minden masodik oldalanak a felezépontjat. Hatarozzatok meg az igy
keletkezett négyzet oldalat!

6.46." Milyen szabalyos sokszog alaktinak kell lennie a parkettanak,
hogy lerakhaté legyen a padlé?

6.47." Adott egy szabalyos hatszog, melynek oldala 1 cm. Csak vonalzét
alkalmazva szerkesszetek egy J7 cm-es szakaszt!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

6.48. A kor 5 egyenld ivre van osztva: UAB = UBC = uCD = UDE = UAE.
Hatarozzatok meg a kovetkezd szogek mértékét:

1) BAC/; 2)BAD./; 3)BAE/; 4)CAD./; 5)DAEZ/.

6.49. Az A cstcsu szog egyik szaran B és C pontokat jeloltek (a B pont az
A és C pontok kozott fekszik), a masik szaran pedig D és E (a D pont
pedig az A és E pontok kozott), az AB = 28 cm, BC = 8cm, AD = 24 cm,
AE =42 cm, BE = 21 cm. Hatarozzatok meg a CD szakasz hosszat!

6.50. Az egyenld szara tompszogl haromszog alapja 24 cm, a koré irt
kor sugara pedig 13 cm. Hatarozzatok meg a haromszog teriiletét!

6.51. Az A ponton keresztiil a kérhoz két érint6t htztak. Az A pont és
az érintési pont kozott a tavolsag 12 cm, az érintési pontok kozott
pedig 14,4 cm. Hatarozzatok meg a kor sugarat!

@ A SZABALYOS n-SZOGEK SZERKESZTESEROL W

Bebizonyitjuk, hogy barmilyen szabalyos n-szég dombora sokszog
lesz. Ehhez elegendd bizonyitani, hogy legalabb egy szoge kisebb, mint
180°. Abbdl, hogy a szabalyos n-szégnek minden szoge
egyenl6 kovetkezik, hogy mindegyik kisebb, mint 180°,

b vagyis a sokszog domboru.
A Megvizsgalunk egy tetszlleges sokszoget és egy a
egyenest, amelynek nincs vele k6zos pontja (6.11. abra).
a A sokszég minden csicsabdl merdlegest bocsatunk az a
egyenesre.
6.11. abra

Osszehasonlitva a merdlegesek hosszat, kivalaszt-
hatjuk azt a csucsot, amely legkisebb tavolsagra van az
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a egyenestdl (ha ezekbdl tobb is van, akkor barmelyiket valaszthat-
juk). Legyen ez az A cstcs (6.11. abra). Ezen keresztil egy b egyenest
fektetiink, amely parhuzamos lesz az a egyenessel. Ekkor a sokszog-
nek az A szoge a b egyeneshez viszonyitva egy félsikban fekszik. Tehat
Az < 180°.

Mar tudtok korz6 és vonalzd segitségével szabalyos 4-széget szer-
keszteni, ami azt jelenti, hogy mar 8-szoget, 16-szoget, 32-szoget is,
vagyis barmilyen 2"-széget (n természetes szam, n > 1). A szabalyos
haromszog szerkesztése lehet6séget ad szabalyos 6-szog, 12-sz0g,
24-s70g és igy tovabb, vagyis barmilyen 3 - 2"-szog (n természetes szam)
szerkesztésére.

Szabalyos sokszog szerkesztését korzd és vonalzé segitségével, mar
az Okori gorog geométerek is tanulmanyoztak. A fentebb felsorolt sza-
balyos sokszogeken kivil mar sikeresen megbirkéztak a szabalyos
5-szogek, illetve 15-szogek szerkesztésével.

Az 6kori tudésok, akik mar tudtak szabalyos n-szoget szerkeszteni,
ha n=3, 4, 5, 6, 8, 10, prébalkoztak ennek a feladatnak a megolda-
saval, ha n =7, 9. Ez viszont nem sikerult nekik. Tobb mint kétezer
éven at a matematikusoknak nem sikeriilt ezt a problémat megoldani.
1796-ban a nagy német matematikus, Carl Friedrich Gauss korzd és
vonalzé alkalmazasaval szerkesztett szabalyos 17-szoget. 1801-ben
Gauss bebizonyitotta, hogy csak korzd és vonalzé alkalmazasdval akkor
és csakis akkor lehet szabdlyos n-szoget szerkeszteni, ha n = 2% k € N,
k>1vagyn=2"-pp,-...-p,ahol K nemnegativ
egész szam, p,, p,, ..., p, killonb6zd primszamok,
melyek 22 +1 alakdak, ahol m nem negativ
egész szam, melyeket Ferma—primeknek nevez-
nek!. Most csak 6t Ferma-primet ismernek: 3, 5,
17, 257, 65 5317.

Gauss olyan nagy jelentdséget tulajdonitott
a felfedezésének, hogy végrendeletében azt kér-
te, 17 szog legyen a sirkovén. A sirkovére nem
keriilt fel ez a rajz, azonban a braunschweigi Carl Friedrich Gauss
Gauss-emlékmi egy tizenhét szogd talapzaton (1777-1855)
all.

I Pierre de Fermat (1601-1665) — francia matematikus, a szamel-
mélet egyik alapitéja.
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7. A korvonal hossza. A korlap teriilete

A 7.1. dbran korbe irt szabalyos 4-sz6g, 8-szog és 16-sz0g lathato.

Azt vesszlk észre, hogy a szabalyos sokszog oldalainak névelésével
a szabalyos n-szog P, keriilete egyre kisebb mértékben tér el a kortilirt
korvonal C hosszatol.

A fentiekre igaz az alabbi egyenlGtlenség:

C-P>C-P,>C-P,

A szabalyos sokszog oldalainak végtelen szamu novelése utan, az
nagyon kis mértékben fog eltérni a kérvonal hosszatél. Ez azt jelenti,
hogy C - P kiilonbséget nagyon kicsivé lehet alakitani, példaul 107,
107 vagy barmilyen pozitiv szamnal kisebbé.

— /\

7.1. dbra 7.2. dbra

Vizsgéljunk meg két, a és o', oldali szabdlyos n-széget, melyek
megfelel6en az R és R’ sugart kérbe vannak irva (7.2. dbra). Ekkor a P,
és P’ kertileteiket a kovetkezd képletekkel lehet kiszamitani:

o

180
P =na,=n-2Rsin s

n
180O
P/=na’ =n-2R’sin
n
Innen

P 2R

-2 )

P 2R

Ez az egyenlGség az n (n természetes szam, n > 3) tetszGleges érté-
kére igaz. Az n értékének végtelen névelése utan a P, és P’ kertiletek
nagyon kis mértékben fognak kiilénb6zni a kéré irt kérvonalak C és C'

n

hosszatoél. Vagyis az n értékének végtelen névelése utan a > arany

nagyon kis mértékben kulonbozik a g aranytdl. Figyelembe véve a (*)
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) . , . 2R , .
Osszefliggést, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a SR szam alig fog

. C YL , C 2R
kilonbozni a o szam értékétsl. Ez csak akkor lehetséges, ha - = Ty
vagyis c_C

Y %R 2R

Az utolsé egyenlfség azt jelenti, hogy minden kérvonal esetén a
korvonal hosszanak és atmérdjének aranya mindig ugyanaz a
szam.

A 6. osztalyos matematikabol mar tudjatok, hogy ezt a szamot a
gorog n (igy olvassuk: ,pi”) bettvel jeloljik.

C v 2 1 2 . . . N
A R =7 egyenlGségbdl megkapjuk a kérvonal hosszanak kiszami-

tasara szolgalo képletet:

C=2nR

A 7 irracionalis szam, tehat nem lehet megadni véges tizedes tort
alakban. A feladatok megolddsa soran a n-nek kozelité értékével sza-
molunk, ami 3,14.

A hires 6gorog tudds, Archimédesz (i. e. III. szazad) a szabdlyos
96-sz0g koré irt kor atmérdjén keresztil kifejezte a sokszog kertiletét,

, , 10 1 . .
megallapitva, hogy 3H <m< 3;. Innen kovetkezik, hogy n ~ 3,14.

A korszerd szamitdgépek és specialis programok alkalmazasaval a
7 értékét nagy pontossaggal meg lehet hatarozni. Bemutatjuk a & tize-
desvessz6 utani 47 szamjegyet tartalmazo kozelits értékét:

7 =3,141592653589793238462643383279502884197169399317... .

1989-ben a 7 szamnak kiszdmitottdak a tizedesvessz6 utan
1011 196 691 szamjegy pontossaggal. Ez a tény bekeriult a Guinness-re-
kordok konyvébe. Maga a szam nem szerepel ebben a konyvben, mert
ennek leirdsara kozel ezer oldalra lenne sziikség. 2017-ben a © szamnak
mar tobb mint 22 billié szamjegyét hataroztak meg.

Meghatarozzuk az n°-os iv hosszanak kiszamitasara szolgald kép-
letet. Mivel a teljes kor fokmértéke 360°-kal egyenld, ezért az 1°-0s iv
hossza ?Tlg = % lesz. Tehat az n°-os iv [ hossza a kovetkezs képlettel

adhat6 meg:

nRn

1=
180
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Levezetjuk a korlap tertuletének meghatarozasara szolgald képletet.
Ujra visszatérink a 7.1. dbrahoz. Lathatd, hogy az oldalak szama-
nak névelésével az n-szég S, teriilete folyamatosan kozeliteni fog a kor-
lap S teruletének értékéhez. Az oldalak szamat a végtelenhez kozelitve
a sokszog terllete meg fogja kozeliteni a korlap tertiletét.
A 7.3. abran a szabalyos n-szog részlete lathatd, melynek kézéppont-
ja az O pont, oldala AB = a és a kériilirt kor sugara R. Bocsassunk egy
OM merdélegest az AB szakaszra. Ekkor

1 1 180°
180° S,op =—AB-OM = —a, - R cos .
n 2 2 n

o

Mivel a szabalyos n-szég cstucsaihoz

huzott sugarak n egybevagd haromszog-

re osztja a sokszoget, ezért az n-szog S,

= tertilete n-szer nagyobb az AOB harom-

A M B

szog terileténél. Ekkor S, =n-S,,,=

o

7.3. dbra = ln -a *Rcos 180
n

Innen kovetkezik,

hogy

1 180°
S = EP” -R cos , **)

n
n

ahol P az adott szabdlyos n-szég keriilete.

Az n értékének végtelenhez vald kozelitése a 180" 4rtékének a nul-

n

o

lahoz vald kozeledését vonja maga utan, és ekkor cos 180 értéke az

n

egyhez fog kozeledni. A P keriilet a korvonal C hosszat kozeliti meg, az
S tertilet pedig a korlap S teriiletéhez fog kozeliteni. Figyelembe véve

az (**) egyenlGséget fel lehet irni a kovetkezd képletet: S = %C ‘R.

Ebbd6l az egyenldségbdl megkapjuk a korlap teriiletének képletét:

S =nR?

A 7.4. abran az OA és OB sugarak a korlapot két részre osztjak, me-
lyeket kilonboz6 szinlre festettek. Ezeket a részeket az OA és az OB
sugarakkal egyutt korcikknek nevezzik.

Erthetd, hogy az R sugarua korlapot 360 egyenl6 korcikkre is fel lehet
osztani, melyek ivei 1°-osak lesznek. Egy-egy ilyen korcikk tertlete
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R’ ) P . ) 1
260' Ekkor az n°-os ivhez tartozé korcikk S tertilete a kovetkezd kép-
letettel szamithaté ki:
_ mR’n
360

A 7.5. Abran az AB hur két részre osztja a korlapot, melyet kiilonbozs
szinnel jeloltek. Ezeket a részeket az AB hurral egyutt korszeletnek
nevezzik. Az AB hart a korszelet alapjanak nevezzuk.

A B
@ AB A®B
7.4. abra 7.5. abra 7.6. abra

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a rézsaszind korszelet (7.6. abra) teri-
letét, a AB hurt tartalmazdé korcikkbdl ki kell vonni az AOB haromszog
teruletét (O a korlap kézéppontja). Ahhoz, hogy meghatarozzuk a kék
szinl korszelet tertiletét, a AB hurt nem tartalmazd korcikkhez hozza
kell adni az AOB haromszog tertiletét.

Ha az AB hur a kérvonal atmérdje, akkor a korlapot két korszeletre

nR®

osztja, melyeket félkérnek neveziink. A félkor S tertlete az S =

képlettel hatarozhaté meg, ahol R a korlap sugara.

1.feladat. A 25 cm-es sugara korlap korivének hossza © cm. Ha-
tarozzatok meg a koriv fokmértékét!

i 1 .
Megoldds.Az 1= % képletbdl kifejezve n = % Tehat a kere-
TC

sett fokmérték: n° = 180m =17,2°,
n-25

Felelet: 7,2°. 4
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C_—D 2.feladat.Az Okézéppontd, 8 cm su-
gara korbe ABCDEFMK szabalyos nyolc-
B £ szoget rajzoltak (7.7. abra). Hatarozzatok

meg az AB ivet tartalmazo6 korcikk és kor-
szelet tertletét!

Megoldds.Aszabalyos nyolcszog AOB

A Fo - 360° .
\ kozépponti szoge AOB/ = 5 - 45°,

K —M A keresett korcikk teriilete S, .. =
n-8°-45 i
7.7. abra T 360 8m (cm?).

A korszelet tertlete:

Skérszelet = Skﬁrcikk - SAOB = 87[ - %OAz Sj'n AOBA = (87'C - 16 \/E) (sz)'
Felelet: 8mcm?, (8n -16 \/E) cm? «

? -
- Milyen aranyt jelél a n?

Nevezzétek meg a n szazadokra kerekitett kdzelité értékét!

Milyen képlettel szamithato ki a kérvonal hossza?

Milyen képlettel szamithato ki a kériv hossza?

Milyen képlettel szamithaté ki a kérlap terilete?

Magyarazzatok meg, milyen mértani alakzatot neveziink kércikknek!
Milyen képlettel szamithato ki a korcikk teriilete?

Magyarazzatok meg, milyen mértani alakzatot neveziink kérszeletnek!
Magyarazzatok meg, milyen képlettel szamithaté ki a kérszelet tertlete!

©oNok~wNPRE

GYAKORLATOK I

7.1.° Hatarozzatok meg a korvonal hosszat, ha atmérdje:
1) 1,2 cm; 2) 3,5 cm!

7.2.° Hatarozzatok meg a kérvonal hosszat, ha sugara:
1) 6 cm; 2) 1,4 m!

7.3.° Hatarozzatok meg a korlap tertiletét, ha sugara:
1) 4 cm; 2) 14 dm!

7.4.° Hatarozzatok meg a korlap teriiletét, ha atmérdje:
1) 20 cm; 2) 3,2 dm!
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7.5.° Hatarozzatok meg a korlap tertiletét, ha korvonalanak hossza !

7.6.° Hatarozzatok meg a faronk keresztmetszetének teriiletét, ha ke-
rulete 125,6 cm!

7.7.° Hogyan valtozik meg a korvonal hossza, ha sugarat:
1) kétszeresére noveljuk; 2) harmadara csokkentjik?

7.8.° A kérvonal sugarat 1 cm-rel névelték. Mennyivel novekszik ekézben
a kérvonal hossza?

7.9.° A Fold egyenlitGjének hossza 40 000 000 m. Tekintve, hogy a Fold
gbmb alaku, szamitsatok ki a sugarat kilométerekben!

7.10.° Hatarozzatok meg a 7.8. abran lathaté alakzatok piros vonalainak
hosszat!

y

7.8. abra

7.11.° Hogyan valtozik meg a korlap tertilete, ha a sugarat:
1) 4-szeresére noveljuk;
2) 5-6dére csokkentjuk?

7.12.° Szamitsatok ki a 7.9. abran lathaté alakzatok vonalkazott teru-
leteit!

a a a

a b c
7.9. abra
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7.13.° Szamitsatok ki a 7.10. abran lathat6 alakzatok vonalkazott teri-
leteit, ha a négyzetracs oldala a egység!

AR
NN

7.10. abra

7.14.° Kétféle palacsintat arulnak: 30 cm-es és 20 cm-es atmérdkkel. Ha
a palacsintak egyforma vastagok, akkor a vevé mikor jar jobban: ha
egy nagyot, vagy ha két kicsit vasarol?

7.15.° Hatarozzatok meg az a oldalu szabalyos haromszog koré irt kor-
vonal hosszat!

7.16.° Hatarozzatok meg az a oldalt négyzetbe irt korvonal hosszat!

7.17.° Hatarozzatok meg az a oldald négyzet koré irt kérvonal hosszat!

7.18.° Hatarozzatok meg az a oldald szabalyos hatszogbe irt korlap
tertiletét!

7.19.° Hat4arozzatok meg az a oldala szabalyos haromszogbe irt korlap
tertletét!

7.20.° Hatarozzatok meg a korlap tertiletét, ha az a és b oldalt téglalap
koré van irva!

7.21.° Hatarozzatok meg az egyenld szard haromszog koré irt korlap
tertletét, ha a haromszog szara b, az alapnal 1évé szoge pedig a!

7.22.° Hatarozzatok meg a téglalap koré irt korvonal hosszat, ha a tég-
lalap oldala a és ez az oldal az atléval a szoget alkot!
7.23.° A kor sugara 8 cm. Hatarozzatok meg a kérvonal korivének hosz-

szat, ha ivének fokmértéke:
1) 4% 2) 18°; 3) 160°; 4) 320°!
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7.24.° A kor ivének hossza 12 cm, fokmértéke pedig 27°. Hatarozzatok
meg a kor sugarat!

7.25.° A kor ivének hossza 3m cm, sugara pedig 24 cm. Hatarozzatok
meg a koriv fokmértékét!

7.26.° Hatarozzatok meg a Fo6ld egyenlit6jének azt az ivét, melynek
fokmértéke 1°, ha az egyenlité sugara megkozelitéleg 6400 km!

7.27.° A kor sugara 6 cm. Hatarozzatok meg a korcikk tertiletét, ha a

hozza tartozo iv fokmértéke:
1) 15°; 2) 144°; 3) 280°!

7.28.° A korcikk tertlete a korlap teriiletének g része. Hatarozzatok
meg a koriv fokmértékét!

7.29.° A korcikk teriilete 6n cm? Hatarozzatok meg e korcikk ivét, ha
a kor sugara 12 dm!

7.30.° A korcikk tertlete %ﬂ cm?, a korcikk ivének fokmértéke 75°. Ha-
tarozzatok meg a korlap sugarat, melynek része az adott korcikk!

7.31.° Lehet-e a korcikk, az adott korlap korszelete is egyben?

7.32.° Hatarozzatok meg a korszelet teruletét, ha a kor sugara 5 cm, a
korszelet kérivének fokmértéke pedig:
1) 45°; 2) 150°; 3) 330°!

7.33.° Hatarozzatok meg a korszelet teriiletét, ha a kor sugara 2 cm, a
korszelet korivének fokmértéke pedig:
1) 60°; 2) 300°!

7.34.° A gépkocsi kerekének atmérdje 65 cm. A gépkocsi olyan sebes-
séggel halad, hogy a kereke masodpercenként 6 fordulatot tesz meg.
Hatarozzatok meg a gépkocsi sebességét kilométer per 6raban! A
feleletet tizedekre kerekitsétek!

7.35.° Hatarozzatok meg annak a korivnek a hosszat, melyet az éra
6 cm-es kismutatdja 1 6ra alatt tesz meg!

7.36.° Hatarozzatok meg annak a korivnek a hosszat, melyet az 6ra
24 cm-es percmutatdja 40 perc alatt tesz meg!

7.837.° A kor sugarat a egységgel novelték. Bizonyitsatok be, hogy a
korvonal hossza olyan mértékben novekedett, amely az adott kor
sugaratdl fliggetlen!
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7.38.° A haromszog oldala 6 cm, a rajta 1év6 szogei 50° és 100°. Hata-
rozzatok meg azoknak a koriveknek a hosszat, amelyekre az adott
haromszog csucsai osszak a korilirt korvonalat!

7.39.° A haromszog oldala 5 J3 cm, a rajta 1évé szogei 35° és 25°. Hata-
rozzatok meg azoknak a koriveknek a hosszat, amelyekre az adott
haromszog cstucsai osszak a korilirt korvonalat!

7.40.° Az ABC haromszog (C£ = 90°) AC befogdjara, mint atmérdre kort
szerkesztettek. Hatarozzatok meg a haromszoghoz tartozé koriv
hosszat, ha Az =24°, AC =20 cm!

7.41.° Az egyenld szaru haromszog alapon fekvg szoge 70°. Az alapra
bocsatott magassaga 27 cm, és erre, mint atmérdére, korvonalat szer-
kesztettek. Hatarozzatok meg a haromszogbe tartozé koriv hosszat!

7.42.° Az AB szakasz n részre van osztva. Mindegyik részre, mint &tmé-
rére, félkoroket szerkesztettek. Ezt a miveletet Gigy ismételték meg,
hogy az adott szakaszt m részre osztottak. Hatarozzatok meg az els6
és a masodik esetben kapott félkorei 6sszegének aranyat!

7.43.° Bizonyitsatok be, hogy a derékszégl haromszog atfogdjara, mint
atmérdre szerkesztett félkor tertilete (7.11. abra) egyenld a befogdk-
ra, mint atmérdkre szerkesztett félkorok teruletének Gsszegével!

7.44.° Két csovet, melynek atmérsi 30 cm
és 40 cm egy csore kell kicserélni ugy,
hogy az 0j cs6 ateresztéképessége!
megegyezzen a két csd egylittes at-
ereszt6képességével. Milyen legyen
ennek a csének az atmérdgje?

7.45.° Hany szazalékkal fog névekedni a
korlap tertlete, ha a sugarat 10%-kal
novelik?

7.46.° A korbe egy a oldalt négyzetet
irtak. Hatarozzatok meg a kisebbik
korszelet teriiletét, melynek alapja az
adott négyzet oldala lesz!

7.47.° Egy kor alaku lemezbdl a lehetd
legnagyobb szabalyos hatszoget vagjuk ki. Mekkora a hulladék 6ssz-
tertlete? Hany szazaléka ez a kérlemez tertiletének?

7.11. dbra

1A vizvezeték ateresztSképessége a csd keresztmetszetén egységnyi id§
alatt atfoly6 vizmennyiség.
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7.48.° A korbe a oldali szabalyos haromszog van irva. Hatarozzatok meg
a kisebbik korszelet teriiletét, melynek alapja a haromszog oldala!

7.49.° Az R sugaru korcikkbe, melynek kozépponti szége 60°, korlap van
irva. Hatarozzatok meg a korlap tertiletét!

7.50. Hatarozzatok meg a 7.12. abran lathaté alakzat vonalkazott
részének teriiletét, ha az ABCD négyzet oldala a!

B C

[

7.12. abra 7.13. abra

7.51. Az ABCD négyzet cstucsaibdl négy, a négyzet oldalaval egyenld
sugaru koriv megszerkesztése utan a 7.13. abran lathaté piros szinnel
jelolt alakzatot kaptuk. Hatarozzatok meg a piros vonal hosszat, ha

a négyzet oldala a!

7.14. dbra 7.15. dbra

7.52. (Hippokratész feladata). A téglalap koré kort irtak, és minden
oldala f6lé félkoroket szerkesztettek (7.14. abra). Bizonyitsatok be,
hogy a szinezett részek (Hippokratész holdjai) teriileteinek 6sszege
a téglalap tertiletével egyenld!

7.53. Két, 1 cm oldalhosszusagu négyzetnek kozos a kézéppontja
(7.15. abra). Bizonyitsatok be, hogy a kozos résziik tertilete nagyobb

. 3
mint —!
4
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ISMETLO GYAKORLATOK I

7.54. Hatarozzatok meg a rombusz oldalat, ha a magassaga 6 cm és az
oldala az egyik atléval 15°-os szoget alkot!

7.55. Az ABCD téglalap A szogének szogfelezdje a BC oldalat BM és
MC szakaszokra osztja, melyek hosszai megfeleléen 10 cm és 14 cm.
Milyen hossza szakaszokra osztja ez a szogfelez6 a rombusz atléjat?

7.56. A trapéz nagyobbik alapjanal 1évl szégek 6sszege 90°. Bizonyit-
satok be, hogy a trapéz alapjai felez6pontjainak tavolsaga az alapok
kilonbségének felével egyenld!

{é?‘
,- FELKESZULTUNK AZ ORAKHOZ s

7.57. Mivel egyenlé a koordinataegyenesre illeszkedd A és B pontok
kozotti tavolsag, ha:
1) A (3) és B (7); 3) A (=2) és B (-6);
2) A (—2) és B (4); 4) A (a) és B (b)?
7.58. Rajzoljatok meg a koordinatasikon az AB szakaszt, hatarozzatok
meg a rajz alapjan a szakasz felezépontjat, és hasonlitsatok 6ssze az
A és B pontok megfelel§ koordinatainak szamtani kozepével:
1) A (-1; -6), B (5; —6); 3) A (3; -5), B (-1; 3)!
2)A3;1), B(3;5);
7.59. Szerkesszetek a koordinatasikon egy ABC haromszoget, és hata-
rozzatok meg az oldalait, ha A (5; 1), B (-3; 5), C (-3; 1)!
7.60. Melyik koordinatanegyedben helyezkedik el a pont:
1) A (3; -4); 2) B (=3; 1); 3)C(4;-5); 4 D(1;9)?
7.61. Melyik koordinatanegyedben helyezkedik el az M pont, ha:
1) az abszcisszaja pozitiv, ordinataja negativ;
2) az abszcisszajanak és ordinatdjanak szorzata negativ;
3) az abszcisszaja és az ordinataja negativ?
7.62. Mit lehet mondani az A pont koordinatairél, ha:
1) az A pont az abszcisszatengelyhez illeszkedik;
2) az A pont az ordinatatengelyhez illeszkedik;
3) az A pont a negyedik negyed szogfelezGjéhez illeszkedik;
4) az A pont a harmadik negyed szogfelezbjéhez illeszkedik;
5) az A pont az els6 negyed szogfelezdjéhez illeszkedik?
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7.63. Nevezzétek meg az ABCD téglalap cstcsainak koordinatait
(7.16. abra)!

YA
B C(7; 4)
y A
B(—4; 3) C
.
A(-2; 1) D
0 x
a ] .
0 x
12
A(-1;1) B
Hl -
0 x
A D(-1; -5)
|
b
D C(2; -2)
C
7.16. dbra

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

7.64. A sikon jeloltek néhany pontot. Néhanyat koziilik pirosra szi-
neztek, a tobbit pedig kékre. Ismert, hogy mindegyik szinl pontbol
legalabb harom van, és barmelyik harom egyszind pont nem egy egye-
nesre illeszkedik. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen harom egyszind
pont egy olyan haromszog csucsai, melynek oldalara csak legfeljebb
két masik szind pont illeszkedhet!
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2. SZ. FELADATSOR.
ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

Hatarozzatok meg a szabalyos sokszog oldalainak szamat, ha a sok-
szog szoge 170°!

A) 30; C) 36;

B) 32; D) ilyen sokszog nem létezik.

Mivel egyenlé a szabdalyos tizszog kozépponti szoge?

A) 18°; B) 36°; C) 144°; D) 10°.

Milyen legnagyobb kozépponti szége lehet a szabalyos sokszognek?
A) 90°; C) 150°;

B) 120°; D) nem lehet megallapitani.

A korbe egy szabalyos a oldali hatszoget irtak. Hatarozzatok meg e
kor koré irt szabalyos haromszog oldalat!

a3 a3
3,

A) B) 23; C) av3; D) 2a /3.

. Mivel egyenl§ a szabalyos hatszogbe irt korvonal sugara, ha a hatszog

legkisebb atléja 12 cm?
A) 6 cm; B) 63 cm; C) 243 cm; D) 12 cm.

Hatarozzatok meg a 4 cm sugaru korvonal korivének hosszat, ha
fokmértéke 207°!
A) 23 cm; B) 4,6 cm; C) 23m cm; D) 4,6m cm.

A kor tertiletének hanyad részét képezi annak a korcikknek a tertilete,
melynek a kozépponti szoge 140°7?

7 7 7 7
A) —; B) —; C) —; D) —.
) 9 ) 12 ) 15 ) 18

A korbe irt 40°-0s szog egy 8 cm-es ivre tamaszkodik. Mekkora az
adott kérvonal hossza?
A) 72 cm; B) 727 cm; C) 36 cm; D) 361 cm.

Milyen hosszu az R sugaru kérvonal hurja, ha a har végpontjaival
megadott ivek hosszanak aranya 2 : 1?7

RA3 .

AR, B) 2R; 0) == D) R/3.
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10. A rajzon egy korbe irt ABC haromszog lat- B
haté, melyben AZ = 30°, BC = a. Mivel
egyenld annak a korszeletnek a terulete,
melynek alapja a BAC ivet koti 6ssze?

A) a’ (2111-;3 \/g)’ A 30 C

B) a’ (2n1—23 \/g),

o a’ (10n+3J§);
12
a® (10n-3/3)

D) ——.
) 12

11. Az ABC haromszogben adott, hogy A/ = 20°, C/ = 30°, AC = 14 cm.
Az A koézépponta kérvonal érinti a BC egyenest. Szamitsatok ki az
ABC haromszoghoz tartozo koriv hosszat!

A) Z—g cm; B) % cm; O) % cm; D) 7—6n cm.

12. A szabalyos sokszog koré irt kérvonal sugara 6 J3 cm, a beirt kor
sugara pedig 9 cm. Hany oldald ez a sokszog?

A) 6; B) 12; 0)9; D) 18.
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A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Szabalyos sokszog

A sokszoget szabalyosnak nevezziik, ha minden oldala és minden
szoge egyenld.

Szabalyos sokszog tulajdonsagai

A szabalyos sokszog domboru sokszog.

Barmilyen szabalyos sokszog egyszerre lesz korbe irt és kor koré
irt is, és a beirt és a korulirt kérvonalainak kézéppontjai egybe-
esnek.

A szabalyos sokszog koriulirt kore és a beirt kore sugaranak

meghatarozasara szolgalé képletek

A szabalyos n oldala
sokszog oldalainak n n=3 n=4 n=6
szama
a
s Toa R =
A korulirt kor suga "= 180° R = \/g R 4 J2 R —qa
ra 2sin 3 3 4 9 6
n
a
y = —
A beirt kér sugara " 180° | p, =43 =2 |, _8 V3
2tg 3 6 2 6 2
n

A korvonal hossza
C=2nR

Az n°-os iv hossza

| TEn
180

A korlap teriilete
S = nR?

Az n°-os ivet tartalmazoé korcikk teriilete

2
nR"n

360
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KOORDINATAK A SIKON '+ 3ulp

Ennek a paragrafusnak a tananyagat elsajatitva szélesiteni fogja-
tok a koordinatasikrdl sz6l6 ismereteiteket.

Megtanuljatok meghatarozni a szakasz hosszat, illetve felez6-
pontjanak koordinatait a végpontjai koordinatainak ismeretében.

Elképzeléseket szereztek az alakzatok egyenleteirél, megismeri-
tek az egyenes és a kor egyenletének levezetését.

Megismerkedtek a koordinata-médszerrel, amely lehet6séget ad
a geometriai feladatok megoldasara algebrai médszerek alkalma-
zasaval.

8. Két pont kozotti tavolsag,
ha ismeretesek a pontok koordinatai.
A szakasz felez6pontjanak koordinatai

A 6. osztalyban megismerkedtetek a koordinatasikkal, vagyis az
olyan sikkal, melyen két egymasra merdleges koordinataegyenes (absz-
cisszatengely és ordinatatengely) helyezkedik el koézos kezd&ponttal
(8.1. abra). Mar abrazolni tudjatok rajta az ismert koordinataja pon-
tokat, és forditva, meg tudjatok hatarozni a koordinatasikon abrazolt
pontnak a koordinatait.

-

YA

=
D
31 5
S
2+
5
1+S
. . . Abszcisszatengely
-3 -2 -10 1 2 3 x
_1 4
_2 4
_3__

8.1. abra
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Az x (abszcissza) és y (ordinata) tengelyeket tartalmazé koordinata-
sikot az xy siknak nevezzik.

Az xy sikon 1év6 pont koordinatait Descartes-féle koordinatak-

nak nevezziik, a nagy francia matematikus, René Descartes tisztele-

tére (lasd a 101. oldalon 1évé értekezést).

A B Méar tudjatok azt, hogyan kell meg-

3:51 3=Cz % hatdrozni a koordinatatengelyen adott
koordinataval rendelkez6 két pont ta-
8.2. abra volsagat. Az A (x) és B (x,) pontokra
(8.2. abra) a kovetkezbképpen torténik:

AB=| x,—x,1.

Megtanuljuk, hogy az xy koordinatasikon hogyan lehet meghatéa-
rozni az A (x; y,) és B (x,; y,) végpontu szakasz hosszat, amikor az AB
szakasz nem parhuzamos egyik koordinatatengellyel sem (8.3. abra).

Az A és B pontokon at meré6legeseket bocsatunk a koordinata-
tengelyekre. Az ACB derékszogd haromszoget kapjuk, melyben
BC= |x,—x,,AC= |y,—y, |. Ebb8] azt kapjuk, hogy AB> = BC* + AC* =
= |x2_x1 |2 + | Y=Y, |2 = (xz_ x1)2 + (yz_ yl)z'

Tehat az A (x; y,) és B (x,; y,) végpontu szakasz hosszanak képletét
igy lehet felirni:

AB:\/(xz _xl)z + (Y, _y1)2

Onélléan bizonyitsatok be, hogy ez a képlet akkor is igaz, ha az
AB szakasz meréleges valamelyik koordinatatengelyre.

Legyenek az A (x;; y,) és B (x,; y,) pontok az xy koordinatasik pont-
jai. Meghatarozzuk a M pont (x; y,) koordinétait, ahol M az AB szakasz
felez6pontja lesz.

v IV A
Y b--a4 (x5 9) 1
M
Yol o r B (x5 ,) B(x2 y)
| | - A, M, |B; -
o x Xy x 0| x1 xo X x

8.3. abra 8.4. abra
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Azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor az AB szakasz nem merGleges
az egyik koordinatatengelyre sem (8.4. abra). Legyen x, > x, (az x, < x,
eset vizsgalata hasonlban torténik). Az A, B és M pontokon at merGle-
ges egyeneseket bocsatunk az abszcisszatengelyre, amelyek ezt a ten-
gelyt megfelelden az A,, M, és B, pontokban metszik. Thalész tételé-
b6l kovetkezik, hogyha A M, = M B,, akkor |x,—x, |= |x,—x,|. Mivel
x, > x,> x,, ezért fel lehet irni, hogy x,— x, = x,— x,. Ebbdl azt kapjuk,

hogy

:xl + X,

X, 2

Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy

_hty,

Yo 5

A szakasz felez6pontjanak koordinatait megadé képlet akkor is tel-
jesilni fog, ha az AB szakasz merdleges valamelyik koordinatatengely-
re. Bizonyitsatok ezt be 6nalléan.

1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy az a haromszog, ahol a cst-
csainak koordinatai A (-1; 7), B (1; 3) és C (5; 5), egyenl§ szaru derék-
sz0gl haromszog lesz!

Megoldds. Alkalmazva a szakasz hosszanak képletét, meghata-
rozzuk a haromszog oldalainak hosszat:

AB=1+1)* +(3-7)* =/4+16 =+/20;
BC=(5-1)° +(5-3)° =/16 +4 = /20;
AC = (5+1)° +(5-T)* =+/36 + 4 = /40.

Tehat az AB = BC, vagyis az ABC haromszog egyenld szaru.

Mivel AB? + BC?> = 20 + 20 = 40 = AC?, ezért az ABC haromszog de-
rékszogl is egyben. <«

2. feladat. Az M (2; -5) pont az AB szakasz felez6pontja,
A (—1; 3). Hatarozzatok meg a B pont koordinatait!

Megoldds. Megjeldljik a B pont koordinatait: (x,; y,), az A pont

koordinatait: (x,; y,), az M pont koordinatait: (x,; y,,).
; + -1+
Mivel % = x,,, ekkor B _ 2 —1+x,=4;x,=5.
Ehhez hasonldéan % =Yus 3 +2y3 =-5; y,=-13.

Felelet: B (5;-13). «
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3. feladat. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog, melynek
csucsal A (2;-1), B (1; 3), C (-3; 2) és D (—2; —2) pontok, ez téglalap!
Megoldds. Legyen M pont az AC 4atlé felez6pontja. Ekkor

x,+x, 2-3 Yy +tYe -1+2
X =—=—=—0,5; = = =O,5~
M 2 2 Yu 2
Tehat M (-0,5; 0,5).
Legyen K pont a BD atlé felezdpontja. Ekkor
Xpt+x, 1-2 Yygty, 3-2
X, = :—:—0,5; :—:—:0,5.
K 2 2 Yk 2 2

Tehat K (-0,5; 0,5).

Vagyis az M és K pontok egybeesnek, tehat az ABCD négyszog atloi-
nak ko6zos felezépontja van. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD négyszog
paralelogramma.

Meghatarozzuk a paralelogramma atloit:

AC=(-3-2) +(2+1)' =34, BD = [(-2-1)" +(-2-3)* = /34.

Tehat az ABCD paralelogramma 4tldi egyenlék. Ebb6l kovetkezik,
hogy ez a paralelogramma téglalap lesz. «

7 - T
" Hogyan lehet meghatarozni két pont kdzotti tAvolsagot ismert koordinataik

alapjan?
2. Hogyan lehet meghatarozni a szakasz felez8pontjanak koordinatait, ha
adottak a szakasz végpontjainak koordinatai?

@ GYAKORLATOK I

8.1.° Hatarozzatok meg az A és B pontok kozotti tavolsagot, ha adottak:

1) A (10; 14), B (5; 2); 2) A (-1; 2), B (4; -3)!
8.2.° Hatarozzatok meg a C és D pontok kozotti tavolsagot, ha adottak:
1) C(-2;-4), D (4; -12); 2) C(6; 3), D (7; -1)!

8.3.° A haromszog csucsai A (-1; 3), B (5; 9), C (6; 2). Bizonyitsatok be,
hogy az ABC haromszog egyenl( szard!

8.4.° Bizonyitsatok be, hogy az M (0; —1) pont az ABC haromszog korilirt
korének kozéppontja, ha A (6; -9), B (—6; 7), C (8; 5)!

8.5.° Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog B és C szogei egyenldk,
ha A (5; -7), B (-3; 8), C (=10; —15)!

8.6.° Hatdrozzatok meg a BC szakasz felezGpontjanak koordinatait, ha:
1) B (5; 4), C (3; 2); 2) B (-2;-1), C (-1; 7)!

8.7.° A C pont az AB szakasz felez6pontja. Hatarozzatok meg a B pont
koordinatait, ha:
1) A (3;-4), C(2;1); 2) A (-1; 1), C(0,5; -1)!
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8.8.° A K pont az AD szakasz felez6pontja. Toltsétek ki a tablazatot!

Pont A pont koordinatai
A 31D | (82
D (-1;-3) (-9;2)
K (-4; 6) (1; 2)

8.9.° Hatarozzatok meg a haromszég BM sulyvonalanak hosszat, ha
adottak a hdromszog cstucesai A (3; —2), B (2; 3) és C (7; 4)!

8.10.° Adottak az A (—2; 4) és B (2; —8) pontok. Hatarozzatok meg a ko-
ordinata-rendszer kezdGpontja és az AB szakasz felez6pontja kozotti
tavolsagot!

8.11.° Bizonyitsatok be, hogy a haromszog derékszogd, ha csiucsai az
A (2;7), B(-1;4) és C (1; 2) pontok!

8.12.° Az A (-1; 2) és B (7; 4) pont a derékszégl haromszog csicsai. Le-
het-e a harmadik csticsanak a koordinatai:
D (7; 2); 2) (2;-3)?

8.13.° Egy egyeneshez illeszkednek-e a kovetkez§ pontok:
1) A (—=2;-7), B (-1;-4) és C (5; 14);
2) D (-1; 3), E (2; 13) és F (5; 21)?
Amennyiben igen a felelet, akkor azt is mondjatok meg, hogy melyik
fekszik a masik kettd kozott!

8.14.° Bizonyitsatok be, hogy az M (—4; 5), N(-10; 7) és K (8; 1) egy
egyeneshez illeszkednek, és allapitsatok meg, hogy melyik fekszik
a masik kett6 kozott!

8.15.° Az x mely értékénél lesz a C (3; 2) és D (x; —1) pontok kozott a
tavolsag 5?

8.16.° Az abszcisszatengelyen hatarozzatok meg azt a pontot, amely
egyenld tavolsagra lesz az A (—-1; —1) és B (2; 4) ponttol!

8.17.° Az ordinatatengelyen hatarozzatok meg azt a pontot, amely egyen-
16 tavolsagra lesz a D (—2; —3) és E (4; 1) ponttdl!

8.18.° Hatarozzatok meg annak a pontnak a koordinatait, amely az AB
szakaszt 1 : 3 aranyban osztja, ha A (5; —-3) és B (-3; 7)! A szamolast
az A ponttdl kezdjuk.

8.19.° Az ABCD négyszog paralelogramma, A (-5; 1), B (—4; 4), C (-1, 5).
Hatarozzatok meg a D csucs koordinatait!

8.20.° Az ABCD négyszog paralelogramma, A (—2;-2), C (4;1), D (-1; 1).
Hatarozzatok meg a B cstcs koordinatait!

8.21.° Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog paralelogramma, ha
csucsal A (-2; 8), B (3;-3), C (6; 2) és D (1; 13)!

8.22.* Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog rombusz, ha cstcsai
A (-3;-2), B(-1;2), C(1;-2) és D (-1; -6)!
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8.23.° Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog négyzet, ha csucsai
A (-2; 6), B (-8;-2), C (0; —8) és D (6; 0)!

8.24.° A D (1;4) és az E (2; 2) pontok megfelel6en az ABC haromszog AC
és BC oldalainak felez6pontjai. Hatarozzatok meg az A és C pontok
koordinatait, ha adott a B (-3; —1)!

8.25.° Hatarozzatok meg annak a szakasznak a hosszat, melynek vég-
pontjai a koordinatatengelyekhez illeszkednek, és felezGpontja az
M (-3; 8) pont lesz!

8.26. Hatarozzatok meg az ABC egyenl( oldalti haromszog C csticsdanak
koordinatait, ha A (2; —-3) és B (-2; 3)!

8.27.* Hatarozzatok meg a DEF egyenlé oldali haromszog E cstcsanak
koordinatait, ha D (—6;0) és F' (2; 0)!

8.28.* Az ABC haromszogben adott, hogy AB=BC, A (5;9) C (1;-3), a
B pont koordinatainak abszolut értékei egyenlGk. Hatarozzatok meg
a B pont koordinatait!

8.29. Hatarozzatok meg az abszcisszatengelyhez illeszkedd 6sszes olyan
C pont koordinatait, ha az ABC haromszog egyenld szard, valamint
az A (1; 1), B (2; 3)!

8.30.” Hatarozzatok meg az ordinatatengelyhez illeszkedd 6sszes olyan
B pont koordinatait, ha az ABC haromszog derékszogl, valamint az
A(1;3),B(3;7)!

ISMETLO GYAKORLATOK I

8.31. Az ABC haromszogben adott, hogy CZ =90°, AB=9 cm,
BC =3 cm. Az AB atfogén jeloljetek egy M pontot ugy, hogy
AM : MB = 1: 2. Hatarozzatok meg a CM szakasz hosszat!

8.32. Hatarozzatok meg a rombusz szégeit, ha az egy cstcsbdl induld
magassaga és atldja altal bezart szog mértéke 28°!

8.33. Az ABCD paralelogramma BD atléja 24 cm, az E pont pedig a
BC oldal felez6pontja. Hatarozzatok meg azokat a szakaszokat, me-
lyekre az AE egyenes osztja a BD atlot!

korvonal egy pontja. Mivel egyenl§ a kor sugara?
8.35. A CD szakasz a kor atmérdje. Hatarozzatok meg a kor kézéppont-
janak koordinatait és a kor sugarat, ha C (6; —4), D (—2; 10)!
8.36. Milyen alakzat lesz az egyenlet grafikonja:
Dy=1; 3)x=-2; 5) xy =1;
2) y=3x—4; 4) (x+ 2%+ (y—3)2=0; 6) y=x?
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9. Az alakzat egyenlete. A korvonal egyenlete

A 7. osztalyos algebrabdl mar tudja- v
tok, hogy milyen alakzatot neveziink az
egyenlet grafikonjanak. Ebben a pontban
az alakzat egyenletével fogtok megismer-
kedni.

A 9.1. abran lathaté parabola minden
pontjanak (x; y) koordinatai megoldasai
lesznek az y = x? egyenletnek. Es fordit-
va, az y = x> kétvaltozos egyenlet minden

megoldasa az ehhez a parabolahoz illesz- 0 i
ked§ pontoknak a koordinatai lesznek.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a 9.1. abra

9.1. abran lathaté parabola egyenleté-
nek az y = x? felel meg.

Meghatarozas. Az xy sikon az F alakzat egyenletének azt
az x és y kétvdltozés egyenletet nevezziik, amely a kévetkezd tu-
lajdonsdgokkal rendelkezik:

1) ha a pont illeszkedik az F alakzathoz, akkor a koordinatai
igazza teszik az egyenletet;

2) az adott egyenlet barmilyen (x; y) megoldasai az F alakzat-
hoz illeszked6 pont koordinatai lesznek.

A 9.2. abran lathaté egyenes egyenlete az y = 2x — 1, a 9.3. abran

. . 1 , 1
lathat6 hiperbola egyenlete pedig y=—. Az y=2x—1 és az y=—
x x

egyenletek megfelelen egy egyenest és hiperbolat adnak meg vagy
irnak le.

Ha az adott egyenlet az F alakzat egyenlete, akkor ezt az alakzatot
agy is vizsgalhatjuk, mint azon pontok mértani helye (PMH), melyek
igazza teszik az adott egyenletet.

yA Y u\

1
I

Uiy

=yl

|
/

o] 1

\

9.2. dbra 9.3. dbra
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A fenti gondolatmenet alkalmazasaval levezetjiik az R sugaru és
A (a; b) kbzéppontu korvonal egyenletét.

v 77\
M (x; y) B
AR
A (a3 b) Q J x
0] —— x
9.4. abra 9.5. abra

Legyen M (x; y) az adott kor egy tetszbleges pontja (9.4. abra). Ekkor
AM =R. Alkalmazva a pontok kozotti tavolsag képletét, kapjuk:

\/(x —-a)’ +(y-b)® = R. Innen
(x—a)’+ Yy -b)*=FR (*)
Bebizonyitottuk, hogy az adott kor tetszdleges M pontjanak (x; y)
koordinatai megoldasai az (¥) egyenletnek. Most igazoljuk, hogy az
(x—a)? + (y — b)? = R? egyenlet barmilyen megoldasa az adott kérvonal-
hoz tartozé pontok koordinatai lesznek.
Legyen az (x; y,) tetsz6leges megoldasa az (*) egyenletnek. Ekkor

(x, — @)*+ (y, — b)* = R% Innen \/(xl —a)*+(y, -b)’ =R.

Ez az egyenlet azt bizonyitja, hogy az N(x;; y,) pont a kérvonal
A (a; b) koordinataju kozéppontjatdl a kérvonal sugaraval egyenl§ ta-
volsagra lesz, tehat N(x ; y,) a kérvonalhoz illeszkedik.

Tehat bebizonyitottuk a kovetkezs tételt.

9.1.tétel. Az R sugaru és A (a; b) kozéppontu korvonal
egyenlete:

x-a)+@y-b’=R

Igaz a kovetkezd allitas: barmely (x — a)* + (y — b)? = R? alaku egyen-
let, ahol a, b és R tetszoleges szamok, és R > 0, egy olyan R sugaru kor-
vonal egyenlete, melynek kézéppontja az (a; b) koordindtdji pont.

Ha a korvonal kozéppontja a koordinata-rendszer kezdGpontja
(9.5. abra), akkor a = b = 0. Ebben az esetben a kérvonal egyenlete igy
alakul:

x>+ y> =R
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1. feladat. Adjatok meg annak a korvonalnak az egyenletét,
melynek atmérGje az AB szakasz, ha A (-5; 9), B (7; —3)!

Megoldds. Mivel a korvonal koézéppontja egyszersmind atmérd-
jének felezépontja, ezért a C kozéppont (a; b) koordinatait a kovetkezd
képlettel adjuk meg:

a -
Tehat C (1; 3). 2 2
A korvonal R sugara az AC szakasz hossza. Ekkor
R2=(1+5)2+(3-9)2="72.
Tehat a keresett egyenlet:
x—1)2+(@y-3)?="72.
Felelet: (x—1)*+(y—3)?>=72. <
2.feladat. Bizonyitsatok be, hogy az x>+ y*+ 6x — 14y + 50 =0
egy korvonal egyenlete! Hatdrozzatok meg a korvonal kézéppontjat és
sugarat!
Megoldas: Az adott egyenletet (x — a)? + (y — b)? = R? alakban ad-
juk meg:
x2+6x+9+y?— 14y + 49 + 50 — 58 = 0;
(x+3)2+(@y—-"T>2=8.
Tehat az adott egyenlet egy olyan korvonal egyenlete, melynek ko-
zéppontja (-3; 7), sugara 2 J2.
Felelet: (~3;7), 2+/2. <
3.feladat. Bizonyitsatok be, hogy az a haromszog, melynek csu-
csai A (=2; -3), B (1; 3) és C (5; 1) derékszogd, és hatarozzatok meg az
ABC haromszog koré irt korvonalanak egyenletét!
Megoldds: Meghatarozzuk az adott haromszog oldalhosszainak
négyzetét:
AB?=(1+2)?+ (3+3)?=45;
ACP=(5b+2)2+ (1 +3)?=65;
BC*=(5-1)*+ (1 - 3)*=20.
Mivel AB? + BC? = AC?, ezért az adott haromszog derékszogl, mely-
nek derékszoge a B csticsnal van. A korilirt kor sugara az AC atfogo fe-

J65

P . . . 1
lez6pontja lesz, vagyis az (1,5; —1) pont, sugara pedig az R = EAC = —
Tehat a keresett korvonal egyenlete a kovetkezd alakban irhaté fel:

(x-1,5°+(y+1)°* = %

Felelet: (x-1,5)°+(y+1)° =%, <
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’? |
Mit neveziink az xy sikon megadott alakzat egyenletének?

irjatok le az (a; b) kdzéppontl és R sugaru kérvonal egyenletét!

irjatok le annak a kérvonalnak az egyenletét, melynek kdzéppontja a
koordinata-rendszer kezdépontja, sugara pedig R?

wNh e

GYAKORLATOK I

9.1.° Hatarozzatok meg a korvonal egyenlete alapjan a kézéppontjat és

a sugarat:
D (x=8)*+ (y — 3)* = 25; ) x2+y =T,
2) (x+ 5y +y*=9; 42+ (y+1)=3!

9.2.° Allitsatok fel a kérvonal egyenletét, ha adott az A kézéppontjanak
koordinatai és az R sugara:

1)A3;4),R=4; 3) A (7;-6), R=+/2;

2)A(-2;0), R=1; 4) A (0; 5), R=A1.

9.3.° Allitsatok fel a kérvonal egyenletét, ha adott a B kézéppontjanak
koordinatai és az R sugara:
1)B(-1;9,R=9; 2) B (-8;-8), R=+/3.

9.4.° Hatarozzatok meg a 9.6. abran lathat6 kérvonalak kézéppontjanak
koordinatdit, illetve sugarat, és irjatok fel ezeknek a korvonalaknak
az egyenletét!

v
vk
0 3 x m .
W—m x
a C
17 vk
2 6
[ ]
0 % 0 T %
b d

9.6. abra
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9.5.° Adott az A koézéppontu és 4 egység sugaru kérvonal (9.7. abra).
Allitsatok fel a korvonal egyenletét!

YA

=
]Y

]y
hS

Yy
i
a b
9.7. abra

9.6.° Szerkesszétek meg a koordinatasikon azt a kérvonalat, melynek
egyenlete:

1) 22+ y? = 4 2) (x+ 1)2+ (y — 2)? = 25!

9.7.° Szerkesszétek meg a koordinatasikon az (x — 4)? + y> = 9 egyenle-
td korvonalat!

9.8.° A kérvonal az (x+6)*+ (y—1)*=10 egyenlettel van megadva.
Allapitsatok meg, hogy az A (-3; 0), B (-5; —2), C (1; 0), D (—4; 3),
E (-7,-3), F (-9; 0) pontok koziil melyik illeszkedik: 1) a kérvonalhoz;
2) a korvonal kozépsé részéhez (korlap belsejéhez); 3) a kérvonalon
kivil van!

9.9.° Az (x—2)?+ (y + 2)> = 100 korvonalhoz illeszkedik-e a kovetkezd
pont:

DA@®;-8);  2)B(6-9); 3) C(=3;); 4) D (-4; 6)?
9.10.° Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, melynek ké-
zéppontja az M (—3; 1) pont és a K (—1; 5) ponton illeszkedik ra!
9.11.° Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, melynek atmé-

réje az AB szakasz, ha A (2; -7), B (-2; 3)!

9.12.° Bizonyitsatok be, hogy az AB szakasz az (x —5)?+ (y + 4)? =17
korvonal atmérdje, ha A (1; -5), B (9; —3)!

9.13.° Bizonyitsatok be, hogy a CD szakasz az x* + (y — 9)? = 169 korvo-
nal harja, ha C (5;-3), D (-12; 4)!

9.14." Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, melynek ko-
zéppontja a P (—6; 7) pont, és érinti az ordinatatengelyt!

9.15." Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, melynek ké-
zéppontja az y = —5 egyenletd egyeneshez illeszkedik, és az abszcisz-
szatengelyt az S (2; 0) pontban érinti!

9.16.° Hany olyan koérvonal 1étezik, amelyre a (3; 5) pont illeszkedik,

sugara 3+/5 -tel egyenl§ és a kozéppontja illeszkedik az ordinata-
tengelyhez? Irjatok fel valamennyi ilyen kor egyenletét!
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9.17.* Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, amelyhez az
A (—4; 1) és a B (8; 5) pontok illeszkednek, a kozéppontja pedig az
abszcisszatengelyen van!

9.18.* Bizonyitsatok be, hogy az (x + 6)*> + (y — 3)? = 36 korvonal:

1) érinti az ordinatatengelyt;
2) metszi az abszcisszatengelyt;
3) nincs kozds pontja az y = 10 egyenletl egyenessel!

9.19. Allapitsatok meg, hogy az adott egyenlet kérvonal egyenlete
lesz-e? Ha igen, akkor adjatok meg az adott koér kézéppontjanak
koordinatait és sugarat:

1) 22+ 2x + y> — 10y — 23 = 0; 3) x*+ y?+ 6y + 8x+ 34 =0;
2) x*— 12x + y* + 4y + 40 = 0; Y xi+y*—4x— 14y +51=0!

9.20.” Bizonyitsatok be, hogy az adott egyenlet egy korvonal egyenlete, és
allapitsatok meg kozéppontjanak koordinatait, valamint az R sugarat:
1) x*+y*+ 16y + 60 = 0; 2) x>+ y>?—8x+ 4y + 15=0.

9.21.* Bizonyitsatok be, hogy a haromsz6g, melynek csucsail az
A (-1;-2), B (-1; 2), C (5; 2) pontok derékszogli haromszog, és irjatok
fel e haromszog koré irt kérvonal egyenletét!

9.22.* Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, amelynek su-
gara b egység, és a C (-1; 5) és D (6; 4) pontok illeszkedjenek erre a
korvonalra!

9.23. Allitsatok fel annak a korvonalnak az egyenletét, amelynek su-
gara J10 egység, és az M (-2; 1) és K (—4; —1) pontok illeszkedjenek
erre a korvonalra!

9.24.* Allitsatok fel annak a korvonalnak az egyenletét, amely érinti a
koordinatatengelyeket, és az y = —4 egyenest!

9.25. Allitsatok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, amely érinti a
koordindtatengelyeket, és az x = 2 egyenest!

9.26." Allitsatok fel annak a koérvonalnak az egyenletét, amelyhez a
kovetkezd pontok illeszkednek:

1) A (-3;7), B (-8, 2), C (-6, -2);
2) M (-1; 10), N (12; -3), K (4; 9)!

ISMETLO GYAKORLATOK I

9.27. Az ABCD paralelogramma B szogének szogfelezbje az AD oldalat
egy E pontban metszi, AB=BE =12 cm, ED = 18 cm. Hatarozzatok
meg a paralelogramma teriletét!

9.28. A téglalap cstucsabdl az atlgjara bocsatott merdleges az atlot egy
9 cm és egy 16 cm-es szakaszra osztja. Hatarozzatok meg a téglalap
keruletét!

9.29. Az egyenl§ szaru trapézba egy 12 cm-es sugara kor van irva. Az
egyik szdarat az érintési pont két szakaszra osztja, melyek koziil az
egyik 16 cm. Hatarozzatok meg a trapéz teriiletét!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

9.30. A sikon egy A és B pont van jelélve. Csak korzét alkalmazva,
szerkesszetek egy olyan C pontot, hogy a B pont az AC szakasz fe-
lez&pontja legyen!

10. Az egyenes egyenlete

Az el6z6 pontban ugy vizsgaltuk a kor- v
vonalat, mint azon pontok mértani helyét
(PMH), melyek egy adott ponttdl egyenld
tavolsagra lesznek, és az egyenletét is le-
vezettik. Az egyenes egyenletének leve-
zetése soran ugy tekintunk ra, mint azon
PMH, melyek két adott ponttdl egyenld -
tavolsagra lesznek. i 0~ V x

Legyen a az adott egyenes. Ugy va- / B
lasztjuk ki az A (x;; y,) és B (x,; y,) pon-
tokat, hogy az a egyenes az AB szakasz
felez6merdlegese legyen (10.1. 4bra). 10.1. dbra

Legyen M (x; y) az a egyenes egy tet-
szlleges pontja. Ekkor a szakasz felezs-
meré6legesének tulajdonsaga alapjan teljestl az MA = MB egyenlGség,
vagyis

\/(x_x1)2+(y_y1)2 :\/(x_x2)2+(y_y2)2' (*)
Igazoltuk, hogy az a egyenes tetsz6leges M pontjanak (x; y) koordi-
natai megoldasai az (*) egyenletnek.
Most bizonyitjuk, hogy az (*) egyenlet barmely megoldasa az a egye-
nesre illeszkedd pont koordinatai is egyben.
Legyen (x; y,) az (*) egyenlet barmilyen megoldésa.

Ekkor teljesiil az \/(xo -x) + (W, -y) = \/(xo —%,) + Yy — U,
egyenlGség. Ez az egyenlGség viszont azt jelenti, hogy az N (x; y,) pont
egyenl§ tavolsdgra lesz az A (x;; y,) és B (x,; y,) pontoktdl, tehat az
N pont az AB szakasz felezGmerdlegesére illeszkedik. Vagyis az a egye-
nesre.

Ily moédon bizonyitottuk, hogy az (¥*) egyenlet az adott a egyenes
egyenlete lesz.

A 7. osztalyos algebra tananyagabdl mar tudjatok, hogy az egye-
nes egyenletének joval egyszer(ibb alakja is van, mégpedig: ax + by =,
ahol az a, b és ¢ tetszdleges szamok, emellett az a és b egyszerre nem
lehet egyenld nullaval.

Négyzetre emeljik az (*) egyenlet mindkét oldalat: (x—x)*+
ty-y)=E-—x)+y-y)
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Felbontjuk a zarodjeleket, és 6sszevonjuk az egynemi 6sszeadandoé-

kat. Ekkor a kovetkezG6t fogjuk kapni:
2(,—x)x+2Wy,—y)y=x+y:—x} -yl

Elvégezve a 2 (x,—x,)) =a, 2 (y,—y,) = b, x + y2 — x? — y* = ¢ helyet-
tesitéseket, az ax + by = ¢ egyenletet kapjuk.

Mivel az A (x;; y,) és B (x,; y,) kiilonb6z6 pontok, ezért az x, — x, és az
y, — y, kiillonbségek koziil legalabb az egyik nem lesz 0. Tehat az a és b
egyszerre nem egyenld nullaval.

Ily médon a kévetkez6 tételt bizonyitottuk be:

10.1. tétel. Az egyenes egyenlete a kévetkezé alakban ir-
hato fel:

ax + by =c,

ahol az a, b és c valamilyen szam, de az a és a b egyszerre nem
egyenld nullaval.

Igaz a kovetkezo allitas: barmilyen ax + by = ¢ alaki egyenlet, ahol
az a, b és ¢ valamely szam, de az a és a b egyidejiileg nem egyenld nul-
laval, az egyenes egyenlete lesz.

Ha az a =b =c¢ =0, akkor az ax + by = ¢ alaku egyenlet grafikonja
az xy koordinatasik. Ha a =b =0 és ¢ # 0, akkor az egyenletnek nincs
megoldasa.

A 7. osztalyos algebrabdél mar tudjatok, hogy az ax + by =c ala-
ku egyenletet kétvaltozos linearis egyenletnek nevezzik. Az egyenes
egyenlete a linedris egyenletek egy specidlis esete. A 10.2. abra illuszt-
ralja a fenti allitast.

Kétvaltozos linearis
egyenletek

Egyenesek
egyenletel

10.2. abra

A 7. osztalyos algebra 6rakon bizonyitas nélkil fogadtuk el azt, hogy
az y = kx + p linearis fliggvény grafikonja egy egyenes. Most be is bizo-
nyitjuk.

Atirjuk az y =kx +p egyenletet a kiévetkezSképpen: —kx +y =p.
Megkaptunk egy ax + by = ¢ alakd egyenletet arra az esetre, ha a = -k,
b =1, c =p. Mivel ebben az esetben b = 0, tehat az egyenes egyenletét
kaptuk meg.

Vajon barmilyen egyenes egyenlete megadhat6 y = kx + p alakban?
Erre a kérdésre nemmel kell valaszolnunk.
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Ha az egyenes merdéleges az abszcisszatengelyre, akkor nem lehet
egy fliggvény grafikonja, tehat nem adhaté meg y = kx + p alakban.
Ezzel egylitt, ha az ax + by = ¢ egyenes egyenletébe behelyettesit-

juk a b =0, akkor igy lehet atirni azt: x = ‘Az egyenes egyenletének
a

egy olyan alakjat kaptuk meg, ahol minden pontjanak az abszcissz4aja
ugyanaz a szam lesz. Ezt fliggblegesnek hivjuk.
Amikor b = 0, akkor az ax + by = c egyenes egyenletét a kovetkezd-

képpen lehet atirni: y = —%x + % Elvégezve a —% =k, % = p helyette-

sitéseket, megkapjuk az y = kx + p egyenletet.

Tehat ha b =0 és a = 0, akkor az ax + by = c egyenes egyenlete
egy fiiggbleges egyenest ad meg; ha b = 0, akkor pedig (nem fiig-
géleges egyenes) egy ferde egyenes lesz.

A nem fluggdéleges egyenes egyenletét érdemes az y = kx + p alakban
felirni.

A kovetkezd tablazatban osszefoglaljuk az ebben a pontban tanul-
takat.

Egyenlet Az a, b és c értékei Grafikon
b+#0,aza és c barmi- Nem fliggdleges egyenes
lyen szam
b=0,a0, Fuggdéleges egyenes

ax+by=c |¢ barmilyen szam ggoleges egy
a=b=c=0 A teljes koordinatasik
a=b=0,c#0 —

1. feladat. frjétok fel az egyenes egyenletét, ha az illeszkedik a
kovetkezd pontokhoz:

1) A (=3; 5) és B (—3; —6); 2) C (6;1) és D (—-18; -7)!

Megoldds. 1) Mivel az adott pontok abszcisszai egyenlGk, ezért az
AB egyenes képe fugg6leges. Egyenlete az x = —3.

2) Mivel az adott pontok abszcisszai kiilonbozbek, ezért a CD egye-
nes nem fluggébleges. Ezért lehet alkalmazni az iranytényezis egyenle-
tet, melynek alakja: y = kx + p.

Behelyettesitve a C és D pontok koordinatait az y = kx + p egyenlet-
be, a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

6k+p=1,
-18k+ p=-T7.
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Az egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy k=—, p=-1.

Felelet: 1) x=-3; 2) yzéx—l. |

2. feladat. Hatarozzatok meg annak a haromszognek a keriile-
tét és tertletét, melyet az 5x + 12y = —60 egyenes és a koordinataten-
gelyek hatarolnak!

o | =

Megoldds. Meghatarozzuk az adott egyenes és a koordinataten-
gelyek metszéspontjait.

Az abszcisszatengelyt: az y = 0 esetén 5x = —60; x = —12.

Az ordinatatengelyt: az x=0 esetén
12y = -60; y = —5.

7 Tehat az adott egyenes és a koordina-
tatengelyek egy AOB (10.3. abra) derék-
\A 0 sz6gl haromszoget hatarolnak, melynek
csucsai A (-12; 0), B(0; =5) és O (0; 0)
_1\ pontok lesznek. Meghatarozzuk a harom-
B szog oldalainak hosszat: OA =12, OB =5;

-5
\ AB= JAO? + BO? =13. Tehat a keresett

10.3. abra kertulet és tertlet: P= OA + OB + AB = 30.
S=%OA-OB=30.
Felelet: P=30,S=30. <

? | —
" 1. Milyen alakja lesz az xy sikon elhelyezked® egyenes egyenletének?
2. Hogyan nevezzik az olyan egyenest, ahol pontjainak abszcisszaja egyen-
167 Hogyan helyezkedik el ez az egyenes az abszcisszatengelyhez viszo-
nyitva?
3. Megegyezik-e barmilyen kétvaltozds linearis egyenlet az egyenes egyen-
letével?
. Milyen alakban célszer( felirni a nem fliggéleges egyenes egyenletét?
. Megadhat6-e barmilyen egyenes az y = kx + p egyenlettel?
6. Milyen feltételek mellett tekintheté az ax + by = ¢ egyenes egyenlete a
fliggbleges egyenes egyenletének? A nem fliggbleges egyenes egyenle-
tének?

R]Y

(G20~

GYAKORLATOK I

10.1.° A felsorolt egyenletek kozul melyik lesz az egyenes egyenlete:
1) 2x — 3y = 5; 4) 2x = b; 7) 0x + Oy = 0;
2) 2x — 3y = 0; 5) -3y = 5; 8) 0x + Oy = 5?
3) 2x% — 3y = 5; 6) 2x + Oy = 0;



10. Az egyenes egyenlete 93

10.2.° Hatarozzatok meg a 4x —5y = 20 egyenesnek a koordinataten-
gelyekkel valé metszéspontjainak koordinatait! Illeszkednek-e az
egyeneshez az alabbi pontok:
1) A (10; 4); 2) B (6; 1); 3) C (-1,5; 5,2); 4) D (-1; 5)?

10.3.° Hatarozzatok meg a 3x + 4y = 12 egyenes és a koordinatatengelyek
metszéspontjainak koordinatait! Az M (—2; 4) és a K (8;—3) pont koziil
melyik illeszkedik az adott egyeneshez?

10.4.° Allitsatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyhez az
A (6; —3) pont illeszkedik, és az egyenes merdleges az x tengelyhez!
Nevezzétek meg az egyenes és az x tengely metszéspontjanak koor-
dinatait!

10.5.° Allitsatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyhez a
B (5; —8) pont illeszkedik, és az egyenes merGleges az y tengelyhez!
Nevezzétek meg az egyenes és az y tengely metszéspontjanak koor-
dintait!

10.6.° Allitsatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyhez a
C (—4;9) pont illeszkedik, és parhuzamos az: 1) abszcisszatengellyel;
2) ordinatatengellyel!

10.7.° Allitsatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely a kovet-
kezG pontokhoz illeszkedik:
1) A (1; -3) és B (-2; -9); 3) E (—4;-1) és F (9; -1);
2) C (3;5) és D (3; —-10); 4) M (3; -3) és K (-6; 12)!

10.8.° Allitsatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely a kévet-
kez6 pontokhoz illeszkedik:
1) A (2; -5) és B (-3; 10); 2) C (6; 1) és D (24; 2)!

10.9.° Hatarozzatok meg az egyenesek metszéspontjainak koordinatait:
Dy=383x—Tésy=56x+9; 2) 2x — Ty =-16 és 6x + 11y = 16.

10.10.° Hatarozzatok meg az egyenesek metszéspontjainak koordinatait:
Dy=—4x+1ésy=2x-11; 2) 3x+2y=10és x — 8y =12.

10.11.° Az A (-6; -1), B (1; 2) és C (-5; —8) pontok az ABC haromszog
csucsai. IrJatok fel a haromszog sulyvonalét tartalmazd egyenes
egyenletét!

10.12.° Az A (-3; —4), B( 2; 2), C(1; 3) és D (3; —2) pontok az ABCD
(BC || AD) trapéz csticsai. Ir]atok fel annak az egyenesnek az egyen-
letét, amely a trapéz kozépvonalat tartalmazza!

10.13.° A trapéz szarai felezGpontjainak abszcisszai egyenlGk. Kilehet-e
jelenteni, hogy a trapéz alapjai merdlegesek az abszcisszatengelyre?

10.14.° Hatarozzatok meg annak a haromszognek a keruletét, amelyet
a koordinatatengelyek és a 4x — 3y = 12 képlettel leirhaté egyenes
hatarol!

10.15.° Hatarozzatok meg annak a haromszognek a tertiletét, amelyet
a koordinatatengelyek és a Ty — 2x = 28 képlettel leirhaté egyenes
hatarol?

10.16.° Hatarozzatok meg annak a haromszognek a tertletét, amelyet

, 9 , . ,
a3x+2y=6és y=—-—x egyenesek és az ordinatatengelyek hata-
rolnak! 4
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10.17.° Bizonyitsatok be, hogy az (x — 5)* + (y — 5)>=9korésazx+y =17
egyenes metszik egymast, majd hatdrozzatok meg a metszéspontok
koordinatait!

10.18.° Bizonyitsatok be, hogy az (x — 3)* + (y + 2)>=8 koérésazx+y =5
egyenes érintik egymast, majd hatarozzatok meg az érintési pont
koordinat4it!

10.19.° Bizonyitsatok be, hogy az (x — 4)*+ (y — 2)2 = 1 kornek és a
3x + y = 3 egyenesnek nincs k6zos pontja!l

10.20. Hatarozzatok meg az 5x — 2y = 10 egyenes és a koordinatarend-
szer kezd&pontja kozotti tavolsagot!

10.21.* Hatarozzatok meg az x + y = —8 egyenes és a koordinata-rendszer
kezd6pontja kozotti tavolsagot!

10.22.** Hatarozzatok meg az (x + 1)? + (y — 2)? = 25 korvonal hurjanak
hosszat, ha az az y = 3x egyeneshez illeszkedik!

10.23. frjétok fel azon koérvonalak koézéppontjai mértani helyének
egyenletét, melyek az A (1; —7) és B (-3; 5) pontokhoz illeszkednek!

10.24.* frjétok fel azon koérvonalak koézéppontjai mértani helyének
egyenletét, melyek a C (2; 3) és D (—5; —2) pontokhoz illeszkednek!

10.25.* Hatarozzatok meg annak a pontnak a koordinatait, amely egyen-
16 tavolsagra van a koordinatatengelyektdl és az A (3; 6) ponttol!

10.26. Hatarozzatok meg annak a pontnak a koordinatait, amely egyen-
16 tavolsagra van a koordinatatengelyektdl és a B (—4; 2) ponttdl!

10.27.7 frjétok fel annak a kérvonalnak az egyenletét, amely az A (2; 0)
és a B (4; 0) pontokra illeszkedik, a kbzéppontja pedig a 2x + 3y = 18
egyenesre!

10.28." Hatarozzatok meg a kérvonalak kézéppontjai mértani helyének
egyenletét, ha sugara 5 egység és az abszcisszatengelybdl egy 6 egység
hossztsaga hurt metsz ki!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

10.29. A paralelogramma 4tléi 6+/2 cm és 8 cm, a kéztiik 16v6 szog pedig
45°, Hatarozzatok meg a paralelogramma oldalait!

10.30. A haromszog egyik oldala 15 cm-rel nagyobb, mint a masik oldal, a
harmadik oldalara bocsatott magassag 32 cm és 7 cm-es szakaszokra
osztja azt. Hatarozzatok meg a haromszog kertiletét!

10.31. Az egyenl$ szaru trapéz koré irt kor kozéppontja a nagyobbik
alapjara illeszkedik. Hatarozzatok meg a kor sugarat, ha a trapéz
atlgja 20 cm, magassaga pedig 12 cm!
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11. Az egyenes iranytényezdje

Megvizsgaljuk az y = kx egyenletet. Ez
egy nem flggbleges egyenest ad meg,
amelyhez illeszkedik a koordinata-rend-
szer kezddpontja.

Bebizonyitjuk, hogy az y =kx és az
y = kx + b, ahol b # 0, parhuzamos egyene-
sek. .

Az O (0;0) és a C (1; k) pontok az y = kx /O-‘ '1
egyeneshez, az A (0; b) és a B(1; k+b)
pontok pedig az y=kx+b egyeneshez 11.1. abra
illeszkednek (11.1. dbra). Kéonnyen meg-
gy6zddhetink arrdl, hogy az OABC négyszog AC és OB atloi felezik
egymast (végezzétek ezt el 6nalléan). Tehat az OABC négyszog parale-
logramma. Ebb6l kévetkezik, hogy AB || OC.

Az alabbi kovetkeztetést vonhatjuk le:

hak =k,ésb #b,akkorazy =k x+b, ésazy=Fk,x+b,egye-
nesek parhuzamosak (1).

RY

Metssze az y =kx egyenes az egységsugaru félkort az M (x; y,)
pontban (11.2. abra). Az AOM szbget az egyenes és az abszcissza-
tengely pozitiv iranya kozotti szognek nevezziik.

Ha az y = kx egyenes egybeesik az abszcisszatengellyel, akkor az
egyenes és az abszcisszatengely pozitiv iranya kozotti szoget 0°-nak te-
kintjik.

7y \ yA
) \
<
M (x5 y,) AN §é%
% 7(6
N o
_1 \OL 1 o O %
B 0 A x o~

11.2. 4bra 11.3. 4bra

Ha az y = kx egyenes az abszcisszatengely pozitiv iranyaval a széget
alkot, akkor az y = kx + b egyenes, amely parhuzamos az y = kx egye-
nessel szintén o szog alatt hajlik az abszcisszatengely pozitiv iranyahoz
(11.3. abra).
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Vizsgaljuk meg az y =kx egyenlettel megadott MO egyenest

(11.2. dbra). Ha MOA £ = o, akkor tg o= 22% = ¥ Mivel az M (x,; y,)

COos O Xy

az y = kx egyeneshez illeszkedik, ezért Yo _ k. Ebbsl kovetkezik, hogy
k =tga. %o
Tehat az y = kx + b egyenes esetében is

k=tga,

ahol az o az a szog, amely alatt az egyenes az abszcisszatengely pozitiv
iranyahoz hajlik.

Ezért a k tényez6t az egyenes iranytényez6jének vagy iranytan-
gensének nevezzik.

Amikor a nem flugg6leges egyenesek parhuzamosak, akkor az absz-
cisszatengely pozitiv iranyaval egyenld szoget zarnak be. Akkor ezek-
nek a szogeknek a tangensei is egyenlGk, ezért az iranytényezgjuk is
egyenld.

Tehat ha az y =kx +b, és az y =k,x + b, egyenesek pdarhuza-
mosak, akkor k, =k, (2).

Az (1) és (2) kovetkezményeket egy tételbe egyesitjuk.

11.1. tétel. Azy =k x+b, ésazy =k,x +b,egyenesek akkor
és csakis akkor lesznek parhuzamosak, ha k, =k, és b # b,.

Feladat. frj atok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely az
A (—4; 3) ponthoz illeszkedik és parhuzamos az y = 0,5x — 4 egyenessel!

Megoldds. Legyen a keresett egyenlet y = kx + p alakt. Mivel ez
az egyenes parhuzamos az y = 0,5x — 4 egyenessel, ezért az iranyténye-
z0juk is egyenld, tehat & = 0,5.

A keresett egyenlet ezért y = 0,5x + p alakd. Mivel ez az egyenes
illeszkedik az A (—4; 3) ponthoz, ezért 0,5 - (-4) + p = 3. Innen p = 3.

A keresett egyenes egyenlete: y = 0,5x + 5.

Felelet: y=0,5x+5. «

) ]
]
1. Magyarazzatok meg, mit neveziink az egyenes és az abszcisszatengely

pozitiv iranya kozotti szégnek!

2. Az abszcisszatengellyel parhuzamos, illetve a vele egybeesd egyenes és
az abszcisszatengely pozitiv irdnya koézotti sz6g egyenlé egymassal. Mi-
ért?

3. Mit nevezink az egyenes iranytényezdjének?

4. Hogyan fliigg 6ssze az egyenes iranytényezdje és az egyenes valamint az
abszcisszatengely pozitiv iranya kozotti szog?
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5. Fogalmazzatok meg a koordinatasikon lévé két nem fliggéleges egyenes
parhuzamossagéanak szikséges és elégséges feltételét!

GYAKORLATOK I

11.1.° Mivel egyenl§ a kovetkezd egyenesek iranytényezéi:
Dy=2x-T, 3)y=x+10; 5) y =4,
2) y = —3x; Hy=5-ux; 6) 3x — 2y =47

11.2.° Azy = 6x— 5, = 0,65+ 1, y=§x+4, y=2—6xésazy = 600+ 0,6x

egyenesek kozil melyek lesznek parhuzamosak?

11.3.° Milyen szamot kell a csillagok helyébe irni, hogy az egyenesek
parhuzamosak legyenek:
Dy=8x—14ésy="*x+2;
y=*x—1ésy=3—4x?

11.4.° frjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
a koordinata-rendszer kezd6pontjahoz, és parhuzamos a kovetkezd
egyenessel:
1) y=14x—11; 2) y=-1,15x + 2!

11.5. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
az A (-38; 7) ponthoz, az iranytényezdje pedig:
1) 4; 2) -3; 3) 0!

11.6. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
a B (2; —5) ponthoz, az iranytényezdje pedig —0,5!

11.7. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
az M (-1; 9) ponthoz, és parhuzamos a kévetkezs egyenessel:
)y=-Tx+3; 2) 3x — 4y = -8!

11.8.° irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik

a kK (—é; 10) ponthoz, és parhuzamos a kévetkezd egyenessel:
1) y = 9x — 16; 2) 6x + 2y ="1T!

11.9. frjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik az
A (2; 6) ponthoz, és az abszcisszatengellyel a kovetkezd szoget zarja be:
1) 60°; 2) 120°!

11.10.* Trjatok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
a B (3; —2) ponthoz, és az abszcisszatengellyel a kovetkezd szoget
zarja be:

1) 45°; 2) 135°!
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11.11. irjétok fel a 11.4. 4bran lathaté egyenes egyenletét!

178 \ YA
3 /
300 — 300
/ 0 x 0 gﬁ\c
a b
11.4. bra
11.12.° Allapitsétok meg, hogy parhuzamosak-e egymassal az egyenesek!
1) 2x— by =9 és by — 2x = 1, 3) Tx—2y=12és Tx — 3y =12;

2)8x+12y=15és4x+6y=9; 4)3x+2y=3és6x+4y=6!

11.13.* Bizonyitsatok be, hogy a 7x — 6y = 3 és a 6y — 7x = 6 egyenesek
parhuzamosak!

11.14.~ irj atok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos
azy = 4x + 2 egyenessel, és azy = —8x + 9 egyenest az ordinatatengely
egy pontjaban metszi!

11.15.~ frjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhu-
zamos az y = 3x + 4 egyenessel, és az y = —4x + 16 egyenest az absz-
cisszatengely egy pontjaban metszi!

11.16.F irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely merGleges
az y = —x + 3 egyenesre, és az A (1; 5) ponthoz illeszkedik!

ISMETLO GYAKORLATOK I

11.17. Az ABCD dombora sokszog A és B szogének szogfelez6i az
O pontban metszik egymast (11.5. abra). Bizonyitsatok be, hogy az
AOB sz6g mértéke egyenls a sokszog C és D B
szogeinek fél 6sszegével! <\

11.18. A rombusz tompaszégének cstcsabol =
huzott magassaga a rombusz oldalat 7 cm A “
és 18 cm-es szakaszokra osztja, a hegyesszog N
csucsatol kezdve a szamolast. Hatarozzatok
meg a rombusz atléinak a hosszat! c

11.19. Az egyenld szart haromszog sulyvonalai- D
nak hossza 15 cm, 15 cm és 18 cm. Hataroz-
zatok meg a haromszog teruletét! 11.5. abra
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

11.20. Mekkora a sugara a lehetd legkisebb kornek, melybél ki lehet
vagni egy haromszoget, melynek oldalai: 2 cm, 3 cm, 4 cm?

E@j KOORDINATAK MODSZERE I

Gyakran azt mondjuk: az y = 2x — 1 egyenes, az y = x? parabola, az
x? + y? = 1 koérvonal, vagyis az alakzatot azonositjuk az egyenletével. Ez
a megkozelités lehetdvé teszi, hogy az alakzat tulajdonsagainak vizs-
galatahoz elegendd az egyenlet vizsgalata. Ebben rejlik a koordinata
modszer 1ényege.

A fentieket egy példan illusztraljuk.

Az egyenes és a kor abrazolasabdl nyilvanvald, hogy legfeljebb két
ko6zos pontjuk lehet. Ugyanakkor ez a kijelentés nem axidoma, ezért bi-
zonyitani kell.

Ez a feladat visszavezethet§ a kovetkezd egyenletrendszer gyokei
szamanak meghatarozasara:

ax+by=c,
{(x -m)! +(y-n)’ = R,
ahol az a és b szamok egyidejlileg nem egyenlSk nullaval és R > 0.

Az egyenletrendszer helyettesitési modszerrel torténé megoldasa
utan egy olyan masodfoku egyenletet kapunk, melynek lehet két meg-
oldasa, egy megoldasa vagy egyaltalan nincs megoldasa. Tehat harom
eset lehetséges:

1) az egyenletrendszernek két megoldasa van — a kor és az egyenes

két pontban metszik egymast;

2) az egyenletrendszernek egy megolddasa van — ekkor az egyenes

érinti a kort;

3) az egyenletrendszernek nincs megoldasa — ekkor a kor és az egye-

nes nem metszi egymast.

A fenti esetek mindegyike elGfordult a 10.17. —10.19. feladatok
megoldasa soran.

A koordinatak médszere kiillonosen azokban az esetekben eredmé-
nyes, mikor azt az alakzatot kell meghatarozni, melynek pontjai eleget
tesznek a feltételnek, vagyis meg kell hatarozni a PMH.

Megjeloliink a sikon két pontot. Legyenek ezek az A és B pontok.
Mar tudjatok, hogy milyen alakzat lesz az M pontok mértani helyei,

MA
melyekre igaz, hogy — =1.
y g gy MB
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7 Ez az AB szakasz felezGmerGlegese
lesz. Erdekes lenne azt is megallapi-
tani, hogy milyen alakzat lesz az,

M (x; . .
(3 9) amikor az ﬁ—‘; — k, ahol k# 1. Oldjuk

QY

1 ;
meg a feladatot & = 3 esetén.

1
/ Az A és B pontot tartalmazo sikot
koordinatasikka ,,alakitjuk at”. A ko-

vetkezGképpen jarunk el: a koordina-
ta-rendszer kezddpontjanak vegyuk
az A pontot, az egységnek pedig az
AB szakaszt; az abszcisszatengely ki-
jelolésénél a B pont koordinataja legyen (1; 0) (11.6. abra).

Legyen M (x; y) a keresett F alakzat tetszéleges pontja. Ekkor
2MA = MB; 4MA? = MB?. Innen kovetkezik, hogy
4+ y?) =(x— 1)+ y%

3x%+2x + 3y?=1;

11.6. dbra

2 1
2 2
X +=x+y =—;
3 Y 3
, 2 1 ., 4
XH-x+—+y ==
3 9 9

1, 4 .
(x + 3) Y=g (*)

Tehat ha az M (x; y) pont az F alakzathoz illeszkedik, akkor a koor-
din4tai kielégitik az (*) egyenletet.

Legyen (x;; y,) valamelyik megolddsa a (*)-nak. Ekkor kénnyen be
lehet bizonyitani, hogy 4 (x*>+y,? = (x, — 1)* + y,°. Ez azt jelenti, hogy
az N(x; y,) pontra teljestil a 4NA®= NB?. Ezért 2NA = NB. Tehat az
N pont illeszkedik az F alakzathoz.

Vagyis (*) az F alakzat egyenlete, kovetkezésképpen az F alakzat

, . 1
egy olyan korvonal, melynek kézéppontja az O(—g; 0) pont, sugara
. 2
pedig 3
. ) p . 1 .
Mi a feladat részesetét oldottuk meg, amikor k= 5 Be lehet bizo-

nyitani, hogy a keresett alakzat barmilyen pozitiv k # 1 esetén kérvonal
lesz. Ezt a kort Apolloniusz korének! nevezziik.

! Pergai Apolléniosz (i. e. III —II. sz.) — 6g6rég matematikus és csil-
lagész.
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=2 MIKENT VERTEK HIDAT o
~ AZ ALGEBRA ES A MERTAN KOZOTT?

A koordinatak otlete mar nagyon régen megsziletett. Az emberek
az Gskorban tanulméanyoztdk a Foldet, megfigyelték a csillagokat és a
kapott adatok alapjan rajzokat és térképeket készitettek.

Az1. e.Il. szazadban Hipparkhosz gorog csillagasz els6ként hasznal-
ta a koordinatakat helymegallapitashoz a Fold felszinén.

Nicole Oresme (ejtsd: Nikol Orem) (1323-1382) francia tudds a
XIV. szazadban alkalmazta el6szor a matematikaban Hipparkhosz 6t-
letét: a sikot négyzetracsokra osztotta (hasonléan a kockas flizetlap-
hoz), majd a pontok helyzetét szélesség és hosszisag alapjan adta meg.

A koordinatakban rejlé nagy lehetéségeket viszont csak a XVII. sza-
zadban fedezte fel Pierre Fermat (ejtsd: Pier Fermd) és René Descartes
(ejtsd: Roné Dékdrt) francia matematikusok. A tudésok munkaikban
bemutattak, hogy a koordinata-rendszer segitségével hogyan jutha-
tunk el a pontoktdl a szamokig, a vonalaktodl az egyenletekig, az algeb-
ratél a mértanig.

Noha Fermat a tanulmanyat Descartesnél egy évvel korabban pub-
likalta, a matematikdban ma is hasznalt koordinata-rendszert mégis
Descartes-féle koordinata-rendszernek nevezik. Ez annak koszon-
het6, hogy Descartes az Ertekezés a médszerrél cim( munkéajaban be-
mutatott egy 4j, kisebb valtoztatasokkal ma is hasznalatos betis jelo-
1ési mddszert. Ennek alapjan jeléljik az ismeretleneket a latin abécé
utolsoé betlivel: x, y, z, az egytitthatokat pedig az elsdkkel: a, b, c, ... .
A mar ismert x2, y3, 2% stb. hatvanyjeloléseket szintén Descartesnak
koszonhetjik.

Pierre Fermat René Descartes
(1601-1665) (1596-1650)
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3. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1.Mik lesznek az AB szakasz felez6pontjanak koordinatai, ha A (—6;

A) (-5; 8); 0) (=5; -1);
B) (-1; -1); D) (-1; 8).
2.Mekkora a C (8; —11) és D (2; —3) pontok kozotti tavolsag?
A) 100; C) v296;
B) 10; D) J164.

3.Mik lesznek az (x — 5)% + (y + 9)? = 16 korvonal kézéppontjanak ko-
ordinatai?
A) (5;-9); C) (55 9);
B) (-5; 9); D) (-5; -9).

4.Melyik korvonalnak lesz a kézéppontja a koordinata-rendszer kez-
dépontja?
Ax+y-12=1; C)x*+y?=1;
B) (x-1)2+y*=1, D)(x-1)2+@Ey-1)2%=1.

5.Hatarozzatok meg annak a kérnek a sugarat, melynek atmérdgje az
MK szakasz, ha M (14; 12) és K (—10; 2)!
A) 26; C) 25;
B) 13; D) 5.

6. Mik lesznek az 5x — 3y = 15 egyenes és az abszcisszatengely metszés-
pontjanak koordinatai?
A) (0; -5); C) (0; 3);
B) (-5; 0); D) (3; 0).

7.Az ABCD négyszog paralelogramma. Adott harom cstcsa: B (-2; 3),
C (10;9), D (7; 0). Hatarozzatok meg az A csics koordinatait!
A) (1; 6); 0 (-5; -6);
B) (19; -3); D) (6; 5).

8. Mik lesznek a koordinatai az ordinatatengelyen 1év6 pontnak, amely
egyenld tavolsagra van az A (—3; 4) és B (1; 8) pontoktol?
A) (=5; 0); C) (5; 0);
B) (0; -5); D) (0; 5).
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9. Hatarozzatok meg az AB egyenes azon pontjanak abszcisszajat,

melynek ordinataja 2, ha A (-7; 4), B (9; 12)!
A) 8,5; 0) 4
B) -11; D) -2.

10. Mekkora az x —y = 4 és az x + 3y = 12 egyenesek metszéspontja és
az M (1; 7) pont kozotti tavolsag?
A) 5; C) 52;
B) 50; D) 2+/5.

11. Milyen lesz annak az egyenesnek az egyenlete, amely illeszkedik a
P (-1; 6) ponthoz és parhuzamos az y = 2x —5 egyenessel?

A) y=6— 5x; C) y = 5x — 6;
B)y=2x+8; D)y=2x-8.
12. Mivel egyenld az x2 + y2 + 14 y — 12x + 78 = 0 koérvonal sugara?
A) T C) 14;
B) 7; D) 14.
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| A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA -

Két pont k6zotti tavolsag
Az A (x; y,) és B (x,; y,) végpontu szakasz hosszat a kovetkez6 kép-
lettel hatarozhaté meg: AB=\/(x, - x,)* + (y, - y,)*-

A szakasz felez6pontjanak koordinatai

Az (x; y,) és (x,; y,) végpontu szakasz felez6pontjanak (x; y,) koor-
dinatai a kovetkezd képlettel hatarozhatok meg:

_%tx, _hty,
0 2 77 2
Az alakzat egyenlete

Az F alakzat xy sikbeli egyenletének azt az x és y kétvaltozds egyen-

letet nevezzik, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) ha a pont illeszkedik az F alakzathoz, akkor a koordinatai igazza
teszik az egyenletet;

2) az adott egyenlet barmilyen (x; y) megoldasai az F alakzathoz
illeszked6 pont koordinatai lesznek.

A korvonal egyenlete

Az R sugaru és A (a; b) kozéppontu kérvonal egyenlete a kovetkezd-
képpen irhaté fel: (x — a)? + (y — b)? = R2.

Barmilyen (x — a)? + (y — b)? = R? alaku egyenlet, ahol az a, b és R
tetszdleges szamok, és R > 0, egy olyan R sugara kérvonal egyenlete,
melynek kozéppontja az (a; b) koordinataju pont.

Az egyenes egyenlete

Az egyenes egyenlete a kovetkezd alakban irhaté fel: ax + by =c,
ahol az a, b és ¢ valamilyen szadm, de az a és a b egyszerre nem
egyenlé nullaval.

Barmilyen ax + by = ¢ alakl egyenlet, ahol az a, b és ¢ valamilyen
szam, de az a és a b egyszerre nem egyenld nullaval, az egyenes
egyenlete lesz.

Ha b =0¢ésa=0, akkor az ax + by = c egyenes egyenlete egy fliggéle-
ges egyenest ad meg; ha b # 0, akkor pedig nem fiiggGleges egyenes
lesz.
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Az egyenes iranytényezdje

Az y=Fkx+b egyenes egyenletében a k egylitthatét az egyenes
iranytényezdjének nevezzik, ami egyenls az egyenes és az abszcisz-
szatengely pozitiv irdnya kozotti szog tangensével.

A nem fluiggébleges egyenesek parhuzamossaganak sziikséges és
elégséges feltétele

Az y=kx+b, és az y=kx +0b, egyenesek akkor és csakis akkor
lesznek parhuzamosak, ha k, =k,és b, # b,.
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Megismerve ennek a paragrafusnak az anyagat megtudjatok,
hogy a vektorokat nemcsak a fizikaban, de a mértanban is alkal-
mazzak.

Megtanuljatok a vektorokat dsszeadni és kivonni, szdmmal szo-
rozni, meghatarozni két vektor k6zotti szdget, alkalmazni a vekto-
rok tulajdonsagat a feladatok megoldasa soran.

12. A vektor fogalma

Mar nagyon sok olyan mennyiséget ismertek, amit a szamértékével
fejezlink ki: ilyen volt a tomeg, terilet, hossztusag, térfogat, 1d6, h6mér-
séklet stb. Ezeket a mennyiségeket skalaris mennyiségeknek vagy
skalaroknak nevezziik.

A fizikabdl mar ismertek olyan mennyiségeket, melyeknek nem ele-
gendd meghatarozni a szambeli értékeit. Példaul ha egy rugéra 5 N erd
hat, akkor nem vilagos, hogy ez a rugd 6sszenyomott vagy széthuzott
allapotban van (12.1. abra). Azt is meg kell adni, hogy az eré milyen
iranyba hat ra.

12.1. dbra

Azokat a mennyiségeket, melyek szamértéken kiviil irannyal is ren-
delkeznek, vektormennyiségeknek vagy vektoroknak! nevezziik.

Az erG, elmozdulds, sebesség, gyorsulds, suly vektormennyiségnek
tekinthetd.

A vektorokat a mértanban is alkalmazzak.

1 A vektor kifejezés elGszor 1845-ben jelent meg, W. R. Hamilton ir mate-
matikus és csillagasz vezette be.
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Vizsgaljuk meg az AB szakaszt. Ha az A pontot tekintjiik a szakasz
kezdGpontjanak, a B pontot pedig a szakasz végpontjanak, akkor a sza-
kaszt mar nemcsak a hosszaval lehet jellemezni, hanem az A pontbdl a
B pontig valé iranyaval is.

Ha adott, hogy melyik pont lesz a szakasz kezddpontja, és melyik
a végpontja, akkor az ilyen szakaszt iranyitott szakaszoknak vagy
vektoroknak nevezzik.

Az A kezdGpontu és B végpontu vektort a kovetkezGképpen jeloljiik:

AB (igy olvassuk: AB vektor).
A rajzon a vektort olyan szakasszal abrazoljuk, amelynek a végén

nyil van, ami az irdnyat mutatja. A 12.2. 4brdn az AB, CD és MN
vektorok lathatok.

C a
\ B —
D — c
/]'W ‘\b
12.2. dbra 12.3. dbra 12.4. dbra

A vektorok jelolésére latin kisbetliket is hasznalnak, melyek folé

nyilat tesznek. A 12.3. 4brén az a, b és ¢ vektorok lathaték.
Azt a vektort, melynek a kezdé- és a végpontja ugyanaz a pont, null-

vektornak nevezziik és 0 jeloljiik. Ha a vektor kezdd- és végpontja az

A pont, akkor az ilyen vektort AA-nak is jelolhetik. A nullvektort egy
ponttal abrazoljuk.

Az AB vektor abszolut értékének (modulusanak) az AB iranyi-
tott szakasz hosszat nevezziik. Az AB vektor abszolut értékét igy je-
Ioljuk: | AB | és az a vektor abszolut értékét pedig igy: | a |

A nullvektor abszoltt értékét nullénak tekintjik: |0 |= 0.

Meghatarozas. A nem nullvektorokat kollinearisnak ne-

vezziik, ha ezek a vektorok parhuzamos egyeneseken helyez-
kednek el vagy egy egyenesen fekszenek.

A nullvektor barmilyen vektorral kollinearis.

A 12.4. dbrédn az a, b és MN kollinearis vektorok lathatdk.

Az a és b kollinearis vektorokat igy jeloljik: a|b.

A 12.5. 4brdn az a és b nem nullvektorok egyiranyuak. Az ilyen
vektorokat egyiranyu vektoroknak nevezzik és igy jeloljik: allo.
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i A A

12.5. dbra 12.6. 4bra 12.7. dbra 12.8. 4bra

Ha a ||b és b | c, akkor a || c.

Ehhez hasonlé tulajdonsagai vannak az egyiranyu vektoroknak is,
vagyis ha a ™Mb és b e, akkor @ TT ¢ (12.6. 4bra).

A 12.7. 4brdn a kollinedris a és b nem nullvektorok ellentétes
iranyaak. Ezt igy jeloljik: a T b.

Meghatarozas. A nem nullvektorokat egyenléknek ne-
vezziik, ha az abszolut értékiik egyenld és egyiranytak. Barmi-
lyen két nullvektor egyenlo.

A 12.8. 4brdn az a és b vektorok egyenldk. Ezt igy jeloljuk: a=»b.

Az a és b nullvektorok egyenl@sége azt jelenti, hogy aTlTh és
lal=[?] - o

Konnyen bizonyithatd, hogyha az a =b és b=c¢, akkor a =c.
Gy6z6djetek meg errdl 6nalléan.

Gyakran, amikor a vektorrdl beszéliink, nem konkretizaljuk, melyik
pont lesz a kezddpontja. A 12.9. 4brdn az a vektor lathat6, és olyan
vektorok, melyek az a -val egyenlék. Ezek mindegyikét a -nak nevez-
hetjuk.

A12.10.a4branaz a vektor és egy A pont lathaté. Ha megszerkeszt-

jik az a vektorral egyenl§ AB vektort, akkor azt mondjuk, hogy az a
az A pontbdl indulé (vagy A kezdéponti) vektor (12.10. b dbra).

4

12.9. dbra 12.10. &bra

o B

A
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Megmutatjuk, hogy barmilyen M pontbél indithatunk egy az a vek-
torral egyenld vektort.

Ha az a vektor nullvektor, akkor a keresett vektor az MM vektor
lesz.

12.11. abra 12.12. dbra

Most megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az a # 0. Legyen az M pont
azon az egyenesen, amelyen az a fekszik (12.11. abra). Ezen az egye-
nesen létezik olyan E és F pont, melyekre igaz, hogy ME = MF = | a |
Ugyanezen az abran lathato, hogy az MF vektor egyenld az a-ral amit
meg kellett hatarozni.

Ha az M pont nem illeszkedik az a-t tartalmazé egyeneshez, ak-
kor az M ponton at fektetiink egy egyenest, amely parhuzamos vele
(12.12. abra). Ezutan a szerkesztés mar az el§z6h6z hasonléan torténik.

Adott pontbdl egyetlen olyan vektor indulhat, amely az adott vektor-
ral egyenld.

Feladat. Adott egy ABCD négyszog. Tudjuk, hogy AB = DC és
| AC | = | BD | Hatarozzatok meg az ABCD négyszog fajtajat!

Megoldds. Az AB=DC feltételbdl kévetkezik, hogy AB || DC és
AB = DC. Tehat az ABCD négyszog paralelogramma lesz.

Az | AC |=| BD| feltételbél az kévetkezik, hogy az ABCD négyszog
atlol egyenlék. Az a paralelogramma, melynek az atléi egyenldk, tégla-
lap lesz. <

7 |
- Hozzatok fel példakat a skalar mennyiségekre!

Mit neveziink vektormennyiségnek?

Mit értlink vektor alatt a geometriaban?

A kdvetkezd mennyiségek kozul melyek lesznek vektormennyiségek: idd,
suly, gyorsulas, impulzus, tdmeg, elmozdulas, ut, teriilet, nyomas?

5. Milyen szakaszt neveziink iranyitott szakasznak vagy vektornak?

PwbdpPE
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Hogyan jeldljik az A kezd6pontu és B végpontu vektort?

Mit nevezink nullvektornak?

Mit neveziink az A B’ vektor hosszanak?

Mivel egyenld a nullvektor abszolut értéke?

10. Milyen vektorokat neveziink kollinearis vektoroknak?

11. Hogyan jeldljik az egyiranyu vektorokat? Ellentétes iranyu vektorokat?
12. Milyen vektorok lesznek egyenl6k?

© o N

Yo GYAKORLATI FELADATOK I

12.1.° Jeldljetek nem egy egyenesen fekvl A, B és C pontot. Rajzoljatok
meg az AB, BA és CB vektorokat!

12.2. A motoros hajé az A pontbdl észak felé a 40 km-re 1évé B pontba
ment, majd nyugatra a B pontb6l 60 km-re 1év6 C pontba. A megfeleld
méretarany kivalasztasaval rajzoljatok meg azokat a vektorokat,
melyek az A-pontbdl a B-be, a B pontbdl a C-be, és az A-bdl a C-be
val6 elmozdulast jelolik!

12.3.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget! Rajzoljatok egy olyan vektort,
amely egyiranyu a CA vektorral, de a kezdépontja a B pont!

12.4.° Adott egy a ésegy A pont (12.13. 4bra). Abrézoljétok azt a vektort,
amelynek az A pont a kezdGpontja és az a-ral egyenld!

A

|

a
|

12.13. adbra 12.14. bra

12.5.° Adott egy b és egy Bpont (12.13. 4bra). Abrézoljétok azt a vektort,
amelynek a B pont a kezd8pontja és a b -ral egyenld!

12.6.° Jeloljetek egy A és B pontot! Rajzoljatok egy olyan BC vektort,
amely egyenl az AB-ral!

12.7.° Rajzoljatok egy a-t, és jelsljétek az M és N pontokat! Szerkesz-
szetek ezekbdl a pontokbdl induld olyan vektorokat, melyek az

a -ral lesznek egyenl6k!
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12.8.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget, és jeloljetek egy M pontot
a BC oldalanak felez6pontjan! Az M pontbdl szerkesszetek az
AM -ral egyenl§ vektort, a B-bdl pedig az AC-ral egyenld vektort!
Bizonyitsatok be, hogy az igy kapott vektorok végpontjai egybeesnek!

12.9.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget! A B és C pontokbdl rajzoljatok
AC-ral és AB-ral egyenlé vektorokat! Bizonyitsatok be, hogy az igy
kapott vektorok végpontjai egybeesnek!

GYAKORLATOK I

12.10.° Nevezzétek meg azokat az egyenld vektorokat, melyeknek vég-
pontjai az ABCD négyzet cstcsai lesznek!

12.11.° Az ABCD rombusz atléi az O pontban metszik egymast. Ne-
vezzétek meg azokat az egyenld vektorokat, melyeknek a kezdg- és
végpontjai az A, B, C, D és O pontok lesznek!

12.12.° Melyek:
1) egyenldk;
2) egyiranyuak;
3) ellentétes iranyuak;
4) kollinearisak a 12.15. abran 1év6 vektorok kozil?

o

L &
7 7

al
>

Y

d |
A 7
_ D
e L4 4
12.15. 4bra

12.13.° Az ABCD paralelogramma AB és CD oldalanak megfelel§ fe-
lez6pontjai az M és N pont. Nevezzétek meg azokat a vektorokat,
melyeknek kezd6- és végpontjai az A, B, C, D, M és N pontok, és:
1) egyenld az AM-ral;
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2) kollinedris a CD-ral;
3) ellentétes irdnyt az NC-ral;
4) egyiranyu a BC-ral!
12.14.° Legyen az O pont az ABCD paralelogramma atldinak metszés-
pontja. Nevezzétek meg azokat a vektorokat, melyeknek kezdd- és
végpontjai az A, B, C, D és O pontok, és:
1) egyenlSk egymassal,
2) egyiranyuak;
3) ellenkezd iranyuak!
12.15.° Az M, N és P pontok megfelelGen az ABC haromszog AB, BC és
CA oldalainak felezdpontjai. Nevezzétek meg azokat a vektorokat,
melyeknek kezdG- és végpontjai az A, B, C, M, N és P pontok, és:
1) az MN -ral egyenldk;
2) az AB-ral kollinearisak;
3) az MP-ral ellenkezd iranyuak;
4) a CA-ral egyirdnyuak!
12.16.° Igaz-e a kovetkezd allitas:
1) ha m =n, akkor |;|=|;
2) ha m =n, akkor m || n;
O—w 12.17.° Bizonyitsatok be, hogyha az ABCD négyszog paralelog-
ramma, akkor AB = DC!
12.18.° Allapitsatok meg az ABCD négyszog fajtajat, ha AB| DC
és BC|| DA!
12.19.° Allapitsatok meg az ABCD négyszog fajtajat, ha a BC és AD
vektorok kollinearisak és | BC | # | AD |!

; 3)haﬁ;ﬁﬁ, akkor|ﬁ|¢|;|‘?

12.20.° Hatarozzatok meg az a és b vektorok abszolut értékét
(12.16. 4abra), ha a flizet négyzetracsanak oldala 0,5 cm!

12.21.° Az ABCD téglalapban adott, hogy AB = 6 cm,

BC=8 cm, az O pont az atlék metszéspontja. L

Hatérozzétok_meﬁl kéve_tkez()' vektorok abszo- \\‘a\

lat értékét: CA, BO és OC! —
12.22.° Az ABCD téglalap atléi az O pontban T

metszik egymast. Adott, hogy |A—B|=5 cm,

| AO | = 6,5 cm. Hatérozzatok meg a BD és AD 12.16. abra

vektorok abszolut értékét!
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12.23.° Adott, hogy AB = DC. Ki lehet-e jelenteni, hogy az A, B, C és
D pontok egy paralelogramma cstcsai?

12.24.° Adott, hogy AB=DC. Milyen egyenl6 vektorokat adnak meg az
A, B, C és D pontok?

12.25.° Adott az ABCD négyszog. Igazak a kovetkezd allitasok: AB=DC

AB | = | BC | Allapitsdtok meg az ABCD négyszdg fajtajat!

12.26.° Adott az ABCD négyszog. Ismert, hogy AB és CD vektorok
kollineérisak és | AC |=| BD |. Allapitsatok meg az ABCD négyszog
fajtajat!

12.27.° Mit lehet mondani az E-r(’)l, ha AB= BA?

12.28.° Az ABC derékszogl haromszogben az AB atfogé felezpontja az
M pont lesz és B/ = 30°. Hat4rozzatok meg az AB és MC vektorok
abszolut értékét, ha AC =2 cm!

12.29.° Az ABC derékszogl haromszogben (CZ = 90°) a CM sulyvonal
6 cm. Hatarozzatok meg az AB és AC vektorok abszolut értékét,
ha Az = 30°!

12.30.° Adott, hogy a b és ¢ vektorok nem kollinedrisak. Az a kolli-
nedris a b és ¢ vektorokkal. Bizonyitsatok be, hogy az a vektor
nullvektor lesz!

12.31." Adott, hogy az AB és AC vektorok kollinearisak. Bizonyitsatok
be, hogy az A, B és C pontok egy egyeneshez illeszkednek! Igaz-e a
forditott allitas: ha az A, B és C pontok egy egyeneshez illeszkednek,

akkor az AB és AC vektorok kollinedrisak?

O—w 12.32.° Az A, B, C és D pontokra igaz, hogy AB =CD. Bizonyit-
satok be, hogy az AD és BC szakaszok felez&pontjai egybeesnek!
Bizonyitsatok be a forditott allitast: ha az AD és BC szakaszok fele-

z6pontjai egybeesnek, akkor az AB=CD!

12.33. Adott, hogy MO = ON. Bizonyitsatok be, hogy az O pont az
MN szakasz felezépontja! Bizonyitsatok be a forditott allitast: ha az
O pont az MN szakasz felez6pontja, akkor MO = ON'!

és

ISMETLO GYAKORLATOK I

12.34. A paralelogramma egyik szoge egyenld a t6bbi harom sz6g 6ssze-
gének felével. Hatarozzatok meg a paralelogramma szogeit!



114 4. 8. VEKTOROK

12.35. Két hasonlé haromszog koziil az egyik kertulete 8 cm-rel nagyobb,
mint a masiké. Hatarozzatok meg az adott haromszogek keritileteit,

P , 1
ha a hasonlésagi aranyuk g!

12.36. Az ABCD rombusz BC és AD oldalain megfelelden jelolték az
M és K pontokat agy, hogy BM : MC = KD : AK = 1: 2. Hatarozzatok
meg az MK szakasz hosszat, ha AB=a, ABCZ = 60°!

13. A vektor koordinatai

Vizsgaljuk meg a koordindtasikon aza -t. A koordindta-rendszer
kezddépontjatol egy vele egyenld OA -t rajzolunk (13.1. abra). Az a vek-
tor koordinatainak az A pont koordinétit nevezziik. a (x; y) feliras
azt jelenti, hogy az a vektor koordinatai (x; y) koordinatak lesznek.

YA YA
AI _______ y Y b
| 7B
o 7 Lo [T %
e
7
13.1. 4bra 13.2. dbra

Az x és y szamokat megfeleléen az a vektor elsé és masodik ko-
ordinatajanak nevezziik.

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogy az egyenl6 vektorok egyen-
16 koordinatakkal rendelkeznek. Példaul az a, b és ¢ egyenld vek-
torok (13.2. 4bra) mindegyikének a (2; 1) lesznek a koordinatai.

A forditott allitas is igaz: ha a vektorok megfelelé koordinatai
egyenlék, akkor a vektorok is egyenlék lesznek.

Valéban, ha az ilyen vektorokat a koordinata-rendszer kezddépontja-
tol inditjuk, akkor a végpontjainak koordinatai egybeesnek.

Természetesen a nullvektornak a koordinatai (0; 0) lesz.

13.1.tétel. Ha az A (x;y,) és B (x,; y,) pontok megfeleléen
az a vektor kezdd- és végpontja, akkor az x,- x, és azy,-y, szd-
mok megfeleléen az a vektor elsé és masodik koordindtdi lesznek.
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Bizonyitds.® Legyenek az AB vektorral egyenl§ a vektor koor-
dinatai (a,; a,). Bebizonyitjuk, hogy a, = x, —x,, a, =y, - y,.
Ha a =0, akkor a tétel allitasa nyilvanvald.

Lgyen a # 0. A koordinata-rendszer kezddépontjabdl fektetiink egy
OM vektort, amely egyenld lesz az AB vektorral. Ekkor az M koordi-
natai (a,; a,) lesznek.

Mivel AB=0OM, ezért alkalmazva a 12.32. feladat eredményét,
levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy az OB és AM szakaszok felezG-
pontjai egybeesnek. Az OB és AM szakaszok felezépontjainak koordina-

,. . 0 0 , , .
t4l megfelelGen ( +2x2; ;yzj és (xl eral; 2! erazj egyenl@k. Vagyis

0 0 - . N
+2x2 =4 ;al , +2y2 =Nt % Frekaz egyenl8ségek akkor is teljestl-
2
nek, ha az O pont egybeesik a B-vel vagy az A pont egybeesik az M-mel.
Ebbdl kovetkezik, hogy a, =x, —x,a,=y,—y,. <
Két pont tavolsaganak kepletebol kovetkemk hogyha az a vektor

koordinatai (a,; a,), akkor
| a | =(a; +a;

Feladat. Adott az ABCD paralelogramma cstcsainak koordina-
tai: A (3; -2), B (—4; 1), C (—2; —3). Hatarozzatok meg a D pont koordi-
natait!

Megoldas. Mivel az ABCD négyszog paralelogramma, ezért
AB = DC. Tehét ezeknek a vektoroknak a koordinatai egyenldk.

Legyen a D pont koordinatai (x; y). Az AB és DC vektorok koor-
dinatainak meghatarozasara alkalmazzuk a 13.1. tételt. A kovetkezGt
kapjuk:

AB(-4-3;1-(-2)) = AB(-7;3); DC (-2-x;—-3-y). Innen azt kap-
juk, hogy:

Felelet: D (5;-6). <
? -

Magyarazzatok meg, mit neveziink a vektor koordinatainak!

Mit lehet elmondani az egyenlé vektorok koordinatairdl?

Mit mondhatunk azokrdl a vektorokrdl, melyeknek a megfelel6 koordinatai
egyenl6k?

Hogyan lehet meghatarozni a vektor koordinatait, ha ismertek a kezd6- és
a végpontjanak koordinatai?

Hogyan lehet meghatarozni a vektor abszolut értékét, ha adottak a koordi-
natai?

g &~ bR
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\@g\ GYAKORLATI FELADATOK I

13.1.° Korz6 és vonalzd segitségével szerkesszétek meg azt a pontot,

amelynek koordinatai az adott a vektor koordinatdival egyenlGk
(13.3. abra)!

YA 177
A
a a v 7 |
1
0 r ] a
13.3. 4bra 13.4. dbra

13.2.° Abrazoljatok az origébél indulé a (-3; 2), b (0; —=2) és ¢ (4; 0)
vektorokat!

13.3.° Abrdzoljatok az M (-1; 2) ponttél kezd8dé a (1; -3), b(-2; 0)
és ¢ (0; —1) vektorokat!

@ GYAKORLATOK I

13.4.° Hatarozzatok meg a 13.4. dbran lathaté vektorok koordinatait!
13.5.° Hatarozzatok meg az AB vektor koordin4tdit, ha adott:
1) A (2; 3), B (-1; 4); 3) A (0; 0), B (-2;-8);
2) A (3; 0), B (0; -3); 4) A (m; n), B (p, k)!
13.6.° Adott az A (1; 3) pont és az a (-2; 1) vektor. Hatarozzatok meg a
B pont koordintait, ha BA =a!
13.7.° Adottak az A (3; —=7), B (4; —5) és C (5; 8) pontok. Hatarozzatok
meg a D pont koordinatait, ha AB=CD!

13.8.° Az A (4; -3) pont az m (-1; 8) vektor kezdbpontja. Hatarozzatok
meg a vektor végpontjanak koordinatait!
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13.9.° Adottak az A (3; -4), B (-2; 7), C (—4; 16) és D (1; 5) pontok. Bizo-
nyitsatok be, hogy CB = DA!

13.10.° Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog paralelogramma
lesz, ha a csucesai: A (1; -5), B (2; 3), C (=3; 1) és D (—4; —7) pontok!

13.11.° Az a (3; -4), b (-4 2), c(3V11), d (-2 -4), e(-1;-26)
és [ (—4; 5) vektorok kéziil valasszatok ki az egyenld abszolut ér-
tékd vektorokat!

13.12.° Adottak az A (1; —4) B(-2; 5), C(1 +a; -4+ b) és D (-2 + q;
5 + b) pontok. Bizonyitsatok be, hogy | AC | = | BD |!

13.13.° Hatarozzatok meg az x Osszes olyan értékét, melyre teljesil,
hogy az a (x; —8) vektor abszolut értéke 10 lesz!

13.14.° Az y mely értékénél lesz a b (12 y) vektor abszolut értéke 137

13.15.° A BM szakasz az ABC haromszog sulyvonala, melynek csua-
csai: A (3; —b), B (2; -3) és C (-1; 7) pontok. Hatarozzatok meg a
BM vektor abszolut értékét!

13.16.° Az F pont az ABCD téglalap BC oldalat 1 : 2 aranyban osztja
(13.5. 4bra). Hatdrozzatok meg az AF és FD vektorok koordintdit!

L |

A
3 5 "M E | ¢
0 C D X 6 T T
F
_4 _________ D=
0] 8 x
B A
13.5. 4bra 13.6. dbra

13.17.° Az E pont az OACD téglalap AC oldalanak felezGpontja
(13.6. abra). Hatarozzatok meg a DE és EO vektorok koordinatait!

18.18.° Az a abszolut értéke 10. Az elsé koordinataja 2-vel nagyobb,
mint a masodik. Hatarozzatok meg az a vektor koordinatait!

13.19.° A ¢ abszolut értéke 2, és koordinatai egyenlék. Hatérozzatok
meg az ¢ vektor koordin4tait!
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13.20. Az A (2; 5) és B (7; 5) pontok az ABCD téglalap csucsai.
A BD vektor abszolut értéke 13. Hatarozzatok meg a C és D pontok
koordinatait!

13.21. Az A (1; 2) és D (1; —6) pontok az ABCD téglalap csucsai.

Az AC vektor abszolut értéke 17. Hatdrozzatok meg a B és C pontok
koordinatait!

ISMETLO GYAKORLATOK I

13.22. Az ADB és CBD két egybevagd egyenls szarda B C
haromszog (AB = BD = CD) ko6zos szarral rendel-
keznek (13.7. abra). Hatarozzatok meg az ABCD
négyszog tipusat!

13.23. A haromszog kertilete 48 cm, a szogfelezdje A D
a haromszog oldalat 5 cm és 15 cm-es részekre 13.7. 4bra

osztja. Hatarozzatok meg a haromszog oldalainak
hosszat!

13.24. Az egyenl( szaru trapéz szara a, egyik szoge pedig 60°. A trapéz
kor koré van irva. Hatdrozzatok meg a trapéz teriletét!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

13.25. Lehet-e egy 10 cm-es oldalt négyzetbdl néhany kort kivagni, hogy
atmérdinek 0sszege nagyobb mint 5 cm?

14. A vektorok 0sszeadasa és kivonasa

Ha a test az A pontb6l elmozdult a B-be, majd a B-bdl a C-be, akkor

az elmozdulasok Gsszegét az A pontbdl

a C pontba AC vektor forméban szokas B

megadni, amely az AB és BC vekto-
rok Osszege lesz, vagyis AB+ BC = AC
(14.1. abra)

Ez a példa segithet abban, hogyan
kell értelmeznink a vektorok Gsszegét,
vagy hogyan kell 6sszeadni két a ésb

vektort. 14.1. dbra
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Egy tetszéleges A pontbol felmériink egy AB vektort, mely egyen-
16 az a-ral. Aztén a B pontbdl felmérjiik a BC vektort, amely a
b-ral egyenld. Az AC vektort az a és b vektorok Osszegének nevezziik
(14.2. 4bra) és igy irjuk fel: a +b = AC.

A két vektor 6sszeadasanak ezt a médjat haromszog-szabalynak
(vagy lanemédszernek) nevezziik.

Az elnevezés azzal magyarazhatd, hogy amikor az a és b vektorok
nem kollinedarisak, akkor az A, B és C pontok egy haromszog csucsai
lesznek (14.2. abra).

A haromszog-szaballyal 6ssze lehet adni a kollinearis vektorokat is.
A 14.3. 4brdn az AC vektor két, az a és b kollinearis vektor Osszege
lesz.

—_—

b b
—> - — L
B A B C
s —
a b
14.2. 4bra 14.3. dbra

Tehat tetszéleges hdarom, A, B és Cpontokraigaz AB+ BC = AC,
amely kifejezi a vektorok 6sszegének haromszog-szabalyat.

14.1.tétel. Ha az a és b vektorok megfeleld koordindtdi (a;a,)
és (b; b,), akkor az a + b koordindtdi (a,+ b a,+ b,) lesznek.

Bizonyitds.® Legyenek az A (x;;y,), B (x,;y,) és C (x,; y,) pontok
olyanok, hogy a = AB és b = BC. Ekkor: a +b = AC. Bebizonyitjuk,
hogy az AC vektor koordinatai (a,+b;a,+b,) lesznek.

Meghatdrozzuk az a, b és AC vektorok koordinatait:
a (X, =25 Yy —Yy)s b (25— X3 Yy —Un)s AC (x, = %5 Y5 — 4)-

E+5=E(x3 — X5 Ys —y1)=AﬁC(Jc3 — Xyt Xy = X3 Y — Yy T Yy~ Yy)-

Figyelembe véve,hogyx, —x, =a,x,—x,=b,y, -y, = a,, Y, — Yy, = b,,
azt kapjuk, hogy: a+b=AC (a, +b;a,+b,). «
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Megjegyzés. Mikozben az a és b vektorok osszeaddsanak ha-
romszdg-szabalyat irtuk le, akkor az a vektor kezdSpontja barmilyen
pont lehet. Ha az A pontot A -re cseréljiik, akkor az AC vektor he-
lyett, amely az a és b vektorok bsszege lesz, egy E vektort kapunk.
A 14.1. tételbdl kovetkezik, hogy az AC és A1C vektorok koordinatai
(a,+b; a, + b,)-vel lesznek egyenldk, tehat AC = A C,. Ez azt jelenti,
hogy az a és b vektorok osszege fiiggetlen attél, hogy milyen pontbél
indul az a.

A vektorok osszeadasanak tulajdonsagai hasonldk lesznek a szamok
Osszeadasanak tulajdonsagaival.

Barmilyen a,b és ¢ vektorra teljesiilnek a kovetkezé azo-
nossagok:

1) a+0=a;

2) a +b =b +a felcserélhetdségi torvény;

3) (a— +b ) +tc=a+ (b— + E) csoportositasi térvény.

Ezeknek a térvényeknek a bizonyitasahoz elegendd 6sszehasonlita-
ni a jobb és bal oldalon a megfeleld vektorok koordinatdit. Végezzétek
ezt el 6nalléan!

Harom vagy tobb vektor 6sszegének meghatarozasa ugy torténik,
hogy elGszor 6sszeadjuk az els6 és a masodik vektort, majd a kapott vek-

torhoz adjuk a harmadikat ésigy tovabb. Péld4aul: a +b +c¢ = (a +b ) +ec.
A vektorok felcserélhetségi és csoportositasi torvényeibdl az kovet-
kezik, hogy a vektorok 6sszeadasanal felcserélhetjik az 6sszeadandok
helyét, és a zardjeleket is barmilyen médon kitehetjik.
A fizikaban gyakran kell 6sszeadni olyan vektorokat, melyeknek ko-
z0s a kezdGpontjuk. Példaul ha a testre az F, és F, er6 hat (14.4. abra),

akkor a r4 hat6 eredd er§ F, + F, lesz.

Két, egy pontbél kiindul6é nem kollinearis vektor 6sszeadasakor cél-
szerl a vektorok Osszeadasanak paralelogramma-szabalyat al-
kalmazni.

Meg kell hatdrozni az AB és AD nem kollinedris vektorok sz-

szegét (14.5. abra). A BC vektorral egyenlé AD vektort szerkesztiink.

14.4. dbra 14.5. dbra
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A BC vektort az AD -vel parhuzamosan az AD vektor végpontjabdl

vesszik fel. Ekkor AB+ AD = AB+ BC = AC. Mivel a BC és AD vek-
torok egyenldk, ezért az ABCD négyszog egy olyan paralelogramma
lesz, melynek AC az atlgja.

A fenti gondolatmenet alapjan meg lehet fogalmazni a nem kolline-

aris a és b vektor osszeaddsanak paralelogramma-szabalyét.

Egy kozés A kezdbpontbil felvessziik az a vektorral egyenld AB
vektort, és a b vektorral egyenld AD vektort, majd megrajzoljuk az
ABCD paralelogrammadat (14.6. abra). Akkor a keresett a+b 0sszeg az
AC vektor lesz.

Meghatarozas. Az a és b vektor kiilonbségének azt a
¢ vektort nevezziik, amelynek a b vektorral valé 6sszege egyen-
16 az a vektorral.

Ezt igy {rjuk fel: ¢ =a —b.

Bemutatjuk azt, hogyan kell megszerkeszteni a vektorok kiilonbsé-
gét, ha adott az a és b vektor.

Egy tetsz6leges O kezdépontbél felvessziik az OA és OB vektoro-
kat, melyek megfelel6en egyenldk az E és b vektorokkal (14.7. abra).
Ekkor a BA vektor egyenld lesz az a — b kiilénbséggel. Valéban,
OB + BA = OA. Tehéat a Vektorok kulonbsegenek meghatarozasa alap-
jan OA-OB= BA, vagyis a-b=BA.

EEEEe— E——
_ b — b
a
14.6. dbra 14.7. dbra

A 14.7. 4brdn az OA és OB vektorok nem kollinedrisak. A leirt al-
goritmussal meg lehet a kollinearis vektorok kiillénbségét is hatarozni.

A 14.8. 4bréan a BA vektor egyenl§ az a és b kollineéris vektorok
kilonbségével.

a b a b
—_— _—
B 0 A O B A
L. - 3 ——e———p

a b

14.8. dbra
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Tehat barmilyen O, A és B pontra teljesiil az OA-OB=BA
egyenléség, amely az egy pontbél kiindul6 két vektor kiilonbségé-
nek szabalyat adja meg.

14.2. tétel. Ha az a és b vektorok koordindtdi megfele-
léen (a; a,) és (b;; b,), akkor az a —b vektor koordindtdi (a,-b;
a,-b,) lesz.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a tételt.

A 14.2. tételbdl kévetkezik, hogy barmilyen a és b vektornak léte-
zik egyetlen olyan ¢ vektora, melyre teljesil az a-b=c egyenl@ség.

Meghatarozas. Két nem nullvektort ellentett vektorok-
nak neveziink, ha az abszolut értékiik egyenld, az iranyuk pe-
dig ellentétes.

Ha az a és b vektorok ellentettek, akkor azt mondjuk, hogy az a

ellentettje a b vektornak, a b pedig ellentettje az a -nak.
A nullvektor ellentettjének a nullvektort tartjuk.

Az a ellentettjét —a -ral jeloljik.

A meghatarozasbdl kévetkezik, hogy az AB ellentett vektora a BA
vektor lesz. Ezért barmilyen A és B pontra teljesiil az AB = -BA
egyenliség.

A haromszog-szabalybdl kovetkezik, hogy

7 +(-a)=0.
Ebbél az egyenlGséghdl az kovetkezik, hogyha az a koordintai

(a;; a,), akkor a —a vektornak a koordinatai: (- a,; —a,) lesznek.

14.3.tétel. Bdrmilyen a és b vektorra teljesiil az a —b =
=a+ (—5) egyenléség.

A bizonyitasahoz elegend6 6sszehasonlitani a
bal és jobb oldalon a megfelel6 koordinatakat. Vé-
gezzétek el onalléan!

A 14.3. tétel lehetGséget ad arra, hogy a vek-
torok kivonasat az 6sszeadasra vezessiik vissza:

8|

ahhoz, hogy az a vektorbdl kivonjuk a b vektort,

elegendd az a vektorhoz hozzdadni a -b vektort
14.9. abra (14.9. abra).
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Feladat. Az ABCD paralelogramma atloi az O pontban metszik
egymast (14 10. abra) Fejezzétek ki az AB, AD és CB vektorokat a
CO =a és BO =b vektorok 4ltal!

Megolddas. Mivel az O pont az AC

és BD szakaszok felezopontja ezért OA = C
=CO=da és OD=BO=b. V
Innen a kovetkezdt kapJuk
AB=AO+0OB=-0A-BO=-a - A

AD=0D-0A=b -a;
CB=-AD=a-b. <
14.10. dbra
’) .

1. Magyarazzatok meg a vektorok 6sszeadasanak haromszog-szabalyat!

2. Milyen egyenl8ség fejezi ki a vektorok 6sszeadasanak haromszdg-szaba-
lyat?

3. Mivel egyenl6 az 6sszegvektor (két vektor 6sszegének) koordinatai?

4. Irjatok fel a vektorok dsszeadasanak tulajdonsagait kifejezd egyenlésége-
ket!

Ismertessétek a vektorok 6sszeadasanak paralelogramma-szabalyat!
Mit neveziink kilénbségvektornak (vagy két vektor kilénbségének)?
Milyen egyenl8ség fejezi ki az egy pontbdl induld két vektor kilonbségét?
Mivel egyenld a kiilonbségvektor (két vektor kiilonbségének) koordinatai?

© ® N o’

Mit neveziink ellentett vektoroknak?

10. Hogyan jeldljik az a vektor ellentettjét?
11. Hogyan lehet a vektorok kiildnbségét vektorok 0sszegeként felirni?

|p\1
S GYAKORLATI FELADATOK s

14.1.° A haromszog-szabaly alkalmazasaval szerkesszétek meg a
14.11. 4bran lathaté a és b vektorok osszegét!

14.2.° A paralelogramma-szabaly alkalmazasaval szerkesszétek meg a
14.11. a—d 4bran lathaté a és b vektorok dsszegét!

14.3.° A 14.11. 4brdn lathaté a és b vektor alapjan szerkesszétek meg
az a —b vektort!
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14.11. dbra

14.4.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget! Szerkesszétek meg az A pont-
bél indulé:
1) AB; 2) CA; 3) BC vektor ellentett vektorat!
14.5.° Rajzoljatok egy ABCD paralelogrammat! Szerkesszétek meg:
BC+ BA, BC+DC, BC+CA, BC+ AD, AC + DB vektorokat!
14.6.° Rajzoljatok egy MNP haromszoget! Szerkesszétek meg:
MP +PN, MN +PN, MN + MP vektorokat!

14.7.° Rajzoljatok egy ABCD paralelogrammat! Szerkesszétek meg:
BA-BC, BA- DA, BA- AD, AC - DB vektorokat!

14.8.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget! Szerkesszétek meg: AC-CB,
CA - @, BC - CA vektorokat!

14.9.° Vegyetek fel négy pontot: M, N, P és Q! Szerkesszétek meg az
MN + NP + w vektort!

14.10.° A 14.12. 4brdn lathaté a, b és ¢ vektorok alapjin szerkesszé-
tek meg az:

1) a+b+ec; 2) a+b-c; 3) —a +b +c¢ vektorokat!
1
I
f—b’/ b \H
c
al a
/

a b c

14.12. dbra
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14.11.° Rajzoljatok harom olyan kozos kezdGpontbdl kiinduld vektort,
amelyek abszolut értéke egyenld, a két vektor 6sszege pedig egyenld
a harmadik vektorral!

14.12.° Rajzoljatok harom olyan kozos kez-
dépontbdl kiindulé vektort, amelyek ab- e B
szolut értéke egyenld, az 6sszegik pedig
nullvektort ad! oC

14.13.° A 14.13. 4bran lathaté A, B, C 4.
és D pontok alapjan szerkesszétek

meg azt az x vektort, melyre igaz az °D
AB+CB+CD+x =0 egyenldség!

14.14." Rajzoljatok egy ABC haromszoget! 14.13. abra
Szerkesszetek egy olyan X pontot, mely-
re igaz:
1) AX = BX + XC; 2) BX = XC - XA!

W GYAKORLATOK I

14.15.° Adott az ABC haromszog. Fejezzétek ki a BC vektort, az alabbi
vektorokon keresztiil:

1) CA és AB; 2) AB és AC!
14.16.° Adott az ABCD paralelogramma. Fejezzétek ki az AB, BC és
DA vektorokat a CA=a és CD = ¢ vektorokon keresztiil!

14.17.° Adott az ABCD paralelogramma Fejezzétek ki az AC, BD és
BC vektorokat a BA =a és DA =b vektorokon keresztiil!

14.18.° Adott az ABCD paralelogramma Fejezzétek ki a BC, DC és
DA vektorokat az AB=a és BD =b vektorokon keresztiil!
14.19.° Bizonyitsatok be, hogy barmilyen A, B, C és D pontra teljesil a
kovetkezd egyenlé’ség
1) AB+BC = AD+DC 3) AC+CB- AD = DB!
2) CA-CB=DA-

14.20.° Bizonyitsatok be hogy barmilyen A, B, C és D pontra teljestl a
kovetkezd egyenloseg

1) BA+ AC = BD + DC; 3) BA- BD + AC = DC!
2) AB- AD =CB-CD;

14.21.° Az M és N pontok az ABC haromszog BA és BC oldalainak fe-
lezopont]al Fe]ezzetek ki az AM, NC, MN és NB vektorokat a
BM =m és BN =n vektorok 4ltal!
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14.22.° Az ABCD paralelogramma atléinak metszéspontja az O pont.
Bizonyitsatok be, hogy OA +OB+O0C + 0D =0!

14.23.° Adott egy ABCD négyszog és egy O pont. Ismert, hogy
AO + OB = DO + OC. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog pa-
ralelogrammal!

14.24.° Adott egy ABCD négyszog és egy O pont. Ismert, hogy
OA - OD = OB - OC. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszdg pa-
ralelogramma!

14.25.° Adott az a (4; -5) és b (-1; 7) vektor. Hatarozzatok meg:
1) az a +b és a —b vektorok koordinatait;
2) |ad+b|és|a-b|

14.26.° Adottak a kovetkezd pontok: A (1; —3), B (4; 5), C (-2; —1) és
D (3; 0). Hatarozzatok meg:
1) az AB+CD és AB-CD;

és | AB-CD | vektorok koordinatait!

14.27.° A 2(2; y) vektor az 5(5; -3) és a l;(x; 4) vektorok Osszege.
Hatarozzatok meg az x és y értékét!

14.28.° Az E(x; -1) és a 5(2; y) vektorok Osszege a Z(—3; 4) vektor
lesz. Hatarozzatok meg az x és y értékét!

14.29.° Adott az MN (3;-5) vektor. Hatdrozzatok meg az NMvektor
koordinatait!

14.30.° Az ABC egyenl6 oldalt haromszog oldala 3 cm. Hatarozzatok
meg az AB+ BC | értékét!

14.31.° Az ABC egyenl§ szaru derékszogl (CZ = 90°) haromszog befo-
géja 4 cm. Hatérozzatok meg az | AC + CB

14.32.° Adott az N (3; —5) és F(4; 1) pont. Hatarozzatok meg az
| ON - OF | és | FO +ON | értékeit, ha az O egy tetszbleges pont!

14.33.° Az Gsz6 a parhuzamos partokra merdlegesen J3 mis sebesség-
gel Gssza at a folyét. A vizfolyas sebessége 1 m/s. Milyen szog alatt
fog haladni az sz a parhuzamos partokra merGlegeshez képest?

O—w 14.34." Bizonyitsatok be, hogy tetszéleges n esetén az A, A,
A_pontokra teljesiil a kévetkezé egyenléség

AA+AA +AA+...+A A =AA)

14.35.° Bizonyitsatok be, hogy tetszbleges A, B, C, D és E pontra telje-

sul a kovetkezs egyenlGség:
AB+BC+CD+DE+EA=0!
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14.36." Az AB vektort fejezzétek ki az a, b, ¢ 4 B
és d vektorokon keresztiil (14.14. abra)! a
14.37.° Az ABCD paralelogrammaban az M, N és
K pontok megfelelGen az AB, BC és CD szaka-
szok felez8pontjai. Fejezzétek ki a BA és AD

vektorokat az MN =m és KN = n vektorokon
keresztil!

S

b

!

14.14. 4bra

14.38.° Az ABCD paralelogrammaban az atlék egy O pontban metszik
egymaést. Fejezzétek kia BA és AD vektorokata DO =a és OC =b
vektorokon keresztil!

14.39.° Az ABCD negyszog paralelogramma Bizonyitsatok be, hogy:
1) AD-BA + DB-DC = AB;
2) AB+CA-DA=0!

14.40.° Az ABC haromszogben meghtuztak a BM oldalfelezdt. Bizonyit-
satok be, hogy:
1) MB+BC+ MA =0; 2) MA+ AC+ MB+ BA =0!

14.41." Bizonyitsatok be, hogy az a és b nem kollinedris vektorokra
teljesiil az | a+b |<| a |+| b | egyenlGtlenség!

14.42.° Bizonyitsatok be, hogy az a és b nem kollinearis vektorokra
teljestil az | a-b | < | a |+| b |egyenl6t1enség!

14.43." Az a és b nem nullvektorokra teljesiil az | a+b | = | a |+ | b |
egyenldség! Bizonyitsatok be, hogy aTTb!

14.44.* Az a és b nem nullvektorokra teljesiil az |a +b |— | a |+|b |
egyenlGség! Bizonyitsatok be, hogy a T! b!

14.45.* Lehet-e nullvektor harom olyan vektor 6sszege, melyeknek
hosszai:
1) 5; 2; 3; 2) 4; 6; 3; 3) 8;9; 18?7

14.46." AzABCD negyszog atléi az O pontban metszik egymast. Ismert,

hogy OA+0OB+0C+0D =0. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négy-
szog paralelogrammal

14.47.* Az MN, m és EF paronként nem kollinearisak, és
MN +PQ+EF =0. Bizonyitsatok be, hogy l1étezik olyan haromszog,
melynek oldalai az MN, PQ és EF szakaszok hosszaival egyenldk!

14.48.* Bizonyitsatok be, hogy az ABCD paralelogrammara és barmely
X pontra teljesiil a kvetkezd egyenldség: XA + XC=XB+XD!
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14.49. Adott az A és B pont. Hatarozzatok meg azon X pontok mértani
helyét, melyekre teljesiil, hogy | AB+ BX | = | AB |!

14.50.* Adott az A és B pont. Hatarozzatok meg azon X pontok mértani
helyét, melyekre teljesil, hogy | AB+ BX | = | BX |!

14.51. Egy evezls az A pontbdl 4 perc alatt allandé sebességgel ugy
evezett at a 240 m széles folyon, hogy a csénak orrat merGlegesen
irdnyitotta a szemkozti parthoz viszonyitva. A csénak a C pontba ért
partot, amely a folyas irdnydban az A ponttdl 48 m-re lejjebb volt.
Hatarozzatok meg a foly6 folyasanak sebességét, valamint a csénak
sebességét a parthoz viszonyitva!

14.52. Egy csénak az A pontbdl alland6 sebességgel haladva 100 s
alatt kelt 4t a 300 m széles folyon. A csénak a B pontba éri el a ttulsé
partot. Az AB egyenes mer6leges a folyé mindkét partjara. A folyé
folydsanak sebessége V3 m/s. A foly6 partjahoz képest milyen szg
alatt haladt a cs6nak az atkelés soran?

14.53." Az ABC haromszog stulyvonalai az M pontban metszik egymaést.
Bizonyitsdtok be, hogy MA + MB+ MC =0!

14.54." Az ABC haromszog oldalaira kiviilrél AA B B, BB,C,C, CC, A A
paralelogrammadkat szerkesztettek. Az A A,, BB,, C,C, egyenesek
paronként nem parhuzamosak. Bizonyitsatok be, hogy létezik olyan

haromszég, melynek oldalai megfelelen egyenlék az A A,, BB, és
C,C, szakaszokkal!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

14.55. Az ABC haromszogbe CDMK paralelogramma van Ggy beirva,
hogy a C szogiik kozos, a D, M és K pontok pedig megfelelGen a hé-
romszog AC, AB és BC oldalaira illeszkednek. Hatarozzatok meg a
paralelogramma oldalait, ha a kertlete 20 cm, AC = 12 cm, BC =9 cm!

14.56. Harom kor, melyeknek sugarai 1 ¢cm, 2 cm és 3 cm paronként ki-
vilrdl érintik egymast. Hatarozzatok meg annak a kérnek a sugarat,
melyhez mindharom kor kézéppontja illeszkedik!

14.57. Bizonyitsatok be, hogy a korbe irt szabalyos hatszog teriilete

z-ed része a kor koré irt hatszog teruletének!
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15. A vektorok szammal vald szorzasa

Legyen az a egy nem nullvektor. A 15.1. 4bran az AB vektor 14t-
haté, amely a +a, ésa CD vektor, amely egyenld a (—E) + (—E) + (—E).
Nyilvénvalé, hogy | AB|=2|a | és AB 1T q,

6B |=3|a | 6 B 7.

Az AB vektort 2a-val jeloljuk, és ugy tekintjuk, Ey
mintha az a -t megszoroznank 2-vel. Hasonléan a A/
CD vektort ugy kapjuk meg, ha az a -t megszoroz- D/
nank —3-mal, és igy irjuk: CD = -3a.

Ez a példa megmutatta, hogyan lehet bevezetni a 15.1. 4bra
,vektor szammal val6 szorzasat”.

Meghatarozas. Az a nem nullvektor és egy k szam szor-
zatanak azt a b vektort nevezziik, melyre teljesiilnek a kovet-
kezo feltételek:

1) [b]=|k|[a];
2)ha k> 0, akkor b TTa; ha k <0, akkor b Tl a.
fgy irjak: b = ka.

Ha a =0 vagy k = 0, akkor ka =0.

A 15.2. 4brén az a, —2a, 25, J3 a vektorok lathaték.

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogy 1- a=a,

— a -l-a =-a.
—2a —> L C .
4—2_’ A meghatarozasbdl az is kévetkezik, hogyha
5_‘1) b= kg, akkor az a és b vektorok kollinedri-
\/g T sak lesznek.
> Ha az a és b vektorok kollinearisak, akkor a

15.2. &bra b vektort felirhatjuk-e ka szorzataként? Erre a
kérdésre a kovetkezs tétel ad valaszt.
15.1.tétel. Ha az a és b vektorok kollinedrisak és
a # 0, akkor létezik egy olyan k szam, melyre teljesiil a kévetke-
26 egyenlGség: b =ka.
Bizonyitds. © Ha b =0, akkor a k=0 estén azt kapjuk, hogy
b=ka.
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Ha b # 0, akkor a TTb vagy a TLb.

Mivel & > 0, ezért ¢ 1T a, tehat ¢ 7T 5. Ezenkivil |¢ |=k|a|=|b .
Vagyis a b és ¢ vektorok egyiranyuak és abszolut értékeik egyenld.
Ebbél kovetkezik, hogy b =¢ =ka.

S

1) Legyen allo. Vizsgaljuk meg a ¢ = ka vektort, ahol k=

Q|

S

2) Legyen aTlb. Vizsgaljuk meg a ¢ = ka vektort, ahol k= —

Q|

Erre az esetre onalldan fejezzétek be a bizonyitast. <

15.2. tétel. Ha az a koordinatai (a,, a,), akkor a ka vek-
tornak a koordinatai (ka,, ka,) lesznek.

Bizonyitds. ®Ha a =0 vagy k = 0, akkor az 4llitas nyilvanvalé.
Legyen a #0 ésk=0. Vizsgaljuk meg ab (ka,; ka,) vektort. Bebi-
zonyitjuk, hogy b=ka.

A b |= Jtka,)? + (Ra,)? =|k|Ja? +a2 =|k]||d|.

A koordinata-rendszer kezddpontjabél OA és OB vektorokat indi-
tunk, melyek megfelelGen egyenlék az a és b vektorokkal. Mivel az
OA egyenes a koordinata-rendszer kezd&pontjahoz illeszkedik, ezért
egyenlete ax + by = 0 alaku.

Ehhez az egyeneshez az A (a,; a,) pont illeszkedik. Ezért

aa, + ba, = 0. Ebbdl kévetkezik, hogy a (ka)) + b (ka,) = 0.

Tehat a B (ka,; ka,) pont is illeszkedni fog az OA egyeneshez, ezért
az OA és az OB vektorok kollineérisak, vagyis a || b.

Ha k > 0, akkor az a, és ka, egyforma elGje-
B YA ldek (vagy mindkettd egyenld nullaval). Ugyan-
ilyen tulajdonsaggal rendelkeznek a a, és ka,
szamok 1s. Tehat ha & > 0, akkor az A és B pon-
tok ugyanahhoz a koordinatanegyedhez tartoz-
nak (vagy ugyanarra a koordinata félegyenesre

illeszkednek), ezért az OA és az OB vektorok
egyiranyuak (15.3. abra), vagyis a TTb. Ha
k <0, akkor az OA és az OB vektorok ellenté-
tes iranyuak, vagyis aTlb.

S
]Y

15.3. &bra I
Tehat megkaptuk, hogy b =ka. <
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1. kovetkezmény. Az a (a,; a,) és b (ka,; ka,) vektorok Ekolli-
nedrisak.

2. kovetkezmény. Ha az E(al; a,) és E(bl; b,) vektorok kolli-
nedrisak és a # 0, akkor létezik egy olyan k szam, melyre telje-
siil, hogy b, = ka, és b, = ka,,.

A 15.2. tétel segitségével be lehet bizonyitani a vektor szammal valé
szorzasanak kévetkezd tulajdonsagait.

Bdrmilyen k, m szamra és barmilyen a, b vektorra igazak a
kévetkez6 azonossdgok:

1) (km) a=k (mg) — csoportositasi tulajdonsag;

2) (k+m)a = ka + ma - elsG széttagolasi térvény;

3k (07 + E) =ka +kb — mésodik széttagolasi térvény.

Ezeknek a tulajdonsagoknak a bizonyitasahoz elegendé 6sszehason-
litani az egyenl6tlenségek bal és jobb oldalan 1év6 vektorok megfeleld
koordinatait. Végezzétek el 6nalléan!

Ezek a tulajdonsagok — az algebrai kifejezésekhez hasonléan — lehet6-
séget adnak az olyan kifejezések atalakitasara, melyek vektorok 6sszegét
és kulonbségét, valamint a vektor szammal valé szorzasat tartalmazza.

Példaul: 2(a -3b)+3(a +b)=2a —6b +3a +3b =5a —3b.

O—w 1.feladat. Bizonyitsatok be, ha OA = kOB, akkor az O, A
és B pontok egy egyeneshez illeszkednek!

Megoldas. Afeladat feltételébsl kovetkezik, hogy OA és OB vek-
torok kollinearisak. Emellett ezek a vektorok egy pontbél, az O pontbdl
indulnak. Tehat az O, A és B pontok egy egyeneshez illeszkednek. <«

O—w 2.feladat. Az M pont az AB szakasz felezépontja, X
pedig egy tetszlleges pont (15.4. 4abra). Bizonyitsatok be, hogy

XM - (XA+ XB).
Megoldds. A haromszog-szabaly A
alkalmazasaval azt kapjuk, hogy:
XM = XA + AM;; M
XM = XB+ BM.
Osszeadjuk a két egyenlGséget: B
2XM = XA + XB+ AM + BM.
Mivel az AM és BM ellentett 15.4. dbra
vektorok, ezért AM + BM =0 és 2XM =

= XA + XB. Innen kovetkezik, hogy XM = é(ﬂ + X—B) |
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15.5. dbra 15.6. dbra

3. feladat. Bizonyitsatok be, hogy a trapéz alapjainak felezd-
pontjai és a szarai meghosszabbitdsainak metszéspontja egy egyenesen
fekszenek!

Megoldds. Legyen az M és N pontok az ABCD trapéz BC és AD
oldalainak felezépontjai, az O pont pedig az AB és CD egyenesek met-
széspontja (15.5. abra).

Alkalmazzuk a 2. feladatot, és felirjuk: OM = %(FB +0C),

0N=%(ﬁ+@).

Mivel O—BH@ és @n@, ezért OB = EOA és m=k1@, ahol &
és k, valamilyen szamok.

Mivel a BOCA ~ AODA, ezért 28 = 9C. Ebbél kovetkezik, hogy
OA OD

k=Fk,.

A kovetkezdt kapjuk:

SN | SR [ — [ S —

OM = 5(OB+oc) = 5(koA+kOD) = k-E(OA+0D) - kON.

Az 1. feladatbdl kovetkezik, hogy az O, M és N pontok egy egyeneshez
illeszkednek. <

4. feladat. Bizonyitsatok be, hogyha az M pont az ABC hirom-
szog sulyvonalainak metszéspontja, akkor MA + MB+ MC =0!

Megoldds'. Legyen az AA, BB, és CC, az ABC haromszog oldal-
felez6i (15.6. abra). Ekkor:

AA, = %(AB+AC)
BB, = %(BA+BC)
CC, = l(CB+CA)

1 A 14.53. feladat atmutatasaban egy masik moddszert ajanl a 4. feladat
megoldasara.
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Innen kovetkezik, hogy
HI+B—BI+C—Q=§(E+E+B—C+C—B+A—C+C—A)=6
A haromszog stlyvonalanak tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy

AM=§AA1. Akkor M—A=—§E. Hasonléan M—B=—§B—Bl, MC =

= —gC—CT1 Innen kovetkezik, hogy:

m+M—B+M—cz_gm_gs—a_gc—q:_g(m+3—gl+c—q):6. <
? T

" 1. Mitnevezink az a _nem nullvektor és a k (k # 0) szam szorzatanak?

2. Mivel egyenlé a ka szorzat,hak =0vagy a = =0?

3. Mit lehet elmondani az @ és b nem nullvektorokrdl, ha b = ka, ahol a
k egy tetsz6leges szam?

4. Adott, hogy az a eés b kollinearis vektorok, és a@ # 0. Hogyan lehet a
b vektort kifejezni az a vektoron keresztil?

5. Az a vektor koordinatai (a,; a,). Mivel lesz egyenl6 a ka vektor koordi-

natai!
6. Mit lehet elmondani azokrol a vektorokrél, melyeknek koordinatai (al; a2)
és (ka,; ka,)?

7. Milyen Gsszefiiggés van az a (a;; a,) és b (b;; b,) vektorok megfelelé
koordinatai kozott?

8. Irjatok fel a vektor szammal valé szorzasénak csoportositasi és széttago-
lasi torvényét!

E.;gt.& GYAKORLATI FELADATOK s

15.1.° Adottak az a, b és ¢ vektorok (15.7. abra). Szerkesszétek meg
az alabbi vektort:

7. 1= 2 1=
1) 2b; 2) 3c, 3) 3a, 4) 6a.
15.2.° Adottak az a, b és ¢ vektorok (15.7. dbra). Szerkesszétek meg
az alabbi vektort:
1— - 2-,
1) 2a, 2) —2b; 3) 30.
15.3.° Adottak az a és b vektorok (15.8. 4bra). Szerkesszétek meg az
alabbi vektort:

1) 24 +b; 9 1a +b; 3) a-1p; 0 -1 2p
3 2 3 3
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al
a_— ™
/
b < b
\ 4
15.7. 4bra 15.8. 4bra

15.4.° Szerkesszétek meg az x és y nem kollinearis vektorokat! Jel6l-
jetek egy tetszbleges O pontot. Az O ponttdl kezdddden szerkesszétek
meg a kévetkezd vektort:

1) 8x +y; 2) x +2y; 3) —%§+3§; 4) —25—%5!
15.5.° Vegyetek fel harom, A, B és C pontot tgy, hogy teljesiiljon az

alabbi egyenlGség:

1) AB=2A4C; 2) AB=-3AC; 3) EE:%E; 4) Tcz—%FC!

15.6.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget! Jeldljétek meg az AC oldal
felezépontjat M-mel!

. , 11—
1) Szerkesszétek meg az M pontbdl induléd ECB vektort!

2) Szerkesszétek meg a B pontbdl indulé %M + %HI vektort!

15.7.° Rajzoljatok egy ABCD (BC|| AD) trapézt! Jelsljétek az AB ol-
dal felezépontjat M-mel! Szerkesszétek meg az M pontbdl induld

%R’ + %E vektort!

N , B , 1-—
15.8.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget. Szerkesszétek meg az —AC

3
vektort, melynek a kezdépontja az AB oldalra illeszkedik, a végpontja
pedig a BC oldalra!

@ GYAKORLATOK I

. . — 1— AP
15.9.° Hatarozzatok meg a 3m és a —Em vektor abszolut értékét, ha
| m | =4
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-, 1= - . P —
15.10.° A 3a és —ga vektorok koziil melyik lesz egyiranyu az a vek-

torral, ha a + 07?
15.11.° Allapitsétok meg, hogy egyiranyuak vagy ellentétes iranytaak-e
az a és b nem nullvektorok, ha:

)b=2a; 2 a:_éa; 3 b =2al
Hatarozzatok meg az % aranyt!
b

15.12.° Fejezzétek ki a 5 vektort az egyenlc’iségekbé’l:

) qg=3p; 2 AC=-2p; 3) p=g; 4) 2p =3q!
15.13.° Az ABCD paralelogrammaéaban a% O pont az atlék metszéspont-
ja. Fejezzétek ki:
1) az AO vektort az AC vektoron keresztiil;
2) a BD vektort a BO vektoron keresztiil;
3) a CO vektort az AC vektoron keresztiil!
15.14.° Az ABCD paralelogramma atléinak metszéspontja az O pont,
és AB=a, AD=b. Fejezzétek ki az AO vektort az a és b vekto-
rokon keresztil!

15.15.° Az ABCD paralelogramma AC atléjan dgy vettink fel egy
M pontot, hogy AM : MC =1 : 3. Fejezzétek ki az MC vektort az
a és b vektorokon keresztil, ha a= E, b=AD!

15.16.° Az ABCD paralelogrammaban az M pont a BC szakasz felez6-
pontja, az AB=d, AD=b. Fejezzétek ki az AM és MD vektoro-
kat az a és b vektorokon keresztiil!

15.17.° Az ABC haromszogben az M és N pontok megfelel6en az AB és
BC oldalak felezépontjai. Fejezzétek ki:
1) az MN vektort a CA vektoron keresztiil;
2) az AC vektort az MN vektoron keresztiil!

15.18.° A 18 cm hosszu AB szakaszon Ggy jeloltek egy C pontot, hogy
BC = 6 cm. Fejezzétek ki:
1) az AB vektort az AC vektoron keresztil;
2) a BC vektort az AB vektoron keresztiil;
3) az AC vektort a BC vektoron keresztiil!
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15.19.° Adott az a (—4; 2) vektor. Hatarozzatok meg az alabbi vektorok
koordinatait fzs abszolit értékeit: 3a, —%; és 23!

15.20.° Adott a b (—6; 12) vektor. Hatarozzatok meg az alabbi vektorok
koordinatait és abszolit értékeit: 25, ——b és 2b!

15.21.° Adott az a (3; —2). vektor. A b (=3; -2), ¢ (-6;4), d @ —1],
¢ [—1; —gj és 1 (-3/2; 24/2) vektorok kiziil melyek lesznek kolli-

nedrisak az a vektorral?

15.22.° Adottak az a (3; —3) és b (~16; 8) vektorok. Hatdrozzatok meg
a kovetkezd vektorok koordinatait:

1) 2a+15; 9) -14 4+ 3%, 3 a -5
2 3 4 8

15.23.° Adottak az E(—Z; 4) és n (3; —1) vektorok. Hat4rozzatok meg
a kovetkezb vektorok koordinatait:

1) 3m+2n; 2) —%n—1+2;; 3) m-3n!
15.24.° Az ABC haromszog AB és AC oldalain megfelelGen jelolték az M

és N pontokat ugy, hogy AM : MB=AN : NC=1 : 2. Fejezzétek ki

az MN vektort a CB vektoron keresztiil!
15.25.° Az O, A és B pontok egy egyeneshez illeszkednek. Bizonyitsatok

be, hogy létezik olyan k szam, melyre teljesiil az OA = kOB egyen-
16ség!

15.26.° Az ABCD paralelogramma AB és BC oldalain tgy jeloltek megfe-
leléen M és N pontokat, hogy teljestilnek a kévetkez6 egyenlGségek:

AM: MB=1:2, BN: NC=2: 1. Fejezzétek ki az NM vektort az
AB=a és AD =b vektorokon keresztiil!

15.27.° Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalain tgy jeloltek meg-
felelGen E és F pontokat, hogy teljestiilnek a kévetkez6 egyenlGségek:

BE : EC=3:1,CF: FD=1 : 3. Fejezzétek ki az EF vektort az
AB=a és AD =b vektorokon keresztiil!

15.28.° Bizonyitsatok be, hogy az AB és CD vektorok kollineérisak, ha
A (1;1), B(3;-2), C(-1; 3), D (5; —6)!

15.29. Az a (1; -2), b (-3; —6), ¢ (-4; 8) és d (-1; —2) vektorok kézott
keressetek kollinearis parokat!
15.30.° Adott az m (4; —6), ;(—1; g) és E(& - gj vektorok. Nevezzétek

meg az egyiranyu és az ellentétes iranyu vektorokat!
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15.31. Hatdrozzatok meg az x értékét, melynél az a (1; x) és E(f; 4)
vektorok kollinearisak lesznek! 4

15.32.° Az y mely értékénél lesznek az 5(2; 3) és 5(—1; y) vektorok
kollinearisak?

15.33." Adott a b (-3; 1) vektor. Hatarozzatok meg annak a kolline4ris
vektornak a koordinatait, amelynek abszolut értéke kétszer nagyobb
a b vektor abszoltt értékénél! Hany megoldasa van a feladatnak?

15.34.° Hatdrozzatok meg az n (5; —12) vektorral ellentétes m vektor
koordinatait, ha | m | = 39!

15.35.° Hatdrozzatok meg a b (-9; 12) vektorral egyirdnyd a vektor
koordinétéit, ha |a |=5!

15.36.* Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog trapéz, ha cstcsai az
A (-1; 2), B (3; 5), C(14; 6) és D (2; —3) pontok!

15.37.° Bizonyitsatok be, hogy az A (-1; 3), B (4; —=7) és D (-2; 5) pontok
egy egyeneshez illeszkednek!

15.38.° Adott az a (1; —4), b (0; 3) és ¢ (2; —17) vektor. Hatarozzatok
meg azokat az x és y szdmokat, melyekre teljesiil a ¢ =xa +yb
egyenldség!

15.39. Az ABCD paralelogramma 4tléi az O pontban metszik egymast.
A BC oldalan Jeloltek egy Kpontot ugy, hogy BK: KC=2: 3. Fejez-

zétek ki az OK vektort az AB=a és AD = b vektorokon keresztiil!
15.40. Az ABCD négyszog atloi az O pontban metszik egymast agy,
hogy AO : OC=1:2, BO: OD=4 : 3. Fejezzétek ki az AB, BC,
CD és DA vektorokat az OA =a és OB = bvektorokon keresztiil!

15.41. Az ABC haromszog AB és BC oldalain megfelelGen jelolték a
K és Fpontokat ugy, hogy AK:KB=1:2ésBF:FC= 2 3. FeJez-

zétek ki az AC, AF, KC és KF vektorokata BK =m és CF=n
vektorokon keresztil!

15.42.* Az ABC haromszog AC és BC oldalain megfelelGen jel6lték az
M és N pontokat ugy, hogy AM : MC=1:3és BN: NC=4: 3. Fejez-
zétek kia BA, AN, BM és NM vektorokata BN =k és AM = ;
vektorokon keresztiil!

15.43. Az ABC haromszog sulyvonalai az M pontban metszik egymast.
Fejezzétek ki a BM vektort a BA és BC vektorokon keresztiil!

15.44. Vektorok segitségével bizonyitsatok be a haromszog koézépvo-
nalarél szo6lé tételt!
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O—w 15.45." Az M, és M, pontok az A B, és A,B, szakaszok megfeleld

felezépontjai. Bizonyitsatok be, hogy M, M, = %(AIA2 + Ble)!

15.46. A 15.45. feladat felhasznalasaval bizonyitsatok be a trapéz ko-
zépvonalardl szolo tételt!

15.47.* Az M és N pontok az ABCD négyszog AC és BD atléinak a meg-
felelG felez6pontjai. A 15.45. feladat felhasznalasaval bizonyitsatok
be, hogy MN = %(E —D—C)!

15.48. Az M és N pontok az ABCD trapéz (BC || AD) AC és BD atléi-
nak megfeleld felezépontjai. A 15.45. feladat felhasznalasaval bizo-
nyitsatok be, hogy MN || AD!

15.49." Az ABC haromszog AC oldalan agy jeléltek egy M pontot, hogy

AM : MC = 2 : 3. Bizonyitsatok be, hogy BM = EE& + EE@

15.50. Az ABC haromszog BC oldalan ugy jeldltek egy D pontot, hogy
BD : DC =1 : 2. Bizonyitsatok be, hogy AD = SE + %rC'

15.51." Bizonyitsatok be, hogy létezik olyan haromszog, melynek olda-

lai az adott haromszog stlyvonalaival egyenldk!

15.52." Az M, és M, pontok az A B, és A B, szakaszok megfeleld fele-
z6pontjai. Bizonyitsatok be, hogy az A A,, M M, és B B, szakaszok
felez6pontjai egy egyeneshez illeszkednek!

15.53." Az ABCD paralelogramma AD oldaldn és az AC 4atldjan megfele-
. , , 1 , 1
16en jeloltek egy M és N pontot Ggy, hogy AM = gAD és AN = EAC.

Bizonyitsatok be, hogy az M, N és B pontok egy egyeneshez illesz-
kednek!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

15.54. Az egyenld szaru trapéz kisebbik alapja és szara is egyarant
12 cm, egyik szoge pedig 60°-0s. Mivel egyenld a trapéz kozépvonala?

15.55. A paralelogramma atléi 6 cm és 16 cm, az egyik oldala pedig
7 cm. Hatarozzatok meg a trapéz atloi kozotti szogét és a tertletét!

15.56. Egy hur az R sugaru kérvonalat olyan ivekre osztja, melyek ara-
nya 2 : 1! Hatarozzatok meg a hdr hosszat!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

15.57. Adott egy 101 x 101 négyzetracsos négyzet. A négyzet kis négyze-
teit ugy festették sorba feketére és fehérre, hogy a kozépsd négyzet
fekete lett. Minden kiilonb6z8 szin{ négyzetparra egy vektort fektet-
tek Gigy, hogy a kezddpontja a fekete négyzet kozéppontja, végpontja
pedig a fehér négyzet kozéppontja legyen. Bizonyitsatok be, hogy az
Osszes igy keletkezett vektor osszege nullvektor!

@ A VEKTOROK ALKALMAZASA IE—

A feladatok megoldasat gyakran vektorok alkalmazasaval végzik,
és ekozben a kovetkezl lemmat is hasznaljak:
Lemma. Legyen az M pont az AB szakasz olyan pontja, mely-

re teljesiil az % _™ egyenléség (15.9. &bra). Ekkor barmilyen
n

X pontra igaz lesz a kovetkezé egyenliség:
XM=—"XA+ " XB.
m+n m+n
Bizonyitas. Mivel XM -XA =AM,
m AB, ezért AM =

m+n m+n

AB.

és AM =

Felirjuk, hogy XM — XA = AB. A

m+n M
Mivel az AB= XB - ﬁ, ebbdl azt kapjuk,
hogy

XM - XA =

m

(ﬁ— ﬂ), X B
15.9. dbra

m+n

XM=XA--" XA+ " _XB;
m+n m+n

X0 =" XA+—"_XB. 4
m+n m+n
Megjegyezziik, hogy ez a lemma a 15. pont 2. feladatanak altalano-
sitasa.
Feladat. Legyen az M pont az ABC haromszog oldalfelezGinek
a metszéspontja és X egy tetszlleges pont (15.10. abra). Bizonyitsatok
be, hogy

m=§(x—A+X—B+X—C).
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B
B X
H 0
A 1 ]
% C
M Y
A
K ¢ P
15.10. 4bra 15.11. abra

Megoldas.Legyena K pont az AC szakasz felez6pontja. Ez azt jelen-
ti, hogy BM : MK = 2 : 1. Ekkor, felhasznalva az el6bbi lemmat, fel lehet
i X7 = ~XB + - XK = 2 XB+~~ (¥A+XC) - - (XA + XB + X0). €

Bebizonyitjuk a vektoregyenlGséget, amely 6sszekoti a haromszog
két nevezetes! pontjat.

Tétel. Ha az ABC haromszégben a H a haromszdog ortocent-
ruma, O pedig a koéré irt kérvonal kozéppontja, akkor igaz a
kovetkezd egyenliéség

OH =0A + OB + OC. *)

Bizonyitds. A (*) egyenlfség a derékszogll haromszog esetén
szemmel lathato.

Legyen az ABC haromszog nem derékszogli. Az O pontbdl OK mer6-
legest bocsatunk az ABC haromszog AC oldalara (15.11. abra). A 8. o0sz-
talyban bebizonyitottuk, hogy BH = 20K.

Az OK félegyenesen ugy jeloliink egy P pontot, hogy OK = KP. Ekkor
BH = OP. Mivel a BH || OP, ezért a HBOP négyszog paralelogramma
lesz.

A paralelogramma-szabaly alapjan OH = OB+ OP.

Mivel a K pont az AC szakasz felez6pontja, ezért az AOCP négyszog
atlé1 metszik és metszéspontjukban felezik egymast. Ebbdl kovetkezik,

hogy OP = OA + OC.
A kovetkezbt kaptuk: OH =0OB+OP =0B+0A+0C. <
Térjunk vissza az XM = 3 (XA +XB+ XC) vektoregyenlGséghez,
1 A haromszog nevezetes pontjairél bévebben a 8. osztalyos mértankonyv-
ben olvashattok.
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ahol az M pont az ABC haromszog sulyvonalainak metszéspontja. Mi-
vel X egy tetszlleges pont, ezért az egyenlGség akkor is teljesiil, ha az
X pontnak az O pontot fogjuk venni, ahol az O az ABC haromszog koré
irt kérvonal kozéppontja.

Ebbdl azt kapjuk, hogy: 30OM = OA + OB +OC.

Figyelembe véve a (*) egyenlGséget: 30M = OH.

Ez az egyenl@ség azt jelenti, hogy az O, M és H pontok egy egyenes-
hez illeszkednek, ezt az egyenest pedig Euler-egyenesnek nevezzik.
Emlékeztetiink arra, hogy ezt a nevezetes tulajdonsagot a 8. osztalyban
egy masik moédszerrel mar bebizonyitottuk.

16. A vektorok skalaris szorzata

Legyen a és b két nem nullvektor és nem egyiranyu vektorok
(16.1. 4bra). Inditsunk egy tetszdleges O pontbél olyan OA és OB vek-
torokat, melyek megfelelGen egyenlGk aza és b vektorokkal. Az AOB
szoget aza és b vektorok kézétti szognek nevezziik.

Az @ és b vektorok kézétti széget (a,b)s jeloljiik. Példaul a
16.1. ébran (a, b )£ =120°, a 16.2. 4brén pedig (m, n ) £ = 180°.

16.1. dbra 16.2. abra

Ha az a és b egyirdnytak, akkor ugy tekintjilk, hogy az
(5, 5)4 =0°. Halegaldbb az a és b kozil az egyik nullvektor, akkor
szintén Ugy tekintjuk, hogy (E, 5)4 =0°.

Tehat tetszdleges a és b vektorra igaz a kovetkezd egyenldség:

0°<(a, b)£<180°.

Az a és b vektorokat merdlegeseknek nevezziik, ha a koztik
1év6 szog 90°. Ezt igy irjuk: a L b.

Mar ismeritek a vektorok osszeaddasanak és kivonasanak, valamint
a vektorok szammal val6 szorzasanak szabalyat. Fizikabdl mar tudja-

tok, hogyha allandé F erd hatdsdra a test A pontbél B pontba jut
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(16.3. abra), akkor mechanikai munkavégzés torténik, amely egyenld
|f | | TB|cos(p, ahol a cp:(f, E)L

o
=N\

16.3. 4bra
A fentiek alapjan célszerd lenne bevezetni egy Gjabb miveletet a
vektorokkal.
Meghatarozas. Két vektor skalaris szorzatanak e vekto-
rok abszolut értékeinek és a koztiik 1évo szog koszinuszanak
szorzatat nevezziik.

Az a és b vektorok skaléris szorzatét a - b-vel jeloljuk.
Tehat:

E-E:|E||5|cos(g, 5)4

Ha az a vagy a b vektorok koziil legalabb az egyik nullvektor, ak-
kor természetesen az a -b =0.

Legyen a=b. Akkor a b —a a —|a ||a |cos0°—|a |

Az a-a skalarls szorzatot az a vektor skalaris négyzetének ne-

vezzik, és a -nek]eloljuk.

£ 4.2 - 2 . v . »
Igy azt kaptuk, hogy a = | a | , vagyis a vektor skalaris négyzete
az abszolut értékének négyzetével egyenld.

16.1. tétel. Két nem nullvektor skaldris szorzata akkor és
csakis akkor egyenlé nulldval, ha a két vektor meréleges egy-
masra.

Bizonyitds. © Legyen alb. Bebizonyitjuk, hogy a-b=0.

Adott: (@, )£ =90°. Ebbél kvetkezik, hogy

a 5=|;||5|c0s90°=0.

Legyen a-b=0. Bebizonyitjuk, hogy alb.

Felirjuk, hogy |a || |cos(a, 5)2=0. Mivel |a | # 0 és |5 | # 0,
ezért a cos(g, 5)4 =0. Ebbdl kiévetkezik, hogy (E, 5)4 =90°, vagyis
alb. <
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16.2. tétel. Az a (a,; a,) és b (b; b,) vektorok skaldris szor-
zatdt a kovetkezd képlettel lehet kiszamitani:

a-b=ab +a,b,

Bizonyitds. @ Elbszor megv1zs- 17
galjuk azt az esetet, amikor az a és b T
vektorok nem kolline4risak. /

A koz6s O kezdSpontbél inditott OA
és OB vektorok megfelelGen egyenldk az s A
a és b vektorokkal (16.4. abra). Ekkor
az (a,b)/ = AOB/. 0

Az AOB haromszogre alkalmazzuk a
koszinusztételt: 16.4. dbra

AB? =0A* + OB* ~20A - OB - cos AOB/.
Innen

Ry

OA-OB-cos AOB. - % (OA® + OB’ — AB?).
Mivel |E|=OA és |5|=OB, ezért OA-OB-cos AOBZ=a -b.
Ezenkiviil az AB=0B-0A =b—-a. Tehat AB(b, —a,; b, — a,).
Ezekb6l kovetkezik, hogy a -b = é(| a +|5[ -|4B[). Felhasz

nalva a vektor abszolut értékének koordinatai alapjan térténd megha-
tarozasanak képletét, azt kapjuk, hogy

a-b =%((af +a?)+ (b2 +02) - (b, —a, ) — (b, —az)z).
A jobb oldal egyszertsitése utan a kovetkezdt kapjuk:
a-b= ab, + azb

Vlzsgaljuk meg azt az esetet, amikor a és b vektorok kolline4risak.

Ha a =0 vagy b =0, akkor természetesen teljestl az a-b=
=a,b, +ayb,.

Haa #0 vagy b #0, akkor létezik egy olyan k szam, hogy b =ka,
vagyis b, = ka,, b, = ka,

Ha %k > 0, akkor (E, 5)4 =0°. Ekkor:

E-5=E-(k2)=|g||k5|cos0°=|k||;|2 =k(a? +a?)=
=a,-ka, +a,-ka, =ab, +a,b,.

Azt az esetet, amikor k < 0, 6nalléan vizsgaljatok meg. <
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Kovetkezmény. Két, a (a; a,) és b (b;; b,) nem nullvektor
ko6z6tti sz6g koszinuszat a kévetkezoé képlettel lehet kiszamitani:

*” E = albl + a2b2 (*)
N I

Bizonyitds. © Az a és b vektorok skaldris szorzatdnak megha-

s : — a-b o
tarozasabol kovetkezik, hogy cos(a, b )4 = ﬁﬁ. A 16.2. tétel és a
al|b
vektor abszolut értékének képlete felhasznalasaval megkapjuk a (*). <
A 16.2. tétel segitségével konnyen bebizonyithatjuk a skalaris szor-
zat kovetkezd tulajdonsagait.
Barmilyen a, b és ¢ vektorra és barmilyen k szamra telje-

siilnek a kovetkez6 egyenléségek:

1) @ -b =b -a — felcserélhet8ségi torvény;

2) (kE) b=k (E . 5) — csoportositasi torvény;

3) (E + E) ¢ =a-c+b-c — széttagolasi torvény.

A fenti egyenlGségek bizonyitasahoz elegend§ a skalaris szorzatokat
koordinatas alakban felirni, majd ésszehasonlitani az egyenlGségek bal
és jobb oldalat. Végezzétek el ezt onalldan.

Ezek, valamint a vektor 6sszeaddsanak és a vektorok szammal vald
szorzasanak tulajdonsagai — az algebrai kifejezések atalakitasahoz ha-
sonlbéan — lehet8séget adnak az olyan kifejezések atalakitasara, melyek
skalaris szorzast is tartalmaznak.

Példéul: (a+b) =(a +b)-(a+b)=(a+b)-a +(a+b)b =
—d +b-a+ta-b+b =a +25-5+52.
1.feladat. Vektorok segitségével, bizonyitsatok
be, hogy a rombusz 4tléi merGlegesek egymadasra!
Megoldds. A 16.5. abran az ABCD rombusz
lithat. Legyen AB=a, AD=b. Nyilvanvalo,
hogy | a | = | b | A paralelogramma-szabaly alapjan:
AC=a +b és BD=-a +b. Ebbdl kovetkezik, hogy

AC-BD=(a +5)-(-a +b)=0"
16.5. abra Tehat AC 1. BD. <«

&[5 [ -|af -o.
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2. feladat. Adott, hogy |E|: 3
rozzatok meg a | 2a - 3b | értékét!
Megoldas. Mivel a vektor skalaris négyzete egyenld abszolut érté-

b|=1, (a,b)2=120°. Haté-

— — 12 — —\2
kének négyzetével, ezért | 2a -3b | = (Za —3b) . Innen:

| 24 - 3b|—\/(2a 35) =\4a" ~12a -5+ 95 =

_Ja|a [ -12|a |7 |cos(a.B)2+9]5 [ =36+18+9 = 63 =3 7.
Felelet: 37. <

3. feladat. Az ABC haromszogben adott, hogy AB=4 cm, BC=
=63 cm, ABCZ = 30°. Hatarozzatok meg a BM stlyvonal hosszat!
M egol dds. A 15. pont 2. feladatanak felhasznalasaval felirjuk:

BM = (BA+BC) (16.6. abra). Innen,

BM =4(BA+BC) - B
-1(BA*+2BA-BC+BC’)=
! A
[ (R R — e
:_(|BA| +2|BA||BC|-cosABCA+|BC| ):
4 M
(16+48\/_ £+10sz 49. / o
Tehat BM? = 49; BM = 7 cm. 16.6. abra
Felelet: 7Tcm. <
r) B

"L Magyarazzéatok el, hogyan lehet megszerkeszteni két nem nullvektor és

nem egyiranyu vektor k6zotti széget?
2. Mivel egyenld ket egyiranyu vektor kozotti sz6g?
Mivel egyenlé az a és b vektorok kozotti sz6g, ha legalabb az egyik null-
vektor? _ _
Hogyan jeltlik az a és b vektorok kozotti szoget?
Milyen hatarok k6zzé esik barmilyen a és b vektor kozotti szog értéke?
Milyenek a meréleges vektorok?
Mit neveziink két vektor skalaris szorzatanak?
Mit neveziink a vektor skalaris négyzetének?

w

©No oA
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9. Mivel egyenld a vektor skalaris négyzete?

10. Fogalmazzatok meg két nem nullvektor merdlegességének feltételét!

11. Mi kovetkezik az 55 = 0 egyenléségbdl, ha E * 6 és l; * 6?

12. Hogyan hatarozzuk meg a vektorok skalaris szorzatat, ha adottak a koor-
dinataik?

13. Hogyan hatarozzuk meg két nem nullvektor k6zo6tti szog koszinuszat, ha
adottak a koordinataik?

14. irjatok fel a vektorok skalaris szorzatanak tulajdonsagait!

|p/h \1
Yot GYAKORLATI FELADATOK I

16.1.° Szerkesszétek meg azt a széget, amely egyenlé az a és b vektorok
kozotti szoggel (16.7. abra)!

16.2.° Szerkesszétek meg azt a széget, amely egyenl az m és n vek-
torok kozotti szoggel (16.8. abra)!

y 7'(_ A 7
b i

16.7. dbra 16.8. dbra 16.9. dbra

16.3.° A 16.9. dbrdn az a vektor lathaté (egy négyzetracs mérete 0,5 cm).
AzAponttél mérjétek fela b vektort, ha | b | =3 cmés (E, 17)4 =120°!
Hany megoldasa van a feladatnak?

GYAKORLATOK I

16.4.° A 16.10. abran az ABC egyenl6 oldald ha- B
romszog lathaté, az AM és a BK stlyvonalak
az F'pontban metszik egymast. Hatarozzatok

meg a vektorok kozotti szoget: M

1) BA és BC; 5) AB és BK;

2)aés AC; 6)AJ—VIés BK; A = C
3) BC és AM; 7) CF és AB)

4) AB és AM; 16.10. abra
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B C

A D

16.11. abra 16.12. dbra

16.5.° A 16.11. abran az ABCD négyzet lathatd, melynek atléi az O pont-
ban metszik egymast. Hatarozzatok meg a vektorok kozotti szoget:

1) AB és DA; 3) AB és CA; 5) BO és CD!
2) AB és AC; 4) DB és CB;

16.6.° Hatdrozzatok meg az a és b vektorok skaldris szorzatat, ha:

1) |d|=2, |b]|=5, (a,b)s=60

2) |a|=3, |b]=22, (a,b)2=135%
3)|al=4, |v|=1, (a,b)z=0
4)|E|=%, b|=6, (a,b)2=180%
5)|a|=0,3, |b|=0, (¢,b)2=137!

16.7.° Hatarozzatok meg az m és n vektorok skaldris szorzatat, ha:
V) |m|=72, |n|=4, (m, n)s=45%
2) |m|=8, |n|=+3, (m, n)s=150°

16.8.° Hatarozzatok meg az a és b vektorok skaldris szorzatat, ha:
1) a (-1, b(;-3); 3) a(l;-4), b(8;2)!
2) a(-5;1), b(2);

16.9.° Hatarozzatok meg az m és n vektorok skalaris szorzatat, ha:
1) m(3; -2), n(1; 0); 2) E(g; —1), n(6; 9)!

16.10.° A 16.12. abran az ABCD rombusz lathatd, melyben AB =6,
ABCz = 120°. Hatarozzatok meg a kovetkezd vektorok skalaris
szorzatat:

1) AB és AD; 3) AB és DC; 5) BD és AC; T) BD és AD!
2) AB és CB; 4) BC és DA; 6) DB és DC;
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16.11.° Az ABC haromszogben adott, hogy CZ =90°, AZ = 30°, CB= 2.
Hatarozzatok meg a kovetkezb vektorok skalaris szorzatat:

1) AC és BC; 2) AC és AB; 3) CB és BA!

16.12.° Mekkora a 6 N mértékd er6 munkavégzése, amely 7 m tavol-
sagra elmozditja a testet, ha az er6 és az elmozdulas iranya kozotti
sz6g 60°!

16.13.° Hatdrozzatok meg az a (I; -2) és b(2; —3) vektorok kozotti
sz0g koszinuszat!

O—w 16.14.° Milyen elGjel( lesz a vektorok skalaris szorzata, ha a ko-
zottik 1év6 szog:

1) hegyes; 2) tompa?
O—w 16.15.° Ismert, hogy a vektorok skalaris szorzata:
1) pozitiv szam; 2) negativ szam.

Allapitsétok meg a koztiik 1év( szog tipusat!

16.16.° Az ABC egyenl$ oldalt haromszog oldala 1 egység, az AA, és
BB, sulyvonalai az M pontban metszik egymast. Szamitsatok ki:
1) A4A,-BB; 2) BM-MA,!

16.17.° Az ABCDEF szabalyos hatszog oldala 1 egység, kozéppontja az
O pont. Szamitsatok ki:
1) BA-CD; 2) AD-CD; 3) AO-ED; 4) AC-CD!

16.18.* Az x mely értékénél lesznek az a (3; x) és b(1; 9) vektorok me-
rélegesek?

16.19.° Adott, hogy x # 0 és y = 0. Bizonyitsatok be, hogy az a (-x; y) és
b (y; x) vektorok merdlegesek!

16.20.° Az x mely értékénél lesznek a (2x; —3) és b (x; 6) vektorok me-
rélegesek?

16.21.° Az y mely értékénél lesz az a (4; y) és b (3; —2) vektorok ska-
laris szorzata 147

16.22.° Az x mely értékeinél lesz az a (2; 5) és b (x; 4) vektorok kozotti
SZ0g
1) hegyes; 2) tompa?

16.23.* Hatdrozzatok meg a b vektor koordinat4it, amely kollinearis az
a (3; —4) vektorral, ha a-b=-100!

16.24. Adott, hogy az a és b nem kollinedris vektorok és | a | = | b | #0.

Az x mely értékeinél lesznek az a + xb és az a —xb vektorok me-
rélegesek?
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16.25.°Az a +b és a —b vektorok merdlegesek. Bizonyitsatok be,
hogy |a [=[# |!

16.26.° Adott, hogy | a | =3, | b | =242, (E, 5)4 =45°. Hatarozzatok
meg a (2& - l;) - b skaldris szorzatot!

16.27.° Hatarozzatok meg az (E - 23) . (E + 5) kalaris szorzatot, ha

la|=|b]|=1, (a,b)2=120°

16.28." Adott, hogy | a | =3,

a | 2a +5b | értékeét!

b | =1, (E, 5)4 =150°. Hatarozzatok meg

16.29.° Adott, hogy | m | =1, |n | =2, (n?, ;)4 =60°. Hatarozzatok meg
a | 2m —3n | értékeét!

16.30.° Az ABCD négyszog csucsai A (3;-2), B (4;0), C (2;1) és D (1;-1).
Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog téglalap!

16.31.° Az ABCD négyszog cstucsai A (—1; 4), B(-2; 5), C(-1; 6) és
D (0; 5). Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog négyzet!

16.32.° Hatarozzatok meg a haromszog szogeinek koszinuszait, ha csa-
csai az A (1; 6), B (-2; 3) és C (2; —1) pontok!

16.33.° Hatarozzatok meg annak a haromszognek a szogeit, melynek
csucsai az A (0; 6), B(4 J3; 6) és C(S \/gg 3)p0ntok!

16.34.° Bizonyitsatok be, hogy barmilyen a és b vektorra teljesil a
kovetkez6 egyenlStlenség: —| a | | b |< a-b <| a | | b |!

16.35.° Allapitsétok meg az a és b nem nullvektorok kélesonés hely-
zetét, ha:

va-b=-la||z

Q|

; 2)

=7 |5]
16.36." Hatérozzatok meg az m és n vektorok kozotti széget, ha:

(m+3n)-(m -n)=-11, |m |=2, |n|=3!

16.37. Hatarozzatok meg az a és b vektorok kozétti szoget, ha:

(;+5).(a+zb“)=§, a|=|7|=1

16.38." Az ABC haromszoégben C£ =90°, AC=1, BC = J2. Bizonyitsa-
tok be, hogy az AK és CM sulyvonalak merdlegesek egymasra!
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16.39. Az ABCD négyszogben az AC és BD atlék merdlegesek, és az O
pontban metszik egymast. Adott, hogy OB=0C=1,0A =2, 0D = 3.
Hatarozzatok meg az AB és DC egyenesek kozotti szoget!

16.40. Az ABC haromszogben meghtztuk a BD sulyvonalat. Adott,

NE)

hogy DBCZ =90°, BD = T3AB Hatarozzatok meg az ABD szoget!

16.41." Az ABC hiaromszog AB és BC oldalara kivilrél ABMN és BCKF
négyzeteket szerkesztettek. Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog
BD stulyvonala merGleges az MF egyenesre!

ISMETLO GYAKORLATOK I
16.42. Az M pont az ABCD négyszog AC atléja- B

nak felezépontja (16.13. abra). Bizonyitsatok
be, hogy az ABMD és CBMD négysziogek /\
teriiletei egyenldk! M

A C
16.43. A rombusz atléinak metszéspontjabol \/

bocsatott merdleges a rombusz oldalat olyan D
szakaszokra osztja, melyek kozil az egyik

7 cm-rel hosszabb, mint a masik. Hatarozza- 16.13. abra
tok meg a rombusz keriiletét, ha magassaga

24 cm!

16.44. A szabalyos haromszog oldala 6 V3 cm, magassagara, mint at-
mérdre korvonalat szerkesztliink. Hatarozzatok meg a haromszogon
kiviili koriv hosszat!
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4. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

. Melyik lesz vektormennyiség az alabbi mennyiségek koziil?

A) tomeg; C) sebesség;

B) térfogat; D) idé.

. Mivel egyenlé annak a vektornak az abszolut értéke, melynek a
kezdé- és végpontja egybeesik?

A1 C) 5;

B) -1; D) o.

. Adott az ABCD paralelogramma. Melyik egyenlGség igaz?

A) AB=DC; C) BC = DA;

B) AB=CD; D) AC=BD.

. Adott, hogy AM = MB. Melyik allitas igaz?
A) a B pont az AM szakasz felezépontja;
B) az A pont az MB szakasz felezGpont;ja;
C) az M pont az AB szakasz felez6pontja;
D) az M pont az AMB egyenlé szart haromszog csicsa.
. Adott az A (-3; 4) és B (1; —8) pont. Az M pont az AB szakasz felezd-
pontja. Hatdrozzatok meg az AM vektor koordinatait!
A) (2; -6); 0) (-2; -6);
B) (-2; 6); D) (6; -2).
. Az x mely értékénél lesznek az a (x; 2) és b (—4; 8) vektorok kol-
linearisak?
A) -1; 0) 0;
1

B) 1; D) =.

) ) 5
. Melyik igaz az alabbi egyenldségek kozul?
A) AB+ BC =CA;
B) AB+ BC = AD + DC;
C) AB- AC = BC;
D) AB+ BC +CD = DA.

. Adottaz a (\/§, —2) vektor. Az alabbi vektorok kozil melyik egyenld
a v/3a vektorral?

A) 71(1; -2 \/§); 0) p(3;-2);

B) n (-3; -243); D) ¢ (3 -2+3).
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9. Az Mpont az ABCharomszoég BC oldalanak felezépontja. Melyik igaz
az alabbi egyenlGségek koziil?
A) AM = AB+ AC;

B)AJ—W:E+%A—C;

C) A =148+ L ac
2 2
D) AM:EAB_EAC.

10. Hatarozzatok meg az a (2; —8) és b (3; —2) vektorok skalaris szor-
zatat!
A) 12; C) 0;
B) -12; D) 6.

11. Az x mely értékénél lesznek merdlegesek egymasra az a (2x; —3)
és a b (1; 4) vektorok?
A) -6; C) 12;
B) 3; D) 6.

12. Hatarozzatok meg az a (5; -12) ésa b (—3; 4) vektorok kozotti szog

koszinuszat!
63 63
A) —; € ——;
65

65

1
B) —; D) -.
) ) 5
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I A 4. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA R

Vektor

Ha ismerjik a szakasz kezdGpontjat és végpontjat, akkor az ilyen
szakaszt vektornak nevezzik.

Kollinearis vektorok

A nem nullvektorokat kollinearisnak nevezziik, ha ezek a vektorok
parhuzamos egyeneseken vagy egy egyenesen fekszenek. A nullvek-
tor barmely vektorral kollinearis.

Egyenl6 vektorok

A nem nullvektorokat egyenl6knek nevezziik, ha abszolat értékik
egyenld és azonos iranyuak. Barmilyen két nullvektor egyenld.

Az egyenl§ vektoroknak koordinatai is egyenl6k. Ha a vektorok ko-
ordinatai egyenl6k, akkor maguk a vektorok is egyenlSk lesznek.

A vektor koordinatai

Ha az A (x; y,) és B (x,; y,) megfelel6en az a vektor kezdg- és vég-
pontja, akkor az x, — x, és az y, — y, szdmok megfeleléen az a vektor
els6 és masodik koordinataja lesz.

A vektor abszolut értéke

Ha az a vektor koordintai (a,; a,), akkor | a | =/a? + a?.

A vektorok 6sszeadasanak szabalyai

Haromszo6g-szabaly }Y
AB vektort, majd a B pontbdl vegytuk fela g A
b-ral egyenl6 BC vektort. Az AC vektort

az a és b vektorok sszegének nevezziik.
Barmely harom, A, B és C pontra teljestl a

kovetkezd egyenldség: AB+ BC = AC.

Az A pontbdl vegyiik fel az a -ral egyenld
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Paralelogramma-szabaly

_— Az A pontbél vegyiik fel az a-ral
T b egyenld AB vektort, majd ugyaneb-
B C b6l a pontbdl a b-ral egyenlé AD vek-
tort. Megszerkesztjik az ABCD para-
” lelogrammét. Ekkor az AC vektor az

A D a ésa bvektor Osszege.

A vektorok 6sszegének koordinatai

Ha az a és b vektorok megfelel§ koordinatai (a,; a,) és (b; b,), ak-
kor az a +b koordinatai (a,+b;a,+b,) lesznek.

A vektorok 6sszeadasanak tulajdonsagai

Tetsz6leges a, b és ¢ vektorra teljestilnek az alabbi azonossagok:
1) a+0= 5;

2 a+b=b+a — felcserélhetGségi tulajdonsag;

3) (07 + 5) +tc=a+ (17 + E) — csoportositasi tulajdonsag.

A vektorok kivonasa

Az a és b vektor kiilonbségének azt a ¢ vektor nevezziik, amely-

nek a b vektorral valé Osszege megadja az a vektort.
Barmely O, A és B harom pontra teljesiil a kovetkez6 egyenlGség:

OA - OB = BA.

A vektorok kiilonbségének koordinatai
Ha az a és b vektorok koordinatai megfelelen (a,; a,) és (b;; b,),
akkor az a —b vektor koordinatai (a,— b,; a,— b,).

Ellentett vektorok

Két nem nullvektort ellentett vektoroknak neveziink, ha az abszolut
értékiik egyenld, az iranyuk pedig ellentétes.

Bérmilyen A és B pontra teljesiil az AB = —BA egyenldség.
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A vektor szammal valo szorzasa

Az a nem nullvektor és egy & nullatél kiilénboz8 szdm szorzatdnak
azt a b vektort nevezziik, melyre teljestilnek a kovetkezd feltételek:
D [o]=|k||a]

2)ha k>0, akkor b 7T a; ha k<0, akkor b T a.

Ha a =0 vagy k = 0, akkor ka =0.

Ha az a koordinatai (a,, a,), akkor a ka vektor koordinatai
(ka,; ka,).

A kollinearis vektorok tulajdonsagai

Ha az a és b vektorok kollinearisak és a + 6, akkor létezik egy
olyan % szdm, melyre teljesiil a b = ka egyenlGség.
Ha az a (a;; a,) és b (b;; b,) vektorok kollinedrisak és a@ # 0, akkor

létezik egy olyan k szam, melyre teljestilnek a b, = ka, és b, = ka,
egyenldségek.

A vektor szammal valé szorzasanak tulajdonsagai

Barmely %, m szdmra és barmely a , b vektorra igazak a kévetkezd
azonossagok:

1) (km) a=k (mE) — csoportositasi tulajdonsag;

2) (k+m)a = ka + ma — elsé széttagolasi tulajdonsag;

3) k (E + 5) =ka + kb — masodik széttagolasi tulajdonsag.

A vektorok skalaris szorzata

Két vektor skalaris szorzatanak e vektorok abszolut értékeinek és a
koztik 1év6 szog koszinuszanak szorzatat nevezzuk:

a-b =|5||5|cos(z, 5)4

Az E(al; a,) és b (b5 b,) vektorok skalaris szorzatat a kovetkezd
képlettel lehet kiszamitani: a -b = a,b, + a,b,.
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A vektorok skalaris szorzatanak tulajdonsagai

Barmely a, b és ¢ vektorra és barmely k szamra teljestilnek a
kovetkezd egyenlGségek:

1) a- b=b-a — felcserélhetdségi tulajdonsag;
2) (kg) b=k (E . b—) — csoportositasi tulajdonsag;

3) (a— + b—) c=a-c+b-c — széttagolasi tulajdonsag.

Két vektor merdlegességének feltétele

Két nem nullvektor skalaris szorzata akkor és csakis akkor egyenld
nullaval, ha ezek a vektorok merGlegesek egymasra.

Két vektor k6zotti szog koszinusza

Két, a (a,; a,) és b (b; b,) nem nullvektor kézétti szog koszinusza
a kovetkez6 képlettel szamithato ki
apb, +ayb,

\/‘11 +a2 \/b +b

cosa bL—
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TRANSZFORMACIOK 9.3 4

Ebben a paragrafusban megismerkedtek az alakzatok transzfor-
macidival. A transzformacié olyan tipusaival, mint a parhuzamos
eltolas, kozéppontos tiikrozés, tengelyes tikrozés, elforgatas, ho-
motécia és hasonlésag fogtok megismerkedni.

Megtanuljatok a transzformacidk tulajdonsagait alkalmazni a fel-
adatok megoldésa és a tételek bizonyitasa soran.

17. Az alakzatok mozgatasa (eltolasa).
Parhuzamos eltolas

1.példa. A 17.1. abran az AB szakasz, az a egyenes és egy O pont
lathat6, mely nem illeszkedik sem az a, sem az AB egyeneshez. Az AB
szakasz minden X pontjanak megfeleltetink az a egyenes egy X pontjat
ugy, hogy az O, X, X pontok egy egyeneshez illeszkednek. Ekkor az
A pontnak meg fog felelni az A, pont, a B pontnak pedig a B,. Nyilvan-
valo, hogy az A B, szakaszt az igy keletkezett X, pontok alkotjak.

17.1. dbra

fgy felallitottunk egy olyan szabalyt, amely segitségével az AB sza-
kasz minden X pontjanak megfeleltettiink egy X, pontot az A B, sza-
kaszr6l. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az A B, szakaszt az AB
szakasz transzformacioja altal kapjuk meg.
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2. példa. A 17.2. dbran az AB félkor és egy a egyenes lathato,
amely parhuzamos az AB atmérdvel. A félkér minden X pontjanak
megfeleltetiink egy X, pontot az a egyenesen ugy, hogy az XX, egyenes
meréleges legyen az a egyenesre. Nyilvanval6, hogy az A B, szakaszt
az igy keletkezett X, pontok alkotjak. Ebben az esetben azt mondjuk,
hogy az A B, szakaszt az AB félkor transzformacidja altal kapjuk meg.

A B

X
N | T

17.2. 4bra 17.3. 4bra

3. példa. Legyen adott egy F alakzat és egy a vektor (17.3. dbra).
Az F alakzat minden X pontjanak megfeleltetiink egy olyan X, pontot,

melyre teljestil az XX, = a. Ennek kovetkeztében az F alakzatbol ka-
punk egy F, alakzatot (17.3. abra). Az F alakzatnak ezt a transzforma-

cifjat az a vektorral tortén6é parhuzamos eltolasnak nevezziik.

Altalénositjuk a fenti példakat.

Legyen adott az F' alakzat. Az F alakzat minden pontjahoz valami-
lyen szabaly szerint hozzarendeliink egy pontot. Az 6sszes igy kapott
pontok alkotjdk majd az F| alakzatot. Az F, alakzatot az F alakzat
transzformacio6ja révén kaptuk. Ekkor az F| alakzatot az F alakzat
képének szokas nevezni, az F alakzatot pedig az F| alakzat ered6jé-
nek (vagy kiindulé alakzatnak).

igy az elsé példaban az A B, szakasz lesz az AB szakasz képe, Az
X, pont az X pont képe, az AB szakasz pedig az A B, szakasz ereddje.

Figyeljiik meg, hogy a 3. példdban az F alakzat egybevagé lesz az I,
alakzattal. Az 1. és 2. példakban leirt transzforméciéknak nincs ilyen
tulajdonsaga.

Milyen tulajdonsaggal kell rendelkezni az olyan transzformaciénak,
hogy a kiindulé alakzat és a képe egybevago legyen? Ehhez egy tulaj-
donsag is elegendé: a transzformécionak tavolsagtartd leképezésnek
kell lennie, vagyis ha az F' alakzat barmilyen A és B pontjanak képei
az A, és B, pontok, akkor teljestilnie kell az AB = A B, egyenléségnek.
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Meghatarozas. Azt a transzformaciot, amely az F alakzat
pontjai kozotti tavolsagot megtartja, az F alakzat mozgatasa-
nak vagy eltolasanak nevezzik.

Ha az F alakzat minden X pontjanak ugyanaz az X pont felel meg,
akkor az ilyen transzformaciét invariansnak nevezzik.

Az F alakzat invarians atalakitdasa soran ugyanazt az F alakzatot
kapjuk. Az invarians atalakitas szintén mozgatas.

Korabban mar alkalmaztuk az ,alakzatok egybevagbsagat”’, de nem
adtunk meg szigord meghatarozast.

Az, hogy a mozgatas az alakzatok egybevagésagaval kapcsolatban
van, a kovetkezd tulajdonsagai tanusitjak.

Ha a transzformdcié mozgds, akkor:

e az egyenes képe is egyenes lesz;

e a szakasz képe is vele azonos hossziisdgu szakasz lesz;

® a sz0g képe is vele egyenld nagysdgu szog lesz;

e a hdromszog képe is vele egybevdgé haromszog lesz.

Ezeknek a tulajdonsagoknak a bizonyitasa nem tartozik az iskolai
tananyag keretébe.

A mozgatas tulajdonsagaibdl az alabbi meghatarozas adédik.

Meghatarozas. Két alakzatot egybevagéonak mondunk,
ha létezik olyan transzformacié, mely soran az egyik alakzat a
masik képe lesz.

Az F = F feliras azt jelenti, hogy az F és I, alakzatok egybevagok.

Ha létezik olyan mozgdsi transzformacié, mely sordn az F, az F
alakzat képe, akkor feltétlen 1étezik olyan transzformacié, amelyben
az I'képe az F-nek. Az ilyen mozgasokat kélcsondsen forditottnak
nevezzik.

Megjegyzés. Korabban egybevago alakzatoknak azokat az alak-
zatokat neveztiik, amelyek egymasra helyezéssel fedésbe hozhatdk. Az
Legymasra helyezés” 6sztonosen érthetd, és valds testek egymadsra te-
vését értjik alatta. Azonban a mértani alakzatokat nem lehet egymas-
ra pakolni a sz6 szoros értelmében. Az jabb meghatarozas szerint az
F-nek az F| alakzatra val6 helyezése azt jelenti, hogy az F' alakzat képe
az elmozdulds soran az F| alakzat lett.

A ,mozgas” kifejezés a fizikabdl ismert fogalom, amely a testek de-
formaci6 nélkiili helyvaltoztatasat jelenti. A matematika innen vette at
ezt a fogalmat. A mértanban nem az iddben lezajlé folyamatot vizsgal-
juk, hanem csak az alakzat és annak képének tulajdonsagait.

A 17.3. abran 1év6 F és F| alakzatok egybevag6sagat csak vizualisan
észleljiik. Ennek a ténynek a szigord magyarazatat a kovetkezd tétel
adja.
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17.1. tétel (a parhuzamos eltolas tulajdonsa-
ga). A parhuzamos eltolds az mozgds.

Bizonyitds. ® Legyen az A (x;; y) és B (x,; y,) az F alakzat tet-
szbleges pontjai (17.4. abra), az A, és B, pontok pedig ezeknek a pon-
toknak a képei a (m; n) vektorral valé par-
huzamos eltolas utan. Bebizonyitjuk, hogy
AB=AB,.

Adott: AA, = BB, =a. Az AA, és BB,
koordinatai (m; n). Tehat az A, és B, pon-
tok megfelel§ koordinatai (x, + m; y, + n) és
(x,+ m; y,+ n). Meghatarozzuk az A és B
pontok kozotti tavolsagot:

PMC.17.4 AB:\/(xz_x1)2+(y2_y1)2-
Meghatarozzuk az A, és B, pontok ko-

zOtt1 tavolsagot:
AB = \/(xz +m—x,—m)+(y,+n—-y, —n)’ = \/(xz -x) +(,—y,)’-
Tehat az AB=A B, vagyis a parhuzamos eltolds tavolsagtartd. «

1

Kovetkezmény. Ha a parhuzamos eltolas soran az F
alakzatnak az F, alakzat a képe, akkor F| = F.

Ezt a tulajdonsagot alkalmazzak a szovetek, tapétak, csempék min-
tazatanak elkészitése soran (17.5. 4bra).

=5

-

SRR

SSTSTaTaTGRTGT

17.5. dbra

Ha F, az F alakzat képe az a vektorral

torténd %)érhuzamos eltolasnal, akkor az F
alakzat képe lesz az F| alakzat a —a vektorral
torténd parhuzamos eltolas soran (17.6. abra).
Az a és —-a vektorral térténd parhuzamos
eltolasok kolesonosen forditott mozgasi
transzformdcidk lesznek. 17.6. abra
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O—w 1. feladat. Az F alakzat minden egyes X (x; y) pontjanak
megfelel X, (x + m; y + n) pont, ahol az m és n adott szdmok. Bizonyit-

satok be, hogy az ilyen transzformaci6 az F alakzat a (m; n) vektorral
torténd parhuzamos eltolasa lesz!

Megoldas Vizsgaljuk meg az a (m; n). vektort. Meg]egyezzuk
hogy az XX vektor koordinatai (m; n) nel egyenld, vagyis XX =a.

Tehat az F alakzat transzformaéci6ja a vektorral térténd parhuzamos
eltolas lesz. <

2.feladat. Az A (2; 3) pont az A (—1; 2) pont képe lesz az a vek-
torral torténé parhuzamos eltolasnal. Hatarozzatok meg az a vektor
koordinatait, és a B (—7; —3) pont képét ennél a parhuzamos eltolasnal!

Megoldds. Az adatokbdl kovetkezik, hogy AA, = a. Ebbél ads-
dik, hogy E(—l; 1). Legyen a B, (x; y) a B (-7; —3) pont képe. Ekkor
BB, = E,Vagyisx+ T=-1ésy+3=1. Innenx=-8,y=-2.

Felelet: a (-1;1), B, (-8;-2). <

3.feladat. Adott az ABC szog és egy p egyenes, amely nem par-
huzamos a szog egyik szaraval sem (17.7. abra). Szerkesszetek egy

olyan p, egyenest, amely parhuzamos az adott p egyenessel, és a szog
szarai egy adott a hosszisagu szakaszt metszenek ki bel6le!

a A

17.7. dbra 17.8. dbra

Megoldds. Vizsgaljuk meg az MN vektort, amelyre igaz, hogy
MN |Ipés | MN | =a (17.8. abra). Megszerkessziik a B A, félegyenest,
amely a BA félegyenesnek a képe az M N vektorral térténd parhuzamos
eltolasndl. Jeléljik E-vel a BC és B A, félegyenesek metszéspontjat. Le-
gyen az adott parhuzamos eltolasnal az F'pont az E pontnak az ereddje.
Ekkor FE = MN, vagyis | FE | =a és FE || p.
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A fenti gondolatmenetbdl az alabbi szerkesztési algoritmus adédik:

1)
2)

3)

f?

N

© 00N O O

hatédrozzatok meg az MN vektorral térténd parhuzamos eltoldsnal
a BA félegyenes képét;

jeloljétek meg a BC félegyenes és a megszerkesztett kép metszés-
pontjat;

a kapott ponton keresztil fektessetek egy a p egyenessel parhu-
zamos p, egyenest. A p, lesz a keresett egyenes. <

. Ismertessétek az alakzatok transzformaciojat?
. Hozzatok fel példakat az alakzatok transzformaciojaral _
. Irjatok le azt a transzforméciot, amely parhuzamosan eltolja a vektorral az

F alakzatot!

. Milyen esetben lesz az F, alakzat az I alakzat képe, és az F az F| alakzat

ereddje?

. Az alakzatok milyen transzformaciojat nevezzik mozgasnak?

. Az alakzatok milyen transzformaciojat nevezziik invariansnak?
. Fogalmazzatok meg a mozgés tulajdonsagait!

. Milyen alakzatokat neveziink egybevagoknak?

. Irjatok le azokat a mozgasokat, melyek kélcséndsen inverzek!
10.
11.

Fogalmazzatok meg a parhuzamos eltolas tulajdonsagait!
Milyen mozgésok lesznek az a és a —a vektorral t6rténd parhuzamos
eltolasok?

|@~ \Q
;::\& GYAKORLATI FELADATOK I

17.1.° A 17.9. abran az AOB szog és egy olyan p egyenes latha-

to,

amely nem parhuzamos a szog szaraival. Az OA szar min-

den X pontjdnak az OB szar X, pontja felel meg ugy, hogy
XX, || p (az O pontnak maga az O pont fog megfelelni). Szerkesszé-
tek meg az M pont képét és a K pont ereddjét az OA félegyenes adott

csc s

A B
/ /E/‘
A
()
K B

a
p F

17.9. dbra 17.10. 4bra
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17.2.° A 17.10. abran egy AB szakasz és egy a egyenes lathaté. Az AB
szakasz minden X pontjanak megfelel az adott pontbdl az a egye-
nesre bocsatott merdleges talppontja. Szerkesszétek meg az E pont
képét és az F pont ereddjét az AB szakasz adott transzformécidja-
nal! Létezik-e az a egyenesen olyan pont, melynek nincs eredgje?
Szerkesszétek meg az AB szakasz képét!

17.3.° Szerkesszétek meg az AB szakasz és az OM félegyenes képét az
a vektorral térténd parhuzamos eltolaskor (17.11. abra)!

B "
// a al
A 7
\\ Mo

17.11. abra 17.12. 4bra 17.13. 4bra

||

17.4.° A 17.12. abran az a egyenes képét egy masik egyenes m vektor-
ral térténd parhuzamos eltolasaval kaptuk. Szerkesszétek meg az a
egyenes eredgjét!

17.5.° Az O, k6zéppontt kérvonalat az O kézéppontu korvonalbdl az a
vektor szerinti parhuzamos eltolassal kaptuk (17.13. abra). Jeloljé-
tek az a vektort ugy, hogy az M pontbél induljon!

17.6.° Rajzoljatok meg az y = x? parabola: 1) E(O; 2); 2) 5(—1; 0);
3) ¢ (-1; 2) vektor szerinti eltoldssal kapott képét! irjétok fel az
y = x? parabola parhuzamos eltolas utani képének egyenletét!

17.7.° Rajzoljatok meg az x? + y> = 4 kérvonal: 1) a (2; 0); 2) b (0; -1);
3) ¢ (2; 1) vektor szerinti eltoldssal kapott képét! irjétok fel az
x? + y? = 4 korvonal parhuzamos eltolas
utani képének egyenletét! A o, B
17.8.° Az a egyenes az O kozépponta AB fél-
kor érintbje (17.14. abra). Adjatok meg
egy olyan transzformaciét, melynél az a

egyenes lesz a képe az A és B pontban
wyukas” AB félkornek! 17.14. dbra
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17.15. adbra 17.16. dbra

17.9.° Adjatok meg egy olyan transzforméciét, amelynél a CD szakasz
az AB szakasznak a képe lesz (17.15. adbra)!

GYAKORLATOK I

17.10.° Vizsgaljuk meg az r sugara és O kozépponta kort. A kérvonal
minden X pontjdhoz rendeliink egy X pontot, amely az OX sugarra

illeszkedik, olyat, hogy OX, = %r. Milyen alakzat lesz a korvonal

képe? Mozgas lesz-e ez a transzformaci6?

17.11.° Adott egy AOB szog (17.16. abra). Az OA szar minden X pont-
jdhoz hozzarendeliink egy X, pontot, amely az OB szarra és az
OX sugaru korre is illeszkedik (az O pontnak megfeleltetjuk az
O pontot). Milyen alakzat lesz az OA szar képe? Bizonyitsatok be,
hogy a leirt transzformacié mozgas lesz!

17.12.° Adott egy MON szbg. Az OM szar minden X pontjahoz hozza-
rendeliink egy X, pontot, amely az ON szérra illeszkedik gy, hogy
az XX egyenes merSleges az MON szog szogfelezbjére (az O pontnak
megfeleltetjiik az O pontot). Bizonyitsatok be, hogy a leirt transzfor-
macié mozgas lesz!

17.13.° Adott egy a egyenes és egy AB szakasz, melyeknek nincs kozos
pontjuk. Az AB szakasz minden X pontjahoz hozzarendeljik az
X pontbdl bocsatott, az a egyenesre merdlegesnek a talppontjat.
Az a egyenes és az AB szakasz milyen kolesonos helyzete esetén lesz
ez a transzformdacié mozgas?

17.14.° Az A, és B, pontok nem illeszkednek az AB egyenesre, és ezek a
pontok az egyenes A és B pontjainak a képei lesznek az AB egyenes
parhuzamos eltoldsa sordn. Bizonyitsatok be, hogy az AA B, B négy-
szog paralelogramma!

17.15.° Az A, és B, pontok az A és B pontok megfeleld képei lesznek
az AB szakasz parhuzamos eltolasanal. Hatarozzatok meg az A B,
szakasz hosszat, ha AB=5 cm!
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17.16.° Az m vektor parhuzamos az a egyenessel. Milyen alakzat lesz
az a egyenes képe az m vektorral térténd parhuzamos eltolas soran?

17.17.° Adott az ABCD paralelogramma. Milyen vektor adja meg azt a
parhuzamos eltolast, amely soran az AD oldal a BC oldal képe lesz?

17.18.° Létezik-e olyan parhuzamos eltolas, amelynél az ABC egyenld
oldalt haromszog AB oldala a BC oldal képe lesz?

17.19.° Hatarozzatok meg azokat a pontokat melyek az A (-2; 3) és
B (1; —4) pontok képei lesznek az a (-1; —3) vektort parhuzamos
eltolds soran?

17.20.° Létezik-e olyan parhuzamos eltolas, amely soran az A (1; 3) pont
képe az A, (4; 0) pont lesz, a B (—2; 1) pontnak pedig a B, (1; 4) pont?

17.21.° Az a (2; —-1) vektord parhuzamos eltolds sordn az A pontnak a
képe az A,(-3; 4) pont lesz. Hatarozzatok meg az A pont koordinatait!

17.22.° A parhuzamos eltolés kévetkeztében az M, (x; 2) pont az M (3; y)
pontnak a képe lesz, és az A (2; 3) pont pedig a koordinata-rendszer
kezddpontjanak a képe. Hatarozzatok meg az x és y értékeit!

17.23.° Hany olyan parhuzamos eltoléds létezik, amely soran az a egye-
nesnek a képe is az a egyenes lesz?

17.24.° Vizsgaljuk meg azt az alakzatot, amely a téglalap oldalaira il-
leszkedd pontokbo6l 4ll. Irjatok le egy olyan transzformacidjat, amely
soran az alakzatbdl kérvonal lesz!

17.25.° Vizsgaljuk meg azt az alakzatot, amely a téglalap oldalaira il-
soran az alakzatbdl, olyan alakzat lesz, amely egy rombusz oldalainak
pontjaibdl all!

s sz

alakzat lesz. Ki lehet-e jelenteni, hogy ez a transzformaci6 invarians?

17.27.° Adott az A (3; —2) és B (5; —4) pont. Az AB szakasz parhuzamos
eltolasa soran a kapott szakasz felezépontja M, (—4; 3). Hatarozzatok
meg ennél a parhuzamos eltolasnal az A és B pontok képeit?

17.28.° Az A (1; 3), B (2; 6) C (=3; 1) pontok az ABCD paralelogramma
cstcsai. Az atléinak felezdpontja a parhuzamos eltoldas soran az
O, (-2; —4) pontba megy 4t. Hatarozzatok meg az A, B, C és D pontok
képeit ennél a parhuzamos eltolasnal!

17.29.° irjétok fel az x? + y? =1 korvonal E(—3; 4) vektorral torténd
parhuzamos eltolas utani képének egyenletét!
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17.30. frjétok fel az y = «? parabola a (2; —3) vektorral térténd parhu-
zamos eltolas utani képének egyenletét!

17.31. Szerkesszetek trapézt az alapjai és az atléi alapjan!

17.32. Szerkesszetek trapézt a négy oldala alapjan!

17.33. Szerkesszetek az AB szakasszal egyenld és parhuzamos szakaszt
ugy, hogy az egyik vége az adott egyeneshez illeszkedik, a masik
pedig az adott kérhoz!

17.34.* Szerkesszétek meg az adott kor hurjat, amely egyenl§ és parhu-
zamos az adott AB szakasszal!

17.35." Szerkesszetek négyszoget négy szoge és két szemben fekvd olda-
la alapjan, ha a szemben fekvd oldalai
paronként nem parhuzamosak! A

17.36." Az A és B telepiiléseket egy folyd
valasztja el. Hol kell megépiteni az MN
hidat (17.17. abra), ha azt akarjuk, hogy N
az AMNB 1t a legrovidebb legyen (a fo- B
ly6 partjait parhuzamos egyeneseknek
tekintjlk, és a hid merGleges a partra)? 17.17. abra

M

ISMETLO GYAKORLATOK I

17.37. A haromszog minden cstcsan at parhuzamos egyeneseket fek-
tettek a szemkozti oldalakkal. Mekkora a keletkezett haromszog
kertlete, ha az eredeti haromszog keriilete 18 cm?

17.38. Egy négyszog csucsainak koordinatai A (-3; —4), B (0; 3), C (7, 6)
és D (4; —1). Bizonyitsatok be, hogy az ilyen négyszog rombusz, és
hatérozzatok meg a teriiletét!

17.39. A derékszogl trapézba kor van irva. Az érintési pont a trapéz na-
gyobbik szarat 4 cm-es és 25 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozzatok
meg a trapéz teriletét!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

17.40. A 1 m oldalhosszusagu szabalyos hatszog belsejében 7 pontot
jeloltek. Bizonyitsatok be, hogy van koztiuk két olyan pont, melyek
kozott a tavolsag legfeljebb 1 m!
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18. Tengelyes szimmetria

Meghatarozas.Az A és A pontokat az [ egyeneshez viszo-
nyitva szimmetrikusnak nevezziik, ha az I egyenes az AA, sza-
kasznak a felezomeré6legese (18.1. abra). Ha az A pont illeszkedik
az | egyeneshez, akkor az I egyeneshez viszonyitva 6nmagaval
lesz szimmetrikus.

N
N
b

KRE--------o

|
(=
(=
XY

18.1. abra 18.2. dbra 18.3. dbra

Ha példaul az A és A, pontok ordinatai egyenldk, az abszcisszai pe-
dig ellentett szamok, akkor ezek a pontok szimmetrikusak az ordinata-
tengelyhez viszonyitva (18.2. abra)

Vizsgaljuk meg az F alakzatot és az [ egyenest. Az F alakzat mind-
egyik X pontjanak megfeleltetiink az F alakzat X, pontjat szimmet-
rikusan az [ egyeneshez képest. A megfeleltetés kovetkeztében az F
alakzatb6l megkapjuk az F, alakzatot (18.3. dbra). Az F' alakzat ilyen
transzformaciéjat I egyeneshez viszonyitott tengelyes szimmet-
rianak nevezzik. Az [ egyenest szimmetriatengelynek nevezziik. Az
F és az F, alakzatokat | egyeneshez viszonyitva szimmetrikusnak
(egymas tikorképének) nevezziik.

18.1. tétel (a tengelyes szimmetria tulajdonsa-
ga). A tengelyes szimmetria mozgas.

Bizonyitds. © Ugy valasszuk ki a koordinata-rendszert, hogy a
s21mmetr1atengely egybeessen az ordinatatengellyel. Legyen A (x; Y, )
és B (x,; y2) az F alakzat tetszéleges pontja. Ekkor az A, (—x; y) 65
B, (—x,; y,) pontok az el6bbiek tiikérképei az ordmatatenge]lyhez V1SZ0-
nyltva Ekkor:

AB = J(x, - %,)* + (4, - 4,)’;

AB, = (=%, — (~x))* + (4, —1,)° = (=%, + %,)* + (y, - y,)* = AB.

Megkaptuk, hogy AB = A B_, vagyis a tengelyes szimmetria megtartja
a pontok kozotti tavolsagot. 'fehat a tengelyes szimmetria mozgas lesz. 4

Kovetkezmény. Ha az F és az F, alakzatok szimmetriku-

sak az egyeneshez viszonyitva, akkor F = F,.

Meghatarozas. Az F alakzatot az [ egyeneshez képest
szimmetrikusnak nevezzik, ha az alakzat mindegyik pontjanak
az | egyeneshez viszonyitott szimmetrikus pontja szintén ehhez
az alakzathoz illeszkedik.
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Az [ egyenest az alakzat szimmetriatengelyének nevezzik. Ilyen-
kor azt mondjak, hogy az alakzatnak van szimmetriatengelye.

Bemutatunk néhany szimmetriatengellyel rendelkezé alakzatot.

A 18.4. abran egy egyenl( szard haromszog lathaté. Az alapra bocsa-
tott magassagot tartalmazé egyenes a haromszog szimmetriatengelye.

Minden szégnek van szimmetriatengelye — ez a szogfelez6t tartal-
mazo egyenes (18.5. abra).

Az egyenld oldald haromszognek harom szimmetriatengelye van
(18.6. abra).

A< A&

18.4. abra 18.5. 4bra 18.6. dbra 18.7. 4bra

A szakasznak két szimmetriatengelye van: a felez6merGlegese és az
az egyenes, amely tartalmazza ezt a szakaszt (18.7. abra).

A négyzetnek négy szimmetriatengelye van (18.8. abra).

Léteznek olyan alakzatok, amelyeknek szadmtalan szimmetriaten-
gelye van, példaul ilyen a kor is. Barmilyen, a kor kozéppontjahoz il-
leszkedd egyenes a kor szimmetriatengelye is egyben (18.9. abra).

Szamtalan szimmetriatengelye van az egyenesnek is: maga az egye-
nes, és az egyenesre bocsatott barmely meréGleges is szimmetriatenge-
lye lesz.

18.8. dbra 18.9. dbra 18.10. abra

1.feladat. Rajzoltak egy ABC egyenls szard haromszoget, majd
meghuztak egy olyan [ egyenest, amely tartalmazza a C szog szogfele-
z0jét. Ezutan a rajz egy részét letorolték, és csak az A és B pont vala-
mint az [ egyenes maradt meg. Ujitsétok fel az ABC haromszoget!

Megoldds. Mivel az [ egyenes az ACB sz6g szimmetriatenge-
lye, ezért az A, pont, amely az [ szimmetriatengelyhez viszonyitva a
A pont tiukorképe, a CB félegyeneshez illeszkedik. Ekkor az [ és a
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BA, egyenesek metszéspontja lesz az ABC haromszog keresett C csucsa
(18.10. abra).

A fenti gondolatmenet alapjan tudjuk megszerkeszteni a keresett
haromszoget: megszerkesztjiik az A, pontot, amely az / egyeneshez ké-
pest szimmetrikus az A ponttal. Meghatarozzuk a C csucsot, mint az [
és a BA, egyenesek metszéspontjat. <

2.feladat. Az O pont az ABC hegyesszoghoz illeszkedik
(18.11. abra). A BA és BC szarain Ggy hatarozzatok meg az E és F
pontokat, hogy az OEF haromszog kertlete a lehet§ legkisebb legyen!

0, N
A
K
O
0 B2\ ¢
B C 02
18.11. dbra 18.12. dbra

Megoldds. Legyen az O, és az O, az O pont képei megfeleléen a
BA és BC egyenesekhez torténd tengelyes szimmetridnal (18.2. abra),
és metssze az 0,0, egyenes a BA és BC szarakat megfelelden az E és
F pontokban. Bebizonyitjuk, hogy az E és F pontok lesznek a keresett
pontok.

Megjegyezziik, hogy az EO, és EO szakaszok szimmetrikusak a BA
egyeneshez viszonyitva. Tehat EO, = EO. Hasonl6an az FO = FO,. Ek-
kor az OEF haromszog kertilete egyenl6 lesz O, 0, szakasz hosszaval.

Bebizonyitjuk, hogy a megszerkesztett haromszog kertilete a legki-
sebb. Vizsgaljuk meg a KOM haromszoget, ahol a K és M pontok a BA és
BC megfelels félegyenesek tetszdleges pontjai, és a K pont nem esik egybe
az FE ponttal vagy az M pont nem esik egybe az F ponttal. Nyilvanvalo,
hogy KO = KO, és MO = MO,. Ekkor a KOM haromszog keriilete egyenld
O.K+ KM + MO, 6sszeggel. Viszont az O, K + KM + MO, > 0,0, <

? -
= 1. Milyen pontokat neveziink szimmetrikusoknak az [ egyeneshez viszonyit-
va? Hogy nevezzik az [ egyenest?
2. Milyen alakzatokat neveziink szimmetrikusnak az [ egyeneshez viszonyit-
va?
3. Fogalmazzatok meg a tengelyes szimmetria tulajdonséagait!
4. Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek azok az alakzatok, melyek szimmet-
rikusak az egyeneshez képest?
5. Milyen alakzatrdl allithaté, hogy van szimmetriatengelye?
6. Mondjatok példakat a szimmetriatengellyel rendelkez6 alakzatokra!
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v
i‘é{{ GYAKORLATI FELADATOK I

18.1.° Szerkesszétek meg a 18.13. abran lathat6 alakzatokkal az [
szimmetriatengelyhez képest szimmetrikus alakzatokat!

eredeti haromszoggel!

18.13. 4bra

18.2.° Rajzoljatok egy haromszoget! Szerkesszetek egy olyan harom-
szoget, amely az egyik kézépvonalahoz képest szimmetrikus lesz az

18.3.° Az A és B pontok szimmetrikusak az [ egyeneshez képest
(18.14. abra). Szerkesszétek meg az [ egyenest!

Ae

*B l

18.14. dbra 18.15. &bra

B

oC

o K
CE30OH
Ae aoLwliB
18.16. abra 18.17. 4bra

18.4.* Rajzoljatok két egymast metsz6 a és a, egyenest! Szerkesszétek
meg azt az egyenest, amelyhez viszonyitva az a egyenes szimmetrikus
az a, egyenessel! Hany megold4sa van a feladatnak?

18.5." Rajzoljatok két parhuzamos a és a, egyenest! Szerkesszétek meg
azt az egyenest, amelyhez viszonyitva az a egyenes szimmetrikus

az a, egyenessel!

18.6.° Szerkesszetek egy ABCD rombuszt, ha adott a B és C cstcsa és a
BD atlét tartalmazé [ egyenes (18.15. abra)!

18.7.° Szerkesszetek egy ABC egyenl( szart haromszoget, ha adott az A
csucsa, a BColdalhoz illeszkedd K pont és egy, az AB alapra bocsatott
magassagot tartalmazoé egyenes (18.16. abra)!
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18.8.° Egy vizzel toltott kémesén keresztil néz-
zétek meg a 18.17. abrat! Miért latjatok a A
masodik széban az egyes betliket forditva,
és az elsében pedig nem?

18.9.” Az O, és O, kozéppontu kérvonalaknak
két kozos pontjuk van (18.18. abra). Csak
korz6 alkalmazasaval szerkesszetek kor- B
vonalakat, melyek az AB egyeneshez vi-

szonyitva szimmetrikusak lesznek ezekkel! 18.18. abra

GYAKORLATOK I

18.10.° Az [ egyenes az AB szakasz felez6pontjahoz illeszkedik. Minden
esetben szimmetrikusak lesznek-e az A és B pontok az [ egyeneshez
képest?

18.11.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld szari haromszog alapjahoz
huzott oldalfelezdt tartalmazoé egyenes a haromszog szimmetriaten-
gelye lesz!

18.12.° A 18.19. abran az ABC egyenld szaru haromszog és egy [ egye-
nes lathaté, amely tartalmazza az AC alapra bocsatott magassagot.
Az AM és CN szakaszok a haromszog sulyvonalai. Nevezzétek meg
az A és B pontok, valamint a CN és AC oldal képeit az [ egyeneshez
viszonyitott szimmetridnal!

B

l
A C
l

18.19. abra 18.20. abra

18.13.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenes, amely az egyenld szara trapéz
alapjai felez6pontjaihoz illeszkedik, annak szimmetriatengelye lesz!

18.14.° A 18.20. abran az ABCD egyenl§ szaru trapéz lathaté, és egy
olyan [ egyenes, amely az alapjainak felez6pontjaihoz illeszkedik.
Nevezzétek meg a B és D pontok, az AC atlé és a BC alap képét az
[ egyenesre vonatkozo tengelyes tikrozésnél!

18.15.° Bizonyitsatok be, hogy a rombusz atléit tartalmazé egyenesek a
mértani alakzat szimmetriatengelyei!

18.16.° Bizonyitsatok be, hogy a téglalap szemkozti oldalainak fele-
z6épontjaira illeszkedd egyenesek a téglalap szimmetriatengelyei
lesznek!
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18.17.° Az A, és B, pontok tengelyes tiikrozésnél az A és B pontok megfe-
lel6 képei. Hatarozzatok meg az A B, szakasz hosszat, ha AB =5 cm!

18.18.° Bizonyitsatok be, hogy a szogfelezit tartalmazo6 egyenes a szog
szimmetriatengelye is egyben!

18.19.° Hatarozzatok meg az A (—2; 1) és B (0; —4) pontok koordinata-
tengelyekre vonatkozé tiikorképeit!

18.20.° Az A (x; 3) és B (—2; y) szimmetrikusak az:

1) abszcisszatengelyhez;
2) ordinatatengelyhez.
Hatarozzatok meg az x és y értékeit!

18.21.° Az a egyenes [ egyenesre vonatkozé tiikorképe az a egyenes.
Milyen lesz az a és [ egyenesek kolesonés helyzete?

18.22.° Bizonyitsatok be, hogy egyenld szaru lesz!

18.23.° Bizonyitsatok be, hogy két szimmetriatengellyel rendelkezd ha-
romszog egyenld oldalu lesz! Lehet-e a haromszognek pontosan két
szimmetriatengelye?

18.24.° Bizonyitsatok be, hogyha a paralelogrammaéanak pontosan két
szimmetriatengelye van, akkor ez vagy téglalap vagy rombusz!

18.25.° Bizonyitsatok be, hogyha a négyszognek négy szimmetriatengelye
van, akkor ez négyzet lesz!

18.26." Az O, és O, kozéppontu korvonalak az A és B pontokban metszik
egymast. Bizonyitsatok be, hogy az A és B pontok szimmetrikusak
az 0,0, egyeneshez viszonyitva!

18.27.° Az M pont az ABC derékszog bels6 pontja (18.21. abra). Az M,
és M, pontok az M pont BA és BC egyenesekre vonatkoz6 megfeleld
tlikérképei. Bizonyitsatok be, hogy az M, B és
M, pontok egy egyeneshez illeszkednek! A

18.28.° Hatarozzatok meg az A (—2; 0) és B (3; —1) M
pontokkal szimmetrikus pontok koordinatait, M
ha a szimmetriatengely az: 1) els6 és harmadik
koordinatanegyed; 2) a masodik és negyedik
koordinatanegyed szogfelezdje! B

18.29.° Az A (x; —1) és a B (y; 2) pontok szimmet-
rikusak arra az egyenesre, amely az elsd és a
harmadik koordinatanegyed szogfelezdjét tar- ' M
talmazza. Hatarozzatok meg az x és y értékét!

2

18.30." Az A és B pontok az a egyeneshez viszo- 18.21. 4bra
nyitva kiilonboz6 félsikhoz illeszkednek. Hata-
rozzatok meg az a egyenesen az X pontot, ha
tudjuk, hogy az a egyenes az AXB szog szogfelezije!
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18.31. Az A és B pontok az a egyeneshez viszonyitva egy félsikhoz il-
leszkednek. Hatarozzatok meg az a egyenesen az X pontot, ha tudjuk,
hogy az XA és XB félegyenesek az adott egyenessel egyenld szoget
alkotnak!

18.32. Az A és B pontok az a egyeneshez vi-
szonyitva egy félsikhoz illeszkednek. Az a D
egyenesen ugy vették fel az X pontot, hogy
az AX + XB 6sszeg a lehetd legkisebb legyen. C
Hatérozzatok meg az X pontot!

18.33." Szerkesszetek egy ABC haromszoget két

AB és az AC oldala (AB< AC) ésaBésC 4 X B
szogének kiilonbsége alapjan! )
18.34." A C és D pontok az AB egyeneshez 18.22. abra

viszonyitva egy félsikhoz illeszkednek
(18.22. abra). Az AB egyenesen ugy vettek fel egy X pontot, hogy

AXC/ = % DXB/. Hatarozzatok meg az X pontot!
18.35." Bizonyitsatok be, hogy az ABCD dombord négyszog teriilete nem
nagyobb, mint %(AB -CD+ BC- AD)!

18.36." Adott az ABC haromszog. Hatarozzatok meg azt a pontot, mely-
nek szimmetriaképe a haromszog barmelyik oldaldhoz képest a
haromszog koré irt korvonalra illeszkedik!

ISMETLO GYAKORLATOK I

18.37. Az ABCD paralelogramma kerulete 48 cm, AD = 7 cm. A paralelog-
ramma melyik oldalat metszi a B sz6gének szogfelezdje? Hatarozzatok
meg azokat a szakaszokat, melyekre a szogfelezd osztja az oldalat!

18.38. Két haromszognek két oldala megfelelGen egyenld, és a megfelel§
egyenlé oldalak kozotti szogek dsszege 180°. Bizonyitsatok be, hogy
az adott haromszogek egyenld nagysaguak lesznek!

18.39. Adottak a koévetkezd pontok: A (5; 2), B (-7; 1) és C (1; -5), az
AM szakasz pedig az ABC haromszog oldalfelezéje. Irjatok fel az AM
egyenes egyenletét!

o AZ OSSZUKRAJINAI IFJU MATEMATIKUSOK
ELSO OLIMPIAJA

Nagyon reméljuk, hogy a 18.36. feladat tetszett nektek, és atérezté-
tek a megoldasaval jard oromet. Ez a feladat azért is figyelmet érdemel,
mert 1961-ben ezzel a feladattal kezd6dott orszagunk ifju matematiku-
sainak els6 olimpidja.
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Ukrajnaban a matematikaversenyeknek mar régi tradicidja van. Az
els6 varosi ifji matematikusok versenyét 1935-ben Kijevben rendez-
ték meg. Tobb mint 80 éven keresztiill a sok tehetséges iskolasnak a
matematikai olimpidk voltak az els6 1épései a tudomanyos életben. Ma
0. V. Pohorelov, Sz. H. Krejn, M. O. Krasznoszelszkg, V. H. Drinfeld
neve az egész tudomanyos vilag szamara ismertek. Ok mindannyian,
kilonboz6 években, Ukrajna matematikai olimpidinak a gyodztesei vol-
tak.

Nagy megelégedésiinkre szolgal, hogy ma is nagyon népszeriiek a
matematikaversenyek Ukrajnaban. Orszagunkban tobb tizezer iskolés
vesz részt kiulonboz6 szintd matematikal megmérettetésen. A verse-
nyek szervezésében a legjobb tuddésok, modszertanosok, tanarok vesz-
nek részt. Az 6k lelkesedésének és professzionalizmusanak koszonhe-
téen Ukrajna csapata megfelelGen képviseli orszagunkat a nemzetkozi
matematikai diakolimpiakon.

Kedves kilencedikesek, azt ajanljuk nektek, hogy tiis vegyetek részt
a matematikai olimpidkon. Most bemutatunk néhany feladatot az 6ssz-
ukrajnai ifji matematikusok els6 olimpidjanak feladatai kozil. Probal-
jatok ki magatokat.

1. Az ABC haromszogbe irt kor annak oldalait a K, L, M pontokban
érinti. Legyen O,, O,, O, azoknak a korvonalaknak a kozéppontjai,
melyek kivilrél érintik a haromszoget. Bizonyitsatok be, hogy a KLM
és 0,0,0, haromszogek hasonlok!

2. A 4 m?teriletd téglalap belsejébe 7 db egyenként 1 m? tertletd tég-
lalapot rajzoltak. Bizonyitsatok be, hogy legalabb két téglalapnak

1
van olyan ko6zos része, melyek tertlete legalabb - m?!
3. Legyenek a négyszog oldalai a, b, ¢, d, teriilete pedig S. Bizonyitsatok
1
be, hogy S <Z(a +¢)(b+d)!

Olekszij Szelim Mark Volodimir
Vasziljovics Hrihorovics Olekszandrovics Hersovics
Pohorelov Krejn Krasznoszelszkij Drinfeld

(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (s2.:1954)
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19. Kbzéppontos szimmetria. Elforgatas

Meghatarozas.Az A és A pontok az O pontra nézve szim-
metrikusak, ha az O pont az AA, szakasz felez6pontja (19.1. bra).
Az O pont 6nmagaval szimmetrikus.

17 \
A
y() """"" \
1
1
A % E -
! (0] X, x
g i
AT Y,
A1 !
19.1. 4bra 19.2. 4bra 19.3. 4bra

Példaul mivel az A és az A, pontok abszcisszai és az ordinatai is el-
lentett szamok, ezért a koordinata-rendszer kezddpontjara nézve szim-
metrikusak (19.2. abra).

Vizsgaljuk meg az F alakzatot és az O pontot. Az F' alakzat minden
X pontjanak az O pontra nézve szimmetrikusan megfeleltetiink egy X,
pontot. Az F' alakzat ilyen atalakitdsa soran kapunk egy F, alakzatot
(19.3. abra). Az F alakzat ilyen atalakitasat O pontra vonatkozo tik-
rozésnek nevezziik. Az O pont az alakzat szimmetria-k6zéppontja.
Azt is szoktdk ilyenkor mondani, hogy az F'és F| alakzatok k6zéppon-
tosan szimmetrikusak az O ponthoz képest.

19.1.tétel (a kozéppontos szimmetria tulajdonsaga). A ko-
zéppontos szimmetria mozgas lesz.

Bizonyitds. © Ijgy valasszuk meg a koordinata-rendszert, hogy
a szimmetria-kézéppont egybeessen a koordinata-rendszer kezd&pont-
javal. Legyen A (x; y,) és B (x,; y,) az I alakzat tetszbleges pontjai. Ek-
kor az A (—x,; —y,) és B,(—x,; —y,) pontok az A (x; y,) és B (x,; y,) pontok
origéra vonatkozo tiikorképei lesznek. Ekkor:

AB = \J(x, - 2,)" + (4, - )"
A1B1 = \/(_xz - (_x1 ))2 + (_yz - (_y1 ))2 = \/(_x2 + Xy )2 + (_yz + Y )2 = AB.
Megkaptuk, hogy AB = A B,, vagyis a kozéppontos szimmetria
megtartja a pontok kozotti tavolsagot. Tehat a kézéppontos szimmetria
mozgas. €
Kovetkezmény. Ha az FésF, alakzatok egymassal kozép-
pontosan szimmetrikusak, akkor F = F .
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Meghatarozas. Az alakzatot az O ponthoz képest kozép-
pontosan szimmetrikusnak nevezziik, ha az adott alakzat min-
den pontjanak az O ponthoz képest szimmetrikus pontja is az
adott alakzat pontja lesz.

A 0 B Az O pontot szimmetria-kézéppontnak ne-
vezzuk. Ilyenkor azt is mondjak, hogy az alakzat
kozéppontosan szimmetrikus.

Lassunk néhany kézéppontosan szimmetrikus
alakzatot.

A szakasz szimmetria-kozéppontja a felezépontja is egyben
(19.4. abra).

A paralelogramma atléinak felezépontja a szimmetria-kézéppontja
1s egyben (19.5. abra).

19.4. abra

B X C

3 x <\
4 X D x N

19.5. 4bra 19.6. 4bra

Léteznek olyan alakzatok, melyeknek végtelen sok szimmetria-ko-
zéppontja van. Példaul az egyenes barmely pontja szimmetria-kozép-
pont is egyben.

Szintén végtelen sok szimmetria-kézéppontja van, annak az alak-
zatnak, amely két parhuzamos egyenesbdl all (19.6. abra).

O—w 1.feladat. Bizonyitsatok be, hogy az [ egyeneshez nem tar-
toz6 O pontra vonatkozé tukroézésnél kapott egyenes képe parhuzamos
az [ egyenessel!

Megolddas. Mivel a kozéppontos szimmetria mozgas, ezért az [
egyenes képe egyenes lesz. Az egyenes megszerkesztéséhez elegendd
barmely két pontjat ismerni.

Az [ egyenesen valasztunk barmely két A és B pontot (19.7. abra).
Legyenek e pontoknak az O pontra vonatkozé tiikorképei megfelelGen
az A, és B, pontok. Ekkor az A B, egyenes
lesz az [ egyenes képe.

Mivel AO=0A,, BO = OB,, az AOB és
A OB, szbgek mint csucsszogek egyenldk,
ezért az AOB és az A OB, haromszogek
egybevagbak a haromszogek egybevago-
saganak els6 ismertetdjele alapjan. Innen
kovetkezik, hogy 124 =2/ (19.7. abra). Te-
hat a parhuzamos egyenesek ismertetGjele !
alapjan [ | |AlBl.< 19.7. 4bra

l
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A E

oM

B c 4 F ¢

1

19.8. 4bra 19.9. 4bra

2.feladat. Az M pont az ABC sz6ghoz illeszkedik (19.8. dbra). A
sz0g BA és BC szaran szerkesszetek olyan E és F pontokat, hogy az M
pont az EF szakasz felezépontja legyen!

Megoldds. Legyen az A B, egyenes az AB egyenes M pontra vo-
natkoz6 tiikorképe (19.9. abra). Jeléljiik F-fel az A B, és BC egyenesek
metszéspontjat.

Meghatarozzuk az F pont tukorképét. Természetesen ez a pont az
AB egyenesre fog illeszkedni. Ezért elegend6 meghatarozni az FM és az
AB egyenesek metszéspontjat. Jeloljik ezt a pontot E betlvel. Ekkor az
E és F pontok lesznek a keresett pontok. <

Kornyezetinkben gyakran latunk példat a szimmetriara
(19.10. abra). A szimmetriatengellyel vagy szimmetria-kézépponttal
rendelkezd objektumok latvanya megérintenek benniinket, és emellett
kellemesek a szemnek. Ezért az 6kori Gorogorszaghan a szimmetria sz
szinonimaja volt a harmdnia, a szépség szavaknak.

19.10. 4bra

A szimmetriat gyakran alkalmazzak a miivészetben, épitészetben
és az iparban (19.11. abra).

19.11. abra
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X, A 19.12. dbran az O, X, X, és X, pontok latha-

tok, melyekre teljesil: OX = 0X, = 0X,

X 0X/ =X,0X/ = a. Ekkor azt mondjak, hogy

x 2z X, pont a tiikérképe az X pontnak, az O pont

o) a koruli oramutaté jarasaval ellentétes o

szogl elforgatasnal. Az X, szintén tiikorképe

az X pontnak, az O pont koriili — az 6ramutato

, Jarasaval megegyezs o sz0gii - elforgatasnal.

Az O pontot az elforgatas kozéppontja-

19.12. 4bra nak, az o szoget pedig az elforgatas szogének
nevezzuk.

Vizsgaljuk meg az F alakzatot, az O pontot és
az a szoget. Az F alakzat minden X pontjat az O pont koériul az éramuta-
t6 jarasaval ellentétes iranyba elforgatjuk o szoggel (ha az O pont az F
alakzathoz illeszkedik, akkor ennek a képe énmaga lesz). Az elforgatas
kovetkeztében az F alakzatbdl egy F, alakzatot kapunk (19.13. dbra).
Az ilyen transzformaciot az F alakzat az O pont koériili, az 6ramuta-
t6 jarasaval ellentétes iranyu elforgatasanak nevezziik. Az O pont
az elforgatas kozéppontja lesz.

Q

P

19.13. dbra 19.14. abra

Hasonl6éan adjuk meg az F alakzat O pont koruli 6ramutat6 jarasa-
val megegyezl o szogl elforgatasat (19.14. abra).

Megjegyezziik, hogy az O pont koruli 180°-o0s elforgatds egyenértékl
az O pontra vonatkoz6 kozéppontos tiikrozéssel.

19.2.tétel (az elforgatas tulajdonsaga). Az elfor-
gatdas az mozgatas.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a tételt.

Kovetkezmény. Ha az F| alakzat az elforgatassal kapott
F alakzat képe, akkor F=F,.

3.feladat. Adott az a egyenes és a hozza nem illeszkedd O pont.
Szerkesszétek meg az a egyenes képét az O pont koriuli, az 6ramutatd
jarasaval ellentétes iranya 45°-os elforgatésnéal!
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Megolddas. Mivel az elforgatas mozgas, ezért az a egyenes képe
is egyenes lesz. Az egyenes megrajzolasahoz elegendd két pontjat meg-
hatarozni. Az a egyenesen valasztunk két tetszéleges A és B pontot
(19.15. abra). Megszerkesszilik az A, és B, pontokat, amelyek ezeknek
a pontoknak a képei lesznek az O pont koruli, az 6ramutaté jarasaval
ellentétes iranyu 45°-os elforgatdsnal. Ekkor az A B, egyenes lesz az a
egyenes képe. <

A A
1
M E
P
B F\ C
Bl
19.15. abra 19.16. abra

4.feladat. A P pont az ABC szoghoz illeszkedik, de nem illesz-
kedik a szog szaraihoz. Szerkesszetek egy olyan egyenld oldali harom-
szoget, melynek egyik cstcsa a P pont, a masik kettd pedig az ABC szog
BA és BC szaraira illeszkedik!

Megoldds. Legyen az A B, egyenes az AB egyenes képe a P pont
koruli, az éramutatd jarasaval ellentétes iranya 60°-os elforgatasnal
(19.16. abra). Jeldljiik F-fel az A B, és BC egyenesek metszéspontjat.

Legyen az E pont az F pont ereddje az adott elforgatasnal. Az E pont
illeszkedik az ABC szog BA szarahoz.

A fenti gondolatmenet segitséget nydjt a keresett haromszég meg-
szerkesztéséhez.

Megszerkesztjiikk az A B, egyenest, amely az AB egyenes képe a P
pont koruli, az éramutaté jarasaval ellentétes iranyu 60°-os elforgatas-
nal. Legyen F az A B, és BC egyenesek metszéspontja.

Megszerkessziik az MPF 60°-os szoget. Legyen az MP és AB egyene-
sek metszéspontja az E pont. Ez a pont az F pont ereddje.

Megkaptuk, hogy PF = PE és FPE/ = 60°. Tehat az EPF egyenld
oldalu lesz. «

) -
" Milyen pontokat neveziink szimmetrikusnak az O ponthoz viszonyitva?

Hogyan nevezziik az O pontot?

Milyen alakzatokat neveziink szimmetrikusnak az O ponthoz képest?

Fogalmazzatok meg a kézépponti szimmetria tulajdonsagat!

4. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a kdzéppontosan szimmetrikus alak-
zatok?

5. Milyen alakzatrél mondjak azt, hogy van szimmetria-kbzéppontja?

wnn



180 5. §. GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Hozzatok fel példakat k6zéppontosan szimmetrikus alakzatokra!
Ismertessétek a pont korili elforgatds menetét!

Fogalmazzatok meg az elforgatas tulajdonsagat!

Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek azok az alakzatok, melyek elforgatés-
sal egymasba vihet6k at?

© o N

va
p’é'i GYAKORLATI FELADATOK I

19.1.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget, és jeldljetek egy O pontot, amely
nem illeszkedik a haromszogre! Szerkesszétek meg a haromszog O
pontra vonatkozo tikorképét!

19.2.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget, majd szerkesszétek meg az
adott haromszognek az AB szakasz felez6pontjara vonatkozo tikor-
képét!

19.3.° Rajzoljatok egy korvonalat, és jeloljetek rajta egy pontot! Szer-
kesszetek egy kort, mely szimmetrikus lesz az adott korrel, a jelolt
ponthoz képest!

19.4.° Szerkesszétek meg az AB szakasz képét, amelyet az O pont ko-

rili, az éramutaté jarasaval ellentétes iranya 45°-os elforgatasival
kapunk (19.17. abra)!

O
B
A A B
P
9] /
C
19.17. 4bra 19.18. 4bra

19.5.° Szerkesszétek meg az ABC haromszog képét, amelyet az O pont
korili, az éramutatéd jarasaval megegyezd iranyu 90°-os elforgata-
saval kapunk (19.18. abra)!

19.6.° Szerkesszétek meg az ABCD paralelogrammat az A és B csucsai,
valamint atléinak O metszéspontja alapjan (19.19. abra)!

19.7.° Adott az a és b parhuzamos egyenes (19.20. abra). Hatarozzatok
meg azt a pontot, amelyhez viszonyitva az a egyenes szimmetrikus
lesz a b-vel!

19.8.° A 19.21. abran két egyenld AB és BC szakasz lathaté, az
ABCZ = 60°. Hatarozzatok meg az O pontot Ggy, hogy az AB szakasz
a BC szakasz képe legyen az O pont koruli, az éramutatd jarasaval
ellenkezd iranytu 120°-os elforgatésnéal!
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B
B a N K
[ )
Ae
(X0 b A C M
19.19. adbra 19.20. abra 19.21. abra 19.22. dbra

19.9.° A 19.22. abran két egyenlé és mer6leges MN és NK szakasz
lathat6. Hatarozzatok meg azt az O pontot, hogy az NK szakasz az
MN szakasz képe legyen az O pont koriili, az éramutatéd jarasaval
megegyezd iranyd 90°-os elforgatasnal!

19.10." Szerkesszetek egy olyan alakzatot, amelynek nincs szimmetria-
tengelye és a képe az eredetivel megegyezd alakzat lesz egy adott
pont korili 1) 90°-os; 2) 120°-os elforgatasnal!

GYAKORLATOK I

19.11.° Az ABCD paralelogramma atléi az O M C
pontban metszik egymadst (19.23. 4bra). Az v
M pont a BC szakasz felezdpontja. Nevez-
zétek meg az A, D és M pontok, a CD oldal, )A(
a BD atl6 képeit az O pontra vonatkoz6 A
tikrozésnél! )

19.12.° Bizonyitsatok be, hogy a paralelogram- 19.23. dbra
ma atléinak metszéspontja a szimmetria-ko-
zéppontja is egyben!

19.13.° Bizonyitsatok be, hogy a kérnek van szimmetria-kézéppontja!

19.14.° Az A és B, pontok az A és B pontok képei az AB egyeneshez nem
illeszkedd pontra vonatkozé tikrozésnél. Bizonyitsatok be, hogy az
ABA B, négyszog paralelogrammal!

19.15.° Hatarozzatok meg azoknak a pontoknak a koordinatdit, melyek
az A (3;-1) és B (0; —2) pontok tiikorképei, ha a szimmetria-k6zéppont:
1) a koordinata-rendszer kezdGpontja; 2) az M (2; —3) pont lesz!

19.16.° Bizonyitsatok be, hogy annak az egyenesnek a képe, amelyhez a
szimmetria-kozéppont illeszkedik, ugyanaz az egyenes lesz!

19.17.° A: 1) koordinata-rendszer kezdpontjara;

2) az M (1; —3) pontra vonatkozé tiikrozésnél az A (x; —2) pont a
B (1; y) pont képe. Hatarozzatok meg az x és y értékeit!
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19.18.° A 19.24. abran egyenlé félkorlapokbdl all6 alakzatok lathatok.
Az alakzatok kozul melyek lesznek egybevagdk az O koézépponti o
szogu elforgatassal kapott képtlikkel, ahol 0° < o < 180°?

QU?[\OJK\I(QJK\O(\% 0%
d e f

a b c

19.24. abra
19.19.° Az ABC egyenld oldalt haromszog sulyvonalai az O pontban
metszik egymdst (19.25. dbra). Mik lesznek a képei a C, C, és O
pontoknak, a BC oldalnak, a BB, sulyvonalnak, az OC, szakasznak,
az A B,C, haromszégnek az O pont koriili, az éramutaté jarasaval
ellenkezd iranyu 120°-os elforgatasnal!

E D

19.25. abra 19.26. 4bra

19.20.° Az O pont az ABCDEF szabalyos hatszog kozéppontja
(19.26. abra). Nevezzétek meg az ABCDEF hatszog AF oldalanak,
BF atldjanak, AD atléjanak képét az O pont korili, az éramutatd
jarasaval megegyezl iranyu:
1) 60°-0s; 2) 120°-o0s elforgatasnal!

19.21.° Az ABCD négyzet atléi az O pontban
metszik egymast (19.27. abra). Nevezzétek
meg az A, O és C pontoknak, az AD oldalnak, (0)
a BD atlonak a képét az O pont korili, az
éramutaté jarasaval megegyezd iranyu 90°-os A D
elforgatasnal!

19.22.° Bizonyitsatok be, hogy a haromszognek 19.27. dbra
nincs szimmetria-kézéppontja!

B C

19.23.° Bizonyitsatok be, hogy a félegyenesnek nincs szimmetria-ko-
zéppontja!
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19.24.° Bizonyitsatok be, hogyha a négyszognek van szimmetria-kézép-
pontja, akkor az paralelogramma lesz!

19.25.° Az O, kozéppontu korvonal O pontra vonatkozé tiikérképe az
0, kozéppontu kérvonal (19.28. 4dbra). A szimmetria-kézépponthoz
illeszkedd egyenes az els6 kort az A, és B, pontokban, a masikat pedig
az A, és B, pontokban metszi. Bizonyitsatok be, hogy azA B, = A,B,)!

19.28. dbra

19.26.° Az ABC egyenl{ oldalii haromszog A cstcsa a 120°-os elforgatas
kozéppontja. Hatarozzatok meg a BC, szakasz hosszat, ha a C, pont
a C pont képe az adott elforgatasnal, és AB = 1 cm! Hany megoldasa
van a feladatnak?

19.27.° Az ABCD négyzet A cstcsa az éramutatéd jarasaval ellenkezd
irdnyu 90°-os elforgatas kézéppontja. Hatarozzatok meg a CC, sza-

kasz hosszat, ha a C| pont a C pont képe az adott elforgatasnal, és
AB=1cm!

19.28.* Az egyik paralelogramma csicsai a masik paralelogramma ol-
dalaira illeszkednek, mindegyik oldalra egy-egy cstcs. Bizonyitsatok
be, hogy az igy kapott paralelogrammak atléinak metszéspontjai
egybeesnek!

19.29. Az A és C pontok egy hegyesszoghoz illeszkednek, de nem a
szarakra. Szerkesszetek egy ABCD paralelogrammat Ggy, hogy
a B és D pontok a szog szaraihoz illeszkedjenek!

19.30. Szerkesszetek egy olyan szakaszt, melynek felezGpontja az adott

pont lesz, és a végpontjai pedig a nem parhuzamos egyenesekhez
illeszkednek!

19.31.° Az M pont illeszkedik az ABC sz6gh6z, de nem a szog szaraihoz.
Szerkesszetek egyenld szaru derékszogl haromszoget, ha derékszo-
gének csucsa az M pont lesz, a masik két cstcs pedig a BA és BC
szarakra illeszkedik!
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19.32." Az ABC egyenl§ oldalt haromszog
BC oldalan jeloltek egy D pontot. Az
ABC haromszogon kivil jeloltek egy
olyan E pontot, hogy a DEC haromszog
is egyenld oldala lesz (19.29. abra).
Bizonyitsatok be, hogy a C pont vala-
mint a BE és AD szakaszok megfeleld
M és K felez6pontjai egy egyenld oldalu
haromszog csucsai lesznek!

19.29. abra

19.33." Szerkesszetek egyenld oldald ha-
romszoget, ha cstcsai harom parhuza-
mos egyeneshez illeszkednek!

19.34." Szerkesszetek egy rombuszt, melynek az 4tl6i metszéspontja egy
adott pont lesz, és harom csticsa harom nem parhuzamos egyeneshez
illeszkedik!

19.35. Az ABCD négyzet CD oldalén jeloltek egy E pontot. A BAE sz6g
szogfelezGje a BC oldalt egy F pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy
AE =BF + ED!

19.36." Az ABC egyenl§ oldalti haromszogben tgy jeloltek egy P pontot,
hogy az APB/ = 150°. Bizonyitsatok be, hogy 1étezik olyan derékszogd
haromszog, melynek oldalai a PA, PB és PC szakaszokkal egyenlSk!

ISMETLO GYAKORLATOK

19.37. Hatarozzatok meg az ABC haromszog oldalait, ha AZ = 30°,
Bz =45°, a C csticsbdl bocsatott magassaga pedig 4 cm!

19.38. Az abszcisszatengelyen hatarozzatok meg azt a pontot, amely
egyenld tavolsagra van az A (—2; 4) és B (6; 8) pontoktdl!

19.39. Az egyenld szard haromszogbe kor van irva. Az érintési pont a
szarat 25 : 12 aranyban osztja a haromszog csticsatol szamitva. Hata-
rozzatok meg a beirt kor sugarat, ha a haromszog teriilete 1680 cm?!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

19.40. Jeloljetek a sikon 6 pontot gy, hogy barmelyik harom koéziiluk
egy egyenld szaru haromszog csucsai legyenek!
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20. Az alakzatok hasonl6sagat

A 20.1. dbrén az O, X és X, pontok lathaték, melyekre teljesiil az

0X, = 20X egyenl8ség. Ekkor azt mondjuk, hogy az X, pont az X pont
képe lesz az O k6zéppontu, 2 egylitthatéjui homotécia esetén.

% T

(0} X,

20.1. &bra 20.2. dbra
A 20.2. dbrén az O, X és X, pontok lathaték, melyekre teljesiil az

5(7 = —%5}? egyenlGség. Ekkor azt mondjuk, hogy az X, pont az X
pont képe lesz az O kozéppontii homotécia esetén, melynek aranyossagi
tényezsje —%.

Altalanos esetben, az O, X és X, pontok lathaték, melyekre teljestil

az OX, = kOX, ahol k # 0, egyenl6ség. Ekkor azt mondjuk, hogy az X,
pont az X pont képe lesz az O kézéppontii homotécia soran, mely-
nek aranyossagi tényezdje vagy egyutthatoja k.

Az O pontot a homotécia k6zéppontjanak a k szamot, k = 0 pe-
dig a homotécia aranyossagi tényezdjének vagy egyititthatéjanak
nevezzuk.

Vizsgaljuk meg az F alakzatot és az O pontot. Az F'alakzat minden X
pontjanak megfeleltetlink egy olyan X, pontot, amely az X pont képe az
O kozéppontu k egytitthatéju homotécia esetén (ha az O pont az F alak-
zathoz illeszkedik, akkor ennek a képe énmaga lesz). A transzformacid
eredményeképpen az F alakzatbol egy F) alakzatot kapunk (20.3. 4bra).
homotécianak nevezziik. Ugy is mondhatjuk, hogy az F, alakzat ho-
motetikus az F' alakzattal, ahol O a homotécia kézéppontja, £ pedig
egyltthatdja.

20.3. dbra

! Ennek a pontnak az a része, amely a homotéciaval foglalkozik, nem ko-
telez§ tananyag.
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Példaul a 20.4. dbran az A B ,C, haromszog homotetikus az ABC
haromszoggel, a homotécia kézéppontja O, egytutthatdja pedig —3. Vagy
méasképpen, az ABC haromszog homotetikus az A B, C, haromszoggel,

. 1 . ,
ugyanazzal a kézépponttal, de 3 egyutthatéval.

20.4. dbra 20.5. dbra

Megjegyezziik, hogyha k = —1, akkor az O kézépponti homotécia O
kozéppontu szimmetria lesz (20.5. abra). Ha k& = 1, akkor a homotécia
azonos atalakitas lesz.

Nyilvanvalé, hogy %k # 1 és k #—1 esetén a homotécia nem lesz moz-
gas.

20.1. tétel. Ak egyiitthatoju homotécia az F alakzat pont-
jai k6zotti tavolsdgokat | k| szorosan viltoztatja, vagyis ha az A
és B pontok az F alakzat barmilyen pontjai, azaz ha k egyiittha-
téju homotécia esetén az A, és B, pontok az A és B pontok megfe-
lel6 képei, akkor A B, = | k| AB.

Bizonyitds. © Legyen O a homotécia kézéppontja. Akkor O—A1 = kOA,
CTBQ1 = kOB. Innen kapjuk, hogy:

1

A,B, = OB, - OA, = kKOB-kOA = k(OB - OA) = k AB,

vagyis AB, = | k | AB. 4

Kovetkezmény. Ha az A B,C, homotetikus az ABC harom-
szoggel, a homotécia egyiitthatéju k, akkor A B,C A ~ ABCA .

Ennek az allitasnak a bizonyitasahoz elegendd alkalmazni a 20.1.
tételt, és a haromszogek hasonlésaganak harmadik ismertetdjelét.

A homotécianak az alabbi tulajdonsagai vannak.

A homotécia esetén.:

e az egyenes képe egyenes;

e a szakasz képe szakasz;

® 5208 képe vele azonos nagysdgu szog;

e a hdromszog képe az adott hdromszoggel hasonlé hdromszog;

e a korvonal képe korvonal;
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e a sokszog tertilete k*-szeresére valtozik meg, ahol a k a homotécia

egyiitthatoja.

Ezeket a tulajdonsagokat a matematika szakkoérokon bizonyithat-
jatok be.

A homotécia fenti tulajdonsagai azt jelentik, hogy ez a transzforma-
ci6 megvaltoztathatja az alakzatok méreteit, de nem valtoztatja meg az
alakjukat, vagyis homotécia soran az eredd alakzat és a képe hasonlé
alakzatok leszek. Megjegyezzik, hogy a 8. osztalyban, amikor a hason-
16sagrol volt szd, akkor csak a hasonlé haromszégek meghatarozasat
adtuk meg. Most mar megfogalmazhatjuk barmilyen hasonlé alakzat
meghatarozasat.

A 20.6. abran az F, alakzat homotetikus az F alakzattal, és az F,
alakzat szimmetrikus az F,-gyel az [ egyeneshez viszonyitva.

20.6. dbra

Ekkor azt mondjuk, hogy az F, alakzatot az F' alakzatbdl a kévetke-
tikrozés.

Mivel az F, = F,, ezért az F és F, alakzatok azonos alaktak, de kii-
16nb6z6 méretlek, vagyis hasonlék. Az F, alakzatot az F alakzatbél ha-
sonlésagi transzformacioval kapjuk meg.

A 20.7. 4bran az F, alakzat homotetikus az F alakzattal, és az F,
alakzat az F| alakzat képe valamilyen mozgasnal. Itt is allithatjuk,
hogy az F és F, alakzatok hasonlék.

F, 7

20.7. abra
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A fentiekbdl kovetkezik, hogy érdemes megadni a kévetkezl meg-
hatarozast.

Definicio.Kétalakzatot hasonlonak nevezziik, ha az egyik
alakzatbol homotécia és mozgas transzformaciok segitségével
megkapjuk a masik alakzatot.

Ezt illusztralja a 20.8. abra.
[ Hasonlésag ]:[ Homotécia ]+[ Mozgas ]
20.8. abra

Az F ~ F, azt jelenti, hogy az F alakzat hasonl6 az F -gyel. Azt is
mondjak, hogy az F, alakzat az I alakzat hasonlésagi transzforma-
ci6 soran kapott képe.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy hasonldsagi transzformdcié sordan az F
alakzat pontjai k6zotti tdvolsdg ugyanannyiszorosdra fog meguvdltozni.

Mivel az alakzatok azonos atalakitasa mozgas, ezért a 20.8. 4brabdl
kovetkezik, hogy a homotécia a hasonlésagi transzformaci6 részesete.

Legyen az A és B pont az F alakzat tetsz6leges pontja, ezért hason-
l16sagi transzforméacié soran az A, és B, pontok ezeknek a képei lesz-
nek. Az A és B, pontok illeszkednek az F| alakzathoz, amely hasonl6

A B
az F-hez. A p="11

szamot hasonlésagi egytlitthatonak nevezzik.

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az F, alakzat hasonl6 az F-hez, a hasonlé-
sagi egylitthaté pedig & lesz, és az F alakzat hasonl6 az F, alakzathoz,

;o .. ,. 1
melynek hasonlésagi egyutthatdja A lesz.

Megjegyezhetjiik, hogy a hasonlésagi transzformaci6 a k = 1 esetén
mozgés lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy a mozgas a hasonlésagi transzfor-
macié részesete.

Hasonlésagi transzformaciéval gyakran taldalkozunk a hétkoéznapi
életben is (20.9. abra). Példaul a térkép méretaranyanak megvaltoz-
tatasaval egy hasonlé térképet kapunk. A fénykép egy olyan transz-
formaci6, amely a kép negativjat fényképpapiron abrazolja. Amikor
atrajzoljuk a tablan 1év6 rajzot a flzetlinkbe, az szintén hasonlésagi
transzformacio6 lesz.

20.9. dbra
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20.2.tétel. A hasonloé alakzatok teriileteinek aranya a ha-
sonlésagi egyiitthato négyzetével egyenld.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa nem tartozik az iskolai tananyag
keretei kozé. Ezért mi ennek egy részesetét bizonyitjuk be, a hasonlé
haromszogek esetét.

Bizonyitds. © Legyen az A B,C, hdromszog az ABC haromszog
képe a k egyutthat6ja hasonlésagi transzformacié esetén (20.10. abra).
Az A C, oldal az AC oldal képe lesz. Ezért A C, = k - AC. Meghtizzuk a
BD magassagot. Legyen a D, pont a D pont képe. Mivel a hasonlésa-
gi transzformadcié soran a szég mértéke nem valtozik, ezért a B,D, az
A B,C, haromszog magassaga lesz. Tehat B,D, = k - BD. Vagyis:

1
Sunc, EAICI "B Dy _kAC-k-BD .,
S, 5e 1,.c.8D AC-BD '
2
B
) /‘\ .
D
Bl
Al D, C1
20.10. 4bra 20.11. 4bra

O—w 1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy az [ egyenes képe az O ko-
zéppontu homotécia soran, ha az O pont nem illeszkedik ! egyeneshez,
az adott egyenessel parhuzamos egyenes lesz!

Megoldds. A homotécia tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy az
[ egyenes képe is egyenes lesz. Kivalasztunk az [ egyenesen barmilyen
A és B pontokat (20.11. dbra). Legyen az A, és B, ezeknek a pontoknak a
képei az O kozéppontt és k egytitthatéji homotécia soran (a 20.11. abra
annak az esetnek felel meg, amikor k£ > 1). Ekkor az A B, egyenes az
AB egyenes képe lesz.

A 20.1. tétel bizonyitédsa sordn mér igazoltuk, hogy A,B, = kAB.
Tehat AB|| A,B,. «
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2. feladat. Az ABC hegyesszogld haromszogbe irjatok ugy egy
négyzetet, hogy két csicsa megfeleléen az AB és BC oldalakra illesz-
kedjen, a masik kettd pedig az AC oldalra!

Megoldds. Az AB oldal barmelyik M pontjabdl az AC oldalra bo-
csatunk egy M@ merdlegest (20.12. dbra). Megrajzoljuk az MQPN négy-
zetet Ugy, hogy a P pont a QC félegyenesre illeszkedik. Az AN félegye-
nes a BC oldalt egy N, pontban metszi.

1

Vizsgaljuk meg az A kézéppontu és k = egyutthat6ji homotéciat.

Ekkor a homotécia sordn az N, pont az N pont képe lesz. Az MN szakasz
képe az M N, szakasz, ahol az M, pont az AB félegyenesre illeszkedik,
M, N, || MN. Hasonléan az N P, szakasz olyan, hogy P, illeszkedik az

AC félegyeneshez és N,P, || NP, és az NP szakasz képe lesz. Tehat,
az M|N, és N P, szakaszok a keresett négyzet szomszédos oldalai. A

szerkesztés befejezéséhez mar csak meg kell htiznunk az AC oldalra az
M, @, merélegest. <

B
M, N,
C
M~ N
A™q prq, »p ¢ A= B
20.12. abra 20.13. abra

3.feladat. A CD szakasz az ABC derékszogd haromszog
(CZ£ =90°) magassaga. Hatarozzatok meg az ABC haromszogbe irt kor
r sugarat, ha az ACD és BCD haromszogekbe irt korok sugarai megfe-
lel6en r, és r, lesz!

Megoldds. Mivel az A szog az ACD és ABC haromszogek kozos
szoge, ezért ezek a haromszogek hasonldk (20.13. abra). Legyen a ha-

sonlésagi egytitthaté k,. Ebbdl adédik, hogy k, = i, Hasonl6képpen a
r
BCDA ~ ABCA és a hasonlésagi egyiitthatéjuk k, = 2.

Jeloljiikk az ACD, BCD és ABC haromszogek terifleteit, megfelelen
S,, S, és S-sel. Ekkor:
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r12+r22 S5 +S,
r? S
Ebbél azt kapjuk, hogy r® =r? + 17, vagyis r =\ +r7.

Felelet: r7 +r;. <

Innen: 1.

’7 -

1. Milyen esetben mondjuk, hogy az X, pont az X pont képe lesz az O kozép-
pontd, k egyitthatoju homotécia esetén:

2. Magyarazzatok meg az F' alakzat transzforméaciojat O kozéppontd, k
egyutthatéju homotécia esetén!

3. Hogyan valtozik a pontok kézétti tavolsag a k egyutthat6ji homotécia ese-
tén?

4. Fogalmazzatok meg a homotécia tulajdonsagait!

. Milyen alakzatokat neveziink hasonl6knak?

6. Mivel lesz egyenld a hasonlo sokszogek teruleteinek aranya?

(&

IEQ l\ GYAKORLATI FELADATOK

20.1.° Szerkesszétek meg az AB szakasz 4
(20.14. abra) képét O kozéppontd homotécia NC
esetén, ha az egyttthato: B
1 (0]
1) k=2; 2)k:—§!
20.14. abra

20.2.° Rajzoljatok egy AB szakaszt. Szerkesszé-
tek meg ennek a szakasznak a képét anndl a
homotécianal, melynek aranyossagi tényezdje k, kozéppontja pedig:
1) az A pontban lesz, k = 3;
2) a B pontban lesz, k =—2;
3) az AB szakasz felez6pontjdban van, k = 2!

20.3.° Rajzoljatok egy 2 cm-es sugara korvonalat, és jeloljetek rajta egy
A pontot! Szerkesszétek meg ennek a kornek a képét k egyttthatéja
homotécia esetén, ha kozéppontja:

. 1
1) a kor kozéppontja, k = —5 k=2;

2) az. A pont, k=2, k:—%!
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20.4.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget. Szerkesszétek meg ennek a
haromszognek a képét k egylitthat6éji homotécia esetén, ha koézép-
pontja:

1) a Bpont, k= 3; 4) kozéppontja az AB szakasz

| =

. 1
2)a Cpont, k=-—; felez6épontja, k= E;

5) kozéppontja az AC szakasz
3) az A pont, k=

.
2

N | = po

4 . 1

felezépontja, k= —g!

20.5.° Rajzoljatok egy ABC haromszoget. Hatarozzatok meg oldalfelezdik
metszéspontjat! Szerkesszétek meg a haromszog képét k egyuttha-
toju homotécia esetén, ha a homotécia kézéppontja a sulyvonalak
metszéspontja:

1 1

Dk=2 2 k=2; 3 k=-_!

20.6.° Rajzoljatok egy ABCD paralelogrammat. Az 4tléinak metszéspont-
jat jeloljétek O-val. Szerkesszétek meg ennek a paralelogrammanak
a képét O kozéppontt és k egyutthatdja homotécia esetén: 1) &k = 2;
2) k=-2!

20.7.° Rajzoljatok egy ABCD négyzetet. Szerkesszétek meg ennek a
négyzetnek a képét k egyutthat6éji homotécia esetén, ha kézéppontja:

1) az A pont, k= é; 2) a B pont, k =-2; 3) a C pont, k= 2!
20.8.° Rajzoljatok at az ABCDE o6tszoget (20.15. abra). Szerkesszetek

. , 1
ehhez hasonlé A B,C D E 6tszoget, ha a hasonlésagi arany 3 lesz!

C
N
N
N
B \\
N
N
P E D
/
/
I

A

20.15. 4bra
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O Ae 0O B
[ )21 °

A A
° °

1
20.16. abra 20.17. abra

20.9.° A 20.16. abran O kozéppontd homotécia esetén az A, pont az A
pont képe. Szerkesszétek meg a B pont képét ennél a homotécianal!

20.10." A 20.17. 4brén az A, pont az A pont képe egy olyan homotécia
esetén, melynek egyutthatdja: 1) k = 3; 2) k =—2. Szerkesszétek meg
a homotécia kézéppontjat!

20.11.° A 20.18. dbran az ABCD téglalap lathatd, valamint az A és
D, pontok, melyek az A és D pontok megfelel6 képei a hasonlésagi
transzformaécié esetén. Szerkesszétek meg az ABCD téglalap képét
ennél a transzformaciénal! Hany megoldasa van a feladatnak?

A B
Dl
B lc A, D C
A Cl
Al |D “H
20.18. 4bra 20.19. abra

20.12.° A 20.19. dbran az ABCD téglalap lathatd, valamint az A és
C, pontok, melyek az A és C pontok megfelel6 képei a hasonlésagi
transzformécié esetén. Szerkesszétek meg az ABCD téglalap képét
ennél a transzformaciénal! Hany megoldasa van a feladatnak?

20.13.° Szerkesszétek meg az ABC haromszog képét anndl a transz-
formaciénal, amely két transzformécié kompozicidja lesz: az O ko-
zéppontu és k = 2 egylitthatdju homotécia, valamint az [ egyenesre
vonatkoztatott tengelyes tiikrézés (20.20. abra)! Hatarozzatok meg
a hasonlésag aranyat!

A l

20.20. 4bra
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20.14.° Rajzoljatok egy 2 cm sugaru kérvonalat. Jeldljetek egy O pontot
a kozéppontjatdl 4 em-re. Szerkesszétek meg a hasonlésagi transz-
formaci6 altal kapott képét, amely két transzformacié kompozicidja

lesz: az O kozéppontu és k = 3 egylitthat6ji homotécia és az O pont

korili, az 6ramutaté jarasaval megegyezd iranya 45°-os elforgatas!
Hatarozzatok meg a hasonlésag aranyat!
20.15.° A 20.21. abran az a és b parhuzamos
egyenesek lathatok. Szerkesszétek meg a
homotécia kézéppontjat, ha a b egyenes

az a egyenes képe lesz, és az egyiitthato:
1 1
1) k=2;2) k=§; 3) k=—§! Hany meg- b

oldasa van a feladatnak? )
20.16.° Rajzoljatok egy ABCD trapézt, mely- 20.21. abra
nek BC alapja kétszer kisebb, mint az
AD alap! Szerkesszétek meg annak a homotécidnak a kézéppontjat,

melynél az AD szakasz a BC szakasz képe, a homotécia egyutthatéja
pedig: 1) k=2; 2) k =-2!

a

GYAKORLATOK I

20.17.° Az ABCD paralelogramma AD oldalanak felez6pontja D,. Az A
kozéppontd homotécianal a D, pont a D pont képe. Hatarozzatok meg
a homotécia egyutthatdjat! Nevezzétek meg a B és C pontok képeit
ennél a homotécianal!

20.18.° A 20.22. abran 1évG alakzatok kozil melyiknek lesz 6nmaga a
képe az O kézépponti homotécia esetén, ha k>0 és k= 1?

b

—_— ‘

20.22. abra
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20.19.° A 20.23. abran 1évé alakzatok koziil melyiknek lesz 6nmaga a
képe az O koézépponti homotécia esetén, ha k < 0?

o @

a b c

\9\ /
d e
20.23. abra

20.20.° Az ABC haromszog sulyvonalai az M pontban metszik egymast
(20.24. abra). Hatarozzatok meg a homotécia egytitthatdjat, ha a
kozéppontja:
1) a B pontban lesz, és B, az M pont
képe;
2) az M pontban lesz, és A, az A pont
képe;
3) a C pontban lesz, és M a C, pont
képe;
20.21.° Az ABC haromszog sulyvona-
lai az M pontban metszik egymast
(20.24. abra). Hatarozzatok meg a
homotécia egyutthatéjat és kozép-
pontjat, ha az A B,C, haromszég az
ABC haromszog képe lesz!
20.22.° Az ABC haromszég silyvonalai az AA,, BB, és CC, szakaszok,
melyek az M pontban metszik egymast. A K, F, N az AM, BM és CM
szakaszok megfeleld felezépontjai. Hatarozzatok meg a homotécia
egyltthatdjat és kozéppontjat, ha az ABC haromszog képe a KFN
haromszog!
20.23.° Hatarozzatok meg az A (—2; 1), B (3; 0) és D (0; —6) pontok képeit
az O (0; 0) kozépponti homotécia soran, ha:
k=2 9) k= 3: 3)k=—%; 4)k=—§!
20.24.° Orig6 kozéppontu homotéciandl az A, (—1; 2) pont az A (-3; 6)
pont képe. Hatarozzatok meg a homotécia egyutthatdjat!
20.25.° Két hasonlé haromszog tertiletei 28 cm? és 63 cm?. Az egyik ha-
romszognek egyik oldala 8 cm. Hatarozzatok meg a masik haromszog
megfelel6 oldalanak hosszat!

B

20.24. abra
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20.26.° Két hasonl6 haromszog megfelel§ oldalai 30 cm és 24 cm. A
30 cm-es oldalt haromszog terililete 45 cm2 Hatarozzatok meg a
masik haromszog teriiletét!

20.27.° A haromszog tertlete S. Mekkora annak a haromszognek a te-
riilete, melyet a kézépvonal metsz le ebb6l a haromszogh6l?

20.28.° A haromszog teriilete S. Mekkora annak a haromszignek a
terlilete, melynek cstucsai az adott haromszog kozépvonalainak a
felezépontjai?

20.29.° Az MN szakasz az ABC haromszog kozépvonala (20.25. abra).
Hatarozzatok meg a homotécia kézéppontjat és egyutthatdjat, ha:
1) az AC szakasz az MN szakasz képe;
2) az MN szakasz az AC szakasz képe!

B P

NTQ

A C
20.25. abra 20.26. abra

20.30.° A parhuzamos egyenesek az A szog szarat az M, N, P és @ pontok-
ban metszik (20.26. abra). Ismert, hogy AM : MP= 3 : 1. Hatarozzatok
meg a homotécia kézéppontjat és egylitthatdjat, ha:
1) a PQ szakasz az MN szakasz képe;
2) az MN szakasz a PQ szakasz képe!

20.31. A BC és AD parhuzamos szakaszok olyanok, hogy AD = 3BC.
Hany olyan pont létezik, amely a homotécia kézéppontja, melynél a
BC szakasz képe az AD szakasz? Minden ilyen pontra hatarozzatok
meg a homotécia egytitthatdjat is!

20.32." Az O, és O, kézéppontu és megfeleléen R és r sugart korok ko-
z0s kilsé érintési pontja az O pont (20.27. abra). Bizonyitsatok be,

hogy az O kozéppontt és —— egylitthat6ji homotécia esetén az O,
r

kozéppontt kor az O, kézéppontu kér képe lesz!

20.33." Az O, és O, kézéppontu és megfelel6en R és r sugart korok kozos
kiilsG érintési pontja az O pont (20.28. abra). Bizonyitsatok be, hogy az

O kézépponti és — egytlitthatéji homotécia esetén az O, kézépponti
r

kor az O, kézéppontu kér képe lesz!
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A
@ o

20.27. ébra 20.28. abra

20.34.° Az O kozéppontu kor érinti az a egyenest. Bizonyitsatok be,
hogy A kozépponti homotécia esetén ennek a kérnek a képe szintén
érinteni fogja az a egyenest, ha A az a egyenes tetszdleges pontja
(20.29. abra)!

20.29. abra

20.35.° Az A (2; —-3) pont a B (8; 6) pont képe az M (4; 0) kézépponti
homotécia esetén. Hatarozzatok meg a homotécia egyutthatéjat!

20.36.° Az A (-7; 10) pont a B (—1; —2) pont képe a —2 egytutthatéjia ho-
motécia esetén. Hatarozzatok meg a homotécia kozéppontjat!

20.37." Az A, (x; 4) pont az A (—6; y) pont képe anndl a homotécidnal,
melynek kézéppontja az orig, egylitthatdja pedig:

1
1) k=~ 2) k=-2.
) 5 )

Hatarozzatok meg az x és y értékeit!

20.38." Az A,(4; y) pont az A (x; —4) pont képe lesz anndl a homotécianal,
melynek koézéppontja a B (1; —1) pont, egytitthatdja pedig: & = —3.
Hatarozzatok meg az x és y értékeit!

20.39.° A haromszog kozépvonala egy 21 cm?2-es tertletd trapézt metsz
le a haromszogbdl. Hatarozzatok meg az eredeti haromszog tertiletét!

20.40.° Az ABC haromszogben az AC oldallal parhuzamos egyenes az
ABoldalt az M pontban, a BC oldalt pedig a K pontban metszi. Hata-
rozzatok meg az ABC haromszog tertiletét, ha BM =4 cm, AC=8cm,
AM = MK, az MBK haromszog terulete pedig 5 cm?!

20.41.° Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitdsai az
E pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a trapéz teriletét,
ha BC: AD =3 :5, és az AED haromszog teriilete 175 cm?!
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20.30. abra

20.42.° A 20.30. abran egy iskola tervrajza lathat6. Hatarozzatok meg az
iskola tertiiletét, ha a tervrajz méretaranya 1 : 2000! A négyzetracs
oldala 0,5 cm.

20.43.* Hatarozzatok meg az y = 2x + 1 egyenes képét anndl a homoté-
cianal, melynek kozéppontja az origd, egyiuitthatdja pedig:

1

1) k=2; 2)k=—5!

20.44. Hatarozzatok meg az (x + 2)? + (y — 4)> = 4 kérvonal képét annal
a homotécianal, melynek kozéppontja az origd, egylitthatdja pedig:

1
1) k=—; 2) k=-2.
) k=3 )

20.45. Két kor belilrdl érinti egymast. Az érintési ponton keresztil két
egyenest htuztak, amely a koréket A, A,, B,, B, pontokban metszik
(20.31. 4bra). Bizonyitsétok be, hogy A B, || A B

20.46.* Két kor kiviilrol érinti egymast. Az érintési ponton keresztiil két
egyenest huztak, amely a koroket A, A,, B,, B, pontokban metszik
(20.32. 4bra). Bizonyitsatok be, hogy A B, ”Asz!

A

2

20.31. dbra 20.32. dbra 20.33. dbra
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20.47. Az A pont illeszkedik a korhoz (20.33. abra). Hatarozzatok meg
azoknak a pontoknak a mértani helyét, melyek az adott kér azon
hurjainak a felez6pontjai, melyeknek egyik végpontja az A pont lesz!

20.48.* Két korvonal belilrdl érinti egymast, és a kisebbik koérvonal-
hoz illeszkedik a nagyobbik kézéppontja. Bizonyitsatok be, hogy a
kisebbik kor felezi barmelyik hart, amely a két korvonal érintési
pontjahoz illeszkedik!

20.49. Adott az ABC haromszog és egy tetszbleges M pont. Bizonyit-
satok be, hogy a haromszog oldalainak felez6pontjaira az M ponttal
szimmetrikus pontok, egy olyan haromszoégnek lesznek a cstcsai,
amely az adottal egybevagd lesz!

20.50. Szerkesszetek haromszoget két szoge és a korulirt korének
sugara alapjan!

20.51.* Szerkesszetek haromszoget két szoge és a beirt korének sugara
alapjan!

20.52.* Az AC szakasz az ABC haromszog legnagyobb oldala. frjatok
az ABC haromszogbe egy olyan téglalapot, hogy oldalainak aranya
2:1legyen, és a nagyobbik oldala a haromszog AC oldalanak csucsai-
ra illeszkedjenek, és a masik két csticsa pedig az AB és BC oldalakon
helyezkedjenek el!

20.53." Az AB szakasz az adott kérvonal hurja, a C pont pedig ennek a
kornek tetszbleges pontja. Hatarozzatok meg azoknak a pontoknak
a mértani helyét, amelyek az ABC haromszoégek sulyvonalainak
metszéspontjai lesznek!

20.54." Adott az A és a B pont, valamint egy [ egyenes. Hatarozzatok
meg azoknak a pontoknak a mértani helyét, amelyek az ABC ha-
romszogek sulyvonalainak metszéspontjai lesznek, ha a C pont az
[ egyenes tetszdleges pontja!

20.55." Az M pont az ABC szoghoz illeszkedik, de a sz4raira nem illesz-
kedik. Szerkesszetek egy korvonalat, amely érinti a szog szarait és
az M pontot is!

ISMETLO GYAKORLATOK I

20.56. Hatarozzatok meg a rombusz teriiletét és a beirt korvonal sugarat,
ha a rombusz 4tléi 12 cm és 16 cm!

20.57. Hatarozzatok meg annak a haromszognek a keruletét, amelyet a
3x + 4y = 24 egyenletl egyenes és a koordinatatengelyek hatarolnak!

20.58. Két korvonalnak a kozos kiilsé érintési pontja az A pont lesz, a
ko6zos érintGjik pedig a B és C pontokban érinti Gket. Bizonyitsatok
be, hogy a BAC szog derékszog!
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- AZ ALAKZATOK TRANSZFORMACIOJANAK
ALKALMAZASA A FELADATOK MEGOLDASA SORAN

Az alakzatok transzformacidja egy hatékony maddszer sok feladat
megoldasanal. Illusztraljuk ezt néhany példaval is.

1. feladat. Az ABC hegyesszogl haromszog AB, BC és CA olda-
laira szerkesszetek megfelelGen olyan M, N és P pontokat, hogy az MNP
haromszog kertlete a lehetd legkisebb legyen!

Megoldds. Legyen a P pont az ABC haromszog AC oldalanak egy
tetszbleges pontja, a P, és P, pontok pedig ennek a pontnak az AB és BC
egyenesre val szimmetriapontjai (20.34. dbra). A P P, egyenes az AB
és BC oldalakat megfelel6en az M és N pontokban metszi. A 18. pont
2. feladatanak megoldasabol kovetkezik, hogy az 6sszes haromszog ko-
zul, amelynél a P fixpont, az M és N pontok pedig az AB és BC oldalakra
illeszkednek, az MNP haromszog kertlete a legkisebb. Ez a kertlet a
P P, szakasz hosszaval egyenld.

Megjegyezziik, hogy az EF szakasz a PP P, hdromszog kozépvonala.

TdﬁtEF:éRg.

Mivel a BEP/ + BFP/ = 180°, ezért a P, E, B és F pontok a BP
atmérdjd korvonalra illeszkednek. Ebbdl kévetkezik, hogy EF = BP sin
B. Tehat a legrévidebb BP szakasz esetén az EF szakasz hossza lesz a
legrovidebb, vagyis amikor a BP az ABC haromszog magassaga.

P C
20.34. dbra 20.35. abra

A 20.35. abran a BP szakasz az ABC haromszog magassaga. Az M és
N pontok megszerkesztésének algoritmusa a rajz alapjan érthetd lesz.

A szerkesztésbdl az kévetkezik, hogy valamennyi olyan haromszog
teriilete, amelynek cstcsai az ABC haromszog oldalaira illeszkednek,
nagyobb az MNP haromszog keriileténél. Ezért csak egyetlen ilyen ha-
romszog szerkeszthetd, mégpedig az MNP haromszog.
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Be lehet bizonyitani (végezzétek el 6nalléan), hogy az M és N pontok
az ABC haromszog C és A csucsaibdl bocsatott merGlegesek talppontjai
lesznek.

Tehat a keresett haromszog cstcsai az ABC haromszog magassagai-
nak talppontjai. Az ilyen haromszoget ortocentrikusnak nevezzik. <€

2. feladat. AzOpontazAA,.. A szabilyos n szég kézéppontja
(20.36. abra). Bizonyitsatok be, hogy az OA, + OA, +...+ OA, =0.

Megoldds. Legyen az OA, + OA, +...+ OA, = a. Megvizsgaljuk az

.y , 360 . 11z , PP
O kozéppontu fokos elforgatast, példaul az 6ramutat6 jarasaval

n
ellentétes iranyban. Ennél a transzformacional is az adott n-szog képe

vele azonos nagysagu n-szog lesz. Tehat a keresett 6sszeg nem valtozik.
Ez csak akkor lehetséges, ha a =0. <«

A4
A3 ‘
A’ .Aﬂ
Al An
20.36. abra 20.37. abra

3. feladat. Az ABC haromszog minden szoge kisebb mint 120°.
Hatéarozzatok meg azt a T pontot, hogy a TA + TB + TC 6sszeg a lehetd
legkisebb legyen!

Megoldds. Legyen a T pont az adott ABC haromszog tetszlle-
ges pontja (20.37. abra). Vizsgaljuk meg egy, az éramutatd jarasaval
megegyez6 irdnyu A pont koriili 60°-os elforgatast. Legyen a T, és C, a
T és C pontok megfelel§ képei (20.37. abra). Mivel az elforgatds az moz-
gas, ezért T,C, = TC. Ezért az ATT, haromszog egyenl6 oldald. Vagyis
AT=TT,

A kévetkezét kaptuk: TA+ TB+ TC=TT,+ TB+ T,C..

Nyilvanvald, hogy a TT, + TB + T, C, 6sszeg akkor a legkisebb, ha a
B, T, T, és C pontok egy egyeneshezilleszkednek. Mivel az 1/ =2./=60°,
ezért ez a feltétel akkor teljesiil, ha a 3£ =4/ =120°.
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Mivel az AT,C, szog az ATC szog elforgatassal kapott képe, ezért
teljestil a kovetkezd egyenlGség: ATC/ = 120°.

Tehat a B, T, T, és C, pontok akkor és csakis akkor illeszkednek
egy egyeneshez, ha ATB/ = ATC/ = 120°. Ebbdl kovetkezik, hogy
BTCz =120°.

Tehat a TA + TB + TC 6sszeg akkor lesz a legkisebb, ha
ATBs =BTC/ =ATC/ =120°.

A T pontot ugy lehet meghatarozni, hogy
megszerkesztjik azon pontok mértani helyét,
melyekbdl az AB és AC szakaszok 120°-0s sz0g
alatt lathatok (20.38. abra).

Nyilvanvalé, hogyha az ABC haromszog
egyik szoge 120°-nal nem kisebb, akkor a meg-

T szerkesztett ivek metszéspontja nem a harom-
A C szog belsejében van. Be lehet bizonyitani, hogy
az olyan haromszoégben, melynek egyik szige
20.38. 4bra nem kisebb mint 120°, az a T pont, melyt6l a
csucsokig valé tavolsagok Gsszege a legkisebb,

egybeesik a tompaszog csucsaval. «

4. feladat. Az AA, BB, és CC, szakaszok az ABC hegyesszogQ
haromszog magassagai. Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog koré
irt kor sugara kétszer nagyobb az A B ,C, haromszog kéré irt kor su-
garanal!

Megoldds.AzAA,, BB, és CC, egyenesek az ABC haromszog kéré
irt korét megfeleléen az M, N és P pontokban metszik (20.39. abra).
Bebizonyitjuk, hogy HA, = A M, ahol a H pont az ABC haromszog or-
tocentruma.

B

A
P
2
Cl
N
Bl
H
1
G4, B
M

20.39. abra
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Adott: 1£=22=90°-ABCZ/.

A 2. és 3. szogek, mint keruleti szogek az MB ivre tamaszkodnak.
Tehat 12 =3~Z.

Ezért a HCM haromszogben a CA, szakasz szogfelez6 és magassag,
tehat sulyvonal is egyben. Innen kévetkezik, hogy HA, = A M.

Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy HB, = BN, HC, = C P.

Most mar érthetd, hogy az MNP haromszog homotetikus az A B,C,
haromszoggel és a homotécia egytitthatéja 2. Ezért az MINP haromszog
koré irt kor sugara kétszer nagyobb az A B,C, haromszog kéré irt kor
sugaranal. Most mar csak azt kell megjegyezni, hogy az MNP és az ABC
haromszogek ugyanabba a kérbe vannak irva. <
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5. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. A rajzon melyik szakasz lehet az AB szakasz képe mozgasi transz-
formacional?

A) MN; B) PQ; C) EF: D) DC.
an{ 1AVT E D
P
- F
D
A Q| C

2. Nevezzétek meg az y = 2x egyenes képét az a (0; 1) vektort parhu-
zamos eltolasnal!
Ay=2x+1; COy=x+1;
B)y=2x-1,; D)yy=x-1.

3. A rajzon lathaté egyenesek kozil melyik lesz az a egyenes képe a

parhuzamos eltolasnal?
A) b; B) ¢; C) d; D) a.

7T

4. Akovetkezo alakzatok kézil melyiknek van csak egy szimmetriaten-

gelye?
A) négyzet; C) parabola;
B) kérvonal; D) szakasz.

5. Azxésymely értékénél lesznek az A (—1; y) és B (x; 6) pontok egymas
tukorképei az abszcisszatengelyre vonatkozéan?

A)x=-1,y=6; C)x=-1,y=-6;
B)x=1,y=-6; D)x=1,y=6.

6. Akovetkez( alakzatok koziil melyiknek van szimmetria-kézéppontja?
A) haromszog; C) trapéz;

B) szakasz; D) szog.
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7.

10.

A kovetkezd alakzatok koziil melyiknek van szimmetria-kézéppontja
és szimmetriatengelye?

A) egyenld oldalt haromszog;

B) paralelogramma;

C) egyenld szara trapéz;

D) egyenes.

Az x és y mely értékénél lesznek az A (x; 7) és B (—4; y) pontok egymaés
tukorképei az origéra vonatkozdan?

A)x:4’y:_7;
Byx=4,y="1;
Ox=—4,y=T1,

D)x=-4,y=-17.

Az O pont az ABCDEFKM szabalyos nyolcszog kézéppontja (lasd a
rajzot). Nevezd meg az EF szakasz képét az O kozéppontd, az dra-
mutaté jarasaval megegyezd iranyu 135°-os elforgatasnal!

A) AB; B) BC; C) AM; D) CD.

Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitdsai az M pont-
ban metszik egymast (lasd a rajzot). Nevezzétek meg az M kozépponta
homotécia egytitthatdjat, mely soran a BC szakasz az AD szakasz
képe lesz, ha AB: BM=17:2!

2 7 2 9
A) —; B) —; C) —; D) —.
)7 )2 )9 )2

M
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11. Az M (6;-3) pont az N (2; 1) pont képe a —% egytltthat6ji homotécia

soran. Nevezzétek meg a homotécia kozéppontjat!
A) (5;-2); C) (-5; 2);
B) (8;-1); D) -8; D).

12. Az ABC haromszog AB oldalaval parhuzamos egyenes az AC oldalt
egy E pontban, a BC-t pedig egy F pontban metszi. Hatarozzatok meg
a CEF haromszog tertletét, ha AE : EC =3 : 2, az ABC haromszog
tertlete pedig 75 cm?!

A) 36 cm?; C) 30 cm?
B) 50 cm?; D) 12 cm?.
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I AZ 5. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA a

| |
Mozgas
Azt a transzformaciét, amely az F alakzat pontjai kézotti tavolsagot
megtartja, az F alakzat mozgasanak nevezzik.

Egyenl6 alakzatok

Két alakzatot egyenlének neveziunk, ha létezik olyan mozgasi
transzformaécid, amely soran az egyik alakzat a masik képe lesz.

Parhuzamos eltolas

Ha az X és X pontok olyanok, hogy XX, = a, akkor azt mondjik,

hogy az a vektorral térténé parhuzamos eltoldsnal az X, képe az
X pontnak.

A parhuzamos eltolas tulajdonsagai

A parhuzamos eltolds mozgas.
Ha a parhuzamos eltolds soran az F' alakzatnak az F, alakzat a
képe, akkor F, = F.

Tengelyes szimmetria

Az A és A pontokat az | egyeneshez viszonyitva szimmetrikusnak
nevezziik, ha az [ egyenes az AA, szakasznak a felez6merélegese.
Ha az A pont illeszkedik az [ egyeneshez, akkor az [ egyeneshez
viszonyitva onmagaval lesz szimmetrikus.

A tengelyes szimmetria tulajdonsagai

A tengelyes szimmetria mozgas.
Ha az Fés az F| alakzatok szimmetrikusak az egyeneshez viszonyit-
va, akkor F'=F.

Szimmetriatengellyel rendelkezd alakzatok

Az F alakzatot az [ egyeneshez képest szimmetrikusnak nevez-
zik, ha az alakzat mindegyik pontjanak az [ egyeneshez viszonyi-
tott szimmetrikus pontja szintén ehhez az alakzathoz illeszkedik.
Az [ egyenest az alakzat szimmetriatengelyének nevezzik.

Kozéppontos szimmetria
Az A és A pontok az O pontra nézve szimmetrikusak, ha az O pont
az AA, szakasz felez6pontja (19.1. dbra). Az O pont 6nmagéval szim-
metrikus.
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A kozéppontos szimmetria tulajdonsagai

A kozéppontos szimmetria mozgés.
Ha az F és F, alakzatok egymassal kozéppontosan szimmetrikusak,
akkor F'=F,.

Szimmetria-kozépponttal rendelkez6 alakzatok

Az alakzatot az O ponthoz képest kozéppontosan szimmetrikusnak
nevezzuk, ha az adott alakzat minden pontjanak az O ponthoz ké-
pest szimmetrikus pontja is az adott alakzat pontja lesz. Az O pontot
az alakzat szimmetria-kézéppontjanak nevezzik.

Az elforgatas tulajdonsagai

Az elforgatas az mozgas.
Ha az F, alakzat az elforgatdsndl az F' alakzat képe, akkor F'= F.

Homotécia

Ha az O, X és X, pontokra teljesiil az OX, = EOX, ahol k # 0 egyen-
16ség, akkor azt mondjuk, hogy az X, pont az X pont képe lesz az
O kozépponty, k egytitthatéju homotécia soran.

A homotécia tulajdonsagai

A k egylitthatéja homotécia az F alakzat pontjai kozotti tavolsago-
kat | % |-szorosan véltoztatja, vagyis ha az A és B pontok az F alakzat
tetszdleges pontjai, és k egylitthat6ju homotécia esetén az A, és B,
pontok az A és B pontok megfelelé képei, akkor A B, = | k| AB.

Hasonlosag

Két alakzatot hasonlénak nevezziik, ha az egyik alakzatb6l homo-
técia és mozgas transzformacidok segitségével megkapjuk a masik
alakzatot.

A hasonlé alakzatok teriiletei

A hasonl6 alakzatok tertleteinek aranya a hasonlésagi egytitthaté
négyzetével egyenld.
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21. A 9. osztalyos tananyag
ismétlé gyakorlatai

1. Haromszogek megoldasa
21.1. A haromszog két oldala 4 cm és 10 cm, a koztiik 1év( szog szinusza

4 . [ . . .
5 Hatarozzatok meg a haromszog harmadik oldalat!

21.2. Az ABCD paralelogrammaban adott, hogy AB =2 cm, AD = 4 cm,
BAD./ = 60°. Hatarozzatok meg az AC és BD egyenesek kozotti szog
koszinuszat!

21.3. Allapitsatok meg, hogy hegyesszog(, derékszogi vagy tompaszdgii-e
az a haromszog, melynek oldalai: 1) 4 cm, 4 cm, 5 cm; 2) 5 cm, 6 cm,
9cm; 3) 5cm, 12 cm, 13 cm!

21.4. A haromszog egyik oldala 21 cm, a masik két oldal aranya pedig
3 : 8. Hatarozzatok meg a haromszog ismeretlen oldalait, ha a koztiik
1év6 sz6g 60°!

21.5. A haromszog egyik oldala 8 cm, a masik +/7 cm, a masodik oldallal
szemkozti szoge pedig 60°. Hatarozzatok meg a haromszog ismeretlen
oldalait!

21.6. A paralelogramma egyik oldala 4 cm-rel hosszabb, mint a masik,
atlol pedig 12 cm és 14 cm. Hatarozzatok meg a paralelogramma
kertletét!

21.7. Az ABCD trapézban adott, hogy BC ||AD,AD =8 cm, CD =4 J3 em.
Az A, B és C pontokhozilleszkedd kérvonal az AD egyenest egy K pont-
ban metszi, AKB/ = 60°. Hatarozzatok meg a BK szakasz hosszat!

21.8. A trapéz alapjai 3 cm és 7 cm, a szarai pedig 6 cm és 5 cm. Hata-
rozzatok meg a trapéz szogeinek koszinuszait!

21.9. Az ABC haromszogbe irt kérvonal az AB oldalt egy D pontban
érinti, BD =1cm, AD =5 cm, ABCZ = 120°. Hatarozzatok meg a
CD szakasz hosszat!

21.10. A haromszog oldalai 11 ¢m, 12 cm és 13 cm. Hatarozzatok meg a
legnagyobb oldalhoz huzott oldalfelezé hosszat!

21.11. Hatarozzatok meg a haromszog szogfelezGjét, amely a szemkozti
oldalt 3 cm és 4 cm-es szakaszokra osztja, és ezzel az oldallal 60°-os
szoget zar be!

21.12. A BD szakasz az ABC haromszog szogfelezGje, BD = a, AZ = 45°,
CZ = 175°. Hatarozzatok meg az AD szakasz hosszat!
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21.13. Hatarozzatok meg az egyenld szard haromszog oldalainak ara-
nyat, ha az egyik szoge 120°!

21.14. Az ABC haromszogben adott, hogy AC =6 J3 cm, ABCZ = 60°.
Hatarozzatok meg annak a kérvonalnak a sugarat, amely illeszke-
dik az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjahoz, valamint az A és
C pontokhoz!

21.15. A haromszog két oldala 5 cm és 8 cm, a koztiik 1év6 szoge 60°.
Hatarozzatok meg az adott haromszog koré irt kor sugarat!

21.16. Hatarozzatok meg az ABC haromszog A cstcsabdl htuzott szogfe-
lezG hosszat, ha BACZ =o, AC=b, AB=c!

21.17. Az ABCD paralelogramma BAD szogének szogfelezbje a BC oldalt
az M pontban metszi. Hatarozzatok meg az ABM haromszog teriiletét,
ha AB=4 cm, BADZ = 60°!

21.18. Hatarozzatok meg a haromszog legnagyobb magassagat, ha a
beirt kérének, a korulirt korének és az oldalanak hosszai megfelelGen
4 cm, 13 cm, 15 cm!

21.19. Két korvonal sugara 17 cm és 39 cm, a kozéppontjai kozotti ta-
volsag pedig 44 cm. Hatarozzatok meg az adott korok kozos hurjat!

21.20. Szamitsatok ki annak a paralelogrammanak a tertletét, melynek
egyik oldala 15 c¢m, és atléi 11 cm és 25 cm!

21.21. A trapéz alapjai 16 cm és 44 cm, szarai pedig 17 cm és 25 cm.
Hatarozzatok meg a trapéz teruletét!

21.22. A trapéz alapjai 5 cm és 12 cm, 4tl61 9 cm és 10 cm. Hatarozzatok
meg a trapéz teriletét!

2. Szabalyos sokszdgek

21.23. Hatarozzatok meg a szabalyos n-szog teruletét, ha a beirt kor
sugara 6 cm, és n egyenld: 1) 3; 2) 4; 3) 6!

21.24. A korbe egy 4 cm-es oldalt négyzet van irva. Hatarozzatok meg
az ebbe a korbe irt szabalyos haromszog tertiletét!

21.25. Hatarozzatok meg az ugyanabba a korbe irt szabalyos haromszog
és hatszog tertletének aranyat!

21.26. A szabalyos tizenkét szog oldalainak felezépontjai kéziil minden
masodikat 6sszekototték, és a kapott alakzat szabalyos hatszog lett.
Hatarozzatok meg az adott tizenkétszog oldalat, ha a kapott hatszog
oldala a!
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21.27. A kor ivének hossza 67 cm, a fokmértéke 24°. Hatarozzatok meg
a kor sugarat!

21.28. Az ABC derékszogl haromszog (CZ = 90°) AC befogdjara, mint
atmérdre korvonalat szerkesztettek. Hatarozzatok meg a kérvonal
ivének hosszat, amely a haromszogen kivil lesz és az AB atfogd
végpontjait koti 6ssze, ha AL =24°, AC =8 cm!

21.29. A négyzet oldala 2 V2 cm. Hatdrozzatok meg a koré irt kérvonal
azon ivének hosszat, amely két szomszédos csucsat koti 6ssze!

21.30. Két R sugara kor kozéppontja kozotti tavolsag R. Hatarozzatok
meg a két kor kozos részének teriiletét, és ezt az alakzatot hatarold
vonal hosszat!

21.31. A korcikk teriilete 2,41 cm?. Hatarozzatok meg a korcikk ivének
fokmértékét, ha a kor sugara 4 cm!

21.32. A vonat kerekének atmérGje 78 cm. A 2,5 perc alatt a kerék 1000
fordulatot tesz meg. Hatarozzatok meg a vonat sebességét kilométer
per 6raban! Az eredményt tizedekre kerekitsétek!

21.33. Hatarozzatok meg annak a korszeletbe irt kérvonalnak a hosszat,
melynek ivhossza m, a fokmértéke pedig 120°!

21.34. Az R sugard korhoz két érinté van huzva, melyek kozotti szog
60°. Hatarozzatok meg annak az alakzatnak a teriiletét, melyet az
érint6k és a kisebbik koriv hatarol, melynek a végpontjai az érintési
pontok lesznek!

3. Descartes-féle koordinatasik

21.35. A haromszog cstcsai az A (—4; 1), B (-2; 4) és C (0; 1) pontok.
Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog egyenld szard, és hata-
rozzatok meg a teriletét!

21.36. Hatarozzatok meg az AB szakasz felez6merdlegese és az absz-
cisszatengely metszéspontjanak koordinatait, ha A (5; -3), B (4; 6)!

21.37. Hatarozzatok meg a CD szakasz felez6merélegese és az ordinata-
tengely metszéspontjanak koordinatait, ha C (2; 1), B (4;,-3)!

21.38. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog négyzet, ha a négyszog
csucsail az A (-12; 6), B (0; 11), C (5; —=1) és D (—7; —6) pontok!

21.39. Az M (5; —2) pont a korvonal atmérdjének egyik végpontja, az
N (2; 0) pont a korvonal kézéppontja. Hatarozzatok meg az atmérd
masik végpontjanak koordinatait!
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21.40. A]lapitsétok meg, hogy egy egyeneshez illeszkednek-e az
A (—4; -3), B (26; 7) és C (2; —1) pontok! Ha igaz az allitas, akkor
melyik pont lesz a masik kettd kozott?

21.41. Bizonyitsatok be, hogy az A (5; 1), B (9; —2) és C (7; 2) pontok egy
derékszogl haromszog csucsai, és irjatok fel e haromszog koré irt
korvonal egyenletét!

21.42. Allapitsétok meg, hogy a CD szakasz az atmérdje-e az
(x + 2)2 + (y — 3)? = 52 korvonalnak, ha a C (-8; 7), D (4; —1)!

21.43. Az ordinatatengelyhez kézéppontjaval illeszked6 kérvonalhoz az
A (1; 2) és a B (3; 6) pont illeszkedik. Illeszkedik-e ehhez a kérvonal-
hoz a C (-3; 4) pont?

21.44. Az M (-5; 3) kozéppontu kor érinti az ordinatatengelyt. Hataroz-
zatok meg a kor és az abszcisszatengely metszéspontjait!

21.45. Hatarozzatok meg a kovetkezs egyenlettel megadott vonal hosszat:

x2+y?—2x+4y—20=0!

21.46. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely a P (-3; 5)
ponthoz illeszkedik, és az iranytényezGje 6-tal egyenld!

21.47. frjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely az S (-1; 4)
ponthoz illeszkedik, és az abszcisszatengely pozitiv iranyaval 135°-o0s
szoget alkot!

21.48. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely az A (—3; 1)
ponthoz illeszkedik, és parhuzamos az 5x + 3y = 6 egyenessel!

21.49. Hatarozzatok meg azon a kérok kozéppontjai mértani helyeinek
egyenletét, melyekhez az A (—3; —2) és a B (2; 5) pontok illeszkednek!

4. Vektorok a sikon

21.50. Az ABCD téglalap két cstcsa az A (3; 2) és a B (3; —4) pont.
A BD vektor abszoltt értéke 10 egy-
ség. Hatarozzatok meg a C és D pontok B C
koordinatait!

21.51. Az ABCD paralelogramma at-
161 az O pontban metszik egymast %)
(21.1. 4bra). Fejezzétek ki a CD és
AD vektorokat a CO=a és OB=b A "D
vektorokon keresztiil!

21.52. Az ABCD négyszog egy paralelog- 21.1. &bra
ramma. Hatarozzatok meg:

1) BA-CD-CB;
2) AB- DA - BD +CD;
3) AD-BA - AC!
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21.53. Hatarozzatok meg a kovetkez6 vektor abszolut értékét:
n =3a -2b, ha a (;-2), b (-1; 3)!

21.54. Az E és F pontok az ABCD paralelogramma AB és BC oldalainak
felezépontjai (21.2. abra). Fejezzétek ki az EF vektorta BC=a és
CD = b vektorokon keresztiil!

21.55. Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalain megfelel&en jelolték

1 2
az M és K pontokat tgy, hogy BM = ZBC’ CK = gCD (21.3. abra).

Fejezzétek ki az AM és AK vektorokataz AB=a és AD =b vek-
torokon keresztul!

B F c B M C
E
i
A D A D

21.2. abra 21.3. dbra

21.56. Az ABC haromszog AB és BC oldalain ugy jelolték megfeleléen
a D és E pontokat, hogy AD : DC=1:2 BE: EC=2: 1 Fejezzétek

ki a BC AB AC AE és CD vektorokat a BE=a és AD=b
vektorokon keresztiil!

21.57. Kolline4risak-e az MN és KP vektorok, ha M (4; -1), N (-6; 5);
K (7;-2), P (2;1)?

21.58. Hatarozzatok meg a k értékét, melynél az E(k; -2) és 5(6; 3)
vektorok kollinearisak?

21.59. Adott az a (3; —2) ésa b (x; 4) vektor. Az x mely értékénél teljesiil
aza-b=1 egyenldség?

21.60. Hatarozzatok meg az ABC/héromszég szogeinek koszinuszait, ha
A (-3;-4), B (2; -3), C (3; 5)! Allapitsatok meg a haromszog tipusat!

21.61. Adott az 5(2; -1) és 5(1; —2) vektor. Hatarozzatok meg az
m értékét, ha az a + mb és b vektorok mer6legesek egymdsra!

21.62. Hatdrozzatok megaz a = 3m +n és b =m —2n vektorok kézotti

szbg koszinuszat, ha |m |:|n |:1 ésm Ln!
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21.63. Adott az a (2; —4) és b (-1; 1) vektor. Hatdrozzatok meg:
D |a-b; 2) | 2a +b |!

21.64. irjétok fel annak az egyenesnek egyenletét, amely az A (5; —3)
pontban érinti az M (0; —4) kézéppontu kérvonalat!

5. Geometriai transzformaciok

21.65. A parhuzamos eltolasnal az A (3; —2) pont képe a B (5; —3) pont
lesz. Melyik pont lesz a C (—3; 4) pont képe ennél a parhuzamos eltolas-
nal?

21.66. Szerkesszétek meg az A (1; —3), B (0; —5) és C (2; 1) pontok képét
az a (—2; 1) vektoru parhuzamos eltolasnal! frjétok fel az igy kapott
pontok koordinatait!

21.67. Adott a C (7; —4) és D (-1; 8) pontok. A parhuzamos eltolasnal a
CD szakasz felez6pontjanak képe a P (—1; —3) pont lesz. Hatarozzatok
meg a C és D pontok képeinek koordinatait!

21.68. A 21.4. abran CB = CD, ACBZ = ACD/. Bizonyitsatok be, hogy
a B és D pontok szimmetrikusak az AC
egyenesre! B

21.69. Hatarozzatok meg a K (4; —2) pont ké-
peit a koordinatatengelyekre és az origéra
vonatkozé tiikrozésnél! C

21.70. Hatarozzatok meg az x és y értékeit, ha
az A (x; —2) pont tiikérképe az abszcissza-
tengelyre a B (3; y) pont!

21.71. Adott az OA félegyenes és a B pont,
amely nem illeszkedik ra. Szerkesszétek
meg az OA félegyenes B pontra vonatkozo
tikorképét!

21.72. Szimmetrikusak-e az M (-3; 10) és N (-1; 6) pontok a K (1; 4)
ponthoz viszonyitva?

21.4. dbra

21.73. frjétok fel annak a kornek az egyenletét, amely szimmetrikus az
(x +4)2+ (y — 5)2 =11 korrel
1) az origéra vonatkoztatva; 2) az M (—3; 3) pontra vonatkoztatva!
21.74. Adott a K és O pont. Szerkesszétek meg a K, pontot, amely a
K pont képe, az O pont koriili elforgatasnél: 1) az ramutat6 jarasaval
ellentétes iranyda 130°-os elforgatasnal; 2) az éramutatd jarasaval
megegyezl iranya 40°-os elforgatasnal!
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21.75. Adott az AB szakasz és az O pont, amely nem illeszkedik ra. Szer-
kesszétek meg az A B, szakaszt, amely az AB-nek a képe az O pont
koruli az ramutatd jarasaval megegyezs iranya 50°-os elforgatasnal!

21.76. Milyen szoggel kell elforgatni azt a téglalapot, amely nem négyzet,
a szimmetria-kozéppontja korul, hogy ugyanazt a téglalapot kapjuk
meg!

21.77. Szerkesszetek egy olyan hdaromszoget, amely homotetikus az
adott tompaszogd haromszoggel, ha a homotécia kézéppontja a koré
irt kérvonal kézéppontja, a homotécia egyutthatdja pedig & = —2!

21.78. Orig6 kozépponti homotécia esetén az A (8; —2) pont képe a
B (4; —1) pont lesz. Hatarozzatok meg a homotécia egytitthatojat!

21.79. Két szabalyos haromszog oldalai 8 cm és 28 cm. Mennyi ezen két
haromszog teruletének aranya?

21.80. Az F, sokszog hasonl6 az F, sokszoghoz, a hasonlésagi aranyuk k.
P,P, S, S,betlikkel jeloltiikk a megfeleld keriileteiket és tertileteiket.
Toltsétek ki a tablazat tres cellait!

P, P, S, S, k
19 64 16

12 36 7
35 4 100
21 36 2

21.81. Az egyenes, amely parhuzamos a haromszoég 6 cm-es oldalaval,
olyan két alakzatra osztja a haromszoget, melyek tertileteinek aranya
1 : 3. Hatarozzatok meg ennek az egyenesnek, a haromszog oldalai
kozzé esd szakaszanak hosszat!

21.82. Az ABCD négyzet BC oldalan jeloltek egy M pontot ugy, hogy
BM : MC=1 : 2. Az AM és BD szakaszok a P pontban metszik
egymast. Hatarozzatok meg a BPM haromszog teriiletét, ha az
APD haromszog teriilete 27 cm?!

21.83. Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitasal az
M pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a trapéz teriletét,
ha AB:BM=5:3,AD > BC, és az AMD haromszog terulete 32 cm?!

21.84. Az ABC haromszogben adott, hogy AB = BC =13 cm, AC =10 cm.
A haromszogbe irt korhoz olyan érintdt htztak, amely parhuzamos
az AC alappal, és az AB és BC oldalakat megfelelGen az M és K pon-
tokban metszi. Szamitsatok ki az MBK haromszog kertiletét!
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21.85. Az ABC haromszog AA,, BB, és CC| silyvonalainak meghosszab-
bitasara megfelelden felvették az A,, B, és C, pontokat gy, hogy

1 1 1 ; .
AA, = EAAl, BB, = EBBI’ CC, = ECCI (21.5. abra). Hatarozzatok

meg az A,B,C, haromszég teriiletét, ha az ABC haromszég teriilete
1 cm?!




217

Baratkozzunk a szamitégéppel

Tovabb folytatjuk a 7. és 8. osztalyban mar elkezdett ismeretek
bévitését, amelynek soran szamitéogépes eszkozoket és programokat
hasznaltunk a mértani feladatok megoldasa sordan. Az ebben a részben
1évé feladatokon kiviil az iskolai geometria elsajatitasat elGsegits egyéb
programokat is alkalmazhattok. Ehhez hasonl6 programokat és a tan-
anyaghoz kapcsol6dé informéciét a vilaghalén is talaltok.

A tankonyvben rovid torténelmi attekintés van azokrdl a tuddsokrol,
akiknek a munkassaga szorosan kotddik az adott téméahoz. Az internet
segitségével tobb informéaciét szerezhettek ezeknek a tuddsoknak az
életérdl és a tudomanyos munkassagukrol is.

Ha olyan szakmat szeretnétek valasztani, ami mélyebb matemati-
kai ismereteket igényel, akkor itt az ideje néhany matematikai prog-
rammal (Mathcad, MATLAB, Geogebra stb.) megismerni. Ezek a prog-
ramok tartalmazzak a matematikai szamitasokat segitd és a mérta-
ni szerkesztéseket elvégzd eszkozoket is. A jov6 mérnokének fokozott
ralatassal kell lennie a mérnoki grafikdra és azokra a programokra,
amelyekkel bonyolult miiszaki rajzokat tud késziteni (ilyen példaul az
AutoCAD programcsomag). Ezeket a programokat kéonnyen elsajatit-
hatjatok a mértani feladatok megoldasai soran.

A fejezetben olyan szamitégépen megoldhaté feladatokat taldltok,
melyeket az adott téma elsajatitasa kozben tudtok megoldani. A fel-
adatok tobbsége szerkesztési feladat, melyek megoldasdhoz az adott
grafikus szerkeszt6 programot kell alkalmazni. Vannak még szamita-
si feladatok is, melyeket szamolégéppel vagy valamilyen matematikai
programmal végezhettek el.

Arra biztatunk benneteket, hogy a Gyakorlati feladatokat ne csak
hagyomanyos médszerekkel oldjatok meg, de grafikai szerkesztdvel is.

A 9. osztalyos mértan nagy része a Descartes-féle koordinatakkal
és az alakzatok egyenleteivel foglalkozik. Attél fliggéen, hogy milyen
programozasi nyelvet tanultok az informatikadéran, vagy 6nalléan, azt
ajanljuk, készitsetek olyan programot, amely alkalmazasaval tudtok a
szamitégép képernyGjén adott koordinataji pontokat, egyeneseket és
korvonalakat abrazolni. Ezeket a feladatokat akar informatika6rakon
vagy szakkorokon elkészithetitek. A koévetkezdkben olyan egyszerd
feladatokat mutatunk be, melyekhez hasonldkat ti is kitalalhattok, és
megfelel§ programot is tudtok késziteni hozza.
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A 0°-t6l 180°-ig terjedo6 szogek szinusza, koszinusza és
tangense

1. Szamoldgép segitségével tanuljatok meg kiszamitani a szogek trigo-
nometrikus fuggvényeit, és meghatarozni a szog értékét a megfeleld
trigonometrikus figgvény értékének ismeretében!

A koszinusztétel

2. Tllusztraljatok grafikus szerkeszt§ program segitségével a koszi-
nusztétel kovetkezményét! E célbol:
valasszatok olyan pozitiv szamokat, melyekre teljesil az a? < b? + ¢?
egyenlGtlenség, ahol az a a legnagyobb! Szerkesszetek a, b, ¢ hosszu-
sagu szakaszokat! Ezekbdl a szakaszokbdl készitsetek haromszo-
get! Hegyesszogl lesz-e ez a haromszog? Végezzétek el ugyanezt az
a?> b% + 2, illetve a? = b? + ¢? estekre is. Az a, b és ¢ szamoknak meg
kell felelnitik az a < b + ¢ feltételnek.

A szinusztétel

3. Rajzoljatok egy tetszlleges haromszoget, és a grafikai program esz-
kozeinek alkalmazasaval mérjétek meg a szogeit és oldalait! Ellen-
Orizzétek, hogy teljesiil-e a szinusztétel? A szdmitasokat a szamité-
gép segitségével végezzétek el!

A haromszogek megoldasa. A haromszog teriiletképletei

4. A 4., 5. pont feladataiban a trigonometrikus fiiggvények értékeinek
meghatarozasat és a bonyolult szamitasok elvégzését szamitogép
segitségével végezzétek el!

Szabalyos sokszogek és ezek tulajdonsagai

5. Talaljatok ki, hogyan kell szabalyos sokszogeket szerkeszteni! Vizs-
galjatok meg két esetet: 1) alkalmazzatok a 6.2. tételt és a beirt
sokszog kozépponti szogének kiszamitasara szolgald képletet; 2) al-
kalmazzatok azokat az ismereteket, melyeket a szabalyos sokszog
sz0gérdl és az oldalanak hosszardl tudtok!

6. Szerkesszetek néhany szabalyos sokszoget, ha adott az oldalainak a
szamal

A korvonal hossza. A kor tertulete

7. Szamitsatok ki néhanyszor a kérvonal hosszat és a korlap tertiletét,
a © killonbo6zd értékével!
Van-e a szamologépeteken vagy abban a matematikai programban,
melyet a szdmitégépen hasznaltok a m normalalakii megadasara
szolgald eszkoz? Milyen pontossdaggal adja ez meg a n értékét?
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Két pont k6zotti tavolsag, ha ismeretesek a pontok koordi-
natai. A szakasz felez6pontjanak koordinatai

8. A grafikai szerkesztd programok tobbsége a rajzteruletet koordina-
tasikként adja meg. Vizsgaljatok meg, hogyan adhaték meg a pon-
tok koordinatai ezen a sikon! Gondoljatok meg, hogyan hasznalha-
tok az eszkoztarak elemei a szerkesztések soran!

Az alakzat egyenletei
9. A matematikai szerkesztd programok eszkozeivel barmilyen alak-
zatot le tudtok rajzolni, ha adott az egyenlete.

10. Az informatikadérakon a programozas segitségével olyan programo-
kat tudtok késziteni, amely a szamitdégép képernyGjén abrazolja a
megadott egyenletd alakzatot.

11. Keressetek olyan informdciét az interneten, amely a szerkesztési
feladatok automatizalasarol szol (plotterekr6l, az angol plotter sz6-
bél)! Miben hasonlitanak, és miben kiillonb6znek az alakzatok szer-
kesztési elveil a szamitogép képernyGjén és a papiron készitett abrak
esetén? Ismerkedjetek meg a tekndécgrafika fogalmaval!

12. frjatok olyan programot, amely az adott a, b és ¢ értékekre meg-
adja, hogy milyen alakzat lesz az ax + by = ¢ egyenlet grafikonja,
majd ezt a szamitdégép képernydjén megjeleniti, végil a grafikont is
megrajzolja!

Az egyenes iranytényezdje

13. A grafikai szerkeszt6 programcsomagok milyen eszkozeit lehet al-
kalmazni az egyenes megszerkesztéséhez, melynek az iranyténye-
z06s alakja adott?

14. frjatok olyan programot, amely a k és b értékei alapjan megrajzolja
a komputer képernyGjére az y = kx + b egyenes grafikonjat!

A vektor fogalma

15. A grafikai szerkesztGprogram segitségével abrazoljatok néhany
vektort a 12. pontban 1év6k kozul! Milyen eszkozoket alkalmazhat-
tok a kollinearis; az azonos iranyd; az ellentétes iranyu vektorok
abrazolasara? Hatarozzatok meg a megszerkesztett vektorok abszo-
Iat értékeit! Hogyan lehet ezt a legegyszertibben meghatarozni?

A vektor koordinatai

16. Abrézoljétok a szamitogép képernyGjén a Descartes-féle koordina-
ta-rendszert! Valasszatok megfelel6 egységszakaszokat! Adjatok
meg a vektor és néhany pont koordinatait! Ezek a pontok legyenek
az adott vektorok kezd&pontjai!
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A vektorok osszeadasa és kivonasa

17. Rajzoljatok néhany vektort! A grafikai szerkeszt6 programcsoma-
gok milyen eszkozeit lehet alkalmazni a vektorok 6sszegének, illetve
kulonbségének meghatarozasara?

A vektorok szammal val6 szorzasa

18. Rajzoljatok egy vektort, és adjatok meg tetszbélegesen néhany (ter-
mészetes, egész és racionalis) szamot! Szerkesszetek olyan vektoro-
kat, melyek az adott vektor és az adott szamok szorzatai lesznek!

A vektorok skalaris szorzata

19. Szerkesszetek a koordinatasikon két tetszdleges vektort! Hataroz-
zatok meg a koztiik 1é6vG szoget a 16.2. tétel kovetkezménye alapjan!
Ellendrizzétek a kapott eredményt a grafikai szerkeszté eszkozei-
nek alkalmazasaval!

Geometriai transzformaciék

20. Allapitsétok meg, hogy a grafikai szerkeszt6 programok milyen
kellékeivel lehet az alakzatok eltolasat elvégezni! Milyen tipusu
transzformaciékat lehet ezekkel végrehajtani?

21. Keressétek meg azokat a rajzeszkozoket, melyek segitségével meg
lehet szerkeszteni: 1) az adott alakzatnak adott egyenesre vonatko-
z06 tukorképét; 2) az adott alakzatnak adott pontra vonatkozoé tiikor-
képét; 3) az adott alakzattal homotetikus alakzatot!

22. Keressétek meg azokat a rajzeszkozoket, melyek segitségével meg
lehet szerkeszteni barmilyen alakzattal hasonlé alakzatot! Milyen
eszkozt kell alkalmazni ahhoz, hogy az alakzatok kozott egy adott
aranyu hasonlésag legyen?
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Feleletek és Utmutatasok

1. 8. Haromszdgek megoldasa

1. A 0°-t6] 180°-ig terjed6 szogek szinusza, koszinusza és tan-
gense

\/E V13 12 12 J35

1.11. 3) —— vagy —T; 4) 0,6. 1.12. 1) — vagy ——; 2) P

1.15.1) 2— f2) ~1,5;3) —J/3-2. 1.16. 1)32)— 1.21. ——. 1.22. 120°.
1.23. 10 cm, 30°, 120°. 1.26. 5/6 cm.

2. A koszinusztétel

2.3.120°. 2.4. 45°. 2.10. 27 cm. 2.11. V10 cm. 2.12. V21 cm
vagy +29 cm. 2.13. 13 cm. 2.14. ay2++/2. 2.15. 3489 cm.
2.16. \Ja® + b +ab~2. 2.17. Ja® + b* —ab. 2.18. 15 cm, 24 cm. 2.19. 2 cm,

4+/3 cm. 2.20. 3 cm, 5cm. 2.21. 10 cm, 6 cm, 14 cm. 2.22. 6 cm vagy

10 cm. 2.23. 75 cm. 2.24. 13 cm. 2.25. V79 cm. 2.29. 14 cm. 2.30. 34 cm.
2.31. 7 cm, 9 cm. 2.32. 20 cm, 30 cm. 2.33. 8 cm. Utmutatds. Hazzatok a
B ponthozilleszked§, a CD oldallal parhuzamos egyenest, és vizsgaljatok

az igy keletkezett haromszoget! 2.34. % 2.35. 4{2:7 cm. 2.36. Nem.

2.38. 10 cm. 2.39. 6 cm. 2.40. 11 cm. 2.41. 6 cm. 2.42. 22 cm. 2.47. 4 cm,
6 cm.

3. A szinusztétel

3.14. 26 cm. 3.15. 6 cm. 3.16. —250P 347 msinasinp
cos (B+y)siny sin (o — PB)
3.18, CSMoSIN(@TY) g4 MSMASIMO g4 g0 329 22 o,
sin y sin @ sin B sin (a0 + P) 3

bsinasiny

3.23. 60° vagy 120°. 3.24. 4,5 6ra. 3.25.

a f—
o sin (a0 + v) cos
a cos 85

3.26. — 2 3.28. 5 cm. Utmutatds. A keresett sugarat meg

sin (45" + 370c)
4

lehet hatarozni, mint a haromszog koré irt kérvonal sugarat, amely
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olyan haromszog koré van irva, melynek oldalai: a trapéz egyik alapja,

iz ina - . . b
szara és atldja lesz 3.29. ¢ S_ln . Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a
sin
2m sin 3 2m sin o

CE = DE! 3.30. . Utmutatds. Az AM stlyvonal M

sin (o0 + B)’ sin (o + B)
utani meghosszabbitasara jeloljetek egy olyan K pontot, melyre telje-
stl, hogy AM = MK, és alkalmazzatok az ACK vagy ABK haromszogre

a sin (o + P)

a szinusztételt! 3.31. . 3.32. Utmutatds. Fejezzétek ki az

2sina

AHB, BHC és AHC szogeket az ABC haromszog szoégein keresztil!
3.33. Gyorsabban odaér a C falun keresztiil. Utmutatds. J eloljétek a tet-
sz6leges két falu kozotti tavolsagot a-val, és az a-n keresztil fejezzétek
ki a tobbi teleptilés kozotti tavolsagokat! 3.34. Az autébusz. 3.37. 12 cm.

4. A haromszogek megoldasa

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Utmutatds. A trapéz kisebbik alapjanak
egyik csicsabdl huzzatok egy egyenest, amely parhuzamos a trapéz
szaraval, és vizsgaljatok meg az igy keletkezett haromszoget! 4.13. 9 cm.
4.14. 30 cm, 48 cm.

5. A haromszog teriiletének meghatarozasara szolgalo
képletek

5.4. 1) 60° vagy 120° 2) 90°. 5.5. 30° vagy 150°. 5.9. 12 cm.
5.10. 24 cm. 5.11. 24 cm?2. 5.12. g cm. 5.13. 1) Z cm, %5 cm; 2) 8 cm,

14 14 % s i
145 . 5.14. 2cm, 222 em. 5.25.3 : 5. 5.26. L SPPSINY £ o0 oRe s
8 8 2sin (B+Y)
) . : 2 si i h
< sin o sin B sin (o + B). 5.28, 2 Smesn@EP) 5 oq by
2sinf 2 sin o

h? sin B

5.30, —M8M8m —
2 sin o sin (a0 + )

. 5.31.51 em?, 75 em?, 84 cm?. 5.32. % em.

Q'tmutatds. Hasznéljatok fel, hogy S,,.=S,,,+ S, 5.33. 360 cm®.
Utmutatds. A trapéz kisebbik alapjanak egyik csucsan huzzatok egy
egyenest, amely parhuzamos a trapéz szaraval, és hatarozzatok meg
a haromszog magassagat, melyet ez az egyenes vag le a trapézbdl!
5.34. 12/5 cm? Utmutatds. Legyen az ABCD az adott trapéz, BC |AD.
Huzzatok a C ponton keresztiil egy olyan egyenest, amely parhuzamos a

BD egyenessel és az AD egyenest egy E pontban metszi. Bizonyitsatok
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be, hogy az ACE haromszog és az adott trapéz egyenls nagysagu lesz.
3 S lAK'-AleinA
5.35. 1: 2. Utmutatds. 2AME _ 2 =cos? A. 5.36. 19,5 cm.

1
S apc ,AC- ABsin A

5.37.13 cm, 14 cm, 15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 cm, 21 cm. 5.41. 9,6 cm.

2. 8. Szabalyos sokszbgek

6. Szabalyos sokszogek és ezek tulajdonsagai

2 2
6.20. ,|R’ —“I. 6.21. 2JR* -r%. 6.22. |r? +"I. 6.26. ~ 17,4 cm.

6.27. ~ 19,8 cm. 6.28. 5 oldalu. 6.29. 18 oldalu. 6.32. 1) M;

2) @ 6.33. 1) 2“3@; 2) “f. 6.34.1: 2. 6.35. V3:2.
2

6.38. 4.4 cm. 6.39. 2R> V2. 6.40. a3; 2a; >> 2‘/§. 6.41.6 (V2 -1) cm.

6.42. 8 cm. 6.43. a\2++2, a(N2+1), a\4+2+2. 6.44. @

6.45. M. 6.46. Haromsz6g vagy négyzet vagy hatszog.

Utmutatds. Egy pont koré annyi darab parkettat lehet rakni, ahany-

180° (n - 2)

szor a parketta csdcsnal 1évd szoge kisebb 360°-nal,
n

180° (n -2 2 . 2
(n-2) _ 2n darab parkettat. A "
n n—-2 n—-2
2n 2n-4+4 4 ,
= =2+ , ezert a
n-2 n-2 n-2

vagyis 360°: természe-

tes szam kell hogy legyen. Mivel

természetes szam kell hogy legyen. Y D o K

n-2

6.47. Utmutatds. Legyen az ABCDEF sza-

balyos hatszog (lasd a rajzot), K pedig a

CD és EF egyenesek metszéspontja. Ekkor

az AK a keresett szakasz lesz. 6.49. 18 cm. A F

2
6.50. 96 cm®. 6.51. 9 cm. A 6.47. feladathoz
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7. A korvonal hossza. A korlap teriilete

7.25.22,5°.7.30. /6 cm.7.32. 1) (”82\f) ,Z)Wcmz;
) BUD g 55, 1) BV ) 10T 758 o,
D em, 28 cm. 7.39. 2% em, 2% em, 207 em. 7.40. = em. T.41. 6
3 cm, 3 cm. 18 cm, 18 — CIn, 3 cm. /. ) cm. /. . OTT cm.
7.42. 1 : 1. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy mindkét esetben a fél-
a’ (n-2)

korok osszege —ﬂAB lesz. 7.44. 50 cm. 7.46.

a* (4n-33) 3f)
36

. 7.47.~ 17,3%.

T 2na .
7.48. . 7.49. 5 . 7.50. a? (E—l). 7.51. = Utmutatds.

Vizsgaljatok meg az AND haromszoget, és bizonyitsatok be, hogy ez
egyenlé oldald lesz! 7.52. Utmutatds. A befestett és a nem befestett
részek terulete megadja annak a két korlapnak a teruletét, amelyeket
a téglalap szomszédos oldalaira, mint &tmérdkre rajzolunk, és a korlap
nem befestett részeinek tertiletei és a téglalap terilete annak a kérlapnak
a teriiletével lesz egyenld, melynek az atmérdje a téglalap atldja lesz.
Bizonyitsatok be, hogy ezek az 6sszegek egyenldk! 7.53. Utmutatds. A
1
négyzetek kozos része egy korlapot tartalmaz, melynek sugara 5 cm
130 312
(lasd a rajzot). 7.55. 17 cm, T cm. 7.56. Utmutatds. A kisebbik alap

felezGpontjan at huzzatok egy egyenest, amely parhuzamos a trapéz
szaraval!

A 7.53. feladathoz
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3. §. Descartes-féle koordinatak a sikon

8. Két pont kozotti tavolsag, ha ismeretesek a pontok koordi-
natai. A szakasz felez6pontjanak koordinatai

8.13. 1) Igen a B pont az A és C pontok kozott helyezkedik el; 2) nem.
8.15. x =7 vagy x=-1. 8.16. (3; 0). 8.17. (0; 0,5). 8.18. (3; —-0,5).
8.19. (-2; 2). 8.20. (3; -2). 8.24. A (-5; 3), C (7; 5). 8.25. 2/73.
8.26. (3v3;243) vagy (-3v3;-243). 8.27. (-2;43) vagy
(—2; -4 \/5) 8.28. (3; 3) vagy (—6; 6). Utmutatds. Vizsgéljatok meg a
kovetkezd két esetet: B (a; a) vagy B (a; —a). 8.29. (5,5; 0), (3; 0), (1; 0).
Utmutatds. Vizsgéljatok meg a kévetkezd harom esetet: AC = BC,
AC = AB és BC = AB. 8.30. (0; 6), (0; 4), (0; 3,5), (0; 8,5). Utmutatds.
Vizsgaljatok meg a kovetkez6 harom esetet: AC? + BC? = AB?,
AB? + BC? = AC?, AC? + AB? = BC?. 8.31. /33 cm. 8.32. 56°, 124°.
8.33. 8 cm és 16 cm.

9. Az alakzat egyenletei. A kor egyenlete.

9.16. Két korvonal: x2+ (y — 11)2=45 és x? + (y + 1)? = 45.
9.17. (x—3)*+ y? = 50. 9.19. 1) Igen, a (—1; 5) pont a kérvonal kézéppontja
R =17;2;2) nem;3)nem;4)igen,a(2;7) pont akérvonal kbzéppontja, R = J2.
9.20. 1) A (0; —8) a korvonal kézéppontja, R = 2; 2) a (4; —2) a kérvonal
kozéppontja, R =~/5. 9.21. (x — 2)* + y> = 13.9.22. (x — 2)> + (y — 1) =25
vagy (x — 3)2+ (y — 8)2=25. 9.23. (x + 5)? + (y — 2)2 =10 vagy
+1D)?+@+22=10.9.24. (x— 2>+ (y+ 2)*=4vagy (x + 2)*+ (y + 2)* = 4.
Utmutatds. A keresett korvonal dtmérdje egyenl az abszcisz-
szatengely és az y = —4 egyenes kozotti tavolsaggal, a kézéppontja
pedig a harmadik vagy a negyedik koordinatanegyed szogfelezGjé-
re illeszkedik. 9.25. (x — 1)2+ (y — 1)2=1 vagy (x— 1)+ (y + 1)?=1.
9.26. 1) (x +3)2+(y —2)2=25; 2) (x+ 1)2+ (y + 3)2=169.
9.27. 180+/3 cm? 9.28. 70 cm. 9.29. 600 cm?.

10. Az egyenes egyenlete

10.7. 1) y=2x-5; 2)x=3; 3)y=-1; 4) bx+ 3y =6.
10.8.1) y=—3x+1; 2)x—6y=12. 10.9. 1) (-8; -31); 2) (-1; 2).
10.10. 1) (2 —7); 2) (4; —1). 10.11. y = —0,5x — 4. 10.12. yzéx—%.

10.14. 12. 10.15. 28. 10.16. 6. 10.17. (2; 5), (5; 2). 10.18. (5; 0).
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10.20.

10v29 . . , , " .
20 Utmutatds. A keresett tavolsag egyenld annak a ha-

romszognek a magassagaval, amelyet a koordinatatengelyek és az

adott egyenes hatarol. 10.21. 442. 10.22. 3410. 10.23. x — 3y =2.
10.24. Tx + 5y = —8.10.25. (3; 3) vagy (15; 15). 10.26. (-2; 2) vagy (~10; 10).
10.27. (x— 3>+ (y—4)*=17. 10.28. (y — 4)(y + 4) = 0. 10.29. V10 cm,
V58 cm. 10.30. 104 cm. 10.31. 12,5 cm.

11. Az egyenes iranytényezdje

11.5.1) y=4x+19; 2) y=-3x - 2; 3) y=7. 11.6. y = -0,5x — 4.
11.7. 1) y=—Tx+2; 2) 3x —4y=-39. 11.8. 1) y =9x + 13; 2) 3x +y = 9.
11.9.1) y=x/3+6-23; 2) y=-xV3+6+2+/3. 11.10. 1) y = x — 5;

x3 x\3
3

+3; b) y=- 33+2. 11.12. 1) Igen;

2)igen; 3) nem; 4) nem. 11.14. y = 4x+ 9. 11.15. y = 3x—12. 11.16. y = x + 4.
11.18. 30 cm, 40 cm. 11.19. 144 cm?.

2) y=—x+1. 11.11.a) y =

4. §. Vektorok
12. A vektor fogalma

12.26. Téglalap vagy egyenld szara trapéz. 12.34. 60°, 120°.

V13 . . , .
a . Utmutatds. A B csucson keresztil

12.35. 4 cm, 12 cm. 12.36.

huzzatok egy egyenest, amely parhuzamos az MK egyenessel.

13. A vektor koordinatai

13.16. AF(-2;2), FD(2;4). 13.17. DE(-4;6), EO (-4; —6).
13.18. a (-6; -8) vagy a (8 6). 13.19. ¢ (v2; v2) vagy ¢ (—v/2; —v2).
13.20. C (7; 17), D (2; 17) vagy C (7; =7), D (2; —7). 13.21. B (16; 2),
C (16; —6) vagy B (-14; 2), C (-14; —6). 13.23. 20 cm, 7 cm, 21 cm.
PENE)

2

13.24.

14. A vektorok osszeadasa és kivonasa

14.45. 1) Igen; 2) igen; 3) nem. 14.46. Utmutatds. Bizonyitsa-
tok be, hogy mindkét OA +0C és OB+O0D vektor nullvektor lesz.
14.48. Utmutatds. Elegendd bebizonyitani, hogy XA-XB=XD-XC.
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14.49. Az AB sugaru és A kozéppontu korvonal. 14.50. Az AB sza-

kasz felez6merdlegese. 14.51. 0,2 m/s, /1,04 m/s. 14.52. 60°. 14.53.
Utmutatds. Legyen az AA, szakasz az ABC haromszoég sulyvona-
la. Az AA, szakasz A, utam meghosszabbltasara mérjétek fel az
A D-t, amely az MA, szakasszal egyenld. 14.54. Utmutatds. Adott:

A2Al +AB +BB,+ BZC1 +C,C, +C,A, =0, A, B, + B,C, + C,A, = 0,ebbdl
kapjuk, hogy 4,A, + BB, + C,C, =0. 14.55. 4 cm, 6 cm. 14.56. 2,5 cm.

15. A vektor szammal valo szorzasa

15.31. —4; 4. 15.32. —1,5. 15.34. m (-15; 36). 15.35. a (-3; 4).
15.38.x =2,y =-3.15.39. OK =0,5a —0,15. 15.43. BM =%ﬂ+%ﬁ.

15.45. Utmutatds. Az egyik oldalrél, M,M, = M,B, + B,B, + B,M,.

A masik oldalrél viszont M, M, = M| A, + A /A, + A,M,. Adjatok Ossze
ezeket az egyenlGségeket! 15.51. Utmutatas Legyenaz AA , BB, és CC, az

ABC haromszog sulyvonalai! Alkalmazzatok, hogy AA, + BB, +CC, =0.
15.52. Utmutatds. Alkalmazzatok a 15.45. feladat és a 15. pont 1. kul-

csos feladatdanak megoldésait! 15.53. Utmutatds. Fejezzétek ki a BM
és BN vektorokat a BA és BC vektorok 4ltal. 15.54. 18 cm. 15.55. 60°;
24+/3 cm?. 15.56. R+/3.

16. A vektorok skalaris szorzata

16.17. 1)— 2) 1; 3) : 4)0.16.20. -3 és 3.16.21. -1. 16.23. b (- 12-16)
16.24. 1 esl 16.26. 4 16.27.-0,5. 16.28. \/7. 16.29. 2/7. 16.32. g

%. 16.33. 30°, 60°, 90°. 16.36. 0°. 16.37. 120°. 16.38. Utmutatds.

>

Legyen a CA=d, CB=b. Ekkor a CM—§a+ b AK = —E+%5.

Hatarozzatok meg a CM - AK! 16.39. 45°, Utmutatds. Legyen az
OB=b, OC=c. Fejezzétek ki az AB és DC vektorokat a b és ¢

vektorokon keresztiil! 16.40. 30°. Utmutatds. BD = E(BA + BC). In-
nen BD = (BD BA+BD-BC), BD =%|ﬁ|-|ﬂ|-cosABD4.
16.41. Utmutatas. BD = (BA +BC), MF =MB+BF. Azt kell még
bebizonyitani, hogy BD- MF =0. 16.43. 100 cm. 16.44. 61 cm.
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5. 8. Geometriai transzformaciok

17. Az alakzatok mozgasa (elmozdulasa). Parhuzamos
eltolas

17.13. Ha AB || a. 17.23. Végtelen sok. 17.29. (x + 3)2 + (y — 4)* = 1.
17.30. y = x* — 4x + 1. 17.31. Utmutatds. Legyen az ABCD a keresett
trapéz (BC || AD). Szerkesszétek meg a BD atl6 képét, a BC vektorral
térténd parhuzamos eltolds sordn! 17.83. Utmutatds. Szerkesszétek

meg az adott egyenes képét az AB (vagy ﬂ) vektorral torténd par-
huzamos eltolas soran! Vizsgaljatok meg a megfelel6 kép és az adott
kor metszéspontjait! Megjegyezzik, hogy amikor a képnek és az adott
kornek nincs kozos pontja, akkor a feladatnak nem lesz megoldasa.
17.35. Utmutatds. Legyen az ABCD a keresett négyszog, melynek az
AB és CD oldalai adottak (lasd a rajzot). Vizsgaljuk meg az AB oldal
parhuzamos eltoldsat a BC vektorral. Az A,CD haromszoget meg lehet
szerkeszteni két oldala, a CD és CA, = BA, valamint az A CD szoge alap-
jan, amely BCDZ — (180° — ABCZ) -gel egyenld. Az AA D haromszoget
meg lehet szerkeszteni az A.D oldala és a rajta fekvé AA D és ADA,
szogek alapjan. 17.36. Utmutatds. Legyen az A pont az A pont képe az

MN vektorral térténd parhuzamos eltolas soran. Kossétek ossze az A,
és B pontokat! 17.37. 36 cm. 17.38. 40. 17.39. 490 cm?2.

A 17.35. feladathoz

18. Tengelyes szimmetria

18.21. a 1 I vagy az a és [ egyenesek egybeesnek. 18.24. Utmutatds.
Ha a négyszognek van szimmetriatengelye, akkor barmilyen cstcsa-
nak a képe egyben csiucsa ennek a négyszognek is. Valasszatok ki a
paralelogramma egyik cstcsat, és vizsgaljatok meg két esetet: en-
nek a képe vagy a szomszédos csucs lesz, vagy a szemkozti csucs!
18.27. Utmutatds. Az MBA és MBA szogek szimmetrikusak az
AB egyeneshez képest. Tehat M BA/Z=MBAZ. Hasonléképpen
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M,BCzZ =MBCZ. Most mar csak azt kell bebizonyitani, hogy az
M BM,z =180°. 18.28. 1) A (0; —2), B, (-1; 3); 2) A, (0; 2), B,(1; -3).
18.29. x=2, y =-1. 18.30. Utmutatds. Legyen az A, pont az A pont
képe az a egyeneshez viszonyitott szimmetrianal. Ekkor az a és az A, B
egyenes metszéspontja lesz a keresett pont. Megjegyezzik, hogyha az
A és B pontok szimmetrikusak az a egyeneshez viszonyitva, akkor a
feladatnak végtelen sok megoldasa lesz. Ha az A és a B pontok egyenld
tavolsagra vannak, de nem szimmetrikusak az a egyenesre, akkor a
feladatnak nincs megoldasa. 18.32. Utmutatds. Legyen az A, pont az
A pont képe az a egyeneshez viszonyitott szimmetridanal. Akkor az a
és A B egyenes metszéspontja lesz a keresett pont. 18.33. Utmutatds.
Legyen az A BC haromszog az ABC haromszog képe a BC felez6mer6-
legeshez viszonyitott szimmetridnal (lasd a rajzot). Az ACA, hdromszo-
get meg lehet szerkeszteni az AC és A C (A,C = AB) ismert oldalak és
az ACAL szog alapjan, amely egyenld a B és C szogek kulonbségével.
18.34. Utmutatds. Legyen a C, pont az AB egyeneshez viszonyitva
szimmetrikus a C ponttal. Szerkesszetek egy olyan korvonalat, mely-
nek koézéppontja a C| pont, és érinti az AB egyenest! Fektessetek érint6t
a korvonalhoz a D ponton keresztul! Ez az érint6 az AB egyenest a ke-
resett pontban fogja metszeni. 18.35. Utmutatds. Legyen az [ egyenes
az AC 4atl6 felez6merélegese. A B, pont szimmetrikus a B ponttal az /
egyeneshez viszonyitva. Alkalmazzatok azt a tényt, hogy az ABCD és
AB,CD négyszogek egyenl6k! 18.36. Az ABC haromszég magassagai-
nak metszéspontja. 18.37. CD; 7 cm, 10 cm. 18.39. y = 0,5x — 0,5.

B

A

A 18.33. feladathoz

19. K6zéppontos szimmetria. Elforgatas

19.22. Utmutatds. Feltételezziik, hogy az ABC haromszognek van
szimmetriakozéppontja. Ekkor példaul az A pont képe a B pont lesz.
Tehat a szimmetriakozéppont az AB szakasz felezépontja lesz. De eb-
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ben az esetben a C pont képe nem illeszkedne az ABC haromszoghoz.
19.24. Utmutatas. A kozéppontos szimmetria esetén az adott négyszog
oldaldnak képe ugyanennek a négyszognek az oldala. Ezek utdn al-
kalmazzatok al9. pont 1. kulcsos feladatat! 19.25. Utmutatds. Az O
kozéppontl szimmetria esetén az A, és B, pontok képei az O, kozép-
pontd korvonalhoz illeszkednek. Mivel annak az egyenesnek a képe,
amely a szimmetriakozéppontra illeszkedik, ugyanaz az egyenes lesz,
ezért az A, és B, pontok képei az A B, egyeneshez fognak illeszkedni.
Tehat az A, B, szakasz lesz az A B, szakasz képe. 19.26. 2 cm vagy 1 cm.
19.27. 2 ecm. Utmutatds. Az adott elforgatasnal a B pont a D pont képe,
a C, pont a C ponté, az A pont pedig az A pont képe lesz (lasd a rajzot).
Tehat az ABC, haromszog az ADC haromszoég képe lesz. Ebbdl kévet-
kezik, hogy ABC,Z = ADCZ = 90°. Tehat a C,, B és C pontok egy egye-
neshez illeszkednek.

A 19.27. feladathoz

19.28. Utmutatds. Vizsgaljatok meg azt a kozéppontos szimmetriat,
melynek kézéppontja az egyik paralelogramma atléinak metszéspontja
lesz! 19.29. Utmutatas. Hatarozzatok meg az AC szakasz felez6pontjat,
majd alkalmazzatok a 19. pont 2. feladatat! 19.30. Utmutatds. Legyen
az O az adott pont, [, és [, az adott egyenesek. Megszerkesztjiik az [,
egyenes képét az O kozéppontu szimmetria esetén. Ekkor egy olyan
I! egyenest kapunk (lasd a rajzot), amely az [/, egyenest egy E pont-
ban metszi. Meghatarozzuk az F pont eredGjét az adott szimmetrianal.
Nyilvanvalé, hogy ez a pont az [, egyeneshez illeszkedik. Tehat az a
pont, amely O ponthoz képest szimmetrikus az E ponttal, az [, egye-
neshez fog illeszkedni.

O

A 19.30. feladathoz
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19.31. Utmutatds. Alkalmazzatok a 4. feladat megoldasanak elvét
a 19. pontbol! 19.32. Utmutatds. Vizsgaljuk meg a C kozépponti, az
oramutaté jarassal ellentétes iranya 60°-os elforgatast! Ennél az elfor-
gatasndl az E és B pont megfelel§ képei a D és A pont lesz. Tehat az
AD szakasznak és a K felezGpontjanak képe a BE szakasz és annak
az M felez6pontja lesz. 19.33. Utmutatds. Legyenek [, I, és [, az adott
parhuzamos egyenesek, O pedig az [, egyenes tetsz6leges pontja (lasd a
rajzot). Az [ egyenes lesz az [, egyenesnek a képe az O pont koriili, az
oramutaté jarassal ellentétes iranyu 60°-os elforgatdsnal, amely az [,
egyenest az M pontban metszi. Meghatarozzuk az M pont ereddjét az
adott elforgatasnal. Nyilvanvalo, hogy ez az [, egyeneshez fog illeszked-
ni. Ezért elegendd az OM félegyenest6l felmérni a 60°-os szoget.

. N /
L | L o

l3
r /M
l1/

A 19.33. feladathoz

19.34. Utmutatds. Legyen O az adott pont, [, [, és [, pedig az adott
egyenesek. Szerkesszetek egy olyan AC szakaszt, amelynek az O pont
lesz a felez6pontja, végpontjai pedig az [, és [, egyenesekhez illeszked-
nek. Ez a szakasz a rombusz egyik atl¢ja lesz. Hatarozzatok meg az [,
egyenesnek és az AC szakasz felez6merdlegesének a metszéspontjat!
19.35. Utmutatds. Vizsgaljuk meg az A pont koérili, az 6ramutato ja-
rassal ellentétes iranya 90°-os elforgatast! Ennél az elforgatdsnal az
AD szakasz képe az AB szakasz lesz (lasd a rajzot). Legyen az E, pont
az E pont képe. Ekkor az ABE, haromszog az ADE haromszog képe
lesz. Ebbdl kovetkezik, ABE A = ADEA. Ekkor a DE = BE , AE = AE,
EABZ=EADZ. Innen azt kaptuk, hogy EAF/=FE AB/ + BAF/ =
=EAD/ + FAEZ = FADZ. Viszont FAD/ = E FAZ. Tehat az AE F ha-
romszég egyenld szari lesz és AE, = EF.

E,___B F C
E
A D

A 19.35. feladathoz
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19.36. Utmutatds. Vizsgaljuk meg az A pont korili, az 6ramutatd
jarassal megegyez§ iranyd 60°-os elforgatdast (lasd a rajzot)! Ennél
az elforgatdsndl az ABP haromszog képe az ACP, haromszog lesz
(a P, pont a P pont képe). Ebbdl kovetkezik, hogy AP,C£ = APB/ = 150°.
Az APP, haromszog tehat egyenld oldalt. Ekkor az AP P/ = 60°. Te-
hat PP, C£ =90°. Mar csak azt kell megjegyezni, hogy a P,C = PB és

PP = AP. 19.39. @ em.

P

1

A 19.36. feladathoz

20. Az alakzatok hasonlésaga

20.20. 1) 1,5: 2) —%; 3) 2 20.24. % 20.25. 12 cm. 20.26. 28,8 cm?.
20.28. % 20.29. 1) k=2 esetén a B pont lesz, ha k=-2, akkor az

AMNC trapéz atléinak metszéspontja lesz. 20.34. Utmutatds. Legyen
az adott kér és az a egyenes érintési pontja az M pont. Az M, pont az
M pont képe az A kozéppontd homotécianal. Mivel az a egyenes képe
ugyanez az egyenes lesz, ezért az M, pont illeszkedik az a egyenesre.
Mutassatok meg, hogy az adott kor képének és az a egyenesnek csak egy

ko6z0s pontja lesz, és ez a pont az M,! 20.35. —%. Utmutatds. A homotécia
meghatarozasa alapjan MA = EMB. Hatdrozzéatok meg az MA és MB
vektorok koordinatait! 20.36. (-3; 2). 20.37.1) x=-3, y=38; 2) x =12,
y=-2.20.38.x=0, y = 8. 20.39. 28 cm?. 20.40. 20 cm? 20.41. 112 cm?.

1
2043. 1) y=2x+2; 2) y= 2x—§. Utmutatds. Alkalmazzatok azt a

feltételt, hogy a keresett egyenes iranytényezdje 2! 20.44. 1) (x + 1) +
+(y—-2)°=1;2) (x—4)*+ (y + 8)* = 16. 20.45. Utmutatds. Az A,B, egyenes
az A B, egyenes képe lesz az érintési pont kozéppontd homotécianal,
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melynek az egyutthatdja egyenld a nagyobbik kor és a kisebbik kor su-
garainak aranyaval. 20.47. Az a kor, amely az A pont kivételével képe

az adott kérnek az A kozépponta és 3 egyutthat6ji homotécia esetén.

20.49. Utmutatds. A kapott pontok lesznek annak a haromszognek a
csucsai, amely a haromszog oldalfelezé pontjai cstcsokkal rendelkezd
haromszognek a képe az M kozéppontu és 2 egyutthatdja homotécia
esetén. 20.50. Utmutatds. Szerkesszetek tetszéleges hdromszoget, mely-
nek két szoge egyenld az adott két szoggel! Irjatok kéré kérvonalat! A
keresett haromszog lesz a képe a megszerkesztett haromszognek annal
a homotécianal, melynek koézéppontja barmilyen pont, egytitthatéja
pedig az adott kor sugaranak és a megszerkesztett kor sugaranak az
ardnya. 20.52. Utmutatds. Lasd a 20. pont 2. feladatdnak megold4sat!
20.53. Utmutatds. Vizsgaljatok meg egy olyan homotéciat, melynek a

. . . . .. ,- .1
kozéppontja az AB szakasz felezépontja, egylitthatdja pedig 3 20.54. Az
az egyenes, amely az [ egyenes képe annél a homotécidnal, melynek kozép-
pontja az AB szakasz felezdpontja és egyutthatdja 3’ kivéve az AB és

az [ egyenesek metszéspontjat (ha ilyen pont létezik). 20.55. Utmutatds.
Szerkesszetek egy tetszlleges korvonalat, amely érinti a szég szarait
(lasd a rajzot)! Legyen az M, pont a BM egyenes és a korvonal egyik
metszéspontja. Vizsgaljatok meg azt a homotéciat, melynek kézéppontja

. . BM , . ,
B, egylutthato6ja pedig a M arany lesz! A feladatnak két megolddsa van.

1

20.56. 96 cm?, 4,8 cm. 20.57. 24.
A

A 20.55. feladathoz

21. A 9. osztalyos tananyag ismétl6 gyakorlatai

\/?+\/§—2
2

21.1. 2417 cm vagy 2441 em. 21.2. 222 "° 21.4.9 cm,

2+/21

24 cm. 21.5. 1 cm vagy 2 cm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. Utmutatds.
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Mivel az ABCK trapéz korbe irt, ezért AB = CK. Ekkor KAC/ = AKB/,

AC=BK. 21.8. & -2, 1.1 919 i1l em. 21.10. 9.5 cm.
16 16 8 8
a2
21.11. 12 ¢cm. 21.12. -~ 21.13. 1:1:+4/3. 21.14. 6 cm.
21.15. 7\/5 cm. 21.16. ﬂ. Utmutatds. Alkalmazzatok a harom-
3 (b+c¢)sin &

szog tertiletének kiszamitasara szolgalé képletét, amelyben két oldala és
) .. p .. 3
az altaluk kézbezart szog szerepel! 21.17. 4 V3 cm? 21.18. 12 cm, 3 cm,

% cm. 21.19. 15 cm. 21.20. 132 cm?. 21.21. 450 cm?. 21.22. 36 cm?.
21.24. 6+/3 cm2 21.25.1: 2. 21.26. 2a(2-+/3). 21.27. 45 cm.

2 _ 4
21.28. 32" cm. 21.30. M; ZnR. 91.31. 54°. 21.33. 7.
15 6 3 4
2
21.34. w. 21.36. (=9: 0). 21.37. (0: —-2,5). 21.41. (x— 7)* +

+ (y +0,5)2 = 6,25. 21.42. Igen. 21.43. Igen. 21.44. (-1; 0), (=9; 0).
21.45. 10m. 21.46. y = 6x + 23. 21.47. y = —x + 3. 21.48. y = —gx—4.

2

21.49. 5x + 7y = 8. 21.61. —%. 21.62. 1—(2) 21.64. 5x +y=22.21.81. 3cm
vagy 3V3 cm. 21.82. 3 cm? 21.83. 27,5 cm? 21.84. % cm?,
21.85. % em?. Utmutatas. Az A B,C, hdromszog az?BC haromszog képe
lesz annal a homotécianal, melynek egyutthatdja e kozéppontja pedig

az ABC haromszog sulyvonalainak metszéspontja lesz.
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Az Onellenérzés teszt formdjaban feladatainak helyes feleletei

A feladat

sorszAma 112 (3|4 |5 |6 |7]8|9]10]|11]12
1 D|{C|A| B|A|D/A|C|B|B|D|B
2 C|B|B|A|A|D|D|C|D|C|BJ|A
3 BIB/A|C|B|D|C|D|B|C|BJ|A
4 C|D|A|C|A|A|B|D|C|A|D|C
5 B|/lA/D|lC|C|B|DIA|C|C|A|D
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