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DELAAUTORI

Dragi elevi!

In acest an de Tnvatamant veti continua sa studiati geometria. Credem, ca
voi de-acum ati dovedit sa Tndragiti aceasta stiintd importanta si frumoasa, si
deci, cu interes veti Tnsusi cunostinte noi. Avem nadejde, ca acestui proces va
contribui manualul pe care 1l detineti.

Va rugam sa faceti cunostinta, cu structura lui.

Manualul este Tmpartit Tn patru paragrafe, fiecare fiind alcatuit din puncte.
In puncte este expus materialul teoretic. Studiindu-1, o atentie deosebita atrageti
la textul, care este tiparit cu font gras, cu cursiv gras si cursiv; astfel Tn manual
sunt evidentiate definitnle,regulile si cele mai importante afirmatii matematice.

De regulda expunerea materialului teoretic se termina cu exemple de pro-
bleme rezolvate. Aceste scrieri se pot accepta ca unul din variantele posibile de
definitivare a rezolvarii.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme pentru rezolvare de sine statator,
la rezolvarea carora va sfatuim sa treceti dupa Tnsusirea materialului teoretic.
Printre Tnsarcinari sun exercitii de complexitate precum simpla si mijlocie, atat
si probleme complicate (mai ales acelea, care sunt marcate cu ,asterix” (B)).

Fiecare punct cu numere impare se termina cu rubrica,Observati, desenati,
construiti, fantazati La ea sunt alese probleme, pentru rezolvarea carora sunt
necesare nu cunostinte speciale din geometrie, dar numai gandire rationala,
inventivitate si pricepere. Aceste probleme sunt folositoare, ca vitaminele. Ele
0 sava ajute sa invatati a lua decizii neasteptate si creative nu numai in mate-
matica, dar si Tn viata.

Daca dupa executarea temelor de acasa va ramane timp liber si voi doriti sa
aflasi mai multe, atunci va recomandam sava adresati la rubrica "Cand temele
sunt Tndeplinite”. Materia, expusa acolo, nu este simpla. Dar cu aceasta este si
mai interesant, sa-ti Tncerci puterile proprii!

Abnegati! Vadorim succes!



4 Celaautai

Stimati colegi!

Noi avem mari asteptari, ca acest manual va deveni un ajutor de nadejde
Tn munca voastra complicata si nobild, si vom fi cu adevarat bucurosi, daca el
0 sava placa.

In manual este cules un material didactic vast si divers. Insa intr-un an
de studiu este imposibil de rezolvat toate problemele, dar aceasta nici nu este
necesar. Totodata este cu mult mai comod de lucrat cand este o rezerva mare
de probleme. Aceasta ofera posibilitatea realizarii diferentieri pe nivele si a
individualizarii Tn Tnvatamant

In programul de Tnvatamant la matematica pentru elevii claselor 5 - 9-a a
scolilor de cultura generala este mentionat urmatoarele: ,,Continutul materi-
alului de studiu este structurat conform temelor corespunzatoare a cursurilor
de Tnvatamant cu stabilirea numarului de ore pentru studierea lor. O astfel de
distribuire a continutului si timpului de Tnvatamant este orientativ. Profesoru-
lui si autorilor de manuale li se acorda dreptul de al corecta Tn dependenta de
conceptia metodica acceptata..

Tinand cont de cele relatate, noi am socotit ca este rational sa mutam ma-
terialul de studiu ale unor anumite teme corespunzator conceptiei autorilor.
Aceasta ofera posibilitatea diversificarii materialului didactic al manualului.

Cu culoareaverde sunt marcate numere problemelor, care sunt recomanda-
te pentru temele de acasa, cu culoare albastra - numerele problemelor, care la
hotararea profesorului (tinand cont de particularitatile individuale ale elevilor
clasei) se pot rezolva oral.

Deci satransformam Tmpreuna cursul de geometrie Tntr-o materie inteleasa
si atragatoare.

Va dorim inspiratie creatoare si rabdare.

INSEMNARI CONVENTIONALE

fIo Tnsarcinari, ce corespund nivelului Tncepator si mijlociu
de pregatire;
. Tnsarcinari, ce corespund nivelului satisfacator de
" pregz\ﬁire;
ti Tnsarcinari, ce corespund nivelului Tnalt de pregatire;
, probleme pentru cercurile si facultativele de
: matemat'ic;\;l
n probleme cheie, rezultatul carora poate fi folosit in

timpul rezolvarii altor probleme;



REZOLVAREA
TRIUNGHIURILOR

in acest paragrafveti afla, ce prezinta sinusul, cosinusul si tangenta
unghiului a, unde 0° < a < 180°.

Veti invata dupa doua laturi ale triunghiului si a unghiului intre ele
sa gasiti a treia latura, si totodata dupa laturd si a doua unghiuri
alaturate ei sa gasiti altele doua laturi ale triunghiului.

in clasa a 8-a voi v-ati invatat sa rezolvati triunghiurile dreptunghice.
Studiind materialul acestui paragraf, voi veti putea rezolva orice
triunghiuri.

Veti afla noi formule, cu ajutorul carora se poate afla aria triunghiului.

1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0°
pana la 180°

Notiunea de sinus, cosinus si tangenta unghiului ascutit va sunt cunoscute
din cursul de geometrie clasa a 8-a. Sa extindem acest notiuni pentru un unghi
arbitrar a, unde 0°<a<180°.

Sa cercetam Tn partea superioara a semiplanului de coordonate o
semicircumferinta cu centrul Tn originea coordonatelor, raza careia este egala
cu 1 (fig. 1.1). Astfel de semicircumferinta se numeste unitara.

Vom spune, ca unghiului a (0° <a <180°) Ti corespunde punctul M al
semicircumferintei unitare, daca AMOA = a, unde punctele O si A au cores-
punzator coordonatele (0; 0) si (1; 0) (fig. 1.1). De exemplu, in figura 1. 1 un-
ghiului, care este egal cu 90°, 1i corespunde punctul C; unghiului, care este egal
cu 180°, - punctul B\unghiului, care este egal cu 0°, - punctul A.

Vk
c1
M,
a
-1 (@] I x
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Fie a - un unghi ascutit. Lui 7i corespunde un punct oarecare M(xr,y) al
arcului AC al semicircumferintei unitare (fig. 1.2). In triunghiul dreptunghiular
OMN avem:

Deoarece OM = 1, ON =x, M N =y, atunci
cos a = x, sina =y.

Deci, cosinusul si sinusul unghiului ascutit a - este abscisa si ordonata
punctului M al semicircumferintei unitare, care corespunde unghiului a.

Rezultatul obtinut indic, cum de formulat cosinusul si sinusul unghiul ar-
bitrara,unde 0°<a<180°.

Definitie. Cosinusul si sinusul unghiului a (0°<a<180°) se
numeste corespunzator abscisasi ordonata punctului JMal semidrcumferintei,
care corespunde unghiului oc(fig. 1.3).

Folosindune de aceasta definitie, se poate, de exemplu, de stabilit, ca
sin 0° =0, cos 0° = 1, sin 90° = 1, cos 90° = 0, sin 180° = 0, cos 180° = -1.

Daca M{x\y) - este un punct arbitrar al semicircumferintei unitare, atunci
-lI<x<lsi 0<r/<1. Deci, pentru orice unghi a, unde 0° < a <180°, avem:

0 <sinac<]

-l<cosacx<l.

Daca unghiul a - este unghi obtuz, atunci abscisa punctului ce corespunde
acestui unghi, este negativa. Deci, cosinusul unghiul obtuz este numar negativ.
Este adevarata si astfel de afirmatie: daca cos a <0, atunci a - este unghi obtuz
sau desfasurat.
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Din cursul de geometrie din clasa a 8-a voi cunoasteti, ca pentru orice unghi
ascutit a se executa inegalitatile:

sin (90° - a) = cos &,
cos (90° - a) =sina

Aceste formule raman adevarate de-semeni pentru a = 0° si pentru a = 90°
(convingeti-va de aceasta sine statator).

Fie unghiurilor a si 180° - oc,unde a ®0°,a ®90° sia ®180°,le corespund
punctele M {xy j/j) si N (xyy2 al circumferintei unitare (fig. 1.4).

Triunghiurile dreptunghice OMMxsi ONN2sunt egale conform ipotenuzei
si aunghiului ascutit (OM = ON=1, AMOMXx=Z.NONx= a). De aiciy2=yx
si x2=—xv Deci,

sin (180° —) = sin a,
cos (180° —a) = —€o0s a

Convingeti-va singuri, ca aceste egalitati raman adevarate pentru a = 0°,
a =90° a = 180°.

Daca a - este unghi ascutit, atunci, dupa cum stiti din cursul de geometrie
din clasa a 8-a, este adevarata si identitatea, care se numeste identitatea fun-
damentala atrigonometriei:

sin2a + cos2a =1

Aceasta identitate ramane adevarata pentru a = 0°, a = 90°, a = 180°
(Convingeti-va de aceasta sine statator).

Fie a - este unghi obtuz. Atunci unghiul 180° - a este ascutit. Obtinem:
sin2a + cos2a = (sin (180° - a))2+ (-cos (180° - a))2=
=sin2(180° - a) + cos2(180° - a) = 1

Deci, egalitatea sin2a + cos2a = 1 se executa pentru toate unghiurile
0°<a<180°.
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Definitie. Cosinusul unghiuluioc,unde 0° < a < 180° sia ®90°,se

numeste raportul adica

sina

tg a
cosa

Deoarece cos 90° = 0, atunci tg a nu este determinata pentru a = 90°.

Evident, ca fiecarui unghi a (0° <a <180°) Ti corespunde unsingm punc-
tul al circumferintei unitare. Deci, fiecarui unghi a Ti corespunde un singur
numar, care este valoarea sinusului (cosinusului, tangentei pentru a ©90°). De
aceea dependentavalorii sinusului (cosinusului, tangentei) de marimea unghiu-
lui este functionala.

Functiile f(0.) = sin a, g(a) = cos a, h{a) = tg a, care corespund acestor
dependente fimctionale, se numesc functii trigonometrice ale unghiului a.

O—u Problema 1. Demonstrati, ca tg(180° - a) = -tg a.

Rezolvare
tg d%rdg_ a)LI: sin (180° - a) __sina _ sma:_tg a <
cos(180°-a) -cosa cosa

Problema 2. Aflati sin 120°, cos 120°, tg 120°.

Rezolvare. Avem: sinl20° =sin (180°-60°) =sin60° = — ;
1 2
cos 120° = cos (180° - 60°) =-cos 60° = —2;

tg 120° = tg (180° - 60°) = -tg 60° = —73. <

=

Care semicircumferintd se numeste unitard?

Explicati, Tn ce caz se vorbeste, cd unghiul a corespunde punctului M al

circumferintei unitare.

Ce se numeste sinusul unghiului a, unde 0° < a < 180°?

Ce se numeste cosinusul unghiului a, unde 0° < a < 180°?

Cu ce este egal sin 0°, cos 0°, sin 90°, cos 90°, sin 180°, cos 180°?

in ce limite se afld valorile sin a, daca 0° < a < 180°?

n ce limite se afld valorile cos a, dacd 0° < a < 180°?

. Ce fel de numar - pozitiv sau negativ - este sinusul unghiului ascutit? sinusul
unghiului obtuz? cosinusul unghiului ascutit? cosinusul unghiului obtuz?

. Ce fel de unghi este unghiul a, daca cos a <0?

10. Cu ce este egal sin (180° - a)? cos (180° - a)?

N

® N ok w

©
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11. Cum sunt legate intre ele sinusul si cosinusul unuia si aceluiasi unghi?
12. Ce se numeste tangenta unghiului a, unde 0° < a < 180° si a® 90°?
13. De ce tga nu este determinata pentru a =90°?

14. Ce nume general au functiileyia) =sin a,g{a) = cos a si h{a) =tga?

TNSARCINARI PREACTICE

1.1.° Desenati o semicircumferinta unitara, luand ca unitar astfel de segment,
lungimea caruia este de 5 ori mai mare decat latura patratelului de caiet.
Construiti unghiul, varful caruia este originea de coordonate, iar una din
laturi - semiaxa pozitiva a axei absciselor si:

1) cosinusul caruia este egal cu 5— 4) sinusul caruia este egal cu 1;

2) cosinusul caruia este egal cu -0,4; 5) cosinusul caruia este egal cu 0;

3) sinusul caruia este egal cu 0,6; 6) cosinusul caruia este egal cu -1.
EXERCITH

1.2.° Cu ce este egal:
1) sin (180° - a), daca sina = 3—

2) cos (180° - a), daca cos a = 0,7,

4
3) cos (180° - a), daca cos a = ;
4) tg (180° - a), dacatg a =-5?

1.3.° Unghiurile a si (3sunt alaturate (adiacente), cosa = — .

1) aflati cos (3
2) care din unghiurile a si (3este ascutit, si care - obtuz?
1.4.° Gasiti valoarea expresiei:
1) 2 s5in 90° + 3 cos 0°; 4) 6 tg 180° + 5 sin 180°;
2) 3sin0° - 5 cos 180°; 5) cos2 165° + sin2 165°;
sin 0° +sin 90°

3) tg23Y-tgO YtglO6T?  6) i _
cos 0° - cos 90°

1.5.° Calculati:
1) 4 cos 90° + 2 cos 180° - tg 180°;
2) cos 0° - cos 180° + sin 90°.
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1.6. ° Cu se este egal sinusul unghiului, daca cosinusul lui este egal cu:

1) 1 2) 0?

1.7. ° Cu se este egal cosinusul unghiului, daca sinusul lui este egal cu:

1) 1 2) 0?
1.8. ° Aflati sin 135°, cos 135°, tg 135°.
1.9. ° Aflati sin 150°, cos 150°, tg 150°.
1.10. ° Exista oare unghiul a, pentru care:

1) sina = 3) cosa =— ;
2 5
2) sina =0,3; 4) cos a =-0,99;
1.11." Gasiti:

1) cos a, daca sin a =5—§i 0° <a <90°
2) cos a, daca sin a =?§i 90° <a<180°;

3) cos a, daca sina =

4) sin a, daca cos a =-0,8;

5) tg a, daca sina = r si 90° <a < 180°.
1.12. " Gésiti:

1) cos a, daca sina = —;

2) sina, daca cosa = —;
6

g
3) tg a, daca cos a :E §i 0°<a<90°.

5) cos a = 1,001;

6) sina :%6?

1.13. *Este oare corecta afirmatia (argumentati raspunsul):
1) cosinusul unghiului ascutit este mai mare decat cosinusul unghiului

obtuz;

2) exista un unghi obtuz, sinusul si cosinusul caruia sunt egale;

3) exista unghiul, sinusul si cosinusul caruia este egal cu zero;

4) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu un numar negativ;
5) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu un numar negativ;
6) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu zero;

7) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu zero;
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8) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu -1;
9) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu 1;
10) sinusul unghiului, diferit de cel drept, este mai mic decét sinusul unghiului
drept;
11) cosinusul unghiului desfasurat este mai mic decat cosinusul unghiului,
diferit de cel desfasurat;
12) sinusurile unghiurilor adiacente sunt egale;
13) cosinusurile unghiurilor adiacente neegale sunt numere negative;
14) daca cosinusurile unghiurilor sunt egale atunci si unghiurile sunt egale;
15) daca sinusurile unghiurilor sunt egale atunci si unghiurile sunt egale;
16) tangentaunghiului ascutit este mai mare decat tangenta unghiului obtuz?

1.14." Comparati cu zero valorile expresiei:
1) sin 110° cos 140°; 3) sin 128° co0s2130° tg 92°;
2) sin 80° cos 100° cos 148°; 4) sin 70° cos 90° tg 104°.
1.15. "Aflati valoarea expresiei:
1) 2 sin 120° + 4 cos 150° - 2 tg 135°;
2) 2 c0s2120° - 8sin2150° + 3 cos 90° cos 162°;
3) cos 180° (sin 135° tg 60° - cos 135°)2
1.16. " Cu ce este egala valoarea expresiei:
1) 2 sin 150° - 4 cos 120°;
2) sin 90° (tg 150° cos 135° - tg 120° cos 135°)2?
1.17. " Gasiti valorile expresiei, fara a folosi calculatorul de buzunar:

sinl8yY .cosl8y . tgl8Y

' sinl62Y 'cosle2Y ' tg 162Y
1.18. " Gasiti valorile expresiei, fara a folosi calculatorul de buzunar:

sin281\ .c0s491\ . tg 14Y

' sin 1521” ' cos 1311”7 'tgl6By

1.19. "Aflati suna patratelor sinusurilor tuturor unghiurilor triunghiului drept-
unghic.

1.20. "Aflati suna patratelor cosinusurilor tuturor unghiurilor triunghiului
dreptunghic.

1.21. "In triunghiul ABC este cunoscut, ca ZB = 60°, punctul O - este centrul
circumferintei Tnscrise. Cu ce este egal cosinusul unghiului AOCi

1.22. "Punctul O - este centrul, circumferintei inscrise In triunghiul ABC,

cos ZBOC = -
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EXERCITII PENTRU REPETARE

1.23. Inaltimea paralelogramului, dusa din varful unghiului obtuz, este egala
cu 5 cm si Tmparte latura paralelogramului Tn jumatate. Unghiul ascutit al
paralelogramului este egal cu 30°. Aflati diagonale paralelogramului, dusa
din varful unghiului obtuz, si unghiurile, care le creeaza ea cu laturile pa-
ralelogramului

1.24. Dreapta CE este paraleldlaturii laterale AB ale trapezului ABCZ) si imparte
bazaAD in segmentele AE si DE astfel, ca. AE=7 cm,DE = 10 cm. Gasiti
linia medie a trapezului.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOIH

1.25. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 8 cm si 11 cm. Poate oare un-
ghiul, opus laturii cu lungimea de 8 cm, sa fie:
1) obtuz; 2) drept?
Argumentati raspunsul.

1.26. Tn triunghiul ABC este dusa Tnaltimea BD, AA = 60°, ZC = 45°,
AB =10 cm. Aflati latura BC.

1.27. Aflati Tnaltimea BD al triunghiului ABC si si proiectia laturii AB pe latura
AC, daca ABAC = 150°,AB = 12 cm.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

1.28. Aratati ca orice triunghi se poate de taiat Tn 3 parti astfel, ca dine partile
obtinute se poate de alcatuit un dreptunghi.

2. Teorema cosinusurilor

Din primul criteriu de egalitate a triunghiurilor reiese, ca doua laturi si
unghiul intre ele triunghiului determina univoc triunghiului. Deci, conform
elementelor mentionate se poate, de exemplu, de gasit atreialatura a triunghiului.
Cum se poate aceasta de facut, arata astfel de teorema.

Teorema 2.1 (Teorema cosinusurilor). Patratul unei laturiatri-
unghiului este egala cu sumapatratelor altor doua laturi minusprodusul Tndoit
al acestor laturi si cosinusul unghiului cuprins Tntre ele.
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Demonstratie. © Sa cercetam triunghiul ABC. Vom demonstra, de
exemplu, ca
BC2=AB2+AC2- 2AB <AC =cos A.

Sunt posibile trei cazuri:

1) UnghiulZ este ascutit;

2) Unghiul A este obtuz;

3) UnghiulZ este drept.

Prirnul caz. Fie unghiul A este ascutit, atunci macar unul din unghiurile B

sau C nu este ascutit.
* Fie Z C <90°. Ducem Tnéaltimea BD. Ea Tn intregime apartine triunghiului
ABC(fig.2.1).
In triunghiul dreptunghic ABD:
BD =AB-sinA, AD =AB-cosA.

n triunghiul dreptunghic BDC: BCr = BD2+ CD2=
=BD2+{AC-AD)2=AB2-sin2A+ {AC-AB-cosA)2=
=AB2min2A + AC2- 2AC wAB mc0s A + AB2<c0s2A =
=AB2<(sin2A +c0s2A) + AC2- 2AC «AB =Cc0S A =
=AB2+AC2- 2AB sAC xos A.

B B

Fig.2.1

e Fie unghiul AB < 90°. Ducem Tnaltimea triunghiului ABC din varful
unghiului C. Ea Tn Intregime apartine trmnghiuluiZi?C. Demonstrarea pentru
acest caz este analogica celei cercetate mai sus. Demonstrati-o sine statator.

Cazitl doi. Fie unghiul A este obtuz. Ducem Tnaltimea BD triunghiul ABC

(fig.2.2).
n triunghiul dreptunghic ABD: BD = AB <sin ZBAD =

= AB =sin (180° - ZBAC) = AB =sin ZBAC,
AD =AB <cos ZBAD =AB <cos (180° - ZBAC) =-AB mos ZBAC.
Tn triunghiul dreptunghic BDC: BC2=BD2+CD2=
=BD2+(AC +AD)2=AB2msin2ZBAC + (AC - AB =c0os ZBAC)2=

=AB2+AC2- 2AB -AC =cos ZBAC.
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Cazul trei. Fie unghiul A este drept (fig. 2.3). Atunci cos A= 0. Trebuie de
demonstrat, ca BCr = AB2+ACr. aceasta egalitate reiese di teorema lui Pitago-

ra pentru triunghiul ABC. M

B . . . <
Demonstrarea teoremei cosinusurilor arata, teorema

lui Pitagora este un caz aparte al teoremei cosinusurilor,
iar teorema cosinusurilor este generalizarea teoremei lui
Pitagora.
Daca ne vom folosi de Tnsemnarile pentru lungimile
laturilor si marimilor unghiurilor triunghiului ABC (vezi
Fig. 2.3 forzatul), atunci, de exemplu, pentru o laturd, lungimea
careia este egala cu a, se poate scrie:

a=P + 2- 2bccos a

Cu ajutorul teoremei cosinusurilor, cunoscand trei laturi ale triun-
ghiului, se pateu determina, daca el este ascutitunghic, obtuzunghic sau
dreptunghic.

Teorema 2.2 (consecinta din teorema cosinusurilor). Fie g,
bsic —ungimile laturilor tnunghiului, totodata a—ungimea laturi mai mari
a lui. Daca a2 <b2+ 2 atunci triunghiul este ascutitunghic. Daca a2 >b2+ 2
atunci triunghiul este obtuzunghic. Daca a2= b2+ 2 atunci triunghiul este
dreptunghic.

Demonstratie. © Conform teoremei cosinusurilor
a2= b2+ @2- 2bccos a.

De aici 2bccos a = b2+ 2- a2

Fie a2<b2+ 2 Atunci b2+ 2- a2>0. De aici 2bc cos a >0, adica cos a >0.
De aceea unghiul a este ascutit.

Deoarece a—este lungimea celei mai mari laturi atriunghiului, atunci acestei
laturi i se opune cel mai mare unghi, care, dupa cum am demonstrat, este ascutit.
Deci, Tn acest caz triunghiul este ascutitunghic.

Fie a2>h2+ r. Atunci h2+ r - a2<0. De aici 2bc cos a <0, adica cos a <O0.
De aceea unghiul a este obtuz.

Fie a2= b2+ r. Atunci 2bccos a = 0. De aici
cos a = 0. Deci, a = 90°. In acest caz triunghiul este
dreptunghic. M

0~>k Problema 1. Demonstrati, ca suma pa-
tratelor diagonalelor paralelogramului este egala cu
suma patratelor tuturor laturilor lui.

Rezolvare. Infigura2.4. este prezentat parale-
logramul ABCD.
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Fie AB=CD =4a, BC =AD = b, ABAD = a, atunci AADC = 180° - a.
Din triunghiul ABD dupa teorema cosinusurilor obtinem:

BD2= a2+ b2- 2abcos a. (D]
Din triunghiul ACD dupa teorema cosinusurilor obtinem:

ACr = a2+ ir —2ab cos (180° - a). De unde

AC2= a2+ b2+ 2ab cos a. 2
Adunand egalitatile (1) si (2), obtinem:

BD2+AC2=2a2+2f. «

Problema 2. In triunghiul ABC\aXma.AB este cu 4 cm mai mare ca latura
BC, AB = 120°,AC = 14 cm. Gasiti laturile AB si BC.
Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilor
AC2=AB2+BC2- 2AB «BC <cos B.
Fie BC = x cm, x >0, atunci AB = (x + 4) cm.
Obtinem:
142= (x + 4)2+ x2- 2x (x + 4) cos 120°;

I
196 =x +8x +16+x - 2x(x+4) --J;

196 = 2A2+ 8x + 16 + x (x + 4);
3x2+ 12n1;- 180 = 0;
X2+ 4x —60 = 0;
Xt=6; x2=-10.
Radacina -10 nu satisface conditia x > 0.
Deci, BC =6 cm,AB = 10 cm.
Raspuns: 10cm, 6 cm. M

Problema3. Pe latura AC al triunghiului ABC este marcat punctul D
astfel, ca CD :AD = 1:2. Calculati segmentul BD, daca AB = 14 cm,
BC=13cm,AC =15 cm.

Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilor di triunghiul ABC (fig. 2.5)
vom obtine:

AB2=AC2+BC2- 2AC mBC mcos C.

.. AC2+BC2- AB2
De aici cos C =
2AC-BC

_ 225+169-196 33
2«15 «13 2415013 65

Deoarece CD :AD =1:2, atunci CD :EAC =

=5 (cm). Fig. 2.5
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Atunci di triunghiul BCD obtinem:
BD2=BC2+CD2- 2BC «CD «cos C =132+ 52- 2-13 <5 - =128.

Deci, BD =n/128 =82 (cm).
Raspuns: 822 c¢cm. M

Problema 4. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 23 cm, si 30 cm,
iar mediana, dusa la cea mai mare latura cunoscuta, - 10 cm. Gasiti latura treia
a triunghiului.

Rezolvare. Fie in triunghiul ABC este cunoscut, ca AC = 23 cm,
BC = 30 cm, segmentul AM —mediana.,AM = 10 cm.

Pe prelungirea segmentului AM dupa punctul M segmentul MD, care este
egal cu medianaAM (fig. 2.6). Atunci AD =20 cm.

In patrulaterul ABDC diagonalele AD si BC sunt Tmpartite in jumatate de
catre punctulM (EM = MC dupa conditie,AM = M D dupa constructie). Deci,
patrulaterul AB D C—este paralelogram.

Deoarece suma patratelor diagonalelor paralelo-
gramului este egala cu suma patratelor laturilor lui
(vezi problema cheie nr. 1), atunci

AD2+ BCr =2 (AB2+ ACr).
Totodata
202+ 302=2 (AB2+ 232,
400 + 900 = 2 QAB2+ 529);
AB2=121;
AB =11 cm.
Raspuns: 11 cm. M

. Formulati teorema cosinusurilor.
2. Triunghiul cu laturile < Asi ¢, unde”este lungimea celei mai mari laturi a lui, este

ascutitunghic, dreptunghic, sau obtuzunghic, daca:
1) a2< b2+ r2 2) a2> b2+ c2 3) a2= b2+ c2?
3. Cum sunt legate intre ele diagonalele si laturile paralelogramului?

EXERCITH

2.1.° Gasiti latura necunoscuta a triunghiului ABC, daca:
1) AB=5cm, BC=8cm, AB = 60°;
2) AB=3cm, AC=2S cm, AA =135°.
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2.2. ° Aflati latura necunoscuta a triunghiului DEF, daca:
1)DE=4cm, DF=2S com,ZD =30°%
2)DF=3cm,£EF =5cm, ZA = 120°.

2.3. ° Laturile triunghiului sunt egale cu 12 cm, 20 cm si 28 cm. Gasiti cel mai
mare unghi al triunghiului.

2.4. ° Laturile triunghiului sunt egale cu -Vi8 cm, 5 cm si 7 cm. Gasiti unghiul
mijlociu dupa marime al triunghiului.

2.5. ° Stabiliti, cum este ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic triunghiul,
laturile caruia sunt egale cu:
1) 5cm, 7 cm si 9 cm; 3) 10 cm, 15 cm si 18 cm.
2) 5cm, 12 cm si 13 cm;

2.6. ° Laturile triunghiului sunt egale cu 7 cm, 8 cm si 12 cm. Este oare triun-
ghiul dat ascutitunghic?

2.7. ° Demonstrati ca triunghiul cu laturile 8 cm, 15 cm si 17 cm este drept-
unghic.

2.8. ° Laturile paralelogramului sunt egale 2 >/2 c¢m si 5 cm, iar unu din unghiuri

este egal cu 45°. Aflati diagonalele paralelogramului.

2.9. °1n trapezul ABCD este cunoscuit, ca BC JAD, BC =3 cm,AD = 10 cm,
CD =4 cm, ZD = 60°. Aflati diagonalele trapezului.

2.10. ° PelaturaAB atriunghiului echilateral ABC este plasat punctul D astfel,
ckAD :DB =2:1. Gasiti segmentul CD, dackAB = 6 cm.

2.11. ° Pe ipotenuza AB atriunghiului dreptunghic ABC este plasat punctul M
astfel, ck AM :BM = 1 : 3. Gasiti segmentul CM, dacaAC = BC =4 cm.

2.12. "Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 3 cm, si 4 cm, iar sinusul un-
L A s\3E . . o . .
ghiului cuprins intre ele este egal cu ------ . Aflati atreia latura a triunghiu-
6

lui. Céte solutii are problema?

2.13. "intriunghiulA5Ceste cunoscut,caZ C = 90°,AC =20 cm,BC = 15 cm.
Pe latura AB este Tnsemnat punctul M astfel, ca BM = 4 cm. Aflati seg-
mentul CM.

2.14. " Pe continuarea ipotenuzei AB a triunghiului isoscel dreptunghic ABC
dupa punctul B este notat punctul D astfel, ca BD = BC. Gasiti segmentul
CD, daca cateta triunghiuluiZ5C este egala cu a.
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2.15. "7in triunghiulABC este cunoscut, caZ C = 90°,AB = 13 cm,AC = 12 cm.
Pe continuarea ipotenuzei AB dupa punctul B este Tnsemnat punctul Mastfel,
ca BD =26 cm. Aflati segmentulCZz).

2.16. "Centrul circumferintei, Tnscrise In triunghiul dreptunghic, se afla la
distantele a si b de la capetele ipotenuzei. Aflati ipotenuza triunghiului.

2.17. "Punctul 0 - centrul circumferintei, Tnscrise Tn triunghiul ABC, BC = a,
AC = b, AAOB = 120°. Gasiti latura AB.

2.18. "Doua laturi ale triunghiului,unghiul dintre care este egal cu 60°, se raporta
ca 5 : 8, iar atreia latura este egala cu 21 cm. Aflati laturile necunoscute ale
triunghiului.

2.19. "Doua laturi ale triunghiului se raporta ca 1:2 n/3 si si creeaza unghiul,
marimea caruia este de 30°. A treia latura a triunghiului este egala cu 2 /T
cm. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului.

2.20. " Suma adoua laturi ale triunghiului, care formeaza un unghi cu marimea
de 120°, este egala cu 8 cm, iar lungimea laturii atreia- 7 cm. Aflati laturile
necunoscute ale triunghiului.

2.21. "Doua laturi ale triunghiului, unghiul dintre care este de 120°, se raporta
ca 5 : 3. Gasiti laturile triunghiului daca perimetrul lui este de 30 cm.

2.22. "Doua laturi ale triunghiului, sunt egale cu 16 cm si 14 cm,unghiul opus
laturii mai mici din cele cunoscute, este egal cu 60°. Aflati latura necunoscuta
a triunghiului.

2.23. "Doua laturi ale triunghiului, sunt egale cu 15 cm si 35 cm,unghiul opus
laturii mai mici din cele cunoscute, este egal cu 120°. Aflati perimetrul
triunghiului.

2.24. "Pelatura5CatriunghiuluiASCestenotatpunctulZ)astfel,ca CD = 14 cm.
Aflati segmentul AD, da.ca.AB =37 cm, BC =44 cm sTAC = 15 cm.

2.25. "Pe latura AB a triunghiului ABC este notat punctul K, iar pe prelungi-
rea laturii BC dupa punctul C - punctul M. Gasiti segmentul MK, daca
AB=15cm,BC=7cm,AC =13 cm,AK=8cm,MC =3 cm.

2.26. " O latura a triunghiului este de doua ori mai mare decat alta, iar unghiul
cuprins Tntre ele alcatuieste 60°. Demonstrati ca acest triunghi este drept-
unghic.

2.27. " Demonstrati, ca atunci cand patratul laturii triunghiului este egala cu
suma patratului necomplet a altor doua laturi, atunci unghiul opus acestei
latri este egal cu 120°.
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2.28. "Demonstrati, ca atunci cand patratul laturii triunghiului este egala cu
diferenta patratului necomplet a altor doua laturi, atunci unghiul opus acestei
latri este egal cu 60°.

2.29. "Doua laturi ale paralelogramului, sunt egale cu 7 cm si 11 c¢cm, iar una
dina diagonale - 12 cm. Aflati cea de-a doua diagonala.

2.30. "Diagonalele paralelogramului, sunt egale cu 13 cm si 11 ¢cm, iar una dina
laturi - 9 cm. Aflati perimetrul paralelogramului.

2.31. "Diagonalele paralelogramului, sunt egale cu 8 cm si 14 cm, iar una
dina laturi este cu 2 cm mai mare ca alata. Aflati laturile paralelogra-
mului.

2.32. " Laturile paralelogramului, sunt egale cu 11 cm si 23 cm, iar diagonalele
se raporta ca 2 : 3. Aflati diagonalele paralelogramului.

2.33. " in trapezul ABCD se cunoaste, ca AD |BC, AB=5cm, BC=9cm,
AD =16 cm, cos A = — Gasiti latura CD atrapezului.

2.34. " intrapezulASCZ)secunoaste,ca AD |BC, AB =-J15 cm,BC= 6 cm,
AD =4 cm,AD =11 cm. Gasiti cosinusul unghiului D atrapezului.

2.35. " Aflati diagonala AC a patrulaterului ABCD, daca n jurul lui se poa-
te circumscrie o circumferinta si AB =3 cm, BC=4cm, CD =5 cm,
AD =6 cm.

2.36. " Se poate oare circumscrie o circumferinta la patrulaterul ABCD, daca
AB=4cm,AD =3 cm,BD =6 cm si ZC = 30°?

O- XK 2.37." Demonstrati, ca unghiului mai marea a paralelogramului i se
opune diagonala cea mare. Formulati si demonstrati afirmatia inversa.

2.38. " Laturile triunghiului sunt egale cu 12 cm, 15 cm si 18 cm. Aflati bisec-
toarea triunghiului dusa din varful unghiului mai mare.

2.39. " Baza triunghiului isoscel este egala cu 5 cm, iar latura laterala -
20 cm. Aflati bisectoarea triunghiului, dusa din varful unghiului de la
baza lui.

2.40. " Laturile triunghiului sunt egale cu 16 cm, 18 cm si 26 cm. Aflati mediana
triunghiului dusa la latura lui mai mare.

2.41. " Baza triunghiului isoscel este egala cu 4 V2 cm, iar mediana, dusa la
latura laterald, - 5 cm. Aflati marimea laturii laterale a triunghiului.
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2.42. " Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 12 cm si 14 cm, iar mediana,
dusa la latura a treia, - 7 cm. Aflati latura necunoscuta a triunghiului.

2.43. " 1in triunghiul AZ>C se cunoaste, ckAB = BC,ZABC = 120°. Pe prelungirea
segmentului AB dupa punctul B este notat punctul D astfel, ca BD = 2AB.
Demonstrati, ca triunghiul ACD este isoscel.

O- XK 2.44." Demonstrati, ca in triunghiul cu laturile a,b sic se executa egali-
tatea mc= \l2a2+ 2b2- ¢2, unde mc- este mediana triunghiului, dusa la

latura, lungimea careia este egala cu c

EXERCITII PENTRU REPETARE
2.45. In circumferinta sunt duse diametrul AC si coarda AB, care este egala cu
raza circumferintei. Aflati unghiurile triunghiului ABC.

2.46. Unul din unghiurile create la intersectia bisectoarei unui unghi a paralelo-
gramului cu una dina laturile lui, este egala cu un unghi al paralelogramului.
Gasiti unghiurile paralelogramului.

2.47. In triunghiul ABC este inscris paralelogramul ADEFastfel, ca unghiul Ala.
ele este comun, iar punctele D ,E sTF apartin corespunzator laturilorAB, BC
siACatrmnghiidui. AHatilatorile paralelogramuluiADEF, dacaA5 = 8 cm,
AC=12cm,AD :AF=2:3.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NO11

2.48. Aflasi unghiul ADC (fig. 2.7), daca ZABC = 140°.

Fig.2.7 Fig.2.8 Fig.2.9



3. Teorema sinusurilor 21

2.49. Aflasi unghiul ABC (fig. 2.8), daca ZADC = 43°.

2.50. Segmentul AB este diametrul circumferintei, raza careia este egala cu R,
AABC = a (fig. 2.9). Aflati coarda AC.

3. Teorema sinusurilor

In timpul demonstrarii unui sir de teoreme si rezolvarea multor probleme
se foloseste astfel de lema.

Lem a. Coardacircumferintei este egala cuprodusuldiametruluisi asinusului
oricarui unghi Tnscris, care este Tntins de aceasta coarda.

Demonstratie. © In Figura 3.1 segmentul M N - coarda circumferintei ci
centrul 0. Ducem diametrul MP. Atunci AMNP = 90° caunghi inscris, ce este
intins de diametru. Fie marimea unghiului
nscris MNP egala cu a. Atunci din triunghiul
dreptunghic MPI1V obtinem:

MN=MP sina. Q)

Toate unghiurile Tnscrise, care sunt intinse
de coarda MN, sunt egale cu a sau 180° - a.

D eci, sinusurile lor sunt egale. De aceea
egalitatea obtinuta (1) este adevarata pentru
toate unghiurile Tnscrise, care sunt intinse de
coarda MN. /1

Din alta criteriu de egalitate a triunghiului
reiese, ca latura si doua unghiuri alaturate ei Fig.3.1
determina univoc triunghiul. Deci, conform
elementelor indicate se pot gasi alte doua laturi ale triunghiului. Cum se poate
de facut aceasta, ne arata astfel de teorema.

Teorema 3.1 (teorema sinusurilor). Laturile trmnghmlui sunt
proportionale sinusurtlor unghiurilor opTe lor.

Demonstratie. © Fie in triunghiul ABC este cunoscut, ckAB = ¢, BC = a,
CA = b. Vom demonstra ca
a b c
sinA sinB sinC

Fie raza circumferintei circumscrise a triunghiului ABC este egala cu R.
Atunci conform lemei a= 2R sinA,b = 2R sin B, c= 2R sin C. De aici

a b c
R = R = n = 2R 4
sinA sinB sinC
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Consecinta. Raza circumferintei circumscrise unui triunghi,poatefi
calculata conformformulei

2sina’

unde a este lungimea laturii triunghiului, a - marimea unghiului opus acestei
laturi.

Problema 1. 1n triunghiul ABCeste cunoscut,ca AC = n/2 cm,BC = 1 cm,
ZB = 45°. Aflati unghiul A.
Rezolvare. Dupa teorema sinusurilor
BC AC
sinA sinB
Atunci

. ., BCsinB lesin 45° V2 /— 1
sin A = - = s —=— V2 =-]
AC V2 2 2

Deoarece BC <AC, atunci ZA <AB. Deci,unghiulA- este ascutit. De aici,
luand Tn considerarea, ca sin A =”, obtinem ZA = 30°.
Raspuns: 30°. M
Problema 2. Tn triunghiulABCeste cunoscut,ca AC = n/2 cm,BC = 1 cm,
ZA = 30°. Aflati unghiul B.
AC

- . BC .
Rezolvare. Conform teoremei sinusurilor ) . Atunci
sinA  sinB

_ACsinA S

Deoarece BC <AC, atunci AA <AB. Atunci unghiul B poate fi precum
ascutit, asa si obtuz. De aici AB = 45° sau AB = 180° - 45° = 135°.
Raspuns: 45° sau 135°. M

Problema3. Pe latura AB a triunghiului ABC este notat punctul D
astfel, ca ABDC =y,AD = vi (fig. 3.2). Aflati segmentul BD, daca AA = a,
ZB =%

Rezolvare. Unghiul BDC - unghi exterior al triunghiului ADC. Atunci
ZACD + ZA =ZBDC, de aici ZACD =y-a.

Din triunghiul ADC conform teoremei sinusurilor obtinem:

cb _ AD
sin ZCAD sin ZACD
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msin a sin (180° - (P +y)) msinasin (P +y)
sin psin (y- a) sin psin (y- a)
msinasin(P+y) ~

Raspuns: ) )
sinpsin(y- a)

Problema 4. Segmentul BD - este bisectoarea triunghiului ABC,
ZABC =30°,ZC = 105° (fig. 3.3). Gasiti raza circumferintei circumscrise tri-
unghiului ABC, daca daca raza circumferintei circumscrise triunghiului BDC,

este egald cu 8 V6
C Rezolvare. Fie Rt- este raza circumferintei
circumscrise triunghiului BDC, Rx=8n/6 cm.
Deoarece segmentul BD - este bisectoarea

B  triunghiului, atunci ZCBD ="~ZABC = 15°.
Din triunghiul BDC vom obtine:

ZBDC = 180° - (ZCBD + ZC) = 180° -
(15° + 105°) = 60°.

Conform consecintei din teorema sinusurilor ---------------- =R,. De aici
2sinzBDC

BC = 2Rtsin ZBDC =2-8 n/6 sin 60° = 24 V2 (cm).
Din triunghiul ABC vom obtine:
ZA =180°- (ZABC + ZC) = 180° - (30° + 105°) = 45°.
Fie R - raza cautata a circumferintei, circumscrise triunghiului ABC.

Atunci B0 = B2 de aici RP= —B% = = 22V2 _ 94 (cm).
2sin A 2sin A 2sin 45°

Raspuns: 24 cm. M
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1. Cum de gasit coarda, daca este cunoscut diametrul circumferintei si unghiul
Tnscris, care este intins de aceasta coarda?

2. Formulati teorema sinusurilor.

3. Cum degasitraza circumferintei circumscrisetriunghiului cu latura”sia unghiului
a opus acestei laturi?

EXERCITI

3.1.° Aflati latura BC a triunghiului ABC, prezentat in figura 3.4. (lungimea
segmentului este data in centimetri).

B

3.2. ° Aflati unghiul A 3i triunghiului ABC, prezentat in figura 3.5. (lungimea
segmentului este data in centimetri).

3.3. ° Aflati latura AB a triunghiului ABC, daca AC =n/6 cm, AB = 120°,
ZC= 45°,

3.4. °in triunghiulABC este cunoscut, c3AB = 12 cm,BC =10 cm, sinA =0,2.
Gasiti sinusul unghiului C.

3.5. °1n triunghiul DEF este cunoscut, ca DE = 16 cm, AF = 50°, AD = 38°.
Gasiti latura EF.

3.6. °1n triunghiul MKP este cunoscut, ca KP= 8 cm, AK= 106°, ZP = 32°.
Gasiti latura MP.

3.7. ° Pentru Determinarea distantei de la punctulZpana la clopotnita B care se
afla pe al mal al unui rau (fig. 3.6), cu ajutorul jaloanelor, ruletei si a dispo-
zitivului de masurare aunghiurilor (teodolitul) s-a Tnsemnat pe loc punctul
C astfel, ca ABAC =42°, ZACB = 64°, AC =20 m. Cum de aflat distanta
de la punctul A pana la clopotnita B1 v\flati aceasta distanta.



3. Teorema sinusurilor 25

Fig. 3.6

3.8. °In triunghiul ABC este cunoscut, ca BC=a, ZA =a,ZC =y. Gasiti la-
turile AB sTAC.

3.9. ° Diagonala unui paralelogram este egala cu d si creeaza cu laturile lui un-
ghiurile a si (3 Aflati laturile paralelogramului.

3.10. ° Aflati unghiul A al triunghiului ABC, daca:
1)AC=2cm,BC=1cm, AB = 135
2) AC=V2 cm, BC =V3 cm, ZB = 45°.
Cate solutii are problema 1n fiecare din cazuri? Argumentati raspunsul.

3.11. ° Exista oare un astfel de triunghi ABC, ca sinA = 0,4, AC = 18 cm,
BC = 6 cm? Argumentati raspunsul.

3.12. ° IntriunghiulDAFeste cunoscut,cdDE = 8 cm,sin F= 0,16.Gasitiraza
circumferintei circumscrise triunghiului DEF.

3.13. ° Raza circumferintei circumscrise triunghiului MKP, este egala cu 5 cm,
sin M = 0,7. Gasiti latura KP.

3.14. " Pe prelungirea laturii AB al triunghiului ABC dupa punctul B s-a notat
punctul D. Gasiti raza circumferintei circumscrise triunghiului ACD, daca
ZABC = 60°, AADC = 45°, iar raza circumferintei, circumscrise triunghiului
ABC, este egala cu 4 cm.

3.15. "Raza circumferintei circumscrise triun- B
ghiului ABC este egala cu 6 cm. Gasiti raza
circumferintei circumscrise triunghiului AOC,
unde 0 este punctul de intersectie a bisectoa-
relor triunghiului ABC, daca AABC = 60°.

3.16. " Folosind datele din figura 3.7, aflati
segmentul AD, dacd CD = a, ABAC =,
ZDBA =@ Fig. 3.7
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3.17. "Folosind datele din figura 3.8, aflati seg- A
mentul AC, daca BD = m, AABC = a,
AADC =3

3.18. " Pe latura AB a triunghiului ABC s-a
Tnsemnat punctul M astfel, ca AAMC = q
Aflati segmentul CM, daca AB = ¢, AA = a,
ZACB =vy.

3.19. "In triunghiul ABC este cunoscut, ca AA =
= a, AB = (3 Pe latura BC s-a notat punctul
D astfel, ca AADB = g AD = m. Aflasi latu-
ra BC.

Fig. 3.8

3.20. " Demonstrati, ca bisectoarea triunghiului Tmparte latura lui Tn segmente,
lungimile carora sunt invers proportionale sinusurilor unghiurilor adiacente
la aceasta latura.

3.21. "Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 6 cm si 12 cm, iar naltimea
dusa la a treia latura - 4 cm. Aflati raza circumferintei circumscrise acestui
triunghi.

3.22. " Aflati raza circumferintei circumscrise unui triunghi isoscel cu baza egala
cu 16 cm si latura laterala cu 10 cm.

3.23. " O latura a uni triunghi este egala cu 24 cm, iar raza circumferintei cir-
cumscrise lui- 873 cm. Cu ce este egal unghiul triunghiului, opus laturii

date?

3.24. "Traseul pentru biciclisti are o forma de triunghi, doua unghiuri ale caruia
sunt egale cu 50° si 100°. Latura mai mica a acestui triunghi unul din biciclisti
1l trece Intr-o ora. In cit timp el va trece tot traseul? Raspunsul dati-1 Tn ore,
rotunjindu-1 la zecimi.

3.25. " in triunghiul ABC este cunoscut, cdA AC = b, ZA =a, ZC =y. Aflati
bisectoarea BD a triunghiului.

3.26. " Bazaunui triunghi isoscel este egala cu tf,unghiul opus ei este egal cu a.
Aflati bisectoarea triunghiului, dusa din varful unghiului de la baza.

3.27. " Demonstrati, folosind teorema sinusurilor, ca bisectoarea triunghiului
Tmparte laturalui Tn segmente,lungimile carora sunt proportionale laturilor
alaturatel

1 Va amintim, ca afirmatia folosirii teoremei despre segmentele proportionale
a fost demonstrata Tn manualul de clasa a -8-a de aceiasi autori si editura. Pe
parcurs ne v-om referi la acest manual astfel: “Geometria de clasa a 8-a”, nota
traducatorului.
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3.28. " Bazele unui trapez isoscel sunt egale cu 9 cm si 21 c¢m, iar Tnaltimea -
8 cm. Aflati raza circumferintei circumscrise acestui trapez.

3.29. " Segmentul CD este bisectoarea triunghiului ABC, Tn care AA = a,
AB = 3 Prin punctul D este dusa o dreapta, care este paralela laturii BC si
intersecteaza laturaAC Tn punctul E, totodata AE = a. Gasiti segmentul CE.

3.30. " Media AM atriunghiului ABC este egala cu m si creeaza cu laturile AB
sTAC unghiurile a si @ corespunzator. Aflati laturile AB si AC.

3.31. " Media CD atriunghiului ABC este egala cu m si creeaza cu laturile AB
STAC unghiurile a si @corespunzator, BC = a. Aflati mediana CD.

3.32. " Inaltimile triunghiului ascutitunghicABC se intersecteaza in punctul H.
Demonstrati, ca razele circumferintelor circumscrise triunghiurilor AHB,
BHC,AHC sTABC, sunt egale.

3.33. " Drumurile care leaga satele A, B si C (fig. 39), creeaza un triunghi, tot-
odata drumul din satul A la satul C este asfaltat, iar drumurile din satele A
la satul B si din satul B la satul C- pietruite. Drumurile, ce duc de la satul
A la satul B si C, creeaza unghiului, marimea caruia este egala cu 15°, iar
drumurile, ce duc din satul B la satele AsT C,- unghiul marimea caruia este
de 5°. Viteza miscarii automobilului pe drum de asfalt este de 2 ori mai mare
decat viteza lui pe drum pietruit. Care drum este necesar de ales soferului
automobilului, ca sa ajunga mai repede din satul A la satul B?

3.34." Drumurile din satele A si B se unesc langa intersectia C (fig. 3.10). Dru-
mul din satul A pana la intersectie creeaza cu drumul din satul A la satul
B un unghi care este egal cu 30°, iar drumul din satul B pana la intersectie
creeaza cu drumul din satul B la satul A un unghi marimea caruia este de
70°. In acelasi timp din satul A spre intersectie s-a pornit un autoturism cu
viteza de 90 km/h, iar din satul B - un autobus cu viteza de 60 km/h. Cine
dintre ei va ajunge primul la intersectie?
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Fig. 3.10

EXERCITII PENTRU REPETARE

3.35. Bisectoarele unghiurilor B si C a dreptunghiului ABCD intersecteaza
laturaAD in punctele M sTK corespunzator. Demonstrati, cdA BM = CK.

3.36. Tn figura 3.11 DE\\AC, FK\\AB. Indicati, B
care triunghiuri Tn aceasta figura sunt asemanatoa-
re.

3.37. Pe latura AB a patratului ABCD este notat
punctul K, iar pe latura CD - punctul M astfel,
cAAK:KB=1:2,DM:M C= 3:1 Aflati latura

patratului, daca MK = 13 cm. )
Fig. 3.11

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREATEMEI NOI 1

3.38. Rezolvati triunghiul dreptunghic:
1) conform adoua catete a= 7 cm si b= 35 cm;
2) conform aipotenuzei c= 17 cm si catetei a= 8 cm;
3) conform aipotenuzei c= 4 cm si aunghiului ascutit a = 50°;
4) conform catetei a= 8 cm si aunghiului opus a = 42°.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

3.39. Intr-o circumferinta cu razade 1 cm este inscris un pentagon. Demonstrati
ca suma lungimilor laturilor lui si a diagonalelor este mai mica de 17 cm.
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4. Rezolvarea triunghiurilor

Arezolvatriunghiul Tnseamna a afla toate laturile si unghiurile necunoscute
ale triunghiului conform laturilor si unghiurilor cunoscutel

In clasa a 8-a voi v-ti Tnvatat sa rezolvati triunghiurile dreptunghice.
Teoremele cosinusurilor si sinusurilor ofera posibilitatea rezolvarii oricaror
triunghiuri.

In problemele urmatoare valorile functiilor trigonometrice le vom
gasi cu ajutorul calculatorului de buzunar si le vom rotunji pana la sutimi.
Marimile unghiurilor le vom gasi Tn acelasi mod si rotunji aceste valori
pana la unitati. Calculand lungimile laturilor, rezultatul il vom rotunji
pana la zecimi.

Problema 1. Rezolvati triunghiul (fig. 4.1) conform laturii a= 12 cm si
adoua unghiuri 3= 36°,y = 119°.

Rezolvare. Folosind teorema despre

sumaunghiurilor triunghiului obtinem: a =
180° - ((3+y) = 180° - 155° = 25°.

Conform teoremei sinusurilor —— = .
sin p Flg 41

= -2 R altih = 2sif Avem:

_12sin36° 12-0,59

sin 25° 0,42
larasi aplicam teorema sinusurilor si scriem:
c a

b ~16,9 (cm).

siny sina

. asmy
De aici c =
sin a

Ob;mem:C _12sin119° _ 12sin 61° _ 12-0,87

sin 25° ~ sin25° ~ 042
Raspuns: b« 16,9 cm, c« 24,9 cm, a = 25°. J1

24,9 (cm).

Problema 2. Rezolvati triunghiul conform a doua laturi a= 14 cm,
b= 8 cm si aunghiuluiy = 38° cuprins intre ele.

1 In problemele acestui punct si in exercitiile 4.1.—4.9 sunt acceptate Tnsemnarile:
a, bsic —ungimile laturilor triunghiului, a, P siy _ marimile unghiurilor, opuse cores-
punzator laturilor cu lungimile a, b si ¢
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Rezolvare. Dupa teorema cosinusurilor (? = a2+ P - 2abcosy.
De aici

€2=196 + 64 - 2«14 «8 cos 38° = 260 - 224 «0,79 = 83,04;

c~91cm.
Mai departe vom avea:
a2= b2+ 2- 2bccos oc;
2,¢ 2
6°+€ - a 82+9,12 - 142
cosa = ; COSA = =memmmmemememmemeee- =-0,34.
26¢ 2-8-9,1
De aici a « 110°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:
(3=180°- (a+y);, B« 180° - 148° = 32°.

Raspuns: c« 9,1 cm, a « 110°, B« 32°. M

Problema 3. Rezolvati triunghiul conform atreilaturia= 7 cm,b =2 cm,
c=8cm.

Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilora2= P + 2-2bc cos oc.De aici

62+¢ - a2 4+64-49 .
cosa = cosa = 0,59. Obtinem: a « 54°.
26¢ 2.2-8
Dupa teorema sinusurilor -------= ----—- -. De;

sina sin @3

. n 6sina . 2sin54° 2-0,81
sin(3 = --------- ; sm(:]% = =
a 7 7

Deoarece b —lungimea celei mai mici laturi ale triunghiului dat, atunci
unghiul @este ascutit. Atunci aflam, ca @« 13°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:

y=180°- (a + (3); y « 180° - 67° = 113°.
Raspuns: a « 54°, B« 13°,y « 113°. M

=0,23.

Problema4. Rezolvati triunghiul conform a doua laturi si a unghiului
opus uneia din laturi:

1) a=17cm,b=6 cm, a = 156°;
2) b=7cm,c=8cm, 3= 65°
3)a=6cm,b=5cm, (3= 50°. b

- . d -
Rezolvare. 1) Conform teoremei sinusurilor -------=-—--—--. De aici
sma sm

. n 6sina . n 6sinl56° 6sin24° 6-0,41
sin(3 = ----—----- ; sin(3 = = = =0,14.
a 17 17 17




4. Rezolvareatriunghiurilor 31

Deoarece unghiul a al triunghiului dat este obtuz atunci unghiul (3 este
ascutit. Atunci gasim, ca 3« 8°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem: y = 180°
- (a+ @3y« 16°. a c
Dupa teorema sinusurilor —
sma smy

ici asmy 17sin 16° 17-0,28
De aici ¢ = --—-—--= S cm
sin a sin 156° 041

Raspuns: B« 8°,y« 16° c« 11,6 cm.

:11,6 (cm).

. . c
2) Conform teoremei sinusurilor
smp smy

csmp _y_85in65° 8-0,91

S\e aici siny = ----E)----; sin =1,04 >1, ceeace nu

7
este posibil.
Raspuns: probleme nu are solutii.
3) 3) Conform teoremei sinusurilor 3) De aici
sma sm|

_6sin50° 6-0,77
5 5
Sunt posibile doua cazuri: a « 67° sau a « 180° - 67° = 113°.
Sa cercetam cazul cand a « 67°.

Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:

y=180°- (a + (3);y ~ 180° - 117° = 63°.

. asm .
sina = b sin a 0,92.

L . b
Conform teoremei sinusurilor -------= ---—---- .

- bsiny 5sin 63° _ 5-0,89
De aici ¢ = ————---- ccm
smp sin 50° 0,77
Sa cercetam cazul cand a « 113°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:
y=180°- (a + (3);y ~ 180° - 163° = 17°.

fesiny . 5sinl7° 5-0,29 S
bDeoarece ¢ = ------=- , atunci ¢ « --- « 1,9 (cmj.
sinp sin50° 0,77

Raspuns: a« 67°,y« 63°,c~58cmsaua « 113°y« 17°,c~19cm. M

Ceinseamna a rezolva triunghiul?
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\ / EXERCITI

4.1. ° Rezolvati triunghiul dupa o latura si doua unghiuri:

1) a=10 cm, 3=20°y = 85°% 2) b= 16 cm, a = 40°, 3= 110°.
4.2. ° Rezolvati triunghiul conform unei laturi si a doua unghiuri:
1) b=9cm,a =35°y=70°% 2) c= 14 cm, (3= 132°,y = 24°.

4.3. ° Rezolvati triunghiul dupa doua laturi si a unghiului cuprins intre ele:
1) b=18cm,c=22 cm, a = 76°;
2) a=20cm, b= 15cm,y = 104°.

4.4. ° Rezolvati triunghiul dupa doua laturi si a unghiului cuprins intre ele:

1) a=8cm,c=6cm, 3= 15°% 2)b=7cm,c=5cm, a = 145°.
4.5. ° Rezolvati triunghiul conform celor trei laturi:
V)a=Acm,b=5cm,c=1 cm; 2) a=26 cm, $=19 cm, c=42 cm.
4.6. ° Rezolvati triunghiul conform celor trei laturi:
1) a=5cm,b=6cm,c=8cm; 2) a=21 cm, b=17 cm, ¢c=32 cm.

4.7. ° Rezolvati triunghiul, in care:
1) a= 10 cm, b=3 cm, 3= 10°, unghi a ascutit;
2) a=10cm, b=3 cm, 3= 10° unghi a obtuz.

4.8. " Rezolvati triunghiul dupa doua laturi si aunghiului, care este opus uneia
din laturile date:
1) ~=7cm,b=11 cm, 3= 46°; 3)a=7cm,c=3cm,y=27°.
2) b=15cm,c= 17 cm, 3= 32

4.9. "Rezolvati triunghiul dupa doua laturi si a unghiului, care este opus uneia
din laturile date:
1) a=23 cm,c=30 cm,y = 102°
2)a=18cm,b=25cm, a = 36°.

4.10. "1n triunghiul ABC este cunoscut, ckAB = BC =20 cm, AA = 70°. Aflati:
1) latura AC\
2) mediana CM\
3) bisectoarea AD\
4) raza circumferintei circumscrise triunghiului ABC.

4.11. "Diagonala”Ca trapezului isoscel*RCZ) (BC JAD) este egald cu 8 cm,
ZCAD =38° ZBAD = 72°. Mati:
1) laturile trapezului;
2) raza circumferintei circumscrise triunghiului ABC.

4.12. ™ Bazele trapezului sunt egale cu 12 cm si 16 cm, iar laturile laterale- 7 cm,
si 9 cm. Aflati unghiurile trapezului..
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EXERCITII PENTRU REPETARE

4.13. Bisectoarea unghiului B a paralelogramului ABCD intersecteaza latura
lui AD Tn punctul M, iar latura CD in continuarea dupa punctul D - n
punctul K. Aflati segmentul DK, da.ca.AM= 8 cm, iar perimetrul paralelo-
gramului este egal cu 50 cm.

4.14. Perimetrul unuia din doua triunghiuri asemenea este cu 18 cm mai mic
de la perimetrul celui de-al doilea triunghi, iar doua laturi corespunzatoare
a acestor triunghiuri sunt egale cu 5 cm, si 8 cm. Aflati perimetrele triun-
ghiurilor date.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREATEMEI NO1

4.15. Punctul M —este mijlocul laturii CD a drept-
unghilui ABCD (fig. 4.2),AB =6 cm,AD =5 cm.
Cu este egala aria triunghiului ACMi

4.16. Pe laturaAC atriunghiului ABC este notat punc-
tul D astfel, cda AADB = a. Demonstrati ca

&pec =-AC «BD sin a.

TRIGONOMETRIA - STIINTA DESPRE MASURAREA
TRIUNGHIURILOR

Voi stiti, ca calatorii antici se orientau dupa stele si planete. Ei puteau destul
de exact sa determine localizarea corabiei Tn ocean sau a caravanei Tn pustiu dupa
amplasarea astrilor pe bolta cereasca. Totodata unul din criteriile de orientare
era Tnaltimea, la care se ridica deasupra orizontului unul sau altul corp ceresc
n localitatea data Tntr-un anumit moment de timp.

Bineinteles, ca nemijlocit de masurat aceasta Tnaltime este imposibil. De
aceea savantii au Tnceput sa elaboreze metode de masurari indirecte. Aici un
rol important ajucat rezolvarea triunghiului, doua varfuri ale caruia se aflau
pe suprafata Pamantului, iar a treia era steaua (fig. 4.3) - va este cunoscuta
problema 3.17.
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Pentru arezolva asemenea probleme astronomilor stravechi le era necesar
sa se Tnvete a gasi legaturile reciproce intre elementele triunghiului. Astfel
a aparut stiinta trigonometria - stiinta, care studiaza dependentele intre
laturile si unghiurile triunghiului. Termenul “trigonometria” (de la cuvintele
grecesti “trigonon” - triunghi, si “metreo” - masurare) Thseamna “masurarea
triunghiurilor”.

In figura 4.4. este prezentat unghiul central AOB, care este egal cu 2a.
Din triunghiul dreptunghic OMB avem: MB = OB sin a. Deci, daca intr-o
circumferinta unitara de masurat jumatatile lungimilor corzilor, care Tntind un-
ghiurile centrale cu marimea de 2°,4°,6°,180 °, atunci astfel noi vom calcula
valorile sinusurilor unghiurilor de 1°, 2°, 3°,..., 90° corespunzator.

Masurand lungimile semicorzilor, astronomul antic grec Hiparh (sec al l1-a
1. Hr.) aalcatuit primele tabele trigonometrice.

Notiunea de sinus si cosinus apare Tn tractatele trigonometrice ale savantilor
indieni Tn sec. 1V-V ale erei noastre. In Sec al X-a savantii arabi operau cu
notiunea de tangenta, care a aparut la cerintele gnomonicii - stiintei despre
ceasornicele solare (fig. 4.5).

Fig.4.5

In Europa prima lucrare, Tn care trigonometria se cerceteaza ca stiinta
aparte, afost tractatul “Cinci carti despre triunghiurile de toate tipurile ”, pri-
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Leonhard Euler
(1707-1783)

llustru matematician, fizician, mecanic

si astronom, autorul a peste 860 de lucrdri stiintifice,
membru al academiilor de stiinte al Petersburgului,
Berlinului, Pragai, a asociatie regale din London

si a multor alte academii si asociatii stiintifice.
Numele lui Euler se intalneste aproape in toate
domeniile matematicii: teoremele lui Euler,
identitatile lui Euler, unghiuri, functii, integrale,
formule, ecuatii substitutii etc.

ma data tiparit in anul 1533, Autorul lui a fost savantul german Regiomontan
(1436-1476). Acelasi savant a descoperit teorema tangentelor:

a-p P-Y Y-a
tg tg
a-b_ 2 b-c 2 c-a 2
a+b , atP’ b+c P+y’' c+a Y+a'
tg 2 tg

Unde a,b si ¢ - lungimile laturilor triunghiului, a, 3siy- marimile unghiurilor
triunghiului, opuse corespunzator laturilor cu lungimile a, b si c.

Aspectul contemporan trigonometria 1-a obtinut in lucrarile marelui mate-
matician Leonhard Euler.

5. Formulele pentru aflarea ariei
triunghiului

Din cursul de geometrie clasaa 8-avoi stiti ca aria Satriunghiului cu laturile
a, b si csi Tnaltimile ha hbsi hcse poate calcula dupa formulele

Acum la noi a aparut posibilitatea de a obtine Tnca cateva formule pentru
aflarea ariei triunghiurilor.

Teorema 5.1.Ariatriunghiuluiesteegalacujumatateaprodusuluiadoua
laturi ale lui si asinusului unghiului cuprins intre ele.

Demonstratie. © Sa cercetam triunghiul ABC, aria caruia este egala cu S,
astfel, ca BC = a,AC = b si AC =y. Vom demonstra, ca

S =—absin
2 y
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Sunt posibile trei cazuri:

1) unghiul y ascutit (fig. 5.1);
2) unghiul y obtuz (fig. 5.2);
3) unghiul y drept.

In figurile 5.1 si 5.2 vom duce Tnaltimea BD a triunghiului ABC. Atunci
S=-BD-AC =-BD-b.
2 2

Din triunghiul dreptunghic BDC 1 primul caz (vezi fig. 5.1) vom obtine:
BD = asiny, iar In al doilea (vezi fig. 5.2): BD = asin (180° —y) = asiny. De

aici pentru primele doua cazuri avem: S = siny.

Daca unghiul C este drept, atunci sin Y= 1. Pentru triunghiul dreptunghic
ABC cu catetele a si b avem:

S =—ab=—absin 90° = —absiny. «
2 2 2

Teorema 5.2(formula lui 1llcroncy).AriaSatrinnghiuluicnlatnrile
a, bsi csepateu calcula dupaformula

S=+*Jp(p~a)(p-b)(p-c),

undep —semiperimetrul lui.

Demonstratie.QSa. cercetam triunghiul ABC, aria caruia este egald cu S,
astfel, ca BC = a,AC = b,AB = c. Vom demonstra, ca

S =yip{p - a){p -b){p - o).

1 Heron din Alexandria - savant antic grec, care atrait in sec. al 1-a al e.n.
Lucrarile lui din matematica sunt enciclopedie a matematicii aplicate.
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Fie Z C =y. Vom scrie formula ariei triunghiului:
S= Eab siny. de aici S2= Za2b25in2y.
Confor teoremei cosinusurilor t? = a2+ b2- 2abcosy.
. a2 +('32 - 02
Atuci cosy =-
2ab

Deoarece sin2y = 1- cos2y = (1 - cosy) (1 + cosy), atunci:

S2=—a202(1- cosy)(1+cosy) =

cf +
=~a224d1- 1+
2ab 2ab
1 ?b,2 2ab-a2-b2+c2 2ab+a2+b2-c2
- —a -
2ab 2ab

= (c2-(a-b)2)«a +b)2-c2)=
16

c-a+b c+a-b at+b-c a+b+c
2 2 2 2
(a+b +c)- 2a(a+b+c)-2b (a+b+c)-2c a+b+c

---------------- =P(P~a)(p-b)(p-c).

Deaici S= p(p-a)(p-b)(p-rc). <«

37

Teorema 5.3. Aria S a triunghiului cu laturile a, b si c sepoate calcula

dupaformula
abc

S =
4R’

undeR - raza circumferintei circumscrise triunghiuluL

Demonstratie. © Sa cercetam trmnghiulABC, aria caruia este egala cu S,

astfel, ca BC = a,AC = b,AB = c. Vom demonstra, ca S = unde R - raza

circumferintei circumscrise triunghiului.
Fie ZA = a. Vom scrie formula ariei triunghiului:

S =—bcsina.
2
Din lema p. 3. reiese, ca sina = .
2R
Atunci s =ibc sin a :1—’bc-§--—§99-_ <
2 2 2R 44
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Mentionam, ca formula demonstrata ofera posibilitatea gasirii razei
circumferintei circumscrise triunghiului conform formulei

abc
~4S

R

Teorema 5.4. Aria triunghiului este egala cuprodusulsemiperimetrului
lui si a razei circumferintei Thscrise in triunghi.

D emonstrcttie. 0 In figura 5.3 este
prezentat triimghiul ABC, in care este Tnscrisa
circumferinta cu raza r. Vom demonstra, ca

S=pr,
unde S- aria triunghiului dat,p - semi pe-
rimetrul lui.

Fie punctul 0 - centrul circumferintei
Tnscrise, care se atinge de laturile triunghiului
ABC in punctele M, N si P. Aria triunghiului
ABC este egala cu suma ariilor triunghiurilor

J10B, BOC si COA:

S =SB+ "BOC + "OOA
Sa ducem razele n punctele de tangenta. Vom obtine: OM _LAB, ON_LBC,

OP L CA. De aici:
SAR=-OM-AB =~r-AB;

SREL=-ON «BC =-r =BC;
B 2 2

Sro, = ?OP *AC = 2—r *AC.

AB +BC +AC
Deci,Sz;r-AB+?r-BC+?r-AC=r mppr. «

Teorema 5.4 este generalizata de astfel de teorema.

Teorema 5S. Ariapoligonnini circumscris este egala cuprodusulperime-
trului lui si a razei circumferintei Tnscrise in el.
Demonstrati aceasta teorema sine statator (fig. 5.4).
Mentionam. Ca teorema 5.5 da posibilitate de a afla raza
circumferintei Tnscrise Tn poligon dupa formula
S
r = —
P

Fig. 5.4
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0 "i Problema 1. Demonstrati, ca aria
S a paralelogramului se poate calcula conform
formulei
S=absinoc,

unde a si b - lungimile laturilor megiese ale
paralelogramului, a - unghiul cuprins intre ele.

Rezolvare. Sa cercetam paralelogramul
ABCD, in care AB = a, AD = b, ABAD = a
(fig. 5.5). Ducem diagonale BD. Deoarece
JABD = ACBD, atunci scriem:

&abcd = 2&abd = N'-ab sina =absina. «

Problema 2. Demonstrati, ca aria patrulaterului convex este egala cu
jumatatea produsului diagonalelor lui si a sinusului unghiului cuprins ntre ele.
Rezolvare. Fie ca unghiul intre diagonalele AC
si BD a patrulaterului ABCD este egal cu o In figu-
ra5.6 ZAOB = ¢b. Atunci ABOC =ZAOD = 180° - &
si ACOD = ¢. Avem:
&BD= &B+ "B+ "AD+ "DOA=

= -20 B <OA <sin (p+2-0 B «OC =sin (180° - ¢ +

Fig. 5.6

g
1

+-ZOC 0D =sin (p+éOD «OA =sin (180°
=-0OB (OA+0C)=sinth+-0OD (OC +OA) =sin ¢ =
= -ZOB «AC =sin q3+;OD «AC =sin ¢ = -ZAC (OB + OD) =sin ¢p =

=-2AC *BD =sin ). «

Problema 3. Laturile unui triunghi sunt egale cu 17 cm, 65 cm si 80 cm.

circumscrise triunghiului.
Rezolvare. Fiea= 17 cm, b= 65 cm, c= 80 cm.

Aflam semi perimetrul triunghiului: p =~ +2~ +2~ =gj (cm). Wria tri-

unghiului o vom calcula dupa formula lui Herone:
S =sjp(p-a) {p-b){p-c) =7/81(81-17) (81- 65) (81 - 80) =
=my8l-64-16 =984 =288 (cnr).
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Cea mai mica Tnaltime este Tnaltimea, dusa la latura cea mai mare a lui,

lungimea céareia este egala cu C.

2 » 1, . 2S 2 =288 s .
Deoarece = —¢/r, atunci h, = — = .. = 7,2 (cm).
2 c 80

™m . ro. A S 288 32 s

Kaza circumrerintei mscrise r = — = ———-= — (cm).
p 81 9

. . r. .. . abc 17-65-80 17-65-5 5525 . N

KazaarcmTLrennteicircuiTiscnse R = -——— = = = (cm).
4S 4-288 4-18 72

IE - 7 (i 32 5525

aspuns: 1,L1ecm, — cm ,—— cm
r 9 72

1. Cum se poate calcula aria triunghiului, daca sunt cunoscute doua laturi ale lui si
unghiul cuprins intre ele?

2. Scrieti formula lui Herone pentru calcularea ariei triunghiului.

3. Cum se poatecalcula aria triunghiului cu laturile </si rsi a razeiTia circumferintei
circumscrise?

4. Cum se poate calcula raza circumferintei circumscrise triunghiului, daca sunt
cunoscute aria triunghiului si laturile lui?

5. Cum se poate afla aria triunghiului, dacd sunt cunoscute semi perimetrul lui si
raza circumferintei circumscrise triunghiului?

6. Cum se poate afla raza circumferintei inscrise in triunghi, dacd sunt cunoscute
aria triunghiului si laturile lui?

7. Cu ce este egala aria poligonului circumscris?

EXERCITI

5.1.° Wflati aria triunghiului ABC, daca:
1) AB =12 cm,AC =9 cm, AA = 30°%
2)AC=3cm,BC=6S cm,ZC = 135°.
5.2. ° Aflati aria triunghiului DEF, daca:
1)DE=7cm,DF =8cm, AD = 60°
2) DE =10cm, EF =6 cm, AE = 150°.

5.3. ° Ariatriunghiului M KN este egala cu 75 cm2 AflatiMK, dacaK N = 15 cm,
AK= 30°.
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5.4. ° Aflati unghiul intre laturile date ale triunghiului ABC, daca:
1) AB = 12 cm, BC = 10 cm, aria triunghiului este egala cu 30n/3 cm2,

2) AB = 14 cm,AC = 8 cm, aria triunghiului este egala cu 56 cm2

5.5. ° Aria triunghiului ABC este egala cu 18 cm2 Este cunoscut, ckAC = 8 cm,
BC = 9 cm. Aflati unghiul C.

5.6. ° Aflati aria triunghiului isoscel cu latura laterala egala cu 16 cm si a un-
ghiului de la baza 15°.

5.7. ° Aflati aria triunghiului cu laturile:

1) 13 cm, 14 cm, 15 cm; 2)2cm, 3 cm, 4 cm.
5.8. ° Aflati aria triunghiului cu laturile:
1) 9 cm, 10 cm, 17 cm; 2) 4cm,5cm, 7 cm.

5.9. ° Aflati cea mai mica Tnaltime a triunghiului cu laturile 13 cm, 20 cm
si 21 cm.

5.10. ° Aflati cea mai mare Tnaltime a triunghiului cu laturile 11 cm, 25 cm
si 30 cm.

5.11. ° Perimetrul triunghiului este egal cu 32 cm, iar raza circumferintei Tnscrise
Tn triunghi - 1,5 cm. Aflati aria triunghiului.

5.12. ° Aria triunghiului este egala cu 84 cm2, iar perimetrul - 72 cm, aflati raza
circumferintei Tnscrise n triunghi.

5.13. ° Aflati razele circumferintelor inscrise si circumscrise triunghiului cu
laturile:
1) 5cm, 5cm si 6 cm; 2) 25 cm, 29 cm si 36 cm.

5.14. ° Aflati razele circumferintelor inscrise si circumscrise triunghiului cu
laturile 6 cm, 25 cm si 29 cm.

5.15. ° Aflati aria paralelogramului conform laturilor lui a si b si aunghiului a
cuprins intre ele, daca:

1) a=542 cm,b=9cm, a = 45°
2)a=10cm, b= 18 cm, a = 150°.

5.16. ° Cu ce este egala aria paralelogramului laturile caruia sunt egale cu 7 cm
si 12 cm, iar unul din unghiuri - 120°?

5.17. ° Aflati aria rombului cu latura 9 >/3 cm si unghiul 60°.

5.18. ° Diagonalele patrulaterului convex sunt egale cu 8 cm si 12 cm, iar unghiul
cuprins intre ele - 30°. Aflati aria patrulaterului.

5.19. ° Aflati aria patrulaterului convex diagonalele caruia sunt egale cu 3-¥3
cm si 4 cm, iar unghiul cuprins intre ele - 60°.

5.20. ° Aflati laturalaterala a triunghiului isoscel, aria caruia este egala cu 36 cm2,
iar unghiul de lavarf- 30°.
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5.21. " Care triunghi cu doua laturi date are cea mai mare arie?

5.22. " Se poate oare ca ariatriunghiului cu laturile de 4 cm si 6 cm safie egala cu:
1) 6 cm2, 2) 14 cm2, 3) 12 cm2?

5.23/ D oua laturi alaturate ale paralelogramului sunt corespunzator egale
cu doua laturi ale unui dreptunghi. Cu ce este egal unghiul ascutit al
paralelogramului, daca aria lui este de ori mai mica decat aria drept-
unghiului?

5.24/ Gasiti raportul ariilor S2si S2ale triunghiurilor, reprezentate n figura 5.7
(lungimile segmentelor sunt date Tn centimetri).

Fig.5.7

5.25/ Segmentul AD - este bisectoarea triunghiului ABC. Aria triunghiului
ABD este egala cu 12 cm2, iar a triunghiului ACD - 20 cm2 Aflati raportul
laturii AB catre laturaAC.

5.26/ Aflati aria triunghiului, latura caruia este egala a, iar unghiurile adiacente
ei sunt egale cu 3siy.

5.27/ Raza circumferintei circumscrise triunghiului este egala cu R, iar doua
unghiuri ale triunghiului sunt egale cu a si (3 Aflati aria triunghiului.

5.28/ Tn triunghiul ABC este cunoscut, ckAC = b, AA = a, AB = (3 Aflati aria
triunghiului.

5.29/ In triunghiul AB Cunghiul A este egal cu a, iar Tnaltimile BD si CE sunt
egale corespunzator cu hxsi h2-Aflati aria triunghiului ABC.

5.30/ Segmentul BM - este Tnaltimea triunghiului ABC, BM= h, AA = a,
AABC = (3 Aflati aria triunghiului ABC.

5.31/ In triunghiul cu laturile de 17 cm, 25 cm si 28 cm este Tnscrisa o
circumferintd, centrul careia este unit cu varfurile triunghiului, aflati aria
triunghiurilor care totodata s-au obtinut.

5.32/" Segmentul AD - este bisectoarea triunghiului ABC, AB = 6 cm,
AC = 8cm, ABAC = 120°. Aflati bisectoarea AD.
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5.33. " Aflati aria trapezului, bazele caruia sunt egale cu 10 cm si 50 cm. lar
laturile laterale - 13 ¢cm si 37 cm.

5.34. " Bazele trapezului sunt egale cu 4 cm si 5 cm, iar diagonalele - 7 cm si 8
cm. Aflati aria trapezului.

5.35. " Segmentele BMsi CK—sunt inaltimile triunghiului ascutitunghicA5C,
AA = 45°. Aflati raportul ariilor triunghiurilor AM K sTABC.

5.36. " Laturile unui triunghi sunt egale cu 39 cm, 41 cm si 50 cm. Aflati raza
circumferintei centrul careia apartine celei mi mari laturi ale triunghiului si
care este tangenta la altele doua laturi ale lui.

5.37. " Varfurile triunghiului sunt unite cu centrul circumferintei Tnscrise n el.
Segmentele duse Tmpart triunghiul Tn triunghiuri, ariile carora sunt egale
cu 26 cm2 28 cm2si 30 cm2 Aflati laturile triunghiului dat.

5.38. " Demonstrati,cd — +— +— = unde hx h, si h3- lungimile Tnaltimi-
hx h2 h3 r
lor triunghiului, r - raza circumferintei Tnscrise.

EXERCITII PENTRU REPETARE

5.39. Perpendiculara dinvarful dreptunghiului la diagonalalui, imparte unghiul
dat Tn raportul de 4 : 5. Determinati unghiul intre aceasta perpendiculara si
cea de-a doua diagonala.

5.40. Linia medie MK a trapezului ABCD (BC JAD) este egala cu 56 cm.

Prin punctul M al laturii AB este dusa o dreaptd, care este paralela laturii
CD si intersecteaza baza AD n punctul E astfel, ca.AE : ED = 5:8. Aflati
bazele trapezului.

5.41. Segmentul CD - este bisectoarea triunghiului ABC. Prin punctul D este
dusa dreapta, care este paralela dreptei AC si intersecteaza latura BC in
punctul E. Aflati segmentul DE, dacaAC = 16 cm, BC = 24 cm.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREATEMEI NOI*

5.42. Aflati suma unghiurilor heptangonului convex.

5.43. Exista oare un poligon convex, suma unghiurilor caruia sa fie egala cu:
1) 1080°; 2) 1200°?

5.44. Exista oare un poligon, fiecare unghi al caruia sa fie egal cu:
1) 72°; 2) 171°?
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5.45. Exista oare corecta afirmatia (argumentati raspunsul):

1) daca toate laturile poligonului, Tnscris Tn circumferinta, sunt egale, atunci
si toate unghiurile lui tot sunt egale;

2) daca toate unghiurile poligonului, Tnscris Tn circumferinta, sunt egale,
atunci de asemenea sunt egale si laturile lui;

3) daca toate laturile poligonului, circumscris circumferintei, sunt egale,
atunci si toate unghiurile lui tot sunt egale;

4) daca toate unghiurile poligonului, circumscris circumferintei, sunt egale,
atunci de asemenea sunt egale si laturile lui?

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

5.46. Este dat un patrat cu dimensiunile 99x99 patratele (de caiet). Fiecare
patratel al patratului este vopsit Tn culoare neagra sau alba. Se permite de
vopsit din nou toate patratele unei coloane sau a unui oarecare rand Tn acea
culoare, patratelele caruia Tn aceasta coloana sau rand au fost mai multe pana
la revopsire. Oare totdeauna se poate de a obtine aceea, ca toate patratelele
patratului sa devina de aceiasi culoare?

CIRCUMFERINTAEXINSCRISATRIUNGHIULUINN™

Sa ducem bisectoarele a doua unghiuri exterioare din varfimle A si C ale
triunghiului ABC (fig. 5.8). Fie O - este punctul de intersectie ale acestor bisec-
toare. Atunci punctul O este egal departat de la dreptele AB, BC sTAC.

Vom duce trei perpendiculare: OM LAB, OKLAC, ON _LBC. Bineinte-
les cda OM = OK = ON. Deci, exista o circumferinta cu centrul Tn punctul 0,
care este tangenta la latura triunghiului si la prelungirile altor doua laturi ale
lui. Astfel de circumferinta se numeste circumferinta exinscrisa triunghiului
ABC (fig. 5.8).

Deoarece OM = ON, atunci punctul 0 apartine bisectoarei unghiului ABC.

Orice triunghi are trei circumferinte exinscrise. In figura 5.9 centrele lor
sunt Thsemnate 0A 0Bsi 0C Razele acestor circumferinte le vom Tnsemna
respectiv ra rbsi rt.

Dupa proprietatea tangentelor, duse la circumferinta printr-un punct, avem:
CK=CN,AK=AM (fig. 5.8). AtunciAC = CN + AM. Deci, perimetrul triun-
ghiului ABC este egal cu sumaBM + BN.Tnsa BM = BN. Atunci BM = BN =p,
unde”) - semiperimetrul triunghiului ABC.
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B
Avem:
NMBC “oab “odb' :EOM°AB+?ON°BC-?OK°AC:

1 Y a+b+c-2b 2p -2b

-r (c+a-b)=r —r 22 rb (P ~ b).

2 2 2
De aici rb= -----6-, unde Seste aria triunghiului ABC.

p -
lgnalogic Se poate arata, ca ra= --§---, r, = ----S---.
p-a p-¢

Demonstrati, ca ke Fx~ & , unde r —este raza circumferintei exin-

scrise a triunghiului ABC.

Demonstrati, ca aria S a triunghiului dreptunghic se poate calcula conform
formulei S=rt"r,unde rc- este raza circumferintei exinscrise, care este tan-
genta la ipotenuza triunghiului, r—raza circumferintei Tnscrise n triunghiul

dat.

In triunghiul echilateral cu latura a este Tnscrisa o circumferinta. La cir-
cumferinta este dusa o tangenta astfel, ca segmentul tangentei, care apartine
triunghiului, este egal cu b. Aflati aria triunghiului, pe care aceasta tangenta

o0 reteaza de la triunghiul echilateral..
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In patrulaterul ABCD diagonala BD este perpendiculara la latura AD,
AADC = 135°, ABAD = ABCD = 60°. Demonstrati, ca diagonala AC este
bisectoarea unghiului BAD.

Indicatiz. Demonstrati, ca punctul C este centrul circumferintei exinscrise
al triunghiul ABD.

in triunghiul ABC unghiul B este egal cu 120°. Segmentele AN, CF si BK
sunt bisectoarele triunghiului ABC. Demonstrati, ca unghiul NKF este egal
cu 90°.

Indicatiz. Pe continuarea laturii AB dupa punctul B Tnsemnam punctul
M. Atunci AMBC = AKBC = 60°, adica semidreapta BC este bisectoarea
unghiului exterior MBK al triunghiului ABK. De aici reiese ca punctul N
este centrul circumferintei exterioare la triunghiul ABK. Analogic se poate
demonstra, ca punctul Aeste centrul circumferintei exinscrise al triunghiului
BCK.

Latura patratului ABCD este egala cu 1 cm. Pe laturile AB si BC sau notat
punctele M sTN corespunzator astfel, ca perimetrul triunghiului M BN este
egal cu 2 cm. Aflati unghiul MDN.

Indicatie. Demonstrati, ca punctul D este centrul circumferintei exinscrise
al triunghiul MBN.
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Care din egalitati este corecta?
A) cos (180° —c) = sin o
B) cos (180° —cc) = cos o
C) sin (180° —cc) = cos a;
D) sin (180° —cc) = sin cc.

Care din inegalitati este corecta?
A) sin 100° cos 110° >0;

B) sin 100° cos 10° <0;

C) sin 100° cos 110° <O0;

D) sin 100° cos 90° >0.

. Aflati latura a treia a triunghiului, daca doua laturi ale lui sunt egale cu 3
c¢m si 8 cm, iar ughiul cuprins intre ele este egal cu 120°.

A) n/97 cm; B) 7 cm; C)9 cm; D) vaz cm.

Cum este unghiul, ce este opus celei mai mari laturi a triunghiului cu laturile
4cm,7cm si 9 cm?

A) Ascutit;

B) obtuz;

C) drept;

D) nu este posibil de stabilit.

Unghiul intre doua laturi ale triunghiului, una dina care este cu 10 cm mai
mare decat alta, este egal cu 60°, iar a treia latura este egala cu 14 cm. Care
este lungimea laturi mari a triunghiului?

A) 16 cm; B) 14 cm; C) 18 cm; D) 15 cm.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 17 cm si 19 cm, iar laturile lui
se raporta ca 2 : 3. Cu ce este egal perimetrul paralelogramului?

A) 25 cm; B) 30 cm; C) 40 cm; D) 50 cm.

. Tn triunghiul ABC este cunoscut, ckAB = 8 cm, Z C = 30°, AA = 45°. Aflati
latura BC.

A) 8n/2 cm; B) 4V2 cm; C) 16 V2 cm; D) 12V2 cm.

Cu ce este egal raportul AC : BC ale laturilor triunghiului ABC, daca
ZA =120°, AB = 30°?

B) >/3;
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9. n triunghiul ABC este cunoscut, ca AB =4\I2 cm, ZC = 135°. Aflati
diametrul circumferintei circumscrise triunghiului.
A) 4 cm; B) 8 cm; C) 16 cm; D) 2 cm.

10. Care este valoarea cea mai mare pe care o poate obtine aria triunghiului cu
laturile de 8 cm si 12 cm?
A) 96 cm2
B) 48 cm2
C) 24 cm2
D) nu-i posibil de stabilit.

11. Aflati suma razelor circumferintelor Tnscrise si circumscrise uni triunghi cu
laturile de 25 cm, 33 cm si 52 cm.
A) 36 cm; B) 30 cm; C) 32,5 cm; D) 38,5 cm.

12. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 11 cm si 23 cm, iar mediana, dusa
la a treia laturd, - 10 cm. Aflati latura necunoscuta a triunghiului.
A) 15 cm; B) 30 cm; C) 25 cm; D) 20 cm.
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PRINCIPALULIN PARAGRAFUL1

Cosinusul si sinusul

Cosinusul si sinusul unghiului a (0° < a < 180°) se numeste corespunzator
abscisa si ordonata punctului M al semicircumferintei, care corespunde

unghiului a.

Tangenta

Tangenta unghiului a, unde "si a ®90° se numeste raportul
sina
cosa 9

Teorema cosinusurilor

Patratul unei laturi a triunghiului este egala cu suma patratelor altor doua
laturi minus produsul Tndoit al acestor laturi si cosinusul unghiului cuprins
intre ele:

a2= b2+ c2- 2bc cos a.

Consecinta din teorema cosinusurilor

Fie a, b, si ¢ - lungimile laturilor triunghiului, totodata a - lungimea laturi
mai mari a lui. Daca a2 < hl + ¢2, atunci trimighiul este ascutitunghic. Daca
a2 > b2 + + ¢2 atunci triunghiul este obtuzunghic, Daca a2 = b2 + c2, atmici
trimighiul este dreptunghic.

Lema despre coarda circumferintei
Coarda circumferintei este egala cu produsul diametrului si a sinusului
oricarui unghi Tnscris, care este intins de aceasta coarda.

Teorema sinusurilor
Laturile trimighiului sunt proportionale sinusurilor unghiurilor opuse lor:
a b c

sina sinfl siny

S = 6ab sin 7
Formulele pentru afiarea ariei tnunghiului
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50
Formula lui llcronc 3 «0>-0
T
S ~-JFP

Formula pentru aflarea razei circumferintei,
inscrise In triunghi
S

r= —
P

Formulele pentru aflarea razei circumferintei,
circumscrise triunghi

JT=_ n .
aalnn
abc

R =
4s

Avria poligonului, circumscris unei circumferinte
Aria poligonului circumscris este egala cu produsul perimetrului lui si arazei

circumferintei Tnscrise n el.



POLIGOANE
REGULATE

in acest paragraf veti afla, care poligoane se humesc regulate. Veti
invata proprietatile poligoanelor regulate. Veti afla cum cu ajutorul
compasului si a riglei se construiesc unele din ele.

Veti invata sa aflati razele circumferintelor circumscrise si inscrise
a poligoanelor regulate, lungimea unui arc de circumferinta, ariile
sectorului si segmentului de cerc.

6. Poligoanele regulate si proprietatile lor

Definitie. Poligonul se numeste regul at, dacain el toate laturile sunt
egale si toate unghiurile sunt egale.

Cu unele poligoane regulate voi deja sunteti
cunoscuti: triunghiul echilateral - este triunghi
regulat, patratul - este patrulater regulat. In fi-
gura 6.1 sunt prezentate pentagonul si octogonul
regulate.

Sa facem cunostinta cu unele proprietati
care sunt caracteristice pentru toate poligoanele
regulate cu H-unghiuri.

Teorema 6.1. Poligonulregulatestepoligon convex.

Cu demonstratia acestei teoreme putem face cunostinta pe pag. 60-61.

Fiecare unghi al poligonului regulat cu H-laturi este egal N+ —. intr-
n

adevar, de oarece suma unghiurilor poligonului convex cu H-laturi este egala cu
180° (h- 2) si si toate unghiurile sunt egale, atunci fiecare unghi va fi egal cu
180° (n -2)

n

In triunghiul regulat este un punct egal departat de la toate varfurile lui si de
la toate laturile. Acest punct este intersectia bisectoarelor triunghiului regulat.
Punctului intersectiei diagonalelor patratului tot este caracteristica proprietatea
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analogica. Faptul, ca Tn orice poligon regulat este un punct egal departat de la
toate varfurile lui precum si de la toate laturile, 1l confirma teorema.

Teorema 6.2. Oriacrepoligon regulatesteprecum Tnscris in circumferinta
asa si circumscris Tnjurul circumferintei, totodata centrele la cirmmferintele
circumscrise §i Tnscrise coincid.

Demo nstratie. © In figura 6.2 este desenat un poligon regulat cu n-
laturi A~\ATAy.,An Demonstram, ca Tn el se poate Tnscrie si circumscrie
circumferinte.

Ducem bisectoarea unghiurilor A1si A2 Fie 0 - punctul de intersectie
al lor. Unim punctele 0 si A3 Deoarece Tn triunghiul OAA2 si OAtA™ un-
ghiurile 2 si 3 sunt egale, AA2=A-A" si OA2- latura comuna, atunci aceste
triunghiuri sunt egale dupa primul criteriu de egalitate a triunghiurilor. In
afara de aceasta, unghiurile 1 si 2 egale ca jumatatile unghiurilor egale. De
aici triunghiul OA.A-i - echilateral, deci, echilateral este si triunghiul OANA3
De aceea OA3= OA2= OA3

Unind punctual 0 cu varfimle A4A5 ...,An_1An analogic se poate de de-
monstrate, cd OA3= OA4= ... = OAn 4= OAn

Astfel,pentru poligonulAJA2A3.A.nexistaun punct egal departat de la toate
varfurile lui. Acesta este punctul 0 - centrul circumferintei circumscrise.

Deoarece triunghiurile isoscele OAA2 OA-A3 OAyJY4, ..., OAn An OADU
sunt egale, atunci si Tnaltimile duse din varful 0 tot sunt egale. De aici facem
concluzie: punctul O este egal departata de la toate laturile poligonului. Deci,
punctul 0 - centrul circumferintei Tnscrise. M

Punctul, care este centrul cercului circumscrise si Tnscrise a poligonului
regulat se numeste centrul poligonului regulat.

In figura 6.3 este desenat un fragment a unui poligon regulat cu
H-laturi cu centrul 0 si cu laturaAB,lungimea carei o notam anUnghiulA05

Fig. 6.2 Fig.6.3



6. Poligoanele regulate si proprietatile lor 53

se numeste unghi de la centru a poligonului regulat. Este clar, ca

ZAOA =7

In triunghiul isoscel AOB ducem fTndltimea OM. Atunci ZAOM =

180 a
=ZBOM = - , AM =MB =2—. Din triunghiul OMB obtinem, ca
n

M B . M B
M

OB = si OM =
sin ZBOM . 180° tg ZBOM 180°
sm g

Segmentele OB si O M—sunt razele circumferintelor circumscrise si inscrise
poligonului regulat cu H-laturi. Daca lungimile lor notam Rnsi r,, atunci rezul-
tatele obtinute se pot scrie Tn forma de formulele:

Inlocuind Tn aceste formule in loc de n cifrele 3, 4, 6, obtinem formulele
pentru aflarea razelor circumferintelor circumscrise si nscrise a triunghiului
regulat, patrulaterului si a hexagonului cu latura &\

Numarul laturior poligonului re-

. =3 n=4 n==6
gulat cu ;/-laturi
Raza circumferintei circumscrise _a\s _© 8 =
3 3 IS
Raza circumferintei inscrise _ans a ans
= 6 a~ 2 ®_ 2

Din rezultatele obtinute rezulta, ca latura he-
xagonului regulat este egala cu raza circumferintei
circumscrise lui. Acum se poate scrie algoritmul
construirii hexagonului regulat: de la oricare punct
M a cercului trebuie una dupa alta de depus coarde,
care sunt egale cu raza (fig. 6.4). In asa fel obtinem
varfurile hexagonului regulat.

Fig. 6.4
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Fig. 6.5 Fig. 6.6

Unind peste unul varfimle hexagonului regulat, obtinem un triunghi regulat
(fig. 6.5).

Pentru a construi un patrulater regulat este destul de dus Tn circumferinta
doua diametre perpendiculare AC si BD (fig. 6.6). Atunci patralateral ABC.D-
patrat (demonstrati aceasta independent.

Daca sunt construite poligoane regulate cu «-unghiuri, atunci este usor de
construit poligoane regulate cu 2«<-unghiuri. Pentru aceasta trebuie de aflat
mijlocurile laturilor poligonului cu «-unghiuri si de dus razele circumferintei
circumscrise prin punctele obtinute. Atunci capetele razelor si varfurile po-
ligonului cu H-laturi dat vor fi varfurile poligonului regulat cu 2«-laturi. In
figura 6.7 si 6.8 este desenat cum se construieste poligonul regulat cu 8 laturi
si 12 laturi.

Fig. 6.7 Fig. 6.8

Problema 1. Exista oare un poligon regulat, unghiul carui este egal:
1) 155°; 2) 177°? In cazul raspunsului afirmativ, specificati tipul.

1) Fie ca n —este numarul de laturi ale poligonului cautat. Pe de o parte,
suma unghiurilor este 180° (« - 2). 1) Pe de alta parte, aceasta suma este egala
cu 155°;/. Deci, 180° (« - 2) = 155°«; 25°« = 360°; n = 14,4. Deoarece ntrebuie
sa fie numar natural, atunci asa un poligon regulat nu exista

2) Avem: 180° (;; - 2) = 177°;;; 180°;; - 360° = 177°;;; n= 120.
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Raspuns: 1) nu existd; 2) exista, acesta este - poligon cu o suta douazeci
de laturi. M

Problema 2. Intr-o circumferintaeste Tnscrisun triunghiregulat culatura
18cm. Aflati latura hexagonului regulat circumscris acestei circumferinte.

Rezolvare. Raza circumferintei circumscrise triunghiului regulat se cal-

. . ni3 . . Lo
culeazd dupa formula Rs=m unde a —lungimea laturii triunghiului

(fig. 6.9). Deci, Rs =" é\ =6V3 (cm).

Dupa conditie raza circumferintei Tnscrise Tn he-
xagonul regulat este egala cu raza circumferintei cir-

cumscnse triunghiului regulat, deci 16 = R:i = 6 n/3

bS
Deoarece r. = , unde b—ungimea laturii hexa-

gonului regulat, atuncib = —£== ~—j=— =12 (cm).
ni3 73

Raspuns: 12 cm. M

Care poligon se numeste regulat?

Cum se mai numeste triunghi regulat?

Cum se mai numeste patrulater regulat?

n jurul carui poligon regulat se poate circumscrie o circumferinta?
in care poligon regulat se poate inscrie o circumferinta?

© gk w N R

Cum sunt situate unul fata de altul centrele cercurilor circumscrise si nscrise
poligonului regulat?

~

Cesenumeste centrul poligonului regulat?

8. Scrieti formulele razelor circumferintelor circumscrise si inscrise poligonului
regulat, triunghiului, patrulaterului, hexagonului.

9. Descrieti construirea hexagonului regulat.
10. Descrieti construirea patrulaterului regulat.

11. Cum, avand un poligon regulat cu n-unghiuri, se poate de construit un poligon
cu 2/?-unghiuri?
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* INSARCINARI PRACTICE

6.1. ° Desenati o circumferintd, raza careia este egala cu 3 cm. Construiti Tnscris
Tn aceasta circumferinta:
1) hexagon regulat;
2) triunghi regulat;
3) decagon regulat.
6.2. ° Desenati o circumferintda, raza careia este egala cu 2,5 cm. Construiti
Tnscriind Tn aceasta circumferinta:
1) patrulater regulat;
2) octogon regulat.

EXERCITII

6.3. ° Aflati laturile poligonului regulat cu n laturi, daca:

1) n=6; 2)i=09; 3) n=15.
6.4. ° Aflati unghiurile poligonului regulat:
1) octogonului; 2) decagonului.

6.5. ° Cate laturi are poligonul regulat, unghiul caruia este egal cu:
1) 160°; 2) 171°?
6.6. ° Cate laturi are poligonul regulat daca unghiului lui este egal:
1) 108°; 2) 175°?
6.7. ° Exista oare poligon regulat, unghiul carui este egal:
1) 140°; 2) 130°?
6.8. ° Cate laturi are poligonul regulat, daca unghiul adiacent cu unghiul

poligonului alcatuieste  din ughiul poligonului?

6.9. ° Aflati numarul de laturi ale poligonului regulat, daca unghiul lui este cu
168° mai mare da la unghiul adiacent cu el.

6.10. ° Cate laturi are poligonul regulat Tnscris Tn circumferinta, daca masura
Tn grade a arcului circumferintei circumscrise pe care o Tntinde latura poli-
gonului, este egala:

1) 90°; 2) 24°?

6.11. ° Mati numarul de laturi a poligonului regulat, unghiul de la centru a
carui este egal:

1) 120°; 2) 72°.
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6.12.° Fie, ca a —lungimea laturii triunghiului regulat, R si r —razele
circumferintelor circumscrise si Tnscrise. Completati tabelul (lungimea
segmentului este Tn centimetri):

a R r

6T3

4 >(3

6.13.° Fie, cd a—lungimea laturii patratului, R si r—razele cercurilor circumscrise
si Tnscrise. Completati tabelul (lungimea segmentului este in centimetri):

a R r

8

6.14. ° Inaltimea triunghiului regulat este egala cu 15 cm. Cu ce este egala raza:
1) circumferintei circumscrise; 2) circumferintei Tnscrise?

6.15. ° circumferintei Tnscrise 6 j2 cm. Cu ce este egala raza:
1) circumferintei circumscrise; 2) circumferintei Tnscrise?
6.16. ° Raza circumferintei este egala cu 12 cm. Aflati latura poligonului regulat

Tnscris Tn aceasta circumferinta:
1) a hexagonului; 2) adecagonului.

6.17. ° Raza circumferintei este egald cu 8n/3 cm. Aflati latura hexagonului
regulat circumscris circumferintei.
O- >K 6.18.° Demonstrati, cd raza circumferintei circumscrise unui triunghi

regulat, este de doua ori mai mare decat raza circumferintei Tnscrise Tn acest
triunghi.

6.19.° Raza circumfermtei,circumscrise in jurul triunghiului regulat este cu
4 cm mai mare ca raza circumferintei Tnscrise. Aflati razele circumferintelor
Tnscrise si circumscrise si latura triunghiului.
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6.20. ° Laturapoligonului regulat este egala cu a,raza circumferintei circumscrise
este egala cu R. Aflati raza circumferintei Tnscrise.

6.21. ° Razele cercurilor inscrise si circumscrise apoligonului regulat sunt egale

cu r si R. Aflati latura poligonului.

6.22. ° Latura poligonului regulat este egald cu a, raza circumferintei Tnscrise
este egala cu r. Aflati raza circumferintei circumscrise.

6.23. ° Unei circumferinte este circumscris un hexan regulat cu latura 4 n/3 cm.
Aflati latura patratului Tnscris Tn aceasta circumferinta.

6.24. °1n circumferinta este Tnscris un patrat cu latura de 6 22 cm. Aflati la-
tura triunghiului regulat care este circumscris acestei circumferinte.

6.25. ° Diametrul circumferintei este egal cu 16 cm. Se poate oare din ea de tdiat
un patrat cu latura de 12 cm?

6.26. ° Care trebuie safie cel mai mic diametru al unui bustean rotund ca din el
sa se poata produce o grinda, a careia sectiune transversala este un triunghi
regulat cu laturile de 15 cm?

6.27. ° Care trebuie sa fie cel mai mic diametru al unui bustean rotund ca din
el sa se poata produce o grinda, a careia sectiune transversala este un patrat
cu laturile de 14 cm?

6.28. " Cate laturi are poligonul regulat, unghiul caruia este cu 36° mai mare ca
unghiul de la centru?

6.29. "Unghiul intre razele circumferintei Tnscrise in poligonul regulat duse la
punctele de tangenta ale acestei circumferinte la laturile megieseale poligo-
nului, este egal cu 20°. Aflati numarul de laturi ale poligonului.

6.30. "Demonstrati, ca toate diagonalele pentagonului regulat sunt egale.

6.31. "Demonstrati, ca fiecare diagonala a pentagonului regulat este paralela
uneia din laturile lui.

6.32. " Coarda comuna a doua circumferinte, care se intersecteaza este latura
triunghiului regulat Tnscris Tntr-o circumferinta si latura patratului Tnscris Tn
alta circumferinta. Lungimea acestei coarde este egala cu a. Aflati distanta
dintre centrele acestor circumferinte, daca ele sunt situate:

1) din ambele parti a coardei; 2) de aceiasi parte a coardei.

6.33. " Coarda comuna a doua circumferinte, care se intersecteaza este latura
triunghiului regulat Tnscris Tntr-o circumferinta si latura hexagonului regulat
Tnscris n alta circumferinta. Lungimea acestei coarde este egald cu a. Aflati
distanta dintre centrele acestor circumferinte, daca ele sunt situate:

1) din ambele parti a coardei; 2) de aceiasi parte a coardei.
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6.34. "Intr-o circumferinta este inscris un triunghi regulat si in jurul ei
este circumscris un triunghi regulat. Aflati raportul laturilor acestor
triunghiuri.

6.35. "Intr-o circumferinta este inscris un hexagon regulat si n jurul ei
este circumscris un hexagon regulat. Aflati raportul laturilor acestor
hexagoane.

6.36. " Demonstrati,calaturaoctogonuluiregulateste egaldcu R yj2 - n/2, unde
R - raza circumferintei circumscrise lui.

6.37. "Demonstrati, ca latura dodecagonului regulat este egald cu R V2- n/3,
unde R - raza circumferintei circumscrise lui.

6.38. " Care este dimensiunea deschiderii unei chei pentru piulitd hexagonala,
baza carei are forma unui hexagon regulat (fig. 6.10), daca latimea fetei
piulitei este egala cu 25 mm iar spatiul Tntre fetele piulitei si cheie este
0,5 mm?

6.39. "Aflati aria octogonului regulat, daca raza circumferintei circumscrise lui
este egala cu R.

6.40. " Aflati diagonalele si aria hexagonului regulat, latura caruia este egala cu a

6.41. " Unghiurile patratului cu latura de 6 cm sunt taiate Tn asa fel, ca s-a obtinut
octogon regulat. Aflati latura octogonului obtinut.

6.42. " Unghiurile triunghiului regulat cu latura de 24 cm sunt taiate n asa fel,
ca s-a obtinut hexagon regulat. Aflati latura hexagonului obtinu.

6.43. " Aflati diagonalele octogonului regulat, latura caruia este egala cu a

6.44. " Intr-un dodecagon regulat latura caruia este egala cu a, pe rand au fost
unite mijlocurile a sase laturi luate peste una. Aflati latura hexagonului
regulat, care sa format.
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6.45. " In octogonul regulat, latura caruia este egala cu a, pe rand au fost unite
mijlocurile a patru laturi luate peste una. Gasiti latura hexagonului regulat,
care sa format.

6.46. *Ce forma apoligoanelor regulate egale pot avea placile parchetului, astfel
Tncat cu ele sa se poata asterne podeaua?

6.47. *Este dat hexagonul regulat,latura caruia este egala cu 1 cm. Folosind doar
rigla, construiti un segment cu lungimea de -J7 cm.

EXERCITII PENTRU REPETARE

6.48. Circumferintaeste impartitain5 arcuri egale: vjAB = kKjBC = vjCD = vjDE =
= jAE. Aflati:
1) ZBAC; 2) ZBAD-, 3) ABAE, 4) ZCAD; 5) ZDAE.

6.49. Pe o parte a unghiului cu varful Tn punctual A sau notat punctele
B si C (punctul B este situate intre punctele A si C), pa alta parte -
punctele D si E (punctul D este situate intre punctele A si E), precum
AB =28 cm,BC = 8 cm,AD =24 cm,AE =42 cm, BE = 21 cm. Aflati
segmentul CD.

6.50. Baza triunghiului isoscel obtuz este egala cu 24 cm, iar raza circumferintei
circumscrise lui, - 13 cm. Aflati aria triunghiulu.

6.51. Prin punctul Ala. o circumferinta sunt duse doua tangente. Distanta pana
la punctul A de tangenta este egald cu 12 cm, iar distanta Tntre punctele de
tangenta - 14.4 cm. Aflati raza cercului.

S i DESPRE CONSTRUIREA POLIGOANELOR
REGULATE C «-LATURI

Demonstram ca orice poligon regulat cu H-laturi este un poligon convex.
Pentru aceasta este destul de aratat ca orice poligon are cel putin un unghi mai
mic de 180°. Atunci din aceea ca Tn poligonul regulat cu H-laturi
toate unghiurile sunt egale, rezulta ca toate ele sunt mai mici de

180°, adica poligonul este convex.
Analizam un poligon arbitrar si dreapta a, care nu are cu el
puncte comune (fig. 6.11). Din fiecare unghi apoligonului ducem

Fig. 6.11 perpendiculara pe dreapta a
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Comparand lungimile acestor perpendiculare, noi putem alege varful
poligonului care este mai putin Tndepartata de la dreapta a (daca asa varfuri
sunt cateva, atunci alegem oricare din ele). Fie ca aceasta proprietate o are
varful A (fig. 6.11). Prin punctul A ducem dreapta b, paralela dreptei a.
Atunci unghiul A al poligonului este situat Tntr-un semiplan fata de dreapta
b. Deci, AA <180°.

Voi deja stiti cum cu ajutorul compasului si riglei sa construiti poligo-
nul regulat cu 4 laturi si 8 laturi, 16 laturi, 32 laturi, adica orice poligon cu
2" laturi (n - numar natural, n >1). Priceperea de a construi un triunghi
regulat da posibilitatea construirii unui lant de astfel de poligoane regulate:
6 laturi, 12 laturi, 24 laturi si asa mai departe, adica oricare 3 «2" laturi (« -
numar natural).

Sarcina de a construi un poligon regulat cu ajutorul compasului si a riglei
au studiat-o geometrii Antici Greci. In special, fata de poligoane mentionate
mai sus, ei puteau construi poligoane regulate cu 5 laturi si 15 laturi, ceea ce
este destul de dificil.

Savantii antici, care puteau construi orice poligon regulat cu n laturi, unde
n=3,4,5,6, 8,10, au ncercat sa rezolve aceasta problema si pentru n =7,9. Ei
nu au reusit. In general, mai mult de doua mii de ani matematicienn nu au
putut sa se miste din loc Tn rezolvarea acestei probleme. In 1796 marele mate-
matician german Carl Friedrich Gauss a putut cu ajutorul compasului si riglei
sa construiasca poligonul regulat cu 17 laturi. In 1801 Gauss a demonstrat, cu
ajutorul riglei si compasului se poate construi un poligon regulat cu n laturi
atuncisinumaiatunci,candH = 2Munde k € N, k>1,saun = 2* mP-3>2"' ="' Pf
unde k - numar ntreg ne negative,pLp2 ~ nu-
mere simple de tip 22 +1, unde m - numar Tntreg
ne negative, care se humesc numere simple Fermal
Acum sunt cunoscute doar cinci numere simple Ferma:
3,5,17,257,65 537.

Gauss a dat descoperirii sale atat de mare
importanta, Tncat a poruncit sa-i infatiseze poligonul
cu 17 laturi pe mormantul lui. Pe piatra fimerara alui
Gauss aceasta figura nu este, cu toate ca monumentul

1 1 1 1 T 3 NN
lui Gauss din Braunschweig este pe Pledestal in forma earl Friedrich Gauss
de poligon cu 17 laturi. (1777-1855)

1 Pierre Ferma (1601-1665) - este un matematician francez, unul dintre
fondatorii teoriei numerelor.
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului

In figura 7.1 sunt prezentate poligoane regulate cu 4 laturi, 8 laturi si 16
laturi Tnscrise Tn circumferinta.

Noi observam, ca la marirea numarului de laturi a poligonului regulat cu
H-laturi perimetrul P, tot mai putin si mai putin se deosebeste de lungimea C
circumferintei circumscrise.

Astfel, pentru exemplul nostru putem scrie:

C—P4>C—Pg>C—Pla

La marirea nelimitata anumarului de laturi a poligonului regulat, perimetrul
lui v-a fi ct se poate de putin deferit de la lungimea circumferintei. Acest lucru
Tnseamna ca diferenta C - P,, se poate face mai mica de, de exemplu, 10~610~9
si chiar mai mica de la orice numar pozitiv.

Fig. 7.2

Analizam doua poligoane regulate cu H-laturi cu laturile a, si d,, Tnscrise Tn
circumferintele, razele carora sunt corespunzator egale R si R* (fig. 7.2). Atunci
perimetrele Pnsi Pnse pot calcula dupa formul

. 180
Pn=nan=n 2R sin------

. 180:
P'=na' = n «2R"' sin

De aici K =(R_

K 2R"

o

Aceasta egalitate este corectapentru orice valoare a liti n (n —numar natural,
n A 3). La marirea nelimitata a valorii n, perimetrele P, si P,’ corespunzator
vor fi cat se poate de putin deferite de la lungimile C si C' circumferintelor

. . . - L . p .
circumscrise. Atunci la marirea nelimitata a lui n raportul — v-a fi cat se
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poate de putin deferit de la raportul — . Avand Tn vedere egalitatea (*) ajungem

la concluzia, ca numarul Ipu;in difera de la numarul — . Aceasta este
2R’ c'

L . . C 2R .., C
posibil numai atunci, cAind — = -----, adicd — = ------ .
r c' 2R’ 2R

Ultima egalitate Tnseamna, ckpentru toate circumferintele raportullungimii
cirmmferintei ladiametrul este unulsi acelasi numar.

Din cursul de matematica clasa 6 voi stiti, ca acest numar se noteaza cu litera
greceasca 71 (se citeste: “pi”).

@
Din egalitatea g =n obtinem formula pentru calculul lungimii
iR

circumferintei:
C=2kR

Numarul 7L este irational, deci el nu poate fi reprezentat forma de fractie
zecimala finita. De obicei la rezolvarea problemei ca valoare aproximativa n se
considera numarul 3,14.

Remarcabilul savant al Greciei antice v\rhimede (sec. I11 T.e.n.), a exprimat
prin diametrul circumferintei circumscrise perimetrul poligonului regulat cu 96

laturi, a stabilit, cd 3— <n < 3— De aici rezulta, can « 3,14.
71 7

Cu ajutorul calculatoarelor moderne si programe special se poate calcula
numarul 7Lcu mare precizie. Inregistram numarul n cu 47 de cifre dupa virgula:

7i=3,14159265358979323846264338327950288419716939937....

In 1989 numarul n a fost calculate cu precizia de panala 1 011 196 691
cifre dupa virgula. Acest fapt afost Tnscris Tn cartea recordurilor lui Ghinnes.
Acest numar n carte nu este indicat, deoarece pentru acesta ar trebui peste
0 mie de pagini. In 2017 au fost calculate peste 22 de trilioane de semne a
numarului Ti.

Sa gasim formula pentru calculul lungimii arcului de circumferinta cu ma-
sura n grade n°. Deoarece masura Tn grade a circumferintei Tntregi este egala

cu 360°, Iungimea arcului de 1° este egalé 360 180 Atunci Iungimea / a

arcului Tn n° se calculeaza dupa formula

| = nRn
180
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Deducem formula pentru calculul ariei circumferintei.

Ne adresam din nou la figura 7.1. Noi vedem ca la marirea numarului de
laturi apoligonului regulat cu nlaturi arialui S, tot mai putin difera de laaria S
acircumferintei. La cresterea nelimitata anumarului de laturi aria lui se apropie
de aria circumferintei.

In figura 7.3 este aratat un fragment de poligon regulat cu n laturi cu centrul
in punctul 0, cu latura AB = a, si raza circumferintei circumscrise, care este

egala cu R. Ducem perpendicular OM pe latu-
O Ta.AB.Avem:
180°
:?AB -OM :?a R cos:

D eoarece razele sunt duse n varfurile
poligonului regulat cu n laturi, 11 Tmpart
pe el Tn n triunghiuri egale, si aria poli-
gonului cu n laturi S, de n ori este mai
mare decéat aria triunghiului AOB. Atunci

o

180 N
Sn=n-SAOB=-n -an R COS Rezulta

S,=tPn-Rcos— ,
2 n
unde Pn- perimetrul poligonului regulat cu n laturi.

La marirea nelimitata avalorii n marimea se va diferentia de la 0°,
asadar, cos 1523 se apropie la 1. Perimetrul Pnse v-a apropia de marimea C a

circumferintei, iar aria S, - la aria S a circumferintei. Atunci dupa egalitatea

(**) se poate scrie: S = ECOR'

Din aceasta egalitate obtinem formula pentru calculul ariei cercului:
S= %R2
In figura 7.4 razele OA si OB impart cercul Tn doua parti, care sunt colorate
n culori diferite. Fiecare din aceste parti Tmpreuna cu razele OA si OB se numesc

sector circular sau simplu sector.
Este clar, ca cercul cu raza R se poate Tmparti Tn 360 sectoare egale, fieca-

re din ele va contine arcul de 1°. Aria acestui sector este egala cu pros Atunci
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aria S a sectorului, care contine arcul circumferintei de n°, se calculeaza dupa
formula

In figura 7.5 coarda AB Tmparte cercul in doua parti, care sunt colorate
Tn doua culori diferite. Fiecare din aceste parti impreuna cu coarda AB se
numeste segmentul circular sau simplu segment. Coarda AB se numeste
baza segmentului.

Fig. 7.4 Fig. 7.5 Fig. 7.6

Pentru a afla aria segmentului vopsit Tn culoare roz (fig. 7.6), trebuie de
la aria sectorului, care include coarda AB de scazut aria triunghiului AOB
(punctul 0 - centrul cercului). Pentru a afla aria segmentului vopsit n
azuriu trebuie la aria sectorului, care nu include coarda AB de adunat aria
triunghiului AOB.

Daca coarda AB este diametrul cercului, atunci ea imparte cercul in doua
segmente, care se numesc semicercuri. Aria S semicercului se calculeaza dupa

formula S = unde R - raza cercului.
2

Problema 1. Lungimea arcului cercului, raza caruia este 25 cm, este egala
cu 7Lcm. Aflati masura in grade a arcului.

Rezolvare. Din formula | = JT' obtinem n=— Deci, masura Tn
180 R
< o 18071
grade cautata n° = =7,2°
Tt-25

Raspuns: 7,2°. M
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Problema2. In cercul cu centrul 0, raza
carui este egala cu 8 cm este Tnscris octogonul
requlatABCDEFMK(fig. 7.7). Aflati aria secto-
rului si a segmentului, care includ arcul AB.

Rezolvare. Unghiul AOB —unghiul de la

centru a octogonului regulat, de aceea ZAOB =

=N = 45°,
8
Atunci aria sectorului cautat este egala cu
Te=82 -45 . :
S e = 8n (cnr), aria segmentului:
360

=S 0w -S AR=8n- ;Q A2sinZAOE =(8n-16V2) (cm2).

cerm

Raspuns: 871.cm2, (871-16V2) cm2 M

Care raport se noteaza cu litera n?

Numiti valoarea aproximativa a numarului n cu exactitate de sutimi.
Dupa ce formuld se calculeaza lungimea circumferintei?

Dupa ce formuld se calculeaza lungimea arcului de circumferinta?
Dupa ce formula se calculeaza aria cercului?

. Explicati, ce figurda geometrica se numeste sector circular.

Dupa ce formula se calculeaza aria sectorului circular?

. Explicati, ce figura geometrica se numeste segment circular.
Explicati, cum se poate afla aria segmentului circular.

©® N Ok wN e

7.1. ° Gasiti lungimea circumferintei, diametrul careia este egal:
1) 1,2 cm; 2) 3,5 cm.
7.2. ° Gasiti lungimea circumferintei, raza careia este egal:
1) 6 cm; 2) 1,4 m.
7.3. ° Gasiti aria cercului, raza caruia este egal:
1) 4 cm; 2) 14 dm.
7.4. ° Gasiti aria cercului, diametrul caruia este egal:
1) 20 cm; 2) 3,2 dm.
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7.5. ° Gasiti aria cercului, lungimea circumferintei careia este egala cu /.

7.6. ° Gasiti aria cercului, lungimea circumferintei careia este egala cu
125,6 cm.

7.7. ° Cum sev-a schimba lungimea circumferintei, daca raza ei:
1) se v-a mari de 2 ori; 2) se v-a micsora de 3 ori?

7.8. ° Raza circumferintei a fost marita cu 1 cm. Cu cat s-a marit lungimea
circumferintei?

7.9. ° Lungimea ecuatorului Pamantului aproximativ este egal cu 40 000 000 m.
Consideram, ca Pamantul are forma sferei, calculati raza in kilometri.

7.10. ° Calculati lungimea liniei rosii Tn figura 7.8.

Fig. 7.8

7.11. ° Cum sev-a schimba aria cercului, daca raza lui:
1) sav-a mari de 4 ori;
2) se v-a micsora de 5 ori?

7.12. ° Calculati aria figurii hasurate, care este prezentata in figura 7.9.

Fig. 7.9
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7.13.° Calculati aria figurii hasurate (fig. 7.9.), daca lungimea laturii patratului
este egala cu a.

Fig. 7.10

7.14. ° Se vand clatite de doua feluri: diametrul 30 cm si 20 cm. Daca toate
clatitele au una si aceeasi grosime, atunci Tn ce caz cumparatorul mananca
mai mult: cand mananca unul mare sau doua mici?

7.15. ° Gasiti lungimea circumferintei circumscrise unui triunghi regulat cu
latura a.

7.16. ° Gasiti lungimea circumferintei Tnscrise Tn patratul cu latura a.
7.17. ° Gasiti aria cercului circumscris patratului cu latura a.

7.18. ° Gasiti aria cercului Tnscris Tn hexagonul regulat cu latura a.
7.19. ° Gasiti aria cercului Tnscris Tn triunghiul regulat cu latura a.
7.20. ° Gasiti aria cercului circumscris dreptunghiului cu latura a si b.

7.21. ° Gasiti aria cercului circumscris Tnjurul triunghiului echilateral cu latura
lateral b si si unghiul a la baza.

7.22. ° Gasiti lungimea circumferintei circumscrise dreptunghiului cu latura a
si unghiul a cuprins Tntre latura data si diagonala dreptunghiului.
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7.23. ° Raza circumferintei este egalda cu 8 cm. Aflati lungimea arcului
circumferintei masura Tn grade a careia este egala cu:
1)4°; ' 2)18°; 3)160°; 4)320°.

7.24. ° Lungimea arcului circumferintei este egal cu 121 cm, iar masura Tn garde
alui este de 27°. Aflati raza circumferintei.

7.25. ° Lungimea arcului circumferintei cu raza de 24 cm este egala cu 3n cm.
Aflati masura Tn grade a arcului.

7.26. ° Calculati lungimea arcului ecuatorului Pamantului, masura n grade careia
este egald cu 1°, daca raza ecuatorului este aproximativ egala cu 6400 km.
7.27. ° Raza cercului este egala cu 6 cm. Gasiti aria sectorului, daca masura n

grade a arcului lui este egala cu:
1) 15°; 2) 144°; 3) 280°.

. . 5 . . . A -
7.28.° Aria sectorului este 8 din aria cercului. Aflati masura Tn grade a arcu-
lui lui.

7.29. ° Aria sectorului este 6n dm2 Aflati masura Tn grade aarcului acestui sector,
daca raza cercului este egala cu 12 dm.

7.30. ° Aria sectorului este — cm2, iar masura Tn grade a arcului acestui sector

este 75°. Aflati raza cercului, parte al caruia este acest sector.
7.31. ° Poate oare sectorul cercului sa fie segmentul lui?

7.32. ° Aflati aria segmentului circular, daca raza cercului este egald cu 5 cm, iar
masura Tn grade a arcului segmentului este egala:
1) 45°; 2) 150°; 3) 330°.

7.33. ° Aflati aria segmentului circular, daca raza cercului este egald cu 2 cm, iar
masura Tn grade a arcului segmentului este egala:
1) 60°; 2) 300°.

7.34. "Rotile automobilului au diametrul 65 cm. Automobilul merge cu asa
viteza, ca rotile fac 6 rotatii Tn fiecare secunda. Aflati viteza automobilului
Tn kilometri pe secunda. Raspunsul rotunjiti-1 pana la zecimi.

7.35. "Aflati lungimea arcului, care circumscrie indicatorul de ora cu lungimea
de 6 cm Tntr-o ora.

7.36. "Aflati lungimea arcului, care circumscrie indicatorul de minute cu lun-
gimea de 24 cm Tn 40 de minute.

7.37. " Raza circumferintei a fost marita cu a. Demonstrati, ca lungimea
circumferintei s-a marit cu marimea, care nu depinde de raza circumferintei
date.
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7.38. "Laturatriunghiului este egald cu 6 cm, iar unghiurile adiacente sunt egale
cu 50° si 100°. Aflati lungimile arcurilor, pe care varfurile triunghiului Tmpart
circumferinta circumscrisa lui.

7.39. "Latura triunghiului este egala cu 5n/3 cm, iar unghiurile adiacente ei

sunt egale cu 35° si 25°. Aflati lungimea arcurilor, pe care varfurile triun-
ghiului Tmpart circumferinta circumscrisa lui.

7.40/ Pe cateta AC a triunghiului dreptunghiular ABC (ZC = 90°) ca pe
diametru este construita o circumferinta. Aflati lungimea arcului acestei
circumferinte, care apartine triunghiului, daca AA = 24°,AC =20 cm.

7.41. "Unghiul de la baza unui triunghi isoscel este de 70°. La Tnaltimea tri-
unghiului, care este dusa la baza si este de 27 cm, ca pe diametru s-a con-
struit o circumferinta. Aflati lungimea arcului circumferintei, care apartine
triunghiului.

7.42. " Segmentul AB este Tmpartit Tn n segmente. Pe fiecare dintre ele ca pe
diametru afost construita o semi circumferinta. Aceasta actiune afost repe-
tata prin Tmpartirea segmentului dat in m segmente. Aflati raportul sumelor
lungimilor semi circumferintelor, obtinute in primul si Tn al doilea caz.

7.43. "Demonstrati, ca aria semicercului construit pe ipotenuza triunghiului
dreptunghiular ca pe diametru (fig. 7.11), este egalda cu suma arcurilor se-
micercurilor, construite pe catetele lui ca pe diametre.

7.44. "Doua tevi, diametrele caror sunt egale
cu 30 cm si 40 cm, trebuie Tnlocuite cu o
teava cu aceiasi capacitate de debitl Care
trebuie sa fie diametrul acestei tevi?

7.45. " Cu cate procente se v-a mari aria cer-
cului, daca raza lui se v-a mari cu 10 %?

7.46. "In cerc este Tnscris un patrat cu latura
a. Aflati aria celui mai mic segment baza
carora este latura patratului.

7.47. "Dintr-o foaie de tabla, care are forma
unui cerc afost taiat un hexagon regulat cu
cea mai mare arie posibila. Cate procente
de tabla a mers Tn deseu?
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7.48. "In cerc este nscris un triunghi regulat cu latura a. Aflati aria celui mai
mic segment, baza carora este latura triunghiului.

7.49. "In sectorul circular, raza carui este egala cu R, iar unghiul de la centru
este de 60°, este Tnscris un cerc. Gasiti aria acestui cerc.

7.50. " Gasiti aria rozetei (figurii hasurate), care este desenata in figura 7.12,
daca latura patratului ABCD este egala cu a.

Fig. 7.12 Fig. 7.13

7.51." La construirea a patru arcuri cu centrele n varfurile patratului ABCD
si razele care sunt egale laturii patratului s-a format figura limitata de linia
rosie (fig. 7.13). Aflati lungimea acestei linii, daca lungimealaturii patratului
este egala cu a.

Fig. 7.14 Fig. 7.15

7.52. " (Problema lui Hippocrates)). In jurul dreptunghiului este circumscrisa
o circumferinta si pe fiecare latura a lui ca pe diametre sunt construite
semicircumferinte (fig. 7.14). Demonstrati, ca suma ariilor figurilor vopsite
(secerilor lui Hippocrates) este egala cu aria dreptunghiului.

7.53. " Doua patrate cu laturade 1 cm auun centru comun (fig. 7.15). Demon-

strati, ca aria partii lor comune este mai mare de -.

1 Hippocrates din Pios - geometru din Grecia antica (sec al V-a i.e.n.).
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EXERCITII PENTRU REPETARE

7.54. Aflati latura rombului, daca Tnaltimea lui este egala cu 6 cm, iar unghiul
intre latura rombului si a uneia din diagonale este egal cu 15°.

7.55. Bisectoarea unghiului A 3i dreptunghiului ABCD Tmparte latura BC alui
n segmentele BM si M C cu lungimea de 10 cm si 14 cm corespunzator. In
segmente de ce lungime Tmparte aceasta bisectoare diagonala dreptunghiului?

7.56. Sumaunghiurilor labaza mai mare atrapezului este de 90°. Demonstrati,
ca distanta intre mijlocurile bazelor trapezului este egala cu semi diferenta
bazelor.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NO1 m

7.57. Cu ce este egala distanta intre punctele AsT B de pe axade coordonate daca:
1)A(3)si 5(7); 3)A (-2) siB (-6);
2) A (-2) siB (4); 4) A (a) siB (o)t

7.58. Pe planul de coordonate desenati segmentul AB, dupa desen gasiti co-
ordonatele mijlocului segmentului si comparati-le cu media aritmetica a
coordonatelor corespunzatoare a coordonatelor punctelor A si B, daca:
DA (-1;-6),B (5 -6); 3)A(3-5),B(-1;3). ’
2)A (3;1),B (3 5);

7.59. Pe planul de coordonate desenati triunghiul ABC si aflati laturile lui, daca
A (5;-1),B (-3; 5), C(-3; -1).

7.60. In ce cadran de coordonate se afla punctul:
DA (3;-4); 2)B(-3;1); 3)C(-4;-5); 4) D (1; 9)?

7.61. In ce cadran se afla punctul M, daca:
1) abscisa este pozitiva iar ordonata este negativa;
2) produsul abscisei si ordonatei este numar negativ;
3) abscisa si ordonata negative?

7.62. Ce se poate de spus despre coordonatele punctului punctele A, daca:

1) punctul A este situat pe axa abscisei;

2) punctul A este situat pe axa ordonatei;

3) punctul A este situat pe bisectoarea celui de-al patrulea unghi de coor-
donate;

4) punctul A este situat pe bisectoarea celui de-al treilea unghi de coordo-
nate;

5) punctul A este situat pe bisectoarea primului unghi de coordonate?
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7.63. Indicati coordonatele varfurilor dreptunghiului ABCD (fig. 7.16).

Fig. 7.16

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

7.64. Pe plan sunt notate cateva puncte. Unele dintre acestea sunt vopsite in
rosu, restul - albastru. Este cunoscut faptul ca puncte de fiecare culoare
sunt nu mai putin de trei si nici trei puncte de o culoare nu sunt situate pe o
dreapta. Demonstrati ca oricare trei puncte de aceeasi culoare sunt varfurile
unui triunghi, pe laturile carui pot fi situate nu mai mult de doua puncte
de alta culoare.
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TNSARCINARA NR. 2"CONTROLEAZA-TE"IN FORMATEST

Gasiti numarul de laturi a poligonului regulat, daca unghiul lui este egal
cu 170°.

A) 30; C) 36;

B) 32; D) asa un poligon nu exista.

Cu ce este egal unghiul de la centru al decagonului regulat?

A) 18°; B) 36°; C) 144c; D) 10°.
Care cel mai mare unghi de la centru poate avea poligonul regulat?
A) 90°; C) 150°;

B) 120°; D) nu se poateindica.

In circumferinta este Tnscris un hexagon regulat, latura carui este a. Aflati
latura triunghiului, circumscris acestei circumferinte.

A) an/3; B) ClaVvs; D)2aVs3.
3 2

Cu ce este egala raza circumferintei Tnscrise Tn hexagonul regulat, diagonala
cea mai mica este egala cu 12 cm?

A) 6cm; B) 6T3 cm; C) 2V3 cm; D) 12 cm.

Gasiti lungimea arcului de circumferinta, masura Tn grade a caruia este egala
cu 207°, daca raza circumferintei - 4 cm.
A) 23 cm; B) 4,6 cm; C) 23n cm; D) 4,6n cm.

Ce parte a ariei cercului este aria sectorului, unghiul centralizat este egal
cu 140°?
7
D) ~
18’
Unghiul Tnscris Tn circumferinta care este egal cu 40°, se sprijina pe un arc
cu lungimea de 8 cm. Care este lungimea circumferintei date?

A) 72 cm; B) 72n cm; C) 36 cm; D) 3651 cm.

Care trebuie sa fie lungimea coardei circumferintei, raza careia este egala
cu R, pentru ca lungimile arcurilor, pe care capete acestei coarde Tmpart
circumferinta, sa se rapoarte ca 2 : 1?

RY
A)R, B) 2R\ c " 7° D) AV3.
2
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10. Tn figura este desenat triunghiul ABC, ZA = 30°,
BC = a. Tnscris Tn circumferinta. Cu ce este ega-
Ia aria segmentului, baza caruia Tntinde arcul
BAG
a (271 +3Vi3
A) y )9
12
a2 -3
B) (ZZL A) 9
12
a2(ios +3T3)
12
a2(ion - 3r/3)

D
) 12

11. n triunghiul ABC se stie,caAA = 20°,Z C = 30°,AC = 14 cm. Circumferinta
cu centrul Tn punctulZ este tangenta la dreapta BC. 2\flati lungimea arcului
acestei circumferinte care apartine triunghiului ABC.

A) — cm; B) — cm; Uu) — cm; D) — cm.
18 9 12 6

12. Raza cercului circumscris unui poligon regulat este egald 6 n/3cm, far raza
cercului inscris Tn el - 9cm. Cate laturi are poligonul?

A) 6; B) 12; C)9; D) 18.
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PRINCIPALULIN PARAGRAFUL 2

Poligon regulat
Poligonul se numeste regulat, daca la el toate laturile sunt egale si toate
unghiurile sunt egale.

Proprietatile poligonului regulat

= Poligonul regulat este poligon convex.
= Orice poligon regulat este cum Tnscris Tn cerc asa si circumscris Tn jurul
cercului, centrele cercurilor circumscrise si Tnscrise coincid.

Formule pentru aflarea razelor cercurilor circumscrise si Tnscrise
apoligonului regulat

Numarul de laturi

a H-gonului cu la n n=3 n=4 n==6
latura a

i a ans «
Raza cercului Bn %80r O g = N
circumscris 2sin o 3 3 = Cn

; a
Baza_ cercului . 180° . as a an3
fnscris 2tg . =g Per M= 2

Lungimea cercului
C=2nR

Lungimea arcului cercului dc n°

nRn

~ 180
Aria cercului

S=nR2

Aria sectorului, care contine arcul cercului de n'



CORDONATELE
CARTIZIENE PE PLAN

Studiind materialul din acest paragraf, voi veti extinde cunostintele
voastre despre planul de coordonate.

Vetiinvata sa gasiti lungimea segmentului sicoordonatele mijlocului
lui stiind coordonatele capetelor lui.

Veti obtine conostintd despre ecuatia figurii, veti deduce ecuatia
dreptei si a circumferintei.

Veti face cunostintd cu metoda coordonatelor, care permite rezol-
varea problemelor geometrice cu metode algebrice.

8. Distanta intre doua puncte
cu coordonatele date.
Coordonatele mijlocului segmentului

In dasa a 6 voi ati facut cunostinta cu planul de coordonate si anumc cu
planul pc carc sunt rcprezcntate doua drepte dc coordonatc perpendiculare
(axa abscisclor si axa ordonatclor) cu originc comuna (fig. 8.1). Voi stiti cum
dc reprczctat punctclc dupa coordonatclc datc si invers, sa gasiti coordonatclc
punctului marcate pe planul de coordonate.

u
3.0
2--1
1
. '"Axa absciselor
k31 1 1 1 -~
-3 -2 10 | 2 3 x
-1-
-2
-3-

Fig. 8.1



78 §3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Ne-am inteles ca, planul de coordonate cu axax (axa absciselor) si axaj (axa
ordonatelor) de-1 numit planul xy.

Coordonatele punctului pe planul xy se humesc cordonate cartizie-
ne in cinstea matematicianului francez Rene Descartes (vezi articol pe

Pag. 101).
N n Voi stiti cum de aflat distanta intre doua
xL X2 X  puncte cu coordonatele date pe dreapta de
coordonate. Pentru punctele A () si B (x2
Fig. 8.2 (fig. 8.2) avem:

AB = [x2—xx|

Sa Tnvatam sa gasim distanta intre punctele A {xyy”) si B (x2\y2), date pe
planul xy.

Studiem cazul, cand segmetul AB nu este perpendicular la nici 0 axa de
coordonate (fig. 8.3).

Prin punctele A si B ducem drepte perpendicularea la axa de coordonate.
Obtinem triunghiul dreptunghic ABC in care BC = W2- xX\AC = \W2—yx|
De aici AB2= BCr +ACr = 2—xx®+ \W2—yx P= (X2- xX2+ (y2-y X2

Atunci formula distantei intre punctele A {xyy”) si B (x2y2) se poate scrie
astfel:

AB = ,J(X2- xxf +(y2- yxf

Demonstrati independent, ca acesta formula este corecta si pentru cazul,
cand segmetul AB este perpendicular la o axa de coordonate.

Fie, ca.A {xxy”) si B (xy,y2 - punctul planului xy. Gasiti coordonatele (10_y0
a punctului M —mijlocul segmetului AB.

Fig. 8.3 Fig. 8.4
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Sa examinam cazul, cand segmetul AB nu este perpendicular la nici 0 axa
de coordonate (fig. 8.4). Consideram, ca x2 > xt (cazul, cand x2 < xIt se studiaza
analogic). Prin punctele A, M s7 B ducem drepte perpendiculare la axa absciselor
care intersecteza aceasta axa in punctele Alt si Bv Dupa teorema lui Fales
AIMI =M B2 atuci [xQ—xt\= W2- xQ\ Deoarece x2>x0>xu putem scrie:
Xx0- xt=x2- x0.De aici

xn+ x0
X° 2
Analogic se demostreaza, ca
M+
Yo- 2

Formula pentru gasirea coordonatelor mijlocului segmetului este corecta si in
cazul cand segmetul AB este perpendicular la o axa de coordonate. Demonstrati
aceasta individual.

Problema 1. Demnstrasi, ca triunghil, varfurile caruia sunt punctele
A (-1; 7),B (1; 3) si C (5; 5), este triunghi isoscel.

Rezolvare. Folosind formula distantei Tntre doua puncte, gasim laturile
triunghiului dat:

AB =N(1+1)2+(3- 7)2=74 +16 = 720;
BC =7(5- 1)2+(5- 3)2=VI6 +4 =720;

AC =7(5+1)2+(5-7)2=n/36+4 =710.

Deci,AB = BC, adica triunghiuly45C isoscel.
Deoarece AB2+ BCr = 20 + 20 = 40 = ACr, atunci triunghiul ABC drept-
unghiular. M

Problema 2. PunctulM(2; -5) -mijlocul szgmzbi\mAB,A (-1; 3).Gasiti
coordonatele punctului B.

Rezolvare. Notam (xB\yB - coordonatele puctului B, (xj,yJ) - coordo-
natele puctului A, (xM\yM - coordonatele puctului M.

Xa +XB -1
oarece —------

Analogic Ya#¥s =ym; 3+¥8 =-5; yB=-13.

Raspuns: B (5;-13). M
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Problema 3. Demonstrati,capatrulaterul ABCZ) cu varfurile Tn punctele
A (2;-1),B(1; 3), C(-3; 2) siD (-2; -2) este dreptunghi.
Rezolvare. Fei, ca punctul M —mijlocul diagonalei AC. Atunci
2 3= 05 yM= ~ +ve ++*=0,5.
2 2 - 2
Deci, M (-0,5; 0,5).
Fie, ca punctul K —mijlocul diagonalei BD. Atunci

- 3-2
-JTK:Xb +0xp__102__ X. Y __Fb+)’,q__ _015_

Deci, A(-0,5;0,5).

In asa fel, punctele M sTK coincid, atunci diagonalele patrulaterului ABCD
au mijlocul comun. De aici rezulta, ca petrulaterul ABCD —paralelogram.

Gasim diagonalele paralelogramului:

AC =A~(-3-2f +(2+1)2=V34, BD =~/(-2- 1)2+ (-2 - 3)2 = V34.

Deci, diagonalele paralelogramului ABCD sunt egale. De aici rezulta, ca
acest paralelogram este dreptunghi. M

?
) 1. Cum de determinat distanta idntre doua puncte, daca sunt cunoscute coordo-
natele lor?
2. Cum de gasit coordonatele mijlocului segmentului, daca sunt cunoscute coor-
donatele capetelor Iui?

8.1. ° Gasiti distanta Tntre puctele A si B, daca:

1) A (10; 14), B (5; 2); " 2)A (-1; 2), B (4; -3).
8.2. ° Gasiti distanta ntre puctele C si D, daca:
1) C(-2;-4),D (4, -12); ' 2) C(6;3),D (7;-1).

8.3. ° Varfurile triunghiului sunt punctele A (-1; 3), B (5; 9), C (6; 2). Demon-
strati ca triunghiul ABC isoscel.

8.4. ° Demonstrati, capunctual M (0; -1) este centrul circumferintei circumscris
Tnjurul triunghiului ABC, dacaA (6; -9), B (-6; 7), C (8; 5).

8.5. ° Demonstrati, ca unghiurile B si C triunghiului ABC sunt egale, daca
A (5;-7), B (-3; 8), C(-10; -15). '

8.6. ° Gasiti coordonatele mijlocului segmetului BC, daca:
1) B (5; 4), C(3; 2); 2) B (-2; -1), C(-1; 7).

8.7. ° Puctul C- mijlocul segmetului AB. Gasiti coordonatele puctului B, daca:
1)A (3;-4), C(2; 1) 2) A (-1; 1), C(0,5; -1).
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8.8.° Punctul K —mijlocul segmentului AD. Complectati tebelul:

Punct Coordonata punctuli
A (-3; 1) (-8;2)
D (-1;-3) (-9 2
K (-4; 6) (1,2

8.9. ° Gasiti mediana BMa. triunghiului,varfurile carui sunt punctele A (3; -2),
B (2; 3) si C(7; 4).

8.10. ° Sunt date punctele A (-2; 4) si B (2; -8). Gasiti distanta de la originea
de coordonate pana la mijlocul segmetului AB.

8.11. *Demonstrati, ca triunghiul cu varfurile in punctele A (2; 7), B (-1; 4) si
C (1; 2) este dreptunghiular.

8.12. " Punctele A (-1; 2) si B (7; 4) sunt varfurile triunghiului dreptunghic.
Poate oare al treilea varfavea coordonata:
1) (7;2); 2) (2;-3)?

8.13. " Sunt oare situate pe o dreapta punctele:
) N1(-2;-7), B (-1; -4) $iC(5;14);
2) D (-1; 3),E (2; 13) si F (5; 21)?

8.14. "Demonstrati, ca punctele M (-4; 5), N (-10; 7) si K (8; 1) sunt situate pe
o dreapta si demonstrati care din puncte este situat Tntre altele doua.

8.15. "La ce valoare a lui x distanta intre punctele C(3;2) si D (x,-1) este
egala cub?

8.16. - Pe axa absciselor, gasiti punctul egal departata de la punctele A (-1; -1)
si B (2; 4).

8.17. "Aflati coordonatele punctului, care este situat pe axa ordonatelor si este
egal departata de la punctele D (-2; -3) si E (4; 1).

8.18. "Aflati coordonatele puctului, care Tmparte segmentul AB in raport 1 : 3,
pornind de la punctul A, dacaA (5; -3) si B (-3; 7).

8.19. "Patrulaterul ABCD - paralelogram, A (-5; 1), B (-4; 4), C (-1; 5). Gasiti
coordonatele virfului D.

8.20. "PatrulaterulABCD - paralelogram,A (-2; -2), C (4; 1),D (-1; 1). Gasiti
coordonatele virfului B.

8.21. "Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfimle in punctele A (-2; 8),
B (3;-3), C(6; 2) si D (1; 13) este paralelogram.

8.22. "Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfurile Tn punctele A (-3; -2),
B (-1; 2), C(1;-2) siD (-1; -6) este romb.
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8.23. " Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfimle in punctele A (-2; 6),
B (-8; -2), C(0; -8) si D (6; 0) este patrat.

8.24. "Punctele D (1; 4) siE (2; 2) - sunt mijlocurile laturilor AC si BC atriun-
ghiului ABC. Gasiti coordonatele virfurilor A si C, daca B (-3; -1).

8.25. " Gasiti lungimea segmetului, capetele caruia apartin axelor de coordonate,
iar mijlocul este punctul M{-3\ 8).

8.26. " Gasiti coordonatele varfului C a triunghiului echilateral ABC, daca
A (2;-3) siB (-2; 3).
8.27. " Gasiti coordonatele varfului E a triunghiului echilateral DEF, daca

D (-6; 0) sii?(2;0).
8.28. " in triunghiulABC este cunoscut, ckAB = BC,A (5; 9), C (1, -3), modu-
lele coordonatelor punctului B sunt egale. Aflati coordonatele punctului B.

8.29. " Gasiti coordonatele tuturor astfel de puncte C pe axa absciselor, ca triu-
ghiul ABC safie isoscel siA (1; 1), B (2; 3).
8.30. " Gasiti coordonatele tuturor astfel de puncte B pe axa ordonatelor Tncat

triughiulABC sa fie dreptunghic siA (1; 3), C (3; 7).

T>VXf EXERCITII PENTRU REPETARE

8.31. Tn triunghiul ABC este cunoscut, ca ZC = 90°, AB=9cm, BC =3 cm.
Pe ipotenuza AB notam punctual M astfel, ca AM :MB =1:2. Gasiti
segmetul CM.

8.32. Aflati unghiurile rombului, daca unghiul intre Tnaltimea si digonala rom-
bului dus dintrun varf este egal cu 28°.

8.33. Diagonala BD a paralelogramului ABCD este egala cu 24 c¢cm, punctul
E - mijlocul laturii BC. Gasiti segmetele pe care dreapta AE Tmparte dia-
gonala BD.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOIm

8.34. Punctul A (1;-6) - centrul circumferintei, punctul B (10; 6) apartine
acestei circumferinte. Cu ce este egala raza circumferintei?

8.35. Segmetul CD - diametrul circumferintei. Gasiti coordonatele centrului
circumferintei, daca C (6; -4), D (-2; 10).

8.36. Care figura este graficul ecuatiei:
)y =1, 3) x=-2; 5) xy=1;
2)y = 3x—4; 4) (x+2)2+ (y—3)2=0; 6) y =Vx?
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9. Ecuatia figurii. Ecuatia circumferintei

Din cursul de algebra clasa a 7-a voi deja
stiti ce figura este numita graficul ecuatiei. In
acest punct voi veti face cunostinta cu
notiunea ecuatia figurii.
Coordonatele {x\y) a fiecarului punct
a parabolei prezentate Tn figura 9.1, este
solutia ecuatiei y = x2 Si invers, fiecare so-
lutie a ecuatiei cu doua varaibiley = x1sunt
coordonatele punctului care este situat pe
aceasta parabola. In acest caz, spunem ca
ecuatia parabolei prezentatd Tn figura 9.1, Fig. 9.1
are formay = x2
Definitie. Ecuatia figurii F, data pe planul xy, se numeste ecuatie cu
doua variabile x siy, care are urmatoarele proprietati:
1) daca punctul apartine figurii F, atunci coordonatle lui sunt solutia
ecuatiei;
2) orice solutie (x;y) aecuatiei date sunt coordonatele punctului, care
apartine figurii F.
De exemplu, ecuatia dreptei desenata in figura 9.2 are formaj = 2x - 1, iar

ecuatia hiperbolii, desenata Tn figura 9.3, are forma y = —. Este primit de spus,
1

ca, de exemplu, ecuatiiley =2x—I si y = — dtermin)%l dreapta si hiperbola
X

orespunzator.

Daca ecuatia data este ecuatia figurii F, atunci aceasta figura se poate
considera ca locul geometric al punctelor (LGP), coordonatele carora satisfac
aceasta ecuatie.

Fig. 9.2 Fig. 9.3
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Folosind aceste consideratii, deducem ecuatia circumferintei cu raza R si
centrul Tn punctul A {a\ b).

Fie M {xX\y) - punct arbitrar al circumferintei date (fig. 9.4). AtunciAM = R.

Folosind formula distantei intre puncte, obtinem: <Jx- a)2+{y —b)2 = R.
De aici

&-a)2+ {y-b)2=R\ *

N oi am aratat, ca coordonatele (x,y) apunctului arbitrar M al circumferintei

date este solutia ecuatiei (*). Acum aratam, ca orice solutie a ecuatiei (x - d)2+

+ {y —b)2= R2sunt coordonatele punctului, care apartine circumferintei date.

Fie perechea de numere {xyy”) - solutia arbitrara a ecuatiei (*). Atunci

(xx- a)2+ (yx- b)2=Rr. De unde - a)2+{yx- b)2=R.

Aceasta egalitate arata, ca puctul N {xy y") este departat de la centrul circum-
ferintei A {a\ b) la distanta, care este egald cu raza circumferintei, deci punctul
N {xyy”) apartine circumferintei date.

Deci, noi am demonstrat astfel de teorema.

Teorema 9.1. Ecuatia cirmmferintei cu raza R si cu centrul inpunctul
A (a b) areforma

(x- a2+ (y- bY=R2

Corecta este si afirmatia: orice ecuatie deforma (x - d)2+ {y—b)2= R2 imde a,
bsi R - unele numere, totodata R>0, este ecuatia circumferintei cu raza R cu centrul
Tnpuctul cu coordonatele (& b).

Daca centrul circumferintei este originea de coordonate (fig. 9.5), atunci
a=b=0. In acest caz ecuatia are forma

X2+ v2=R2
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Problema 1. Alcatuiti ecuatia cercului, diametrul carui este segmetul AB,
dacaA(-5;9),5(7;-3).

Rezolvare. Deoarece centrul circumferintei este mijlocul diametrului,
atunci putem afla coordonatele (@\b) centrului C a circumferintei:

-5+7 ., , 9-3_ 0
1 b= 3.

a e = e =
2 2
Deci, C (1; 3).
Raza circumferintei R este egald cu segmetului AC. Atunci R? = (1 + 5)2+
+ (3- 9)2=72.

Deci, ecuatia cautata are forma
(x- D)2+ (y- 3)2=72
Raspuns: (x- )2+ (y—3)2=72. M
Problema 2. Demonstrati, ca ecuatia x2+y2+ 6x - 14y + 50 = 0 deter-
mina circumferinta. Gasiti coordonatele centrului si raza acestei circumferinte.
Rezolvare. Prezentam ecuatia data in forma (x - d)2+ {y —b)2=R2
X2+ 6X + 9 +y2- 14y + 49 + 50 - 58 = 0;
(x + 3)2+ (y-7)2=8.
Deci, ecuatia data este ecuatia circumferintei cu centrul Tn puctul (-3; 7) si
raza 2V?2.
Raspuns: (-3; 7), 2yf2. M
Problema 3. Demonstrati,catriunghiul cu varfurile inpucteleA (-2; -3),
B (1; 3) si C (5; 1) este dreptunghiuc, si alcatuiti ecuatia circumferintei circum-
scrise triunghiului ABC.
Rezolvare. Aflam patratul laturilor acestui triunghi:
AB2= (1 +2)2+ (3 + 3)2= 45;
AC2=(5+2)2+ (1 + 3)2= 65;
BO-=(5- )2+ (1 - 3)2=20.
Deoarece AB2+ BCr =ACr, atunci triunghiul dat este dreptunghicr cu un-
ghiul drept Tn varful B. Centrul circumferintei circumscrise este mijlocul ipo-

tenuzei AC —punctul (1,5; -1), raza circumferintei R =“ AC =

Deci, ecuatia cautata are forma

(x-1,5)2+(r/+1)2= ’:1.

65
Raspuns: (x —1,5)2+(y+1)2=—. M
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|
1. Ce se numeste ecuatia figurii date pe planul xyl
2. Ceforma are ecuatia circumferintei cu centrul in punctul {a; b) si raza R1
3. Ce forméa are ecuatia circumferintei cu centrul in originea de coordonate si

razaR?
EXERCITII
9.1. ° Determinati dupa ecuatia circumferintei, coordonatele centrului si raza ei:
1) (*- 8)2+ (y- 3)2=25; ) xr+yr =71,
2) (x+5¥+/ =09 x2+ (y+1)2=3.

9.2. ° Alcatuiti ecuatia circumferintei, daca sut cunoscute coordonatele centrului
A sirazaR:
1A (3;4),R=4 3)A (7;-6), R =V2;
2)A (-2;0),R =1, 4)A (0; 5), R =n/7.

9.3. ° Alcatuiti ecuatia circumferintei, daca sut cunoscute coordonatele centrului
B si raza R:
1) B(-1;9),R=9; 2) B (-8; -8), O =V3.

9.4.° Determinati coordonatele centrului si a razei circumferintei, desenate n
figura 9.6 si scrieti ecuatia acestei circumferinte.

Fig.9.6
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9.5.° Raza circumferintei cu centrul in punctul A este egala cu 4 (fig. 9.7).
Alcatuiti ecuatia acestei circumferinte.

Fig. 9.7

9.6. ° Construiti pe planul de coordonate circumferinta, ecuatia careia are forma:
Hx2+ f =4 2) (x+ 1)2+ {y- 2)2=25.

9.7. ° Construiti pe planul de coordonate circumferinta, ecuatia careia are forma
(x-4)2+ f =9.

9.8. ° Circumferinta este determinata de ecuatia (x + 6)2+ {y—I)2= 10. Aflati
care din punctele date A (-3; 0), B (-5; -2), C (1;0), D (-4; 3), E (-7; -3),
F (—9; 0) se afla: 1) pe circumferintd; 2) Tn interiorul circumferintei; 3) Tn
afara circumferintei.

9.9. ° Apartin oare circumferintei (x - 2)2+ (y + 2)2= 100 punctele:
1)A(8;-8); 2) B (6;-9); 3)C(-3;7); 4) D (-4; 6)?

9.10. ° w\lcatuiti ecuatia circumferintei cu centrul Tn punctual M (-3; 1), care
trece prin punctul K (-1; 5).

9.11. ° Alcatuiti ecuatia circumferintei, diametrul caruia este segmentul AB,
dacaA (2;-7), B (-2; 3).

9.12. "Demonstrati, ca segmental AB este diametrul circumferinteic (x - 5)2+
+ (y + 4)2= 17, dacaA (1; -5), B (9; -3).

9.13. "Demonstrati, ca segmental CD este coarda circumferintei x2+ (y- 9)2=
= 169, daca C (5;-3), D (-12; 4).

9.14. "Alcatuiti ecuatia circumferintei, centrul carei este punctual P (-6; 7) si
care este tangenta la axa ordonatelor.

9.15. "w\lcatuiti ecuatia circumferintei, centrul carei se afla pe dreaptay = -5 si
care este tangenta la axa absciselor Tn punctual S (2; 0).

9.16. " Cate circumgerinte exista care trec prin punctual (3; 5), razele carei sunt
egale 3-y/6 si centrele carora aprtin axei ordonatelor? Scrieti ecutia fiecarei
circumferinte.
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9.17. " Alcatuiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele A (-4; 1) si
B (8; 5) si centrul carei apartine axei absciselor.

9.18. "Demonstrati, ca circumferinta (x + 6)2+ (y- 3)2= 36:

1) ste tangenta la axa ordonatelor;
2) intersecteaza axa abceselor;
3) nu are puncte comune cu dreaptaj = 10.

9.19. " Stabiliti daca ecuatia data este ecuatia circumferintei. In cazul raspunsului
afirmativ indicati coordonatele centrului si raza R a acestei circumferinte:
1) xr + 2x +y2- 10y- 23 =0; 3) xr +y2+ 6y + 8x + 34 = 0;

2) x2- 12x+y + 4y + 40 =0Q; 4) x2+y2- 4x —14y + 51 = 0.

9.20. " Demonstrati ca ecuatia data este ecuatia circumferintei si indicati coor-
donatele centrului si raza R a acestei circumferinte:

1) x2+Y2+ 16y + 60 = 0O; 2) x2+Y2- 8x + 4y + 15 = 0.

9.21. " Demonstrati, ca triunghiul cu varfurile Tn punctele A (-1; -2), B (-1; 2),
C (5; 2) este dreptunghic si alcatuiti ecuatia circumferintei circumscrise
acestui triunghi.

9.22. " Alcatuiti ecuatia circumferintei, raza careia este egala cu 5 si care trece
prin punctele C (-1; 5) si D (6; 4).

9.23. " Alcatuiti ecuatia circumferintei, raza careia este egala cu 0 si care
trece prin punctele M (-2; 1) si K (-4; -1).

9.24. " Alcatuiti ecuatia circumferintei, care este tangentala axele de coordonate
si ladreaptaj = -4.

9.25. " Alcatuiti ecuatia circumferintei, care este tangentala axele de coordonate
si la dreapta x = 2.

9.26. *v\lcatuiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele:

1) N(-3;7),b6(-8,2), C(-6,-2);
2) M (-1; 10), IV(12; -3), AT(4; 9).

EXERCITII PENTRU REPETARE

9.27. BisectoareaunghiuluiB aparalelogramului ABCD intersecteazalaturaAD
in punctual E,AB = BE = 12 cm, ED =18 cm. Aflati aria paralelogramului.

9.28. Perpendiculara care este dcoborata din varful dreptunghiului pe diagonala,
Tmparte acesta diagonal Tn doua segmente cu lungimeile 9 cm si 16 cm. Aflati
perimetrul dreptunghiului.

9.29. In trapezul isoscel este Tnscrisa circumferinta cu raza 12 cm. Una din la-
turile laterale, de punctul de tangenta, este Tmpatita in doua segmente,unul
din care este egal cu 16 cm. Gasiti aria trapezului.
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

9.30. Pe plan sunt notate punctele A si B. Cu ajutorul compasului construiti
punctul C astfel, ca punctual B sa fie mijlocul segmentului AC.

10. Ecuatia dreptei

In punctul precedent am considerat
circumferinta ca LGP egal departate de la
punctul dat, am determinat ecuatia ei. Pentru
a deduce ecuatia dreptei, consideram pe ea ca
LGP egal departate de la doua puncte date.

Fie a—dreapta data. Alegem doua puncte
A {xyy") si B (x2y 2 astfe, ca dreapta a sa fie
mediatoarea segmentului AB (fig. 10.1).

Fie M(x-,y) - punct arbitrar al dreptei a.
Atunci dupa proprietatea mediatoarei se
Tndeplineste egalitatea M A = MB, adica

A(X-x1)2+ (r/-rI12 =7 (x - x2)2+{y-y2f. *

Noi am aratat ca coordonatele (x;_y) a punctului arbitrar M a dreptei a este
solutia ecuatiei (*).

Acum aratam, ca orice solutie a ecuatieie (*) sunt coordonatele punctului
ce apartine dreptei a.

Fie (xQj/0 - solutia arbitrara a ecuatiei (*).

Atunci 7(x0"A )2+ (r/l0~Yi)2 = V(x0~x2? +(Fo ~¥2)2- Aceasta egali-
tate Tnseamna, ca puctul N (x0_y0 este egal departata de la puctele A {xyy”)
si B (x2,y2), deci, punctul N apartine mediatoarei segmentului AB, adica
dreptei a

In asa mod am demonstrat, ca ecuatia (*) este ecuatia dreptei date a.

Insa din cursul de algebra clasa a 7-a stiti, ca ecuatia dreptei are o forma
mult mai simpla si anume: ax + by = ¢,unde a,b si c—numere arbitrare si asi b
nu sunt egale cu zero Tn acelasi timp. Aratam, ca ecuatia (*) se poate reduce la
asa o forma.

Ridicdm ambele parti a ecuatieie (*) la patrat. Avem: (X - x22+ (y - yj)2=
= (x- x22+ (y-y 22
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Deschidem parantezele si reducem termenii asemanea. Obtinem:
2 (X2-xJIx +2 (y2-yr)y =xi+f2-x{-y\.

Noténd 2 (x2- x2 = a,2 (y2—y") = b, 2+ya—x\-yj = ¢, obtinem ecuatia
ax+hby=c

Deoarece punctele A {xyy”) si B (x2,y2 sunt diferite, atunci macar una din
diferentele x2- x2siy2—y 1nu este egala cu zero. Deci, numerele a si b nu sunt
egale cu zero Tn acelasi timp.

Astfel, noi am demonstrat asa o teorema.

Teorema 10.1. Ecuatia dreptei areforma
ax+hby=c,

unde a, bsic —umere arbitrare, asi b nu suntegale cuzero in acealasi timp.

Este corecta si astfel deafirmatie: orice ecuatie deforma ax + by = ¢, unde a,
b si c- numere arbitrare si a si b nu sunt egale cu zero n acelasi timp, este ecuatia
dreptei.

Daca a= b= c¢= 0, atunci graficul ecuatiei ax+ by = ceste tot planul xy. Daca
a=b=0si cPO, atunci ecuatia nu are solutie.

Din cursul de algebra clasa a 7-a, stiti ca ecuatia de forma ax + by = ¢ se
numeste ecuatie liniara cu doua variabile. Ecuatia dreptei este un tip aparte a
ecuatiei liniare. Schema parezentata n figura 10.2, ilustreza cele spuse.

De asemenea lalectiile de algebra clasa a 7-a noi ama primit fara demonstrare
faptul, ca graficul fimctiei liniarey = kx +p este o dreaptd. Acum noi putem sa
demonstram aceasta.

Transcriem ecuatiaj = kx +p astfel: —kx +y =p. Noi am obtinut ecuatia de
tipul ax + by = c pentru exemplul, cand a= -k, b= 1, c=p. Deoare Tn aceasta
ecuatie b @0, noi am obtinut ecuatia dreptei.

Dar oare orice dreapta de pe plan se poate determina in forma de ecuatia
y = kx+ p} Raspunsul la aceasta intrebare este negativ.
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Faptul ca dreapta este perpendiculara pe axa absciselor, nu poate fi graficul
functiei, deci, nu poate fi determinata de ecuatia de formaj = kx+ p.
Totodata, daca Tn ecuatia dreptei ax + by = ¢ de Tnlocuit b = 0, atunci ea se
poate transcrie astfel: x = — Noi am obtinut un tip aparte de ecuatie a dreptei,
a
toate punctele careia au aceeasi abscisa. Deci, aceasta dreapta este perpendicu-
lara la axa absciselor. Ea se numeste verticala.

Cand b @0, atunci ecuatia dreptei ax + by = ¢ se poate scrie astfel: y =
a ¢ a c .

=— X +—'JNotam — =k, —=p, obfinem ecuatiay = kx + p.
b b b p { tiay p

Deci, dacab = 0 si a @0, atunci dreapta ax + by = cdetermina o dreapta
verticald; daca b atunci aceasta ecuatie determina o dreapta ne ver-
ticala

Ecuatia dreptei ne verticale este comod de scris in formaj = kx +p.

In tabelul de mai jos este generalizat materialul examinat in punctul dat.

Ecuatia Valorile a,b sic Graficul
b ® 0, a si c—oricare Dreapta ne verticala
b —0, a PO, o -
. Dreapta verticala
ax + by = ¢ c- orice
a=b=c=0 Tot planul coordonatelor

a=b=0,cp0 -

Problema 1. Alcatuiti ecuatia dreptei care trece prin punctele:

1)A (-3; 5) si B (-3; -6); 2) C(6; 1) siD (-18; -7).

Rezolvare. 1) Deoarece punctele date au abscisele egale, atunci dreapta
AB este verticala. Ecuatia ei are forma x = -3.

2) Deoarece punctele date au abscise diferite, atunci dreapta CD nu este
verticald. Atunci se poate de se folosit de ecuasia drepteiy = kx +p.
Inlocuind coordonatele punctelor C si D n ecuatiay = kx +p, obtinem
sistemul de ecuatii:
6k +p =1,
-18k +p =-7.
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Rezolvand acest sistem de ecua;ii, aflam, ca k = p=-—.

3’
Raspuns: 1) x=-3\2) y=—x- 1. «

Problema2. Aflati perimetrul si aria triunghiului, limitat de dreapta
5x + 12y = -60 si de axele de coordonate.

Rezolvare. Aflam punctele de intersectie a dreptei date cu axele de co-
ordonate.
Cu axa absciselor: pentruy = 0 obtinem 5x = -60; x = -12.
Cu axa ordonatelor: pentru x = 0 obtinem 12y=-60;y = -5.
Deci, dreapta data si axele de coordonate
limitaza triughiul dreptunghic AOB (fig. 10.3)
cu varfurile A (-12; 0), B (0; -5) si O (0; 0).
Aflam laturile triunghiului: OA =12, OB = 5,

AB= AO02+B02=13. Atunci perimetrul si
aria cautata sunt egale P = OA+ OB + AB = 30,

S :2-OA-OB = 30.
Raspuns: P= 30, S= 30.

1. Ce forma are ecuasia dreptei pe planul xyl

2. Cum se numeste dreapta, punctele carei au aceeasi abscisa? Cum este situatd
dreapta data fatd de axa absciselor?

. Qare orice ecuatia liniara cu doua variabile este ecuatia dreptei?

. In ce forma se scrie ecuatia dreptei neverticale?

. Oare orice dreapta de pe plan se poate scrie in formay = kx+pl

. Pentru care conditie ecuatia dreptei ax +by=ceste ecuatia dreptei verticale?
dreptei neverticale?

o o b~ w

EXERCITII
10.1.° Care din ecuatiile date sunt ecuatiile dreptelor:
1)2nr-3.y=5; 4) 2x =5; 7)onr+0_y = 0;
2)2x-3y =0; 5) -3y = 5; 8) Ox+ Oy = 5?

3) 2xr - 3y =5; 6) 2x + Qy=0;
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10.2. ° Aflati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei 4 x- 5y =20 cu
axele de coordinate. Apartin oatrer acestei drepte punctele:
1) A (10; 4); 2) B(6; 1); 3) C(-1,5;5,2); 4) D (-1; 5)?

10.3. ° Aflati coordonatele punctelor de intersectie adreptei 3x + 4y= 12 cu axele
de coordinate. Care din punctele M (-2; 4) si K (8; -3) apartin acestei drepte?

10.4. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctul A (6; -3) si este perpen-
diculara la axa x. Ce coordonate are punctul de intersectie a acestei drepte
Cu axa Xi

10.5. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctul B (5; -8) si este perpen-
diculara la axay. Ce coordonate are punctul de intersectie al acestei drepte
cu axaj/?

10.6. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctul C (-4; 9) paralel: 1) cu axa
absciselor; 2) cu axa ordonatelor.

10.7. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctele:

DA (1;-3) siB(-2;-9); 3)E (-4;-1) siF (9 -1);
2) C(3;5)siD (3;-10); 4 M (3;-3) siK(-6; 12).

10.8. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctele:

1)A (2;-5) si B (-3; 10); 2) C(6;-1) siD (24; 2).

10.9. ° Gasiti coordonatele punctului de intersectie a dreptelor:
1)y =3x—7siy =5x+9; 2)2x—ly =-16 si 6x + 11y = 16.

10.10. ° Gasiti coordonatele punctului de intersectie a dreptelor:
1)y = 4x + 1siy=2x—11;2) 3x + 2y = 10 si x —Sy = 12.

10.11. "Punctele A (-6; -1), B (1; 2) si C (-5; -8) - varfurile triunghiului ABC.
Alcatuiti ecuatia dreptei, care contine mediana AK a triunghiului.

10.12. "Punctele A (-3;-4), B (-2; 2), C(1; 3) si D (3;-2) - varfimle trepezu-
luiABCD (BC 1LAD). Alcatuiti ecuatia dreptei, care contine linia medie a
trepezului.

10.13. " Abscisele mijlocurilor laturilor laterale ale trapezului sunt egale. Se
poate oare afirma, ca bazele trepezului sunt perpendiculare la axa absciselor?

10.14. "Aflati perimetrul triunghiului, limitat de axele de coordonate si de
dreapta 4m. —3y = 12.

10.15. "Aflati aria triunghiului, limitat de axele de coordonate si de dreapta
7y —2x = 28. 9

10.16. "Aflati aria triunghiului, limitat de dreptele 3x +2y =6si y =— x si

axa ordonatelor.
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10.17. " Demonstrati, ca circumferinta (x - 5)2+ (y-5)2= 9sidreaptax +y =7
se intersecteaza, si aflati coordonatele punctelor de intersectie.

10.18. " Demonstrati, ca dreaptax +y = 5 este tangentala circumferinta (x- 3)2+
+ (y + 2)2= 8, si aflati coordonatele punctului de intersectie.

10.19. " Demonstrati, ca circumferinta (x- 4)2+ (y- 2)2= lsidreapta3x +y =3
nu au puncte comune.

10.20. " Gasiti distanta de la originea de coordonate panala dreapta 5x - 2y = 10.

10.21. " Gasiti distantadela originea de coordonate panaladreaptax + +y = -8.

10.22. " Gasiti lungimea coardei circumferintei (x + 1)2+ (y-2)2= 25,care este
situata pe dreaptaj = 3x.

10.23. " Alcatuiti ecuatia locului geometric al centrelor circumferintelor, care
trec prin puctele A (1;-7) si B (-3; 5).

10.24. " Alcatuiti ecuatia locului geometric al centrelor circumferintelor, care
trec prin puctele C (2; 3) si D (-5; -2).

10.25. " Gasiti coordonatele punctului, care este egal departat de la axele de
coordonate si de la punctul” (3; 6).

10.26. " Gasiti coordonatele punctului, care este egal departat de la axele de
coordonate si de la punctul B (-4; 2).

10.27. *Alcatuiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele A (2; 0) si
B (4;0) si centrul carei apartine dreptei 2x + 3y = 18.

10.28. *Alcatuiti ecuatia loculuui geometric al centrelor circumferintelor raza
caror este de 5 si care taie pe axa absciselor coarda cu lungimea egala cu 6.

EXERCITII PENTRU REPETARE

10.29. Diagonalele paralelogramului sunt egale 6 /2 c¢m si 8 cm, iar unghiul
ntre ele este de 45°. Gasiti laturile paralelogramului.

10.30. Una din laturi ale triunghiului este cu 15 cm mai mare ca a doua, iar
Tnaltimea dusa la a treia latura o Tmparte pe ea in segmentele 32 cm si 7 cm.
Aflati perimetrul triunghiului.

10.31. Centrul circumferintei circumscrise trapezului isoscel este situate pe

baza mare. Aflati raza circumferintei, daca diagonala trepezului este de 20
cm, iar Tnaltimea - 12 cm.
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11. Coeficientul unghiular al dreptei

Sa analizam ecuatiay = kx. Ea deteermna
dreapta neverticala, care trece prin originea de
coordonate.

Vom arata, ca drepteley = kx siy = kx + b,
unde b @0, sunt paralele.

Punctele 0 (0; 0) si C (1; K) apartin dreptei
y = kx, iar punctele A (0; b) si B (1; k + b) apar-
tin drepteij = kx + b (fig. 11.1). Este usor de se
convins (faceti independent), ca mijlocul diago-
nalelor AC si OB apatrulaterului OABC coincid.

Deci, patrulaterul OABC —paralelogram. De
aici AB | OC.

Acum putem face astfel de concluzie:

Daca =k2si atunci drepteley = kx + bxsiy = kX + b2suntpa-
ralele (1).

Fie ca dreaptay = kx intersecteaza semicercul unitar in punctul M (xy,y0
(fig. 11.2). Unghiul AOM se numeste unghiul Tntre dreapta data si directia
pozitiva a axei absciselor.

Daca dreaptaj = kx coincide cu axa absciselor, atunci unghiul Intre aceasta
dreapta si directia pozitiva a axei absciselor se considera egala cu 0°.

Yi Yy
1
y0)
ST A <@ L,
B o N . A X
Pig- 112

Daca dreaptaj = kx formeaza cu directia pozitiva a axei absciselor unghiul a,
se considera, ca dreaptay = kx + b, care este paralela drepteiy = kx, tot formeaza
unghiul a cu directia pozitiva a axei absciselor (fig. 11.3).
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Sa examinam dreapta MO, ecuatia careia are formaj = kx (fig. 11.2). Daca

AMOA = a, atunci tga = = — . Deoarece punctul M {xQy0 apartine
cosa X,

drepteiy = kx, atunci — =k. De aici k= tg a.
X0
Astfel, pentru dreaptay = kx + b obtinem, ca

k=1tg a,

unde a - unghiul, care formeaza acesta dreapta cu directia pozitiva a axei abscise-
lor. De aceea coeficientul k se numeste coeficientul unghiular a acestei dreapte.
Cand dreptele neverticale sunt paralele, ele formeaza unghiuri egale cu di-
rectia pozitiva a axei absciselor. Atunci tangentele acestor unghiuri sunt egale,
deci sunt egali si coeficientii unghiulari.
Astfel,

dacadrepteley = kx + bxsiy = kX + b2suntparalele, atunci = k2(2).
Concluzie (1) si (2) le unim Intr-o teorema.

Teorema 11.1. Drepteley = kx + blsiy = kX + b2suntparalele, atuncisi
numai atunci, candk1= k2A b 1Pb2

Problema. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A (-4; 3) si
este paralela drepteiy = 0,5x - 4.

Rezolvare. Fie, ecuatia dreptei cautate este y = kx +p. Deoarece acesta
dreapta si dreaptaj = 0,5x - 4 sunt paralele, atunci coeficientii unghiulari sunt
egali, adica k = 0,5.

Deci, ecuatia cautata are formay = 0,5x+ p. Considerand ca dreapta data
trece prin punctul A (-4; 3), obtinem: 0,5 «(-4) +p = 3. De aici™>= 5.

Ecuatia cautata are formaj = 0,5x + 5.

Raspuns:y =0,5x+5. M

L

1. Lamuriti, ce se numeste unghi intre dreapta si directia pozitiva a axei abscisei.

2. De ce se considera ca unghiul intre dreapta care este paralela la axa abscisei sau
coincide si directia pozitiva a axei abscisei este egal?

3. Ce se numeste coeficientul unghiularal dreptei?

4. Cum sunt leagate coeficientul unghiular a dreptei si unghiul intre dtrapta si
directia pozitivd a axei abscisei?
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5. Formulati conditia necesara si suficienta de paralelisma doud drepte neverticale
pe planul de coordonate.

EXERCITII

11.1.° Cu ce este egal coeficientul unghiular al dreptei:
V)y = 2x —I\ 3).y=n;+10; 5)jl = 4;
2)y =-3x\ 4y =5- XA 6) 3x-2y =4?

3
11.2.° Care din dreptey = 6x —5,y 06m+1, y —Xx+4, y=2- 6Xx s
5

y = 600 + 0,6n; sunt paralele?

11.3. ° Care numar trebuie Tnlocuit Tn loc de asterix, ca dreptele sa fie paralele:
1)y = 81—14 §i.y=*x + 2;
2) =7*1- 1gijp=3—4n?

11.4. ° Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin originea de coordinate si este
paralela dreptei:
l)y= IAx - 11; 2)y =-1,15x + 2.

11.5. " Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul” (-3; 7) si si coeficientul
unghiular al careia este egal:
1) 4 2) -3; 3) 0.

11.6." Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul B (2; -5) si coeficientul
unghiular al careia este egal cu -0,5.

11.7." Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul M (-1; 9) si este paralela
dreptei:
)y =—x+3; 2)3x-4y =-8.

1
11.8." Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul K [—g; 10) si-i para-

lela dreptei:
1) y=9t1- 16 2)6n; +2y=1.

11.9." Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A (2; 6) si formeaza cu
directia pozitiva a axei absciselor unghiul:
1) 60 2) 120°.

11.10." Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul B (3; -2) si formeaza
cu directia pozitiva a axei absciselor unghi:
1) 45° 2) 135°.
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11.11.* Alcatuiti ecuatia dreptei, care este prezentata in 11.4.

Fig. 11.4

11.12. " Determinati, daca dreptele sunt paralele:
1) 2x —b5y = 9 si by —2x= 1; 3) Ix —2y = 12 si Ix —3y = 12;
2) 81+ 12y=15si4x + 6y = 9; 4) 3x + 2y =3 5i 6X + 4y = 6.
11.13. *Demonstrati, ca dreptele Tx —6y = 3 si 6y - Ix = 6 sunt paralele.
11.14. " Alcatuiti ecuatia dreptei, care este paralela drepteiy = 411, + 2 si inter-
secteaza dreaptay = -8n; + 9 Tn punctul, care apartine axei ordonatelor.
11.15. " w\lcatuiti ecuatia dreptei, care este paralela drepteiy = 31 + 4 si inter-
secteaza dreaptay = —4x + 16 Tn punctul, care apartine axei abscisei.

11.16. "Alcatuiti ecuatia dreptei, care este perpendiculara la dreptay = —x + 3
si trece prin punctual” (1; 5).

EXERCITII PENTRU REPETARE

11.17. In patrulaterul convex ABCD bisectoarele unghiurilor A si B se inter-
secteaza Tn punctul 0 (fig. 11.5). Demonstrati, ca
unghiul AOB este egal cu semisuma unghiurilor B
CsiD.

11.18. Inaltimea rombului, care este dusa din virful
unghiului obtuz, Tmparte latura rombului Tn
segmentele 7 cm si 18 cm, socotind de la virful
unghiului ascutit. Gasiti diagonalele rombului.

11.19. Medianele triunghiului isoscel sunt egale cu

15 cm, 15 cm si 18 cm. Aflati aria triunghiului.
Fig. 11.5
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

11.20. Ce valoare minima poate obtine raza circumferintei, din care se poate
tdia un triunghi cu laturile 2 cm, 3 cm, 4 cm?

A METODA COORDONATELOR

Noi de multe ori spunem: dreptay = 2 x—1, parabolay = x2, circumferinta
x2+y2= 1, identificand astfel o figura cu ecuatia ei. Asa o abordare face posibila
reducerea problemei despre cautarea proprietatilor figurii la problema despre
stuidierea ecuatiei ei. In aceasta si constaesenta metodei de coordonate.

Vom ilustra cele de mai sus Intr-un asa exemplu.

Din rationamente intuiutive este evident, ca dreapta si cercul au nu mai mult
de doua puncte comune. Cu toate aceasta afirmatia nu este exioma, de aceea ea
trebuie de domonstrat.

Aceasta problema se reduce la studierea numarului de solutii a sistemului
de ecuatii

fax + by = c,
[x- mf +(y-rif =R2,
unde numerele a si b nu sunt egale cu zero Tn acelatsi timp si R >0.

Rezolvand acest sistem prin metoda substitutiei, noi obtinem o ecuatie
patrata, care poate avea doua soluti, o solutie sau nici o solutie. Deci, pentru
sistemul dat exista trei cazuri posibile:

1) sistemul are doua solutii - dreapta si circumferinta se intersecteaza n

doua puncte;

2) sistemul are o solutie - dreaptase atinge de (este tangenta) circumferinta;

3) sistemul nu are solutii - dreapta si circumferinta nu au puncte co-

mune.

Cu fiecare din aceste cazuri, v-ati Tntalnit rezolvand problemele 10.17—
10.19.

Metoda de coordonate este deosebit de eficienta Tn cazurile cand trebuie
de gasit figura la care toate punctele ei poseda proprietatea datd, adica de

aflat LGP.
Notam pe plan doua puncte A si B. Este interesant de aflat, ce figura

foprmeaza toate punctele M astfel, ca ~ ~ =1. Aceasta este mediatoarea
MB
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segmentului AB. Este interesant de aflat,
ce figura foprmeaza toate punctele M,

pentru care =b unde k® 1. Rezol-
r MB

vam aceasta problema pentru k =

Planul pe care sunt notate punctele A
si B 1l “transformam” in planul de coor-
donate. Facem aceasta asa: pentru origine
luam punctul A, pentru segmentul unitar
- segmetul AB, axa abscisei ducem asa ca

puctul B sa aiba coordonatele (1; 0) (fig. 11.6).
Fie M{x\y) - punct arbitrar a figurii cautate F. Atunci 2MA = MB\
4711 2= MB2 De aici
4(x28 f) = (x-1)2+f)
3x2+ 2x + 3y2=1;

X2+ —x +y2=—;
3 y 3

2 2 1 o 4
X H- X H—hy ——
3 9 9

(x+1)2+ 2 _4
3) Y Ty

Deci, daca punctul M (x\y) apartine figurii F, atunci coordonatele lui sunt
rezolvarea ecuatie (*).

Fie {xyyY) - o solutie a ecuatieie (*). Atunci este usor de aratat, ca
4 (xf +yY) = (mx- 1)2+yf. Aceasta Tnseamna, ca punctul N (xyy”) este asa, ca
ANA2= NB2 Atunci 2NA = NB. Deci, punctul N apartine figurii F.

Astfel, ecuatia figurii F este ecuatia (*), adica figura F - este circumferinata

1 . 2
cu centrul in punctul O [—g; si raza 3
Noi am rezolvat problema pentru cazul particular, cAnd k — Se poate de

aratat, ca figura cautata pentru orice pozitivk ®1v-a fi circyumferinta. Aceas-
ta circumferinta se umeste circumferinta lui Apolloniusl

1 Apollonius Pergcukyy (I11-117.e.n)- matematician siastronomdinGrecia
Antica.
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CUM S-A CONSTITUIT LEGATURAINTRE
GEOMETRIE S| ALGEBRA

Ideia coordonatelor aaparut foarte demult. Deci Tnca Tn antichitate oamenii
studiau Pamantul, urmareau stelele si dupa rezultatele cercetarilor sale formau
mape si scheme.

In sec. all-a . e.n. savantul din Grcia Antica Hipparchus pentru prima data
afolosit ideia de coordonate pentru a determina locatia obiectelor pe suprafata
Pamantului.

Abia Tn sec. al X1V-a savantul francez Nikola Orem (aproape 1323-1382)
pentru prima data a folosit Tn matematica ideia lui Hipparchus: a impartit planul
Tn patrate (cum este Tmpartita foia caietului vostru) si a Tnceput a stabili locul
punctelor prin latitudine si longitudine.

Insa posibilitatile mari ale acestei idei au fost descoperite abiai Tn sec. al
XV I1l-a in lucrarile marilor matematicieni Pierre de Fermat si Rene Descartes.
In lucrarile sale savantii au aratat, cum datorita sistemului de coordonate se poate
trece dela puncte la numere, de la linii la ecuatii, de la geometrie la algebra..

Macar ca P. Ferma a publicat lucrarea sa cu un an mai de vreme de la

R. Descartes, sistemul de coordoate cu care noi ne folosim astazi se numeste
cartezian. R.Descartes inlucrareasa“Rationamentul despre metode” apropus o
noua simbolica de litere comoda, cu care ne folosim si astazi, cu putine schimbari.
Ulrmandu-1 pe Descartes noi notam variabilele cu ultimele litere ale alfabetului
latin x,y, z, iar coeficientii - cu primele: a,b,c,....Insemnarile obisnuite pentru
noi ale puterilor x2y3 z5etc., tot le-a introdus Descartes.

Pierre de Fermat Rene Descartes

(1601-1665) (1596-1650)



102 §3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

INSARCINAREA NR. 3"CONTROLEAZA-TE"IN FORMATEST

1. Ce coordonate are mijlocul segmentului AB, daca.A (-6; 7), B (4; -9)?

A) (-5; 8); C) (-5;-1);
B) (-1; -1); D) (-1; 8).

2. Cu ce este egala distanta intre punctele C (8;-11) si D (2;-3)?
A) 100; C) V296;
B) 10; D) nvi64.

3. Ce coordonate are centrul circumferintei (x - 5)2+ (y + 9)2= 16?
A) (5;-9); C) (5, 9);
B) (-5; 9); D) (-5:-9).

4. Centrul careia din circumferintele date este originea de coordonate?
A) x2+ (y- 1)2=1; C)x2+ f =1,
B) (x- N2+y2=1,; D) (x- D2+ (y- 1)2= 1

5. Afalasi raza ¢ circumferintei, diametrul carea este segmentul MK, daca
M (14; 12) si K (-10; 2).
A) 26; C) 25;
B) 13; D) 5.

6. Care sunt coordonatele puctului de intersecsie a dreptei 5x - 3y = 15 cu axa
absciselor?

A) (0; -5); C) (0; 3);
B) (-5; 0); D) (3; 0).

7. PatrulaterulABCD - paralelogram. Sunt date trei varfuri: B (-2; 3), C (10; 9),
D (7; 0). Aflati coordonatele varfului A.

A) (1; 6); C) (-5;-6);
B) (19;-3); D) (6:5).
8. Ce coordonate are punctul axei ordonatei, egal departat de la punctele
A (-3; 4) si B (1; 8)?
A) (-5; 0); C) (5; 0);
B) (0;-5); D) (0:5).
9. Aflati abscisa punctului dreptei AB, ordonata caruia este egala cu 2, daca
A (-7; 4),B (9; 12).
A) 8,5; C) 4
B) -11; D) -2.
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10. Cu ce este egala distanta Tntre punctul de intersectia a dreptelor x -y =4
si X + 3y = 12 si punctul M (1; 7)?

A) 5; C)5Vvz2;
B) 50; D) 2n/5.
11. Care este ecuatia dreptei, care trece prin punctul P (-1; 6) si paralela dreptei
y =2x- 5?
A)y =6- 5x; C)y =5x- 6
B)j/ =2#+8; D)y =2x-8.
12. Cu ce egala raza circumferintei x2+yr + 14y - 12# + 78 = 0?
A) niT; C) 14
B) 7; D) Vl4.
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PRINCIPALULIN PARAGRAFUL 3

Distanta intre doud puncte
Distanta ntre doua puncte A {x2y”\j si B (x2m2 se poate calcula dupa for-

mula AB =yj(x2- x"2+ (y2- y~f.

Coordonatele mijlocului segmentului

Coordonatele (xG;j/0 mijlocul segmentului cu extremiotatile {x2y"j si (x2y?2)
se poate calcula dupa formula:

Yi +Y2

Ecuatia figurii

Ecuatia figurii F, data pe planul xy se numeste ecuatia cu doua variabile x

siy, care are asa proprietati:

1) daca punnctul apartine figurii F, atunci coordonatele ei sunt solutia
acestei ecuatii;

2) orice solutie {x\y) a ecuatiei date sunt coordonatele punctului, care
apartine figurii F.

Ecuatia circumferintei

Ecuatia circumferintei cu raza R si central Tn punctul A (@\ b) are forma
(x- a)2+ (y- b)2=R2
Orice ecuatie de forma (x - d)2+ (y- b)2= R2,unde a,b $TR - niste numere,
totodata R >0, este ecuatia circumferintei cu raza R cu central Tn punctul
cu coordonatele {a\ b).

Ecuatia dreptei

Ecuatia dreptei are forma ax + by = c,unde a,b si c—orice numere, totodata
a si b nu sunt egale cu zero Tn acelasi timp.

Orice ecuatie de tipul ax + by = ¢, unde a, b si c —orice numere, totodata
a si b nu sunt egale cu zero Tn acelasi timp.

Daca b= 0 si a @0, atunci ecuatia dreptei ax + by = c determina p dreapta
vertica; daca b ®0, atunci aceasta ecuatie determina o drepta neverticala.
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Coeficientul unghiular al dreptei

Coeficientul k Tn ecuatia drepteij = kx + b se numeste coeficientul unghiular
al dreptei si el este egal cu tantgenta unghiului care formeaza aceasta dreapta
cu directia pozitiva a absciselor.

Condiatia necesara si suficienta a paralelismului
dreptelor nevertica

Drepteley = kx + bxsi y= kX + b2sunt paralele atunci si numai atunci, can
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Studiind materialul acestui paragraf, veti afla, ca vectorii se folosesc
nu numaiin fizica, dar si geometrie.

O sa va invatati a aduna si scadea vectorii, a inmulti un vector cu
un numar, a gasi unghiurile intre doi vectori, a aplica proprietatile
vectorilor pentru rezolvarea problemelor.

12. Notiune de vector

Voi cunoasteti multe marimi, care se determina prin marimile sale numeri-
ce: masa, aria, lungimea, volumul, timpul, temperatura etc. Astfel de marimi se
numesc marimi scalare sau scalare.

Din cursul de fizicd va sunt cunoscute marimi, pentru reprezentarea
carora nu este suficient sa cunosti valoarea numerica alor. De exemplu, daca
asupra unui arc actioneaza o forta de 5 H, atunci nu este clar, daca arcul se
va comprima sau intinde (fig. 12.1). Este necesar de cunoscut, Tn ce directie
actioneaza forta.

Fig. 12.1

Marimile, care sunt determinate nu numai de valorile numerice, dar si de
directie, se numesc marimi vectoriale sau vectoril

Forta, deplasarea, viteza, acceleratia, greutatea sunt exemple de marimi
vectoriale.

Sunt vectori si in geometrie.

1 Termenul «vector” pentru prima data a aparut Tn a 1845, el a fost introdus in
folosinta de matematicianul si astronomul irlandez V. Hamilton.
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Sa cercetam segmentul AB. Daca noi ne Tntelegem ca punctul A s-al socotim
Tnceputul (originea) segmentului, iar B - sfarsitul (extremitatea) lui. Atunci
acest segment se va caracteriza nu numai prin lungime, dar si prin directia de
la punctul A spre punctul B.

Daca este indicat, care punct este originea segmentului si care punct - ex-
tremitatea lui, atunci astfel de segment se numeste segment orientat sau vector.

Vectorul cu originea Tn punctul A si extremitatea Tn punctul B se Tnseamna
astfel: AB (se citeste: “vectorul AB>").

Pe figuri vectorii se reprezinta prin segmente cu sageti, care indica extremi-
tatea lui. In figura 12.2 sunt reprezentati vectorii AB, CD si MN.

Pentru Tnsemnarea vectorilor de-asemenea se folosesc literele mici ale alfa-
betului latin cu sageti deasupra. In figura 12.3 sunt reprezentati vectorii
a, b sic.

Vectorul originea si extremitatea caruia este unul si acelasi punct, se numeste
vector nul sau nul-vector si se Tnseamna 0. Daca originea si extremitatea

vectorului nul este punctul A, atunci el se poate Tnsemna si astfel: AA. In figu-
ravectorul nul se reprezinta prin punct.

Modulul vectorului AB se numeste lungimea segmentului AB. Modulul
vectorului AB seinsemnaastfel: JAB | iar modulul vectorului a -astfel: Ja }

Modulul vectorului nul este socotit egal cu zero: |0 |=0.

Definitie. Vectorii nenuli se numesc colineari, daca ei se afla pe
drepte paralele sau pe o dreapta.

Vectorul nul este acceptat ca coliniar oricarui vector.

In figura 12.4. sunt reprezentati vectorii coliniari a, b si MN.

Acel fapt, ca vectorii a si b sunt coliniari, se Tnseamna astfel: a\\b.

In figura 12.5 vectorii nenuli coliniari a si b sunt la fel orientati. Astfel
de vectori se numesc coorientati si se scrie: a Il b.
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Fig. 125 Fig. 12.6 Fig. 12.7 Fig. 12.8

Daca a \\b 51 b HIc, atunci a 1c.

O proprietate analogica poseda sivectorii coorientati adicadacaa TT b
si b TT ¢, atunci a TT c (fig. 12.6).

In figura 12.7 vectorii nenuli coliniari a si b sunt orientati opus. Acest
fapt se Tnseamna astfel: a Ti b.

Definitie. Vectorii nenuli se numesc egali, daca modulele lor sunt
egale si ei sunt coorientati. Oricare doi vectori nuli sunt egali.

Infigura 12.8 sunt reprezentati vectorii egali a sTb. Aceasta se Thseamna:
a =b.

Egalitatea vectorilor nenuli a si b Tnseamna,ca aiT b si |Ja = b |

Nu este complicat de demonstrat, ca atunci cand a =b si b=c, atunci
a =c. Convingeti-va de aceasta sine statator.

Adesea, vorbind despre vectori, noi nu concretizam, care punct este origi-
nea vectorului. Astfel, in figura 12.9 sunt reprezentati vectorul a si vectorii,

egali cu vectorul a. Fiecare din ei de-asemenea este primit sa se numeasca
vectorul a.

In figura 12.10, aeste reprezentat vectorul a si punctul A. Daca este con-
struit vectorul AB, egal vectorului a, atunci se spune, ca vectorul a este
depus de la punctul A (fig. 12.10, b).

Fig. 12.9 Fig. 12.10
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Sa aratam, cum de la un punct arbitrar M de depus un vector, egal vectoru-
lui dat a .

D aca vectorul a este ne nul, atunci vectorul cautat va fi vectorul
MM.

Fig. 12.11

Acum sa cercetam cazul, cand a 7 0. Fie punctul M se afla pe dreapta, care
contine vectorul a (fig. 12.11). Pe aceasta dreapta exista doua puncte punctele E

si F astfel, ca ME =MF = Ja | Tn figura indicata vectorul MF este egal cu

vectorul a. ELsi trebuie ales.

Daca punctul M nu apartine dreptei, care contine vectorul a, atunci prin
punctul Mducem o dreapta paralela ei (fig. 12.12). Construirea de mai depar-
te este analogica celei deja cercetate.

De la punctul dat se poate de depus numai un singur vector, egal

celui dat.

Problema. Este dat un patrulater ABCD. Este cunoscut, ca AB = DC
si JAC |= |IBD | Determinat tipul patrulaterului ABCD.

Rezolvare. Conform conditiei AB = DC reiese,ca AB JDC sTAB = DC.
Deci, patrulaterul ABCD —paralelogram.
Egalitatea JAC \=\BD | Tnseamna, ca diagonalele patrulaterului ABCD

sunt egale. lar paralelogramul cu diagonalele egale este dreptunghi. M

Dati exemple de marimi scalare.

Care marimi se numesc vectori?

Ce se numescin geometrie vectori?

Care marimi sunt vectori: timpul, greutatea, acceleratia, impulsul, masa, depla-

P ownN PR

sarea, calea, aria, presiunea?
5. Care segment se numeste segmente orientat sau vector?
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Cum seinseamna vectorul cu origineain punctul”si extremitateain punctull??
Care vector se numeste nul?

Ce se numeste modulul vectorului AB ?

Cu ce este egal modulul vectorului nul?

10. Care vectori se numesc coliniari?

© ® N o

11. Cum seinseamna vectorii coorientati? Vectori orientati opus?
12. Care vectori se numesc egali?

TNSARCINARI PRACTICE

12.1.° Insemnati trei puncte A, B si C, care nu se afla pe aceiasi dreapta. Desenati
vectorii AB, BA si CB.

12.2.0 salupa s-a deplasat din punctul A la nord cu 40 km Tn punctul B, apoi la
apus cu 60 km din punctul B Tn punctul C. Alegand scara, desenati vectorii,
care vor reprezenta deplasarea din punctul” Tn punctul B, din punctul B in
punctul C, din punctul A in punctul C.

12.3. ° Desenati triunghiul”~5C. Desenati vectorul coorientat cu vectorul CA,
originea caruia este punctul B.

12.4. ° Este datvectorul a si punctul” (fig. 12.13). Depuneti de la punctul”®
un vector, egal vectorului a .

Fig. 12.13 Fig. 12.14

12.5. ° Este dat vectorul b si punctul B (fig. 12.14). Depuneti de la punctul B
un vector, egal vectorului b.

12.6. ° Insemnati punctele” si5. Desenativectorul BC, egal vectorului AB.

12.7. ° Desenati vectorul a siinsemnati punctele M si N. Depuneti de la aces-
te puncte vectorii, egali vectorului a.
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12.8. "Desenati triunghiul ABC si notati punctul M —mijlocul laturi BC. De la
punctulMdepunetivectorul, egal vectorului AM, iar din punctul B - vec-
torul, egal vectorului AC. Demonstrati ca extremitatile vectorilor construiti
coincid.

12.9. "Desenati triunghiul ABC. De la punctele B si C depuneti vectorii egali
cu vectorii AC si AB. Demonstrati ca extremitatile vectorilor construiti
coincid.

EXERCITI

12.10. ° Indicati vectorii egali, originea si extremitatile carora se afla nvarfurile
patratului ABCD.

12.11. ° In rombul ABCD diagonalele se intersecteaza n punctul 0. Indicati
vectorii egali, originea si extremitatile carora se afla Tn punctele A, B, C,
D si 0.

12.12. ° Care din vectorii, reprezentati n figura 12.15 sunt:
1) egali;
2) coorientati;
3) invers orientati;
4) colineari?

Fig. 12.15

12.13.° Punctele M si N sunt corespunzator mijloacele laturilor AB si CD ale
paralelogramului™”™C2Z). Indicati vectorii, originea si extremitatile carora se
afla Tn punctele A, B, C,D, M si N:

1) vectori egali vectorului AM ;
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2) coliniari vectorului CD;
3) orientati opus vectorului NC;
4) coorientati vectorului BC.

12.14. ° Fie 0 - punctul intersectiei diagonalelor paralelogramului ABCD.
Indicati vectorii, originea si extremitatile carora se afla in punctele A, B,
C,DsiO:

1) egali;
2) coorientati;
3) orientati opus.

12.15. ° Punctele M, N si P - sunt corespunzator mijlocurile laturilor AB, BC
si CA ale triunghiului ABC. Indicati vectorii, originea si extremitatile carora
se afla in punctele A, B, C,M, N si P.

1) egali vectorului M N;
2) coliniari vectorului AB;
3) orientati opus cu vectorul MP;

4) coorientati cu vectorul CA.

12.16. ° Este oare corecta afirmatia:
1)daca m =n, atunci [m |=n } 3)daca m 1 n, atunci [m [T |n P
2) daca m =n, atunci m |n;

0—k12.17.° D emonstrati, ca atunci cand patrulaterul ABCD este paralelogram,
atunci AB = DC.

12.18. ° Determinati tipul patrulaterului ABCD, daca AB |DC si BC DA.

12.19. ° Determinati tipul patrulaterului ABCD, dacavectorii BC si AD sunt
coliniari si |BC \ JAD |

12.20. ° Gasiti modulele vectorilor a si b (fig. 12.16), daca laturaunui patratel
este egala cu 0,5 cm.

12.21. °in patrulaterul ABCD este cunoscut, ca.AB =

=6 cm, BC = 8 cm, punctul 0 este intersectia dia-
gonalelor. Aflati modulele vectorilor CA, BO

si OC.

12.22. ° In patrulaterul ABCD diagonalele se intersectea-
za n punctul 0. Este cunoscut, ca JAB |5 cm,
\AO |=6,5 cm. Aflati modulele vectorilor BD
si AD.

Fig. 12.16
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12.23. ° Este cunoscut, ca AB = DC. Se poate oare afirma, ca punctele A, B, C
si D sunt varfurile paralelogramului?

12.24. ° Este cunoscut, cd AB = DC. Inca care vectori egali stabilesc punctele
A, B, CsiD?

12.25. ° Se dapatrulateral ABC.D. Este cunoscut,ca AB = DC si |JAB |J= |IBC |}
Determinati tipul patrulaterului ABCD.

12.26. ° Se da patrulaterul ABCD. Este cunoscut, ca vectorii AB si CD sunt
coliniari si JAC \=\BD | Determinati tipul patrulaterului ABCD.

12.27. ° Ce se poate spune despre vectorul AB, daca AB = BA1l

12.28. "In triunghiul dreptunghic ABC punctul M este mijlocul ipotenuzei AB
si AB = 30°. Aflati modulele vectorilor AB si MC, dackAC =2 cm.

12.29. "1n triunghiul dreptunghic ABC (ZC = 90°) mediana CM este egala cu
6 cm. Aflati modulele vectorilor AB si AC, daca ZA = 30°.

12.30." Este cunoscut, ca vectorii b si ¢ sunt necoliniari. Vectorul a este
coliniar fiecarui din vectorii b si c. Demonstrati, ca vectorul a nu
este nul.

12.31. " Este cunoscut, ca vectorii AB si AC sunt coliniari. Demonstrati, ca
punctele A,B si C se afla pe aceiasi dreapta. Este oare corecta afirmatia in-

versa: daca punctele A ,B sTC se afla pe aceiasi dreaptd, atunci vectorii AB
si AC sunt coliniari?

O- >k 12.32." Pentru patru puncte A, B, C si D este cunoscut, ca AB = CD.
Demonstrati, ca mijlocurile segmentelor AD si BC coincid. Demonstrati
afirmatia inversa: daca mijlocurile segmentelor AD si BC coincid, atunci

AB =CD.

12.33. " Este cunoscut, cd MO = ON. Demonstrati, ca punctul 0 este mijlocul
segmentului MN. Demonstrati afirmatia inversa: daca punctul 0 este mij-

locul segmentului MN, atunci MO = ON.

EXERCITII PENTRU REPETARE

12.34. Unul din unghiurile paralelogramului este egal cu semisuma celorlalte
trei unghiuri. Aflati unghiurile paralelogramului.
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12.35. Perimetrul unuia din doua triunghiuri asemenea este cu 8 cm mai mare
ca perimetrul triunghiului al doilea, Aflati perimetrele triunghiurilor date,

daca coeficientul asemanarii este egal cu —

12.36. Pe laturile BC si AD ale rombului ABCD sunt notate punctele M si K
astfel, caBM :MC =KD :AK =1:2. Aflati segmental MK, daca AB = a,
AABC = 60°.

13. Coordonatele vectorilor

Sa cercetam pe planul de coordonate vectorul a. Depunem din originea de
coordonate vectorul OA egal cu el (fig. 13.1). Coordonatele vectorului a se
numesc coordonatele punctului A. Inscrierea a(x;y) Tnseamna, cavectorul a
are coordonatele {x\y).

ol

Fig. 13.2

Numerele x siy se numesc corespunzator prima si a doua coordonate ale
vectorului a.

Din definitie reiese, ca vectorii egali au coordonatele corespunzatoare
egale. De exemplu, fiecare din vectorii egali a, b sic (fig. 13.2) au coordona
tele (2; 1).

Este adevarata si afirmatia inversa: daca coordonatele corespunzatoare ale
vectorilor suntegale, atunci si Tnsesi vectorii sunt egali.

Intr-adevar, daca depunem astfel de vectori din originea de coordonate,
atunci extremitatile lor vor coincide.

Este evident, ca vectorul nul are coordonatele (0; 0).

Teorema 13.1. Dacapunctele A(x",y”) si B(x2y2 corespunzator sunt
originea si extremitatea vectorului a, atunci numerele x2—x, siy2-j, sunt
egale corespunzatorprimei si a doua coordonate ale vectorului a .
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Demonstratie. © Fie vectorul a, egal vectorului AB, are coordonatele

(ay a2). Vom demonstra, ca al= x2- xlta2=y2—yv
Daca a =0, atunci afirmatia teoremei este evidenta.

Fie a T 0. Depunem din originea de coordonate vectorul OM, egal vec-
torului AB. Atunci coordonatele punctului M sunt egale (ay a2.

Deoarece AB = OM, atunci, folosind rezultatele problemei 12.32, putem
face concluziile, ca mijlocurile segmentelor OB si AM coincid. Coordona-

. . Omx0 Om,
tele segmentelor OB si AM corespunzator sunt egale

Xj +a2 0+y2
1 2 2 ) 2 2 . 2
se Tndeplinesc si atunci, cAnd punctul 0 coincide cu punctul B sau punctul A
coincide cu punctul M.
De aici a2=x2—xlta2=y2—yv M
Din formula pentru distanta dintre doua puncte reiese, ca atunci cand vec-
torul a are coordonatele (ay a2, atunci

+°2. Aceste egalitati

2
a jaf +a;

Problema. Sunt date coordonatele atrei varfuri ale paralelogramuluiABCD:
A (3;-2), B (-4; 1), C(-2; -3). Aflati coordonatele varfului D.
___Rezolvare. Deoarece patrulaterul ABCD este paralelogram, atunci
AB = DC. Deci coordonatele acestor vectori sunt egale.

Fie coordonatele punctului D sunt egale cu (x;y). Pentru aflarea coordona-
telor vectorilor AB si DC ne vom folosi de teorema 13.1. Obtinem:

AB (-4 - 3;1- (-2)) =AB (-7;3); DC{-2- x;- 3-y). De aici
j-7 =-2-x, jx =5
[B3=—=-—y; [r/=-6.

Raspuns: D (5;-6). M

Explicati, ce se numesc coordonatele vectorului dat.

Ce se poate spune despre coordonatele vectorilor egali?

Ce se poate spune despre vectorii, coordonatele carora sunt corespunzator egale?
Cum de gasitcoordonatele vectorului.daca suntcunoscutecoordonateleoriginii
si extremitatii lui?

5. Cum de aflat modulul vectorului, daca sunt cunoscute coordonatele lui?

PwnNpE
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TNSARCINARI PRACTICE

13.1.° Cu ajutorul compasului si riglei construiti punctul, coordonatele caruia
sunt egale coordonatelor vectorului dat a (fig. 13.3).

Fig. 13.3 Fig. 134

13.2. ° Depuneti din originea de coordonate vectorii a (-3; 2), b (0; -2) si
c(4; 0).

13.3. ° Depuneti de la punctul M (-1; 2) vectorii a (1; -3), b{-2;0) si
?2(0;-1).

EXERCITI

13.4. ° Aflati coordonatele vectorilor, ce sunt reprezentati Tn figura 13.4.

13.5. ° Aflati coordonatele vectorului AB, daca:
1A (2;3),B(-1; 4); 3)A (0; 0), B (-2; -8);
2)A (3;0), B (0;-3); 4) A (w n), B{p, k).

13.6. ° Suntdate punctul.4 (1; 3) sivectorul a (-2; 1). Aflati coordonatele uni
astfel de punct B, ca BA = a.

13.7. ° Suntdate punctul A (3; —), B (4;-5) si C (5; 8). Aflati coordonatele uni
astfel de punct D, ca AB = CD.

13.8. ° De lapunctul A (4;-3) este depus vectorul m (-1; 8). Aflati coordona-
tele extremitatii vectorului.
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13.9. ° Suntdate puncteleA (3;-4),B (-2; 7), C (-4; 16) siD (1; 5). Demonstrati,
ca CB = DA.

13.10. ° Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele A (1; -5),
B (2;3), C(-3; 1) siD (-4; -7) este paralelogram.

13.11. ° Printre vectorii a (3; -4), b (-4;2), c(3; VIT), d(-2; -4),
e (-1; -2 ¥6) si f (-4; 5) gasiti acei, care au moduluri egale.

13.12. ° Sunt date punctele A (1;-4), B(-2;5), CA+a-4 +b)siD (-2 + &
5 + b). Demonstrati, ca |JAC |= |IBD |}

13.13. ° Gasiti toate valorile x, pentru care modulul vectorului a (x; -8) este
egal cu 10.

13.14. ° Pentru care valoriy modulul vectorului b (12; y) este egal cu 13?

13.15. " Segmentul BM este mediana triunghiului ABC cu varfurile A (3; -5),
B (2;-3) si C(-1; 7). Aflati coordonatele si modulul vectorului BM.

13.16. " Punctul F imparte latura BC a patrulateruluiy45CZ) in raportul 1 : 2,
socotind de la varful B (fig. 13.5). Aflati coordonatele vectorilor AF
si FD.

13.17. " PunctulA este mijlocul laturiiAC a dreptunghiului OACD (fig. 13.6).
Aflati coordonatele vectorilor DE si EO.

13.18. "Modulului vectorului a este egal cu 10. Prima coordonata a lui este cu
2 mai mare ca cea de-a doua. Aflati coordonatele vectorului a.

13.19. "Modulul vectorului ¢ este egal cu 2. lar coordonatele lui sunt egale..
Aflati coordonatele vectorului c.
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13.20. " Punctele A (2; 5) si B (7; 5) - varfuri ale dreptunghiului ABCD.
Modulul vectorului BD este egal cu 13. Aflati coordonatele punctelor
CsiD.

13.21. " Punctele A (1; 2) si D (1; -6) - varfuri ale dreptunghiului ABCD.

Modulul vectorului AC este egal cu 17. Aflati coordonatele punctelor B
si C.

EXERCITII PENTRU REPETARE

13.22. Doua triunghiuri isoscele ADB si CBD (AB =
= BD = CD) au o latura laterala comuna (fig. 13.7).
Determinati tipul patrulaterului ABCD.

13.23. Perimetrul triunghiului este egal cu 48 cm, iar bi- A
sectoarea lui Tmparte latura triunghiului in segmente
cu lungimile 5 cm si 15 cm. Aflati laturile triunghiului. Fig. 13.7

13.24. Latura laterala a trapezului isoscel, circumscris
unei circumferinte, este egald cu a, iar unul din unghiuri - 60°. Aflati aria
trapezului.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

13.25. Se poate oare dintr-un patrat cu latura de 10 cm de taiat cateva cercuri,
suma diametrelor carora este mai mare de 5 m?

14. Adunarea si scaderea vectorilor

Daca un corp s-a deplasat din punctul A in punctul B, apoi din punctul B
n punctul C, atunci deplasarea sumara din
punctul A Tn punctul C este natural de o re-
prezentat Tn aspectul vectorului AC, accep-
tand acest vector ca suma avectorilor AB si
BC, adica AB +BC = AC (fig. 14.1).
Acest exemplu aratda cum de introdus
notiunea de suma a vectorilor, adica cum, de
adunat doi vectori a si b. Fig. 14.1
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Depunem de la unpunct arbitrarA vectorul AB, egal cu vectorul a. Mai de-
parte de lapunctul B depunevi vectorul BC, egal cu vectorul b. Vectorul AC este

numit sumavectorilor a si b (fig. 14.2) sisescrie: a +b = AC.

Algoritmul descris pentru adunarea a doi vectori este numit regula triun-
ghiului.
Aceasta este legat cu faptul, ca atunci cand vectorii a si b nu sunt colini-

ari, atunci punctele A,B si C sunt varfurile uni triunghi (fig. 14.2).
Conform regulii triunghiului se pot aduna si vectorii coliniari. In figura 14.3

vectorul AC este egal cu suma vectorilor coliniari a si b.

Fig. 14.2 Fig. 14.3

Deci, pentru oricare trei puncte A, B si C se Tndeplineste egalitatea

AB +BC = AC, care exprima regula triunghiului pentru adunarea vecto-
rilor.

Teorema 14.1. Daca coordonatele vectorilor a si b corespunzator sunt
egale cu (ag a2 si (bg b2, atunci coordonatele vectorului a + b sunt egale cu
(ar+br; a2+b2).

Demonstratie. © Fie punctele A{x2y"), B(x2,y2 si C(x3,y3 astfel, ca
a =AB si b =BC. Dispune de: a +b = AC. Vom demonstra, ca coordona-
tele vectorului AC sunt egale cu {a3+ b{, a2+ b2).

Sa aflam coordonatele vectorilor a, b si AC: a (X2- xp, y2- y3),
b (Xx3-X 2, y3-y2), AC (x3- xp, y3- y2).

Avem:

a+b =AC(x3-x1Ly3-y1)=AC(x3-x2+x2-x1,y3-y2+y2-y1l).

Tinand cont de faptul, ca x2- x3= alt x3- x2= b3y2—y 1= a2, y3~y2= b2,
obtinem: a +b =AC (a3+bp, a2+ b2). 4
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Observatie. Descriind regula triunghiului pentru aflarea sumei vectorilor

a si b, noi depuneam vectorul a de la un punct arbitrar. Daca punctul A de-1
schimbat cu punctul Ax atunci in loc de vectorul AC, care este egal cu suma
vectorilor a si b, vom obtine un vector oarecare Afi”™ Din teorema 14.1. reie-

se, ca coordonatele vectorilor AC si AIC1 sunt egale cu (al+ b{, a2+ b2), deci,
AC = AjCj. Aceasta insemna , ca sumavectorilor a si b nu depinde de faptul,

de la care punct este depus vectorul a.

Proprietatile adunarii vectorilor sunt analogice proprietatilor adunarii nu-
merelor.
Pentru oricare vectori a, b si ¢ seindeplinesc egalitatile\

1) a +0 =a;

2) a +b =b +a - proprietatea comutativa;

3) (a +b)+c =a + (b +c) —proprietatea asociativa.

Pentru demonstrarea acestor proprietati este suficient de comparat coordo-
natele respective ale vectorilor, scrise Tn partile dreapta si stanga ale egalitatilor.
Faceti aceasta sine statator.

Suma a tei si mai multi vectori se afla astfel: la Tnceput se aduna primul si
al doilea vectori, apoi la vectorul obtinut se aduna al treilea vector si a.m.d. De
exemplu, a +b +c =(a +fe)+c.

Din proprietatile comutativa si asociativa a adunarii vectorilor reiese, ca la
adunarea catorva vectori termenii se pot schimba cu locurile si de pus paran-
tezele in orice mod.

In fizica adeseori suntem nevoiti de adunat vectori, depusi de la un punct.
Astfel, daca la un corp sunt aplicate fortele F2 si F2 (fig. 14.4), atunci rezul-
tanta acestor forte este egala cu suma F1+ F2.

Pentru aflarea sumei a doi vectori necoliniari, depusi de la un punct, este
comod de se folosit de regula paralelogramului pentru adunarea vectorilor.

Fie este necesar de gasit suma vectorilor necoliniari AB si AD

(fig. 14.5). Depunem vectorul BC, egal vectorului AD. Atunci AB + AD =

Fig. 14.4 Fig. 14.5
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= AB + BC = AC. Deoarece vectorii BC si AD sunt egali, atunci patrulaterul
ABCD este paralelogram cu diagonala AC.

Rationamentele gasite permit a formula regula paralelogramului pentru
adunarea vectorilor necoliniari a si b.

Depunem de la unpunct arbitrarA vectorul AB, egal vectorului a, sivectorul
AD, egalvectorului b. ConstruimparalelogramulABCD(figA4.6).Atuncisuma
cautata a + b este egala cu vectonil AC.

Definitie.Diferenta vectorilor a si b senumesteunastfeldevector
¢, suma caruia cu vectorul b este egal cuvectorul a.

Se scrie: ¢ =a - b.

Vom arata cum de construit vectorul, egal diferentei vectorilor dati a
si b.

Delaunpunctarbitrar 0 depunem vectorii OA si OB, corespunzator egali

vectorilor a si b (fig. 14.7). Atunci vectorul BA este egal diferentei a-b .

Intr-adevar, OB + BA = OA. Deci, dupa definitia diferentei a doi vectori

OA - OB =BA, adicd a - b =BA.

Fig. 14.6 Fig. 14.7

In figura 14.7 vectorii OA si OB sunt necoliniari. Insa algoritmul descris
se poate aplica si pentru gasirea diferentei vectorilor coliniari. In figura 14.8
vectorul BA este egal cu diferenta vectorilor coliniari a si b.

Fig. 14.8
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Deci, pentru oricare trei puncte O, A si B se Thdeplineste egalitatea
OA - OB = BA, care exprima regula aflarii diferentei adoi vectori, depusi de

la un punct.

Teorema 14.2. Daca coordonatele vectorilor a si b corespunzator sunt
egale cu (q,; 92 si { b M atunci coordonatele vectorului a -b sunt egale cu
(«i - az2- b2.

Demonstrati aceasta teorema sine statator.
Din teorema 14.2 reiese, ca pentru oricare vectori a si b exista un singur

astfel de vector ¢ ,cd a -b =c.

Definitie.Doivectorinenulisenumesc opusi,dacamodulelelor sunt
egale si vectorii sunt orientati opus.

Dacdavectorii a si b sunt opusi, atunci se spune, ca vectorul a este opus

vectorului b, vectorul b este opus vectorului a.

Vectorului, opus vectorului nul, este primit vectorid nul.

Vectorul opus vectorului a, se Tnseamna astfel: -a .

Din definitie reiese, ca opus pentru vectorul AB este vectorul BA. Atunci
pentru oricarepunteA si B se indeplineste egalitatea AB =-BA.

Din regula triunghiului reiese, ca

a+(-a)=0.
Dar din aceasta egalitatea reiese, ca atunci cand vectorul a are coordona-

tele (af, a2), atunci vectorul -a are coordonatele (-ap, —a2).

Teorema 14.3. Pentru oricare vectori a si b se indeplineste egalitatea
a-b=a+(-b).

Pentru demonstratie este suficient de comparat
coordonatele corespunzatoare ale vectorilor, scrise
Tn partile dreapta si stanga a egalitatii, Faceti aceasta
singuri.

Teorema 14.3. ofera posibilitatea a reduce scaderea

vectorilor la adunare:; pentru a scadea din vectorul a

vectorul b, sepoate lavectorul a de adunatvectorul -b

Fig. 14.9 (fig. 14.9).
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Problema. Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteaza in punc-
tul O (fig. 14.10). Exprimati vectorii AB, AD si CB prinvectorii CO =a i
BO =b.

Rezolvare. Deoarece punctul O este

mijlocul segmentelor AC si BD, atunci OA =
- CO-a siOD=BO =h.
Avem:
AB =AO+0OB=-OA-BO=-a - b;
AD =OD- OA=b- a;
CB--AD =a-b. « Fig. 14.10

Descrieti regula triunghiului pentru gasirea sumei vectorilor.

2. Care egalitate exprima regula triunghiurilor pentru aflarea simei vectorilor?

w

© © N o g~

10.
11.

14.1.

Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, care este egal cu suma a doi vectori
dati?

Scrieti egalitatile, care exprima proprietatile adunarii vectorilor.

Descrieti regula paralelogramului pentru aflarea sumei a doi vectori.

Care vector este numit diferentd a doi vectori?

Care egalitate exprima regula aflarii diferentei a doi vectori,depusi de la un punct?
Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, egal cu diferenta a doi vectori dati?
Care vectori se numesc opusi?

Cum se inseamna vectorul, opus vectorului al

Cum se poate de redus scaderea vectorilor la adunarea vectorilor?

INSARCINARI PRACTICE

° Cu ajutorul regulii triunghiului construiti suma vectorilor a si b, re-

prezentate in figura 14.11.

14.2.

° Cu ajutorul regulii paralelogramului construiti sumavectorilor a si b,

reprezentate n figura 14.11, a—.

14.3.

° Pentru vectorii a si b, prezentati Tn figura 14.11, construiti vectorul

a - b.
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Fig. 14.11

14.4. ° Desenati triunghiul ABC. Depuneti de la punctul A vectorul, opus vec-
torului:

1) AB; 2) CA; 3) BC.

14.5. ° DesenatiparalelogramulyiSCD.Construitivectorii BC + BA, BC + DC,
BC +CA, BC+AD, AC+DB.

14.6. ° Desenati triunghiul MNP. Construiti vectorii MP + PN, MN +PN,
MN +MP.

14.7. ° DesenatiparalelogramulCD.Construitivectorii BA - BC, BA - DA,
BA-AD, AC-DB.

14.8. ° Desenati triunghiul ABC. Construiti vectorii AC-CB, CA-CB,
BC-CA.

14.9. ° Notati patru puncte M ,N ,Psi Q. Construiti vectorul MN + NP + PQ.

14.10. ° Pentru vectorii a, b si ¢, prezentati in figura 14.12, construiti vec-

torul:
l)a+fc+c; 2)a+b-c; 3)-a+b+c.
O
Ilc ~
1 4 5 Hv al L
f n
al A\ K 3
J (o]
a b [

Fig. 14.12
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14.11. *Depuneti de la un punct trei vectori, modulele carora sunt egale, astfel,
ca suma a doi din ei sa fie egala cu al treilea vector.

14.12. " Depuneti de laun punct tei vectori, mo-
dulele carora sunt egale, astfel, ca suma lor sa
fie egala cu vectorul nul. -

14.13. " Pentru punctele A, B, C si D, prezentate eC
in figura 14.13, construiti un astfel de vector

X, ca AB+CB+CD+x =0. n

14.14." Desenati triunghiul ABC. Construiti un
astfel de punct X, ca&:

1)A X =BX + XC; Fig. 14.13
2) BX = XC - XA.

14.15.° Este dat triunghiul ABC. Exprimati vectorul BC prin vectorii:
1) CA si AB; 2) AB si AC.

14.16. ° Se da paralelogramul A5CZ). Exprimati vectorii AB, BC si DA prin
vectorii CA=a si CD =c.

14.17. ° Se da paralelogramul A5CZ). Exprimati vectorii AC, BD si BC prin
vectorii BA =a si DA =b.

14.18. ° Se da paralelogramul A5CZ). Exprimati vectorii BC, DC si DA prin
vectorii AB =a si BD =b.

14.19. ° Demonstrati, ca pentru oricare din punctele A, B,CsTD se Tndeplineste
egalitatea:
1) AB +BC = AD + DC-, 3) AC+CB~a3 =DB.
2) CA- CB = DA - DB;

14.20. ° Demonstrati, ca pentru oricare din punctele A, B,CsTD se Tndeplineste
egalitatea:

1) w +AC =w +1)C; 3) W -w +AC=1)C.
2) AB- AD =CB - CD;

14.21. ° Punctele M si N —sunt mijlocurile laturilor corespunzatoare BA si BC
ale triunghiului ABC. Exprimati vectorii AM, NC, MN si NB prin
vectorii BM =m si BN =n.
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14.22. ° In paralelogramul ABCD diagonalele se intersecteaza in punctul 0.
Demonstrati, cd OA + OB + OC + OD = 0.
14.23. ° Se da patrulaterul ABCD si un punct oarecare 0. Se stie, ca

AO + OB = DO + OC. Demonstrati, ca patrulaterul ABCD este paralelo-
gram.

14.24. ° Se da patrulaterul ABCD si un punct oarecare 0. Se stie, ca

OA - OD =0OB - OC. Demonstrati, ca patrulaterul ABCD este paralelo-
gram.

14.25. ° Se dau vectorii a (4; -5) si b (-1; 7). Aflati:
1) coordonatele vectorilor a +b si a -b;
2) Ja+tb |sila-b |

14.26. ° Se dau punctele A (1;-3), B (4; 5), C(-2; -1) si D (3; 0). Aflati:
1) coordonatele vectorilor AB +CD si AB-CD;
2) \aB +CD \si\AB-CD\.

14.27. ° Suma vectorilor a (5; -3) si b (x; 4) este egala vectorului ¢ (2; y).
Aflati x siy.

14.28. ° Sumavectorilor a (x; -1) si b (2; y) este egalavectorului ¢ (-3; 4).
Aflati x siy.

14.29. ° Se davectorul MN (3;-5). Aflati coordonatele vectorului NM.

14.30. ° O latura a triunghiului echilateral ABC este egala cu 3 cm. Aflati
\ab +bc\

14.31. ° O cateta a triunghiului dreptunghic isoscel ABC (ZC = 90°) este egala
cu 4 cm. Aflati JAC +CB |

14.32. ° Sunt date punctele N (3; -5) si F (4; 1). Gasiti \ON-OF\ si
|FO + ON \ unde 0 —punct arbitrar.

14.33. ° O Tnotatoare trece raul cu viteza de /3 m/s fata de apa in directia
perpendiculara la malurile paralele. Viteza cursului apei este egala cu 1 m/s.

Sub ce unghi fata de directia perpendiculara la maluri, se va deplasa Tnota-
toarea?

O- * 14.34." Demonstrati, ca pentru oricare n puncte Au A2, A, se
Tndeplineste egalitatea

nn+nn+nn+- +N-A=7117-
14.35." Demonstrati, ca pentru oricare puncte A, B, C, D si E Tndeplineste
egalitatea
AB +BC +CD + DE +EA =0.



14. Adunarea si scaderea vectorilor 127

14.36. " Exprimati vectorul AB prinvectorii a, b, ¢
si d (fig. 14.14).

14.37. "1n paralelogramul ABCD punctele M, N si K —
mijlocurile corespunzatoare ale laturilor AB, BC si

CD. Exprimati vectorii BA si AD prin vectorii
MN =m si KN =n.
14.38. "In paralelogramul ABCD diagonalele se inter-
secteaza Tn punctul 0. Exprimati vectorii BA si AD prinvectorii DO = a
si OC =b.
14.39. " Patrulaterul ABCD este paralelogram. Demonstrati, ca:
1) A3-l1 +DB-DC =AB;
2) AB +CA- DA =0.
14.40. "In trmnghiulyIlBC este dusa mediana BM. Demonstrati, ca:
1) MB+W +MA =0; 2) MA+AC+MB +LLU =0.
14.41. " Demonstrati, ca pentru vectorii necoliniari a si b se Tndeplineste ine-
galitatea Ja +b |<Ja 16 |
14.42. "Demonstrati, ca pentru vectorii necoliniari a si b se Tndeplineste ine-
galitatea Ja - b |<]a HF |6 |
14.43. ™ Pentru vectorii ne nuli a si b se Tndeplineste egalitatea Ja +b |=
=J]a B 1b | Demonstrati,ca a M b.
14.44. " Pentru vectorii ne nuli a si b se indeplineste egalitatea Ja - b |=
=]a I 1b | Demonstrati,ca an b.

14.45. " Poate oare sa fie nul vectorul sumei a tei vectori, modulele carora sunt
egale:

1)5; 2; 3; 2) 4; 6; 3; 3) 8, 9; 18?

14.46. " Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza in punctul 0. Este
cunoscut, ca OA + OB + OC + OD = 0. Demonstrati, ca patrulaterul ABCD
este paralelogram.

14.47. " Vectorii MN, PQ si EF 1in perechi sunt necoliniari, totodata
MN +PQ + EF = 0. Demonstrati, ca exista un astfel de triunghi, laturile
caruia sunt egale cu segmentele MN, PQ si EF.

14.48. " Demonstrati, ca pentru paralelogramul ABCD si punctul arbitrarX se
Tndeplineste egalitatea XA + XC = XB + XD.
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14.49. " Se dau doua puncte A si B. Gasiti locul geometric al astfel de puncte
X,ca JAB+BX |= |JAB |}

14.50. " Se dau doua puncte A si B. Gasiti locul geometric al astfel de puncte
X,ca\AB +BX\ =\BX\.

14.51. " Un vaslas din punctul A tece peste raul cu latimea de 240 m cu viteza
proprie constanta, directionand nasul luntrei perpendicular malului opus.
Peste 4 min luntrea a ancorat la malul opus Tn punctul C, amplasat mai jos
dupa curs de punctul A cu 48 m. Gasiti viteza cursului apei si viteza luntrei
fata de malurile raului.

14.52. " O salupa din punctul A tece peste raul cu latimea de 300 m cu viteza
proprie constanta. Peste 100 s salupa a ancorat la malul opus in punctul B.
Dreapta AB este perpendiculara la malurile paralele ale raului. Viteza cur-
sului apei raului V3 m/s. Sub ce unghi fata de malurile raului a fost
directionat nasul salupei?

14.53. ”"Medianele triunghiuluiABC se intersecteaza in punctul M, demonstrati,
cd MA+MB +MC =0.

14.54. " Pe laturile triunghiului ABC Tn partea exterioara sunt construite para-
lelogrameltA A 1BB1B,BB2C1C, CCtAtA. Dreptele CXC2inperechi
sunt ne paralele. Demonstrati, ca exista asa un triunghi, laturile caruia sunt
egale cu segmentelt A A2 B1B2si QC,.

EXERCITII PENTRU REPETARE

14.55. In triunghiulABC este inscris paralelogramul CD M K astfel, ca unghiul
C la ei este comun, iar punctele D, M si K apartin corespunzator laturilor
AC, AB si BC ale triunghiului. Aflati laturile paralelogramului CDMK, daca
perimetrul lui este egal cu 20 cm,AC = 12 cm, BC =9 cm.

14.56. Tei circumferinte, razele carora sunt egale cu 1 cm, 2 cm si 3 cm, se ating
una de alta in perechi prin exterior. Aflati raza circumferintei ce trece prin
centrele acestor circumferinte.

14.57. Demonstrati, ca aria unui hexagon regulat, inscris Tn circumferinta,
3

alcatuieste — din aria hexagonului regulat circumscris acestei circumferintei.
4
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15.inmultirea vectorului cu un numar
Admitem ca se da unvector nenul a. In figura 15.1 este prezentat vectorul

AB, egalvectorului a +a, sivectorul CD, egalvectorului {-a)+{-a)+{-a).
Evident, ca

AB |=210 |si ABTTa,

CD |F31a |si CD1I a.

Vectorul AB se Thseamna 2a si si se considera, ca el
este obtinut Tn rezultatul Tnmultirii vectorului a lanuma-
rul 2. Analogic se considera, ca vectorul CD este obtinut Tn

rezultatul Tnmultirii vectorului a la numarul -3, si se scrie:

CD=-3a.
Acest exemplu ne indicd, cum de introdus notiunea «Inmultirea vectorului
CuU un NUMar».

Fig. 15.1

Definitie. Produsul vectorului nenul a si a numarului k, difcritdc
zero, se numeste un astfel de vector b, ca:

DiblFikllat

2) dacak >0, atunci b 7T a; daca k <0, atunci b 'tXa.

Se scrie: b = ka.

Daca a =0 sau k= 0, atunci se considerd, ca ka =0.

in figura 15.2 sunt reprezentati vectorii a, -2a, ga V3 a.

Din definitie reiese, ca
l-a =a,
-l-a =-a.
De-asemeni din definitie reiese, ca atunci cand
b =ka,; vectorii a gi b suntcoliniari.

niz a’ > Dar daca vectorii a si b sunt coliniari, atunci se
poate oare de prezentat vectorul b in forma de produs
Fig. 15.2 ka ? Raspuns la aceasta intrebare ne da teorema.

Teorema 15.1. Dacavectorii a si b suntcoliniarisi a T0 ,7atunciexis-
tdagaun numark;cd b =ka.
Demonstratie. ® Daca b = 0, atunci pentru k= 0 obtinem, ca b =ka.
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Daca b1 0, atuncisaua N b, saua M b.

1) Fie a 17 b. Sa cercetam vectorul ¢ =ka, unde k =j-L-j. Deoarece
la |

k>0, atunci ¢ 71 a, deci, c 7T b. Totodata, |c |=ft Ja |= |t | Astfel,vec-

torii b si ¢ sunt coorientati si modulele lor sunt egale. De aici b =c¢ =ka.

2) Fie a T4- b. Cercetdm vectorul ¢ =ka, unde k = -j-L-j. Pentru acest
la |

caz terminati demonstratia sine statator. M

Teorema 15.2. Daca vectorul a are coordonatele (s,; a2), atnnci vectornl
ka are coordonatele (kat; ka2).

Demo nstratie. ® Daca a = 0 sau k = 0, atunci atunci afirmatia teoremei
este evidenta.

Fie a TO si k ®0. cercetam vectorul b (ka®, ka2). Vom arata, ca
b =ka.
Dispunem de: |b \="(kaj2+ (ka2)2= ]k a?+al =\k\

Depunem dela origineade coordonate vectorii OA si OB, egali corespun-

zator vectorilor a si b. Deoarece dreapta OA trece prin originea coordonate-

lor atunci ecuatia ei are aspectul ax+ by = 0.
Acestei drepte Ti apartine punctul A (ay a2). Atunci

aax+ ba2= 0. De aici a ikab) + b (ka2 = 0.
Deci, punctul B ikay ka2) tot apartine dreptei OA, de aceea vectorii OA si

OB sunt coliniari, adica a \\b.

Pentru k >0 numerele a2si kalau aceleasi semne
(sau ambii sunt egali cu zero). Aceeasi proprietate o
au si numerele a2 si ka2 Deci, pentru k >0 punctele
A si B se afla intr-un cadran de coordonate (sau pe

aceiasi semidreapta de coordonate , de aceea vectorii
OA si OB sunt coorientati (fig. 15.3), adica a 71T b.
Pentru k <0 vectorii OA si OB sunt opus orientati,
adica a b.

Deci, obtinem,ca b =ka. »
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Consecinga 1. Vectorii a (a,; a2)sib (ka|; ka2) suntcoliniari.
Consecinta 2. paca vectorii a (a,;a2) 9 b (b,; b2) sunt coMniari si

totodata a TO0, atunci exista un astfel de numark, ca A = Ar, ¥b2= ka2
Cu ajutorul teoremei 15.2 se pot demonstra astfel de proprietati ale Tnmulgirii
vectorului cu un numar.
Pentru oricare numerek, m si oricare vectori a, b seTndeplinesc egalitatile:
1) (krn)a = k (Ta ) - proprietatea asociativa;
2) (k+m)a =ka +7Ta - prima proprietate distributiva;
3) k(a +b) = ka +kb - adoua proprietate distributiva.

Pentru demonstrarea acestor proprietati este suficient de comparat coor-
donatele corespunzatoare ale vectorilor, scrise Tn partea dreapta si stanga ale
egalitatilor. Executati aceasta singuri.

Aceste proprietati ofera posibilitatea transformarii expresiilor, care contin
suma vectorilor, diferenta vectorilor si produsul vectorului cu un numar, analo-

giccum,noitransformamoexpresiealgebrici.Deexemplu,2 (a -3fe) +3(a +fe) =
=2a -6b +3a +3b =5a -3b.

0~sa Problema 1. Demonstrati, c& atunci cdnd OA = kOB, atuncipunc-
tele 0,As\ B se afla pe o dreapta.

Rezolvare. Din conditie decurge, cavectorii OA si OB sunt coliniari. In
acelasi timp acesti vectori sunt depusi de la acelasi punct 0. Deci, punctele 0,
A si B se fala pe o dreapta. M

Problema 2. Punctul M este mijlocul segmentului AB si X - un
punct arbitrar (fig. 15.4). Demonstrati, ca XM =" (XA + XB).

Rezolvare. Aplicand regula triunghiului,
scriem: A

XM =XA +AM;

XM =XB +KM.

Adunam aceste doua egalitati:
2XM =XA +XB +AM +BM.

Deoarece vectorii AM si BM sunt opus

orientatiatund AM + BM =0. Avem: 2XM =

= XA +XB. De aici XM :-2’\XA+XB). <
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Fig. 15.5

Problema 3. Demonstrati, c& mijlocurile bazelor trapezului si punctul
intersectiei continuarii laturilor lui laterale se afla pe o dreapta.

Rezolvare. Fie punctele M siN —mijlocurile bazelor BCsiAD atrapezului
ABGD, 0 - punctul de intersectie al dreptelor AB si CD (fig. 15.5).

Aplicandproblemacheie2,scriem: OM =/ (OB + OC), ON =~ (OA + OD).

Deoarece OB JOA si OC JOD, atunci OB =kOA si OC =t~OD, unde
k si A - orice numere.

n o rnri

Deoarece 2BOCQ GA.OD, atunci EA = - . Deci,E=

Avem: OM = 2 (OB +0C) = 2 (kOA +kOD) = kl2 (OA + W ) =kON.

Din problema cheie 1 decurge, ca punctele 0,M sTN se afla pe o dreapta. M

Problema 4. Demonstrati, ca atunci cand punctul M este punctul de
intersectie al medianelor triunghiului ABC (fig. 15.6), atunci MA + MB +
+MC =0.

Rezolvarel Fie segmentele si CCt- sunt medianele triunghiului
ABC (fig. 15.6). Avem:

AA

?(a B +AC);

U_L":iZ(Ba +5k 1);

1 In indicatii la problema 14.53 este prezentatda altd metoda de rezolvare a
problemei 4.
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De aici AA, + BB + CC< —2(,A33+ BA +BC +CB + AC + CA) —0.

2
Din proprietatea medianelor triunghiului reiese, ca AM = —AAL Atunci
3

MA =--AAr AnalogicMB =--1 , MC =--Lll . Deaici MA+MB +
3 3 3

. Ce se numeste produsul vectorului nenul a si a numarului k, diferit de zero?

2. Cu ce este egal produsul ka, daca/E=0sau a =07

1) 2b; 2) --c; 3) -a; 4) --a.
3 3

1) —a; 2) -2b; 3) --c.
2

. Ce se poate spune despre vectorii nenuli a si b, dacd b =ka, unde/f-este
un nuMar oarecare?

. Secunoaste,cd vectorii a si b suntcoliniari,si a 10 . Cum se poateexprima
vectorul b prinvectorul a?

. Vectorul a are coordonatele (a,; ad. Cu ce sunt egale coordonatele vectoru-
lui ka7

. Ce se poate spune despre vectorii coordonatele carora sunt egale cu (g, a2
si [kaf,

. Cum sunt legate intre ele coordonatele corespunzatoare ale vectorilor coliniari
a (ap a2) si b (fcp b2)7

. Scrieti proprietatile asociative si distributive aleinmultirii vectorului cu un numar.

INSARCINARI PRACTICE

° Se dauvectorii a, b si ¢ (fig. 15.7). Construiti vectorul:

6
° Se dauvectorii a, b si ¢ (fig. 15.7). Construiti vectorul:

3
° Se dauvectorii a si b (fig. 15.8). Construiti vectorul:

1) 2a +b; 2) —a +b; 3) a~—b; 4) - —a- —h.
3 2 3 3
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Fig. 15.7 Fig. 15.8
15.4. ° Construiti doi vectori necoliniari x si y . Insemnati un punct arbitrar 0.
De la punctul 0 depuneti vectorul:
1)3x +vy; 2) X +2y; 3 X +3y; 4) -2x ~ .
) y ) y ) Fr3y ) -
15.5. " Construiti trei puncte A, B si C astfel, ca:
1) AB =2AC; 2) AB =-3AC; 3) BC:-ZAB; 4) AC:--BSC.

15.6. " Desenati un triunghi”~”~C. Notati punctul M —mijlocul laturii AC.
1) De la punctul M depuneti vectorul, egal vectorului “ CB.

2) De la punctul B depuneti vectorul, egal vectorului —BA + —BC.
15.7. " Desenati trapezul ABCD (BC JAD). Notati punctul M - mijlocul la-
turii AB. De la punctul M depuneti vectorul, egal vectorului —BC +
1-—. 2
+-AD.
2
15.8. " Desenati triunghiul ABC. Construisi vectorul, egal vectorului

EAC' astfel, ca originea lui sa apartina laturii AB, iar extremitatea -

laturii BC.

15.9.° Aflati modulele vectorilor 3m si —2 m, daca }m 1: 4,
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15.10.° Care din vectorii, 3a si — a, este coorientat cu vectorul a, daca
a TO?

15.11. ° Determinati sunt coorientati sau orientati opus vectorii nenuli a si b,
daca:
1) b =2a; 2) a =-€b; 3) b =\[2a.

Aflati raportul i™-i.
1&1
15.12. ° Exprimati vectorul p din egalitatea:

Na=3p; 2)AC =-2p;  3)"p=q; 4)2p=3q.
15.13. ° In paralelogramul ABCD diagonalele se intersecteaza in punctul 0.
Exprimati:
1) vectorul AO prinvectorul AC;
2) vectorul BD prin vectorul BO;
3) vectorul CO prin vectorul AC.

15.14. ° In paralelogramul ABCD diagonalele se intersecteaza n punctul O,
AB =a, AD =b. Exprimati vectorul AO prin vectorii a si b.

15.15. ° In paralelogramul ABCD pe diagonala AC este notat punctul M astfel,
caAM:MC =1:3. Exprimai vectorul MC prin vectorii a si b, unde
a=AB, b=AD.

15.16. ° In paralelogramul ABCD punctul Meste mijlocul laturii BC, AB = a,
AD =Db. Exprimati vectorii AM si MD prinvectorii a si b.

15.17. °1n triunghiul ABC punctele M si N sunt mijlocurile laturilor AB si BC
corespunzator. Exprimati:

1) vectorul MN prinvectorul CA;
2) vectorul AC prin vectorul MN.

15.18. ° Pe segmentul AB cu lungimea de 18 cm este notat punctul C astfel, ca
BC = 6 cm. Exprimati:

1) vectorul AB prinvectorul AC;
2) vectorul BC prinvectorul AB;

3) vectorul AC prin vectorul BC.
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15.19. ° Este datvectorul a (-4; 2). Aflati coordonatele si modulele vectorilor
3a, _ a 33
2 2
15.20. ° Este datvectorul b (-6; 12). Aflati coordonatele si modulele vectori-
-1 - 2 -
lor 2b, "— b si —b.
6 ' 3
15.21. ° Este datvectorul a (3; -2). Care dinvectorii b (-3; -2), c (-6; 4),
d -lj, e ™1 si f (—3n/2; 2-32) este coliniar vectorului a?

15.22. ° Sunt dati vectorii a (3; -3) si b (-16; 8). Aflati coordinatele vecto-
rului:

1) 2a +—b; 2) - —a +—b; 3) a- —b.
2 _ 3 4_ 8
15.23. ° Sunt dati vectorii m (-2; 4) si n (3; -1). Aflati coordinatele vectoru-
lui:
1) 3m + 2rr, 2)-?m+2n; 3) m-3n.

15.24. " Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC sunt notate corespunzator
punctele M si N astfel, cAAM :MB =AN:NC =1:2. Exprimati vectorul

MN prinvectorul CB.

15.25. " Punctele 0,AsTB se afla pe o dreapta. Demonstrati, ca exista un astfel
de numar k, ca OA = kOB.

15.26. " Pe laturile AB si B C paralelogramului ABCD sunt notate punctele M st
N astfel,c3.AM:MB =1:2, BN:NC =2:1. Exprimati vectorul NM prin
vectorii AB =a si AD =b.

15.27. " Pe laturile BC si CD paralelogramului ABCD sunt notate punctele E
si Aastfel, cABE:EC =3:1, CF:FD =1:3. Exprimati vectorul EF prin
vectorii AB =a si AD =b.

15.28." Demonstrati, ca vectorii AB si CD sunt coliniari, dacaA (1; 1), B (3;
_2), C(-1;3),D (5;-6).

15.29." Printre vectorii a (1; -2), b (-3;-6), c(-4;8) si d(-1; -2)
indicatii perechile de vectori coliniari.

3 9
15.30." Sunt dati vectorii 7r (4; -6), n -1; E) sik 3; _E) Indicati pere-

chile de vectori coorientati si orientati opus.
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15.31. "Aflati valorile x, pentru care vectorii a (1; x) si b 4J sunt coli-
niari.

15.32. "Pentru care valorij vectorii a (2; 3) si b (-1; y) sunt coliniari?
15.33. " Se da vectorul b (-3; 1). Aflati coordonatele vectorului, coliniar cu
vectorul b, modulul caruia este de doua ori mai mare decat modulul vec-

torului b. Céte solutii are problema?

15.34. " Aflati coordonatele vectorului m, orientat opus vectorului n (5; -12),
daca 1774 |= 39.

15.35. "Aflati coordonatele vectorului a, coorientat vectorului b (-9; 12),
daca Ja |=5.

15.36. " Demonstrati, capatrulaterulA5CZ) cuvarfimle A (—1;2),5 (3; 5), C (14;
6) siD (2;-3) este trapez.

15.37. "Demonstrati, ca punctele A (-1; 3), B (4; -7) si D (-2; 5) se afla pe o
dreapta.

15.38. " Sunt dati vectorii a (1; -4), b (0; 3) si c (2; -17). Gasiti astfel de
numere X iy, ca ¢ =xa +yb.

15.39. ™ In paralelogramul ABCD diagonalele se intersecteaza in punctul 0. Pe
latura BC este notat punctul K astfel, ca B K:KC =2:3. Exprimati vectorul

OK prinvectorii AB =a si AD =b.

15.40. ™ Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza Tn punctul 0 astfel,
caAO : 0C=1:2, BO : OD = 4:3. Exprimati vectorii AB, BC, CD si
DA prinvectorii OA =a si OB =b.

15.41. " Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt notate corespunzator
punctele KsiF astfel, cAAK:KB =1:2siBF:FC =2:3. Exprimati vec-
torii AC, AF, KC si KF prinvectorii BK =m si CF =n.

15.42. " Pe laturile AC si BC ale triunghiului ABC sunt notate corespunzator
punctele M si N astfel, cAAM :MC =1:3siBN:NC =4:3. Exprimati

vectorii BA, AN, BM si NM prinvectorii BN =k si AM =p.
15.43. " Medianele trmnghiuluiABC se intersecteaza Tn punctulM. Exprimati
vectorul BM prin vectorii BA si BC.

15.44. " Cu ajutorul vectorilor demonstrati teorema liniei medii a triunghiului.
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15.45." Punctele M-1si M 2- sunt mijlocurile laturilor A1B1si A2B2 co-
respunzator. Demonstrati, ca MXM2=—A1A2+ B1B2).

15.46. " Folosind problema 15.45, demonstrati teorema liniei medii a trapezului.
15.47. " Punctele M si N —sunt corespunzator mijlocurile diagonalelor AC si
BD a patrulaterului ABCD. Folosind problema 15.45, demonstrati, ca

MN :-2(aB-DC).
15.48." Punctele M si N —sunt corespunzator mijlocurile diagonalelor AC si

BD atrapezuluiy4ABC.D (BC NAD). Folosind problema 15.45, demonstrati,
ca MN HIAD.

15.49. " Pe latura AC a triunghiului ABC este notat punctul M astfel, ca
AM :MC =2:3. Demonstrati,ca BM :EBA +EBC.

15.50. " Pe latura BC a triunghiului ABC este notat punctul D astfel, ca BD :
DC =1:2. Demonstrati, ca AD = ?AB +§AC.

15.51. "Demonstrati ca existaun triunghi,laturile caruia sunt egale cu medianele

triunghiului dat.

15.52.” Punctele si M2- mijlocurile segmentelor A1BB1siA2B2 corespunza-

tor. Demonstrati ca mijlocurile segmentelor*y”, M X2 si BXB2 se afla pe
o dreapta.

15.53. " Pe latura”Zz) si pe diagonala”™C a paralelogramului ABCD sunt notate

corespunzator punctele M si N astfel, ca AM = si AN =~~"C.

Demonstrati, ca punctele M, N si B se afla pe o dreapta.

EXERCITII PENTRU REPETARE

15.54. Baza mai mica si latura laterala a trapezului isoscel sunt egale cu 12 cm.
Cu ce este egala linia medie a trapezului, daca unul din unghiurile lui este
egal cu 60°?

15.55. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 16 c¢cm, iar una din
laturi - 7 cm. Aflati unghiul dintre diagonalele paralelogramului si aria lui.

15.56. Gasiti coarda circumferintei cu raza R, capetele careia Tmpart circum-
ferinta Tn doua arcuri, lungimile carora se raportaca?2 : 1.
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

15.57. Este datun patrat cu dimensiunile 101 x 101 patratele, Patratelele patra-
tului sau vopsit Tn ordinea tablei de sah in albe si negre astfel, ca patratelul
din centru sa dovedit a fi neagru. Pentru fiecare pereche de patratele de
diferita culoarea se depune un vector, originea caruia coincide cu centrul
patratelului negru, iar extremitatea - cu centrul celei albe. Demonstrati, ca
suma tuturor vectorilor depusi este egala cu nul-vectorul.

APLICAREA VECTORILOR

In timpul aplicarii vectorilor la rezolvarea problemelor frecvent se foloseste
o astfel de lema.

Lema. FieM-unastfeldepunctalsegmentulmAB,ca - (fig. 15.9).

Atuncipentru oricarepunctXse satisface egalitatea

Deoarece AM = --——---- AB, atunci AM = - AB
m+n m+n
[— w-—u m o-—n
Scriem: XM -X A = AB.
m+n

Deoarece AB = XB - XA, atunci avem:

XM-XA =~ — (XB-XA);
m+n

XM =XA XA + XB;
m+n m+n

XM = XA + XB. *4
m+n m+n

Mentionam, ca aceasta lema este generalizarea problemei cheie 2 punctul 15.

Problema. Fie M —punctul de intersectie al medianelor triunghiuluiABC
si X - un punct arbitrar (fig. 15.10). Demonstrati, ca

XM =-3(XA +XB +xc).
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Fig. 15.10 Fig. 15.11
Rezolvare. Fie punctul K este mijlocul segmentului AC. Avem:

BM:MK= 2 :1 Atunci,folosindlema,se poate scrie: XM = 3—XB + 3—X K =

-xb +---{xa +xc)=-{xa +xb +xc). «
3 3 2 3
Sa demonstram egalitatea vectoriald, care este leaga doua puncte minunatel
ale triunghiului.

Te orema.DacapunctulHeste centrulorticaltriunghiuluiABCiarpimctul
O este centrul circumferintei circumscrise lui, atunci

Ll =OA+ OB+ OC. *)

Demonstratie. Pentru triunghiul dreptunghic egalitatea (*) este evidenta.

Fie triunghiul AB C nu este dreptunghic. Cobordm din punctul 0 perpendi-
culara OKpe laturaAC atriunghiuluiABC (fig. 15.11). Din cursul de geometrie
de clasa a 8-a afost demonstrat, ca BH = 20K.

Pe semidreapta OK notam un astfel de punct P astfel, ca OK = KP. Atunci
BH = OP. Deoarece BH JOP, atunci patrulaterul HBOP este paralelogram.

Conform regulii paralelogramului OH = OB + OP.

Deoarece punctul K este mijlocul segmentului AC, atunci in patrulaterul
AO CPdiagonalele prin punctul de intersectie se impart Tnjumatate. Deci, acest

patrulater este paralelogram. De aici OP = OA + OC.

Avem: LU =1 +OP=0B+L +0C. «

1
Sa ne adresam la egalitatea vectorialda X M 3 (XA +XB +XC), unde M

este punctul de intersectie a medianelor triunghiului ABC. Deoarece X este

1 Materialul despre doua puncta minunate vezi in manualul «<Geometria clasa 8-a».
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punct arbitrar, atunci egalitatea ramane adevarata, daca ca punct X de ales
punctul 0 - centrul circumferintei circumscrise triunghiului ABC.

Avem: 30M =11 +0OB + OC.

Tinand cont de egalitatea (*), obtinem: 30M = OH.

Aceasta egalitate Tnseamnad, ca punctele 0,M sTH se afld pe o dreapta, care
se numeste dreapta lui Euler. Va amintim ca aceasta proprietate minunata a
fost demonstrata in manualul de clasa a 8-a, dar prin altda metoda.

16. Produsul scalar al vectorilor

Fie a si b - doi vectori nenuli si coorientati (fig. 16.1). De la un punct
arbitrar 0 depunem vectorii OA si OB, corespunzator egali vectorilor a si

b. Marimea unghiului AOB o vom numi unghiul intre vectorii a si b.

Unghiul intre vectorii a si b se Tnseamna astfel: z(a, fc). De exemplu,

n figura 16.1 z(a,fc) = 120°, iar in figura 16.2 z{ni, n) = 180°.

Fig. 16.2

Dacavectorii a si b sunt coorientati, atunci se considerd, ca z(a, fe)=0°.
Daca macar unul din vectori a sau b este nul, atunci de asemeni se considera,
ca z(a, b)=0°.

Deci pentru oricare vectori a si b are loc inegalitatea:

0°<z(a, fe)<180°.
Vectorii a si b se numesc perpendiculari, daca unghiul intre ei este egal

cu 90°. Se scrie: a Lb.

Voi puteti sa adunati si sa scadeti vectori, sa Tnmultiti un vector cu un
numar. De-asemenea din cursul de fizica voi cunoasteti, ca atunci cand sub

actiunea unei forte constante F corpul s-a deplasat din punctulZ in punctul
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B (fig. 16.3), atunci lucrul efectuat este egal cu F AB jcoscp, unde

=z (F,ab).

1o

STTICTTC7TANTTT7T777777TTTTININNNTTITTITTTT

A B

Fig. 16.3

Cele expuse mai sus indica, ca este rational de introdus Tnca o actiune asupra
vectorilor.

Definitie. Produs scalar a doi vectori se numeste produsul
modulelor lor si a cosinusului unghiului Tntre ei.

Produsul scalar al vectorilor a si b se Tnseamna astfel: a mb.
Avem:

a<b=1]a|lb |cosz(a,b)

Dacamacarunuldinvectori a sau b estenul,atuncievident,ca a -b = 0.
Fie a =b. Atunci a-fe=a-a=]a]]a] cos0°=Ja \.
Produsul scalar a- a se numeste patratul scalar al vectorului a si se in-
L —2
seamna a .

Noi am obtinut, ca a =\a \, nAlcnpatratul scalar al vectorului este egal
cupatratul modulului lui.

Teorema 16.1. Produsulscalar adoi vectori nenuliesteegalcu zero atunci
si numai atunci, cand acesti vectori suntperpendiculari.

Demonstrafie.Q Fie a _L6. Vom demonstra, ca a-b =0.
Avem: z(a, b) =90°. De aici a *b =\a \\b \cos 90° =0.
Fie acum a <b = 0. Sa demonstram,ca a 16.

Scriem: Ja \\b fosz(a, b) =0. Deoarece Ja \TO si |b \TO, atunci
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Teorema 16.2.Produsulscalaralvectorilor a (a,; a2) si b (6,; B2) poa-
tefi calculat dupaformula

a b =albl+a2h

Demonstratie.® JLa inceput cercetam
cazul, cand vectorii a si b sunt necoli-

niari.

Depunem de la originea de coordonate
vectorii OA si OB, Corespunzator egali vec-
torilor a si b (fig. 16.4). Atunci z(a, 6) =
=ZAOB.

Aplicam teorema cosinusurilor pentru
triunghiul AOB:

AB2=0A2+0B2- 20A =OB mo0s ZAOB.

Fig. 16.4

De ;
OA «OB <c0os ZAOB = 2 (OA2+0B2- AB2).

Deoarece Ja \=0OA si |b \= 0B, atunci OA <OB =cos ZAOB = a0b.

Totodata, AB =OB - OA=b-a. De aici AB (6, - a,; b2- a2).

Avem: a <b :@a \ +]fe] - 1AB \). Utilizand formula calcularii mo-
dulului unui vector dupa coordonatele lui, scriem:

aw =\ ((«fF+ap +(ff +tD - (bi- @ - (2- a2f)-

SimplificAnd expresia, care este scrisa Tn partea dreapta a ultimii egalitati,
obtinem:
a -b =afy +a2.

Sa cercetam cazul, cand vectorii a si b sunt coliniari.
Dacd a =0 sau 6 =0, atuncievident,cd a <b =apr+a2.

Dacda a T 0 si 6 TO, atunci exista un astfel de numar k, ca 6 =ka, adi-

ca bx= kalt b2= ka2
Daca k >0, atunci Z.(a, 6) =0°. Avem:

a-b=a <&a)=\a \\ka kos0° = |k []a \ =k(yaf +a2j =
=a, ka2 + a2<ka2 = a]b] + a22.

Cazul, cand k <0, cercetati-1 sine statator. M
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Consecinta. Cosinusul unghiului Tntre vectorii nenuli a (a,; a2) si

b (b,; b2) sepoatecalculaconformformulei

«|b] i«A O
N e J1 2+b2

cosz(a, b

Demonstratie. © Din definitia produsului scalar al vectorilor a st b reie-

se, ca cosZ(a, fe) =. _f. ~ .. Folosind teorema 16.2 si formula aflarii modu-
la 116 |
lului vectorului dupa coordonatele lui, obtinem formula (*). M

Cu ajutorul teoremei 16.2 usor se poate demonstra astfel de proprietati ale
produsului scalar.

Pentru oricare vectori a, b, c si aoricarui numar k se Tndeplinesc
egalitatile:

1) a 'b =b ea - proprietatea distributiva;

2) (ka &=k(a - proprietatea comutativa;

3) (@ +b™c =a e +b ec - proprietatea asociativa.

Pentru demonstrarea acestor proprietati este suficient de exprimat prin
coordonatele vectorilor produsele scalare, scrise Tn partile dreapta si stanga ale
egalitatii, si de le comparat. Executati acesta singuri.

Acest proprietati impreuna cu proprietatile adunarii vectorilor, si Tnmultirii
vectorului la un numar ofera posibilitatea de a transforma expresiile, care
contin produsul scalar al vectorilor, analogic, cum noi transformam expresiile
algebrice.

Dei aplu, (a+b) =(a +b)-(a +b)=(a +b)-a +(a +b)-b =

*

— -

12
—a +b-a+am+b =a +2a-b+b .

Problema 1. Cu ajutorul vectorilor demonstrati, ca
diagonalele rombului sunt perpendiculare.

Rezolvare. In figura 16.5 este prezentat rombulABCD.
Fie AB =a, AD =b. Evident,ca |Ja \=\b | Dupa regula
paralelogramului avem: AC =a +b si BD =-a +b. De aici
AC «BD =[a +b)-[-a +b) =b -a =|fe] -\a\ =0.
Fig. 16.5 Dec1,JC+tBD. «
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Problema 2.Estecunoscutca Ja |3, |b |1 z(a,b) =120°. Aflati
|2a - 3fe |
Rezolvare. Deoarece patratul scalar al vectorului este egal cu patratul

modulului lui, atunci |2a -3b | ="2a -3 b) . De aici
[2a - 3b |=yj(2a -3b) =ifia -12a -b +9% =

=-"la | —21a |]b JcosZ(a,b) +9] b \ =n/36 +18 +9 = n/63 = 3 V7.
Raspuns: 3n/7. «

Problema 3.7n triunghiulZ5C este cunoscut,ckAB - 4 cm,BC = =6 n/3
cm, AABC = 30°. Aflati mediana BM.
Rezolvare. Folosind problema cheie nr. 2 din punctul 15, scriem:

BM =- (BA +BC) (fig. 16.6). De aici

bm2="(ba +bc) = >
:EGF)A +2BABBC +BC) =
:-4(!/BA| +21BA 1IBC lec0SZABC +\BC \) =
=-(i6 +48n/3-— +1081 =49.
Fig. 16.6

Deci, BM2=49; BM= 7 cm.
Raspuns: 1cm. 4

1. Descrieti, cum se poate construi unghiul, marimea caruia este egala unghiului
intre doi vectori nenuli si ne coorientati.
Cu ce este egal unghiul ntre doi vectori coorientati?

Cu ce este egal unghiul intre vectorii a si b, daca macar unul din ei este nul?
Cum se inseamna unghiul intre vectorii a si bl
in ce limite se afla unghiul intre oricare doi vectori a si bl

Care vectori se numesc perpendiculari?
Ce se numeste produsul scalar a doi vectori?
Ce se numeste patratul scalaral vectorului?

® No ok 0w DN
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9. Cu ce este egal pastratul scalar al vectorului?
10. Formulati conditia perpendicularitatii a doi vectori nenuli.

11. Ce reiese din egalitatea a mb =0, daca a T 0 sib 7 0?

12. Cum de aflati produsul scalaral vectorilor, dacd sunt cunoscute coordonatele lor?

13. Cum de gasit cosinusul unghiului intre doi vectori nenuli, daca sunt cunoscute
coordonatele lor?

14. Scrieti proprietdtile produsului scalaral vectorilor.

TNSARCINARI PRACTICE

16.1. ° Construiti unghiul, marimea caruia este egal unghiului ntre vectorii a
si b (fig. 16.7).

16.2. ° Construiti unghiul, marimea caruia este egal unghiului intre vectorii m
si n (fig. 16.8).

Fig. 16.7 Fig. 16.8 Fig. 16.9

16.3.° In figura 16.9. este reprezentat vectorul a (lungimea laturii unui patratel
este egal cu 0,5 cm). Depuneti de la punctul A vectorul b astfel, ca
Ib =3 cmsi z(a, fe) =120°. Céte solutii are problema?

EXERCITII L]

16.4.° In figura 16.10 este reprezentat triunghiul
echilateral ABC, medianele AM si BK ale caruia
se intersecteaza Tn punctul F. Aflati unghiul intre

vectorii:

1) BA siXKI1; 5)AB si BK;
2) BA SiAC; 6) AM si KK;
3) BC SiAM; 7) CF si AB.

4) AB SiIAM;

Fig. 16.10
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16.5. °In figura 16.11 este prezentat patatul ABGD, diagonalele caruia se in-
tersecteaza in punctul 0. Gasiti unghiul intre vectorii:

1) AB si DA; 3) AB si CA; 5) BO si CD.
2) AB si AC; 4) DB si CB;
16.6. ° Aflati produsul scalar al vectorilor a si 6, daca:
1) lalF2 16 |5 z(a, 6)=60°
2) la F3, \b \=2n12, Z(a,b) =135°
3) la IF4, b =1 Z(a,b) =0
4) Ja |Fi, Iel=6, Z(a, fe) =180°;

5) Jla 1=0,3, Ib 1=0, Z(a, b)=137°.
16.7. ° Aflati produsul scalar al vectorilor m si n, daca:
1) ImJ]E7-N2, h 4, z(ni, n) =45°;
2) 1A =8, In Eyfe, z(m, n) =150°.
16.8. ° Aflati produsul scalar al vectorilor a si b, daca:
1) a (2; -1), 6(1; -3); 3) a(l; -4), 6(8; 2).
2) a(-5;1), 6(2;7);

16.9. ° Aflati produsul scalar al vectorilor m si n, daca:
1) 7re(3; -2), n(1; 0); 2)nT~™; -1], n(6; 9).

16.10. ° In figura 16.12 este reprezentat rombul ABGD, in care AB = 6,
ZABG = 120°. Aflati produsul scalar al vectorilor:

1) AB si AD; 3) AB si DC; 5) BD si AC; 7) AD si AD.
2) AB si CB; 4) BC si BA; 6) DB si DC;
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16.11. °7in triunghiulABC este cunoscut,caZ C = 90°, AA = 30°, CB = 2. Aflati
produsul scalar al vectorilor:

1) AC si BC; 2) AC si AB; 3) CB si BA.

16.12. ° Aflati lucrul fortei cu marimea de 6 H pentru deplasare corpului la
distanta de 7 m, daca unghiul ntre directia actiunii fortei si deplasare este
egal cu 60°.

16.13. ° Aflati cosinusul unghiului Tntre vectorii a (1; -2) si 6(2; -3).

O->K 16.14.° Ce semn are produsul scalar al vectorilor, dacd unghiul intre ele
este:

1) ascutit; 2) obtuz?

O- >K 16.15.° Se cunoaste, ca produsul scalar al vectorilor este:
1) numar pozitiv; 2) numar negativ.
Determinati tipul unghiul intre vectori.

16.16. " In triunghiul echilateral ABC, latura caruia este egala cu 1, medianele
AA1si BB1se intersecteaza in punctul M. Calculati:
1) AANEL 2) BM sMAN,

16.17. " Punctul O - este centrul unui hexagon regulat ABGDEF, latura caruia
este egala cu 1. Calculati:

1 )BA-CD-, 2)AD-CD\ 3) AO-XKO; 4) AC <CD.
16.18. " Pentru care valoare a lui x vectorii a (3; x) si b(1; 9) sunt perpendi-
culari?

16.19. " Se stie, ca x @O0 si_y ®0. Demonstrati, cavectorii a (-x; y) si b(y; x)
sunt perpendiculari.

16.20. " Pentru care valoare alui x vectorii a (2x; -3) si 6(x; 6) suntperpen-
diculari?

16.21. " Pentru care valoare a luiy produsul scalar al vectorilor a (4; y) si
6(3; -2) este egal cu 14?

16.22. " Pentru care valoare alui xunghiul Tntre vectorii a (2; 5) si 6(x; 4):
1) ascutit; 2) obtuz?

16.23. "Aflati coordonatele vectorului 6, coliniar vectorului a (3;-4), daca
a<b=-100.

16.24. " Se cunoaste, ca vectorii a si 6 sunt necoliniari si Ja |= 16 |®O.

Pentru care valori ale lui x vectorii a +xb si a - xb sunt perpendiculari?
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16.25. "Vectorii a +b si a - b suntperpendiculari. Demonstrati,ca \a = 6 .

16.26. "Este cunoscut,cd Ja =3, b \=2y/2, z(a, b)=45° Aflati produ-
sul scalar (2a - b) *b.

16.27. "Aflati produsul scalar (a-2b)-(a + b), daca
la |=]|b|=1 z(a,b) =120°.
16.28." Se stie, ca |Ja =43, o \=1, z(a, b) =150°. Aflati |2a +5b |

1679." Se stie,ca |m =1, [n\=2, z(m, n) =60°. Aflati |2m - 3n |}

16.30. " Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfurile A (3; -2), B (4; 0),
C(2;1)siD (1;-1) este dreptunghi.

16.31. "Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu varfimle A (-1; 4), B (-2; 5),
C (-1; 6) si D (0; 5) este patrat.

16.32. "Aflati cosinusurile unghiurilor triunghiului cu varfimle A (1; 6), B (-2;
3) siC(2;-1).

16.33. "Aflati unghiurile triunghiului cu varfurile A (0; 6), B (4>/3; 6) si
C (3 n/3; 3).

16.34. "Demonstrati, ca pentru oricare doi vectori a si b se Indeplineste ine-
galitatea -] a ||6 | <a-6<]a ]|6 |

16.35. " Determinati amplasarea reciproca a doi vectori nenuli a si b, daca:
1)a-6=lall6]; 2)a-6=-lallo6].

16.36. ™ Aflati unghiul intre vectorii m si n, daca
(m +3n)em-n)=-11, |m =2, \n \=3.

16.37."" Aflati unghiul Tntre vectorii a si b, daca (a +b)-(a 25):

b

Do |

la I=1b 1= 1.

16.38. ™ 1n triunghiulABC sestie,caZ C=90°,AC= 1, BC = ¥12. Demonstrati,
ca medianele lui AK si CM sunt perpendiculare.

16.39. "™ In patrulaterul ABCD diagonaleleZC si BD sunt perpendiculare si se
intersecteaza Tn punctul O. Se stie,ca OB = OC = 1, OA =2, OD = 3. Aflati
unghiul intre dreptelezl? si DC.
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16.40." Tn triunghiulABC s-a dus mediana BD. Este cunoscut, caZ.DBC = 90°,
BD = *-AB. Aflati unghiul ABD.

16.41. *Pe laturile AB si BC ale triunghiul ABC din partea exterioara s-au con-
struit patratele ABM Nsi BCKF. Demonstrati, ca mediana BD a triunghiu-
lui ABC este perpendiculara dreptei MF.

EXERCITII PENTRU REPETARE

16.42. PunctulMestemijloculdiagonaleiACapatra-
laterului convexABCD (fig. 16.13). Demonstrati,
ca patrulaterele ABMD si CBMD sunt de diferita
marime.
16.43. Perpendiculara coborata din punctul de
intersectie ale diagonalelor rombului, Tmparte
laturalui Tn segmentele,unul din care este cu 7 cm
mai mare ca altal. Aflati perimetral rombului, daca Nig. 16.13
Tnaltimea lui este egala cu 24 cm.

16.44. Pe Tnaltimea triunghiului regulat cu latura de 6 n1/3 cm ca pe diametru

este construita o circumferinta. Aflati lungimea arcului acestei circumferinte,
care este amplasat Tn afara triunghiului.
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TNSARCINARA NR. 4"CONTROLEAZA-TE"IN FORMATEST

Care din marimile prezentate este vector?

A) Masa; C) viteza;

B) volumul,; D) timpul.

Cu ce este egal modulul vectorului, originea si extremitatea caruia coincid?
A) L C) 5

B) -1; D) O.

Se da paralelogramul ABCD. Care din egalitatile date este corecta?
A)AB =DC; C)BC =DA,

B) AB=CD, D) AC=BD.

Se cunoaste, ca AM = MB. Care din afirmatiile date este corecta?
A) Punctul B - mijlocul segmentului AM\

B) punctul A —mijlocul segmentului MB\

C) punctul M —mijlocul segmentului AB\
D) punctul M —C) véarful triunghiului isoscel AMB.

Sunt date punctele A (-3; 4) si B (1;-8). Punctul M —mijlocul segmentului
AB. Aflati coordonatele vectorului AM.

A) (2;-6); C) (-2; -6);

B) (-2; 6); D) (6;-2).

Pentru care valori x vectorii a (x; 2) si b (-4; 8) sunt coliniari?
A) -1; C) 0

B) 1; D) i.

Care din egalitatile date este corecta?

A) AB +BC =CA,

B) AB +BC = AD + DC;

C) AB-AtC =BC;

D) AB +BC +CD = DA.

Este dat vectorul a (n/3; -2). care din vectori este egal cu vectorul \I13a?
A) m (l; -2 Va), C)p(3;-2);

B) n (-3; -2 73); D) q(3;-273).
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9.

Punctul M este mijlocul laturii BC atriunghiului ABC. Care din egalitatile
date este corecta?

A) AM =AB +AC;

B) AM =AB +-2AC\
C) AM =-A £ +-AtC;
2 2

D) AM =-A£--AtC.
2 2

10. Aflati produsul scalar al vectorilor a (2; -3) si b (3; -2).

11.

12.

A) 12; C) 0;
B) -12; D) 6.
Pentru carevaloare ~vectorii a (2x; -3) si b (1; 4) sunt perpendiculari?
A) -6; C)12;
B) 3; D) 6.
Aflati cosinusul unghiului ntre vectorii a (5; -12) si b (-3; 4).
A) 63. o &
65’ 65’
B) D)

63
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PRINCIPALULIN PARAGRAFUL4

Vectorul

Daca este indicat, care punct este originea segmentului si care punct - extre-
mitatea lui, atunci astfel de segment se numeste segment orientat sau vector.

Vectori coliniari

Vectorii nenuli se numesc colineari daca ei se afla pe drepte paralele sau pe
o dreapta. Vectorul nul este considerat coliniar oricarui vector.

Vectori egali

Vectorii nenuli se numesc egali, daca modulele lor sunt egale si ei sunt
coorientati. Oricare doi vectori nuli sunt egali. Vectorii egali au coordonate
corespunzatoare egale. Daca coordonatele corespunzatoare ale vectorilor
sunt egale, atunci si vectorii sunt egali.

Coordonatele vectorului
Daca punctele A (xyy”) si B (x2y?2) corespunzator sunt originea si extremi-
tatea vectorului a, atunci numerele x2- xt s\y2- y2sunt egale corespunza-

tor primei si a doua coordonate ale vectorului a.

Modulul vectorului

Daca vectorul a are coordonatele {ay a2, atunci Ja |="al +al.

Regulile adunarii adoi vectori
Regula triunghiurilor
Depunem de la un punct arbitrar A vectorul
AB, egal cu vectorul a, mai departe de la

punctul B depunem vectorul BC, egal cu vec-
torul b. Vectorul AC este sumavectorilor a
si b.

Pentru oricare trei puncte A,B sTCse Tndeplineste

egalitatea AB + BC = AC. B
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Regula paralelogramului

Depunem de laun punct arbitrar A vecto-

rul AB, egal vectorului a, si vectorul
AD, egal vectorului b. Construim para-

lelogramul ABCD. Atunci vectorul AC

este suma vectorilor a si b.

Coordonatele sumei vectorilor

Daca coordonatele vectorilor a si b corespunzator sunt egale cu (af, a2

si {b{, b2, atunci coordonatele vectorului a +b suntegale cu (a2+ b2 a2+ b2).

Proprietatile adunarii vectorilor

Pentru oricare vectori a, b si c se indeplinesc egalitatile:
1) a+0 =a;
2) a+tb=b+a -5) proprietatea comutativa;

3) (a+fe) +c= a+(fe+c) -6) proprietatea asociativa.

Diferentavectorilor

Diferenta vectorilor a si b se numeste un astfel de vector ¢, suma caru-
ia cu vectorul b este egal cu vectorul a.

Pentru oricare trei puncte 0, A si B se Tndeplineste egalitatea OA - OB = BA.

Coordonatele diferentei vectorilor

Daca coordonatele vectorilor a si b corespunzator sunt egale cu (a2 a2

si (b{, b2), atunci coordonatele vectorului a - b suntegale cu {a2- b{; a2—b2).

Vectori opus orientati

Doi vectori nenuli se numesc opusi, daca modulele lor sunt egale si vectorii
sunt opus orientati.
Pentru oricare punte A si B se indeplineste egalitatea AB = -BA.
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Inmultirea vectorului cu un numar

Produsul vectorului nenul a anumarului k, diferit de zero, se numeste un

astfel de vector b, ca:
HblkIikl

2) daca k >0, atunci b 17 a; dacda k <0, atunci b 14- a.
Daca a =0 sau k= 0, atunci se considerd, ca ka = 0.

Daca vectorul a are coordonatele (af, a2, atunci vectorul ka are coordo-
natele {ka2 ka2).

Proprietatile vectorilor coliniari

Dacavectorii a si b sunt coliniari si totodata a TO, atunci exista asaun

numar k, ca b =ka.

Dacavectorii a (@, a2) si b (©; b2) sunt coliniari si totodata a t 0, atunci
exista un astfel de numar k, ca bx= kaxsi b2= ka2

Proprietatile Tnmultirii vectorului cu un numar
Pentru oricare numere k, vi si oricare vectori a , b se indeplinesc egalitatile:
1) (km)a =k(nia) - proprietatea asociativa;
2) (k+m)a =ka +Ta - prima proprietate distributiva;

3) Ir(a +fc) =ka +kb - adoua proprietate distributiva.

Produsul scalar al vectorilor

Produs scalar adoi vectori se numeste produsul modulelor lor si a cosinusului
unghiului Intre ei:

a<b=1]a ||b kosz(a, b).
Produsul scalar al vectorilor a (ar; a2) si b (fej; b2) poate fi calculat dupa

formula a -b = axox+ a202.



156 §4. VECTORII

Proprietatile produsul scalar

Pentru oricare vectori a, b, c¢ si a oricarui numar k se Tndeplinesc
egalitatile:

1) a -b = b ea - proprietatea comutativa;

Conditia de perpendicularitate a doi vectori

Produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero atunci si numai atunci,
cand acesti vectori sunt perpendiculari.

Cosinusul unghiului dintre doi vectori

Cosinusul unghiului Tntre vectorii nenuli a (@, a2) si b (fy; b2) se poate
calcula conform formulei
ab, + ayb,

\/a1 +a2 \/b +b

cos L(a b)



TRANSFORMARI
GEOMETRICE

cunostinta cu tipurile de transformari, precum deplasarea paralela,
simetria centrald, simetria axiald, rotatia, omotetia, asemanarea.

Osa vainvatatia aplica proprietatiletransformarilorin timpul rezol-
varii problemelorsi demonstrarii teoremelor.

17. Miscarea (deplasarea) figurii.
Deplasarea paralela

Exemplul 1. In figura 17.1 este prezentat segmentul AB, dreapta a si
punctul 0, care nu apartine nici dreptei a nici dreptei AB. Fiecarui punct X
al segmentului AB asociem Tn corespondenta punctul Xt al dreptei a astfel, ca
punctele 0, X si Xt sa se afle pe o dreapta. Punctului A 1i va fi corespondent
punctul Aupunctului B - punctul Bv Este clar, ca toate aceste puncte X t creeaza
segmentul AtBv

Noi am indicat regula, cu ajutorul careia fiecarai punct X al segmentului
AB este aplicat Tn corespondenta un singur punct X x al segmentului AXBV In
acest caz se spune, ca segmentul A1B1leste obtinut Tn rezultatul transformarii
segmentului AB.
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Exemplul 2. Infigura 17.2 este prezentata semicircumferintaAB si dreapta
aparalela diametralui AB. Fiecarui punct Aal semicircumferintei asociem punc-
tul X-1pe dreapta a asa ca dreapta XX\ sa fie perpendiculara pana la dreapta a.
Clar, ca toate aceste puncte X xformeaza segmentul AXBV In acest caz se spune,
ca segmentul”™”j este obtinut Tn rezultatul transformarii semicircumferintei AZ>.

Exemplul 3. Fie ca este data figura F si vectorul a (fig. 17.3). Fiecarui
punct X al figurii F asociem Tn corespondenta un astfel de punct X It ca
X X1 =a. Inurma unei astfel de transformari al figurii F vom obtine figura

Fx(fig. 17.3). Astfel de transformare al figurii F se numeste deplasare parale-
lacuvectorul a.

Sa generalizam exemplele prezentate.

Fie este data o figura oarecare F. Fiecarui punct al figurii F sa asociem Tn
corespondenta dupa o anumita reguldun punct oarecare.Toate punctele obtinute
prin asociere creeaza figura Fv Se pune, ca figuraF', este obtinutain rezultatul
transformarii figurii F'. Totodata figura F1se numeste imaginea (transformata)
figurii F, iar figura F —preimaginea figurii F,.

Astfel, Tn exemplul 1 segmentul A 1Bleste imaginea segmentului AB. Punc-
tulX xeste imaginea punctuluiX. Segmentul AB este preimaginea segmentului A .

Atragem atentia la faptul, ca Tn exemplul 3 figura F este egala imaginii sale
Aj.Transformarile descrise Tn exemplele 1 si 2, astfel de proprietate nu poseda.

Ce proprietati trebuie sa posede transformarea, ca imaginea si preimaginea
sa fie figuri egale? Se dovedeste, ca este suficient doar de o singura proprietate:
transformarea trebuie sa pastreze distanta dintre puncte, adica dacaA si B sunt
puncte arbitrare ale fisurii F, iar punctele Alsi B1- sunt imaginile lor, atunci
trebuie sa se satisfaca egalitateaAB =A 1B1

Definitie. Transformareafigurii F, care pastreazadistantaintre puncte,
senumestemiscare (deplasare)afiguriiF.
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Daca fiecarui punctX al figurii Aeste pus Tn corespondenta acelasi punct X,
atunci astfel de transformare a figurii F se numeste identica. La transformarea
identica imaginea furii F este Tnsesi figura F. Clar, ca transformarea identica
este miscare.

Daca transformarea este miscare, atunci:

= imaginea dreptei este dreapt3;

- imaginea segmentului este segment, egal celui dat;

- imaginea unghiului este unghi, egal celui dat;

= imaginea triunghiului este triunghi, egal celui dat.

Demonstrarea acestor proprietati ies din limitele ce se cerceteaza in cursul
dat de geometrie.

Definitie. Doua figuri sunt egale, daca dacaexista miscarea, Tn urma
careia o figura este imaginea altei figuri.

Scrierea F = F1linseamna, ca figurile F si F1sunt egale.

Daca exista o astfel de miscare, la care figura Fx este imaginea figurii F,
atunci obligat exista miscarea, Tn urma careia figura Aeste imaginea figurii Fv
Astfel de miscari se numesc reciproc inverse.

Atragem, atentia. Inainte noi numeam figuri asemenea astfel de figuri,
care nu se schimbau la suprapunere.Termenul “suprapunere” intuitiv este Tnteles,
si Tn imaginatia noastra, era legat cu suprapunerea corpurilor reale. Dar figurile
geometrice nu se pot suprapune in sensul direct al acestui cuvant. Acum su-
prapunerea figurii Ape figura F 1se poate constata ca miscarea figurii F,la care
imaginea ei este figura Fv

Termenul “miscare” de-asemeni se asociaza cu 0 anumita actiune fizica:
modificarea locatiei corpului fara deformatii. Anume cu aceasta este legata
aparitia acestui termen Tn matematica. Cu toate acestea Tn geometrie obiectul
cercetarii nu este procesul, care se petrece Tn timp, ci doar proprietatile figurii
si a imaginii ei.

Aceea, ca figurile F si F1lreprezentate in fig. 17.3 sunt egale, este clar din
perceptia intuitiva. Confirmarea stricta a acestui fapt o da astfel de teorema.
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Teorema 17.1 (proprietatea translarii paralele). Deplasarea
(translatia) paralela este miscare.
D emo nstrafie.® Fie A (x”y]j si B(x2,y2 ~ sunt puncte arbitrare ale figurii
F (fig. 17.4), punctele At si B2- imaginile lor corespunzatoare la translatia
paraleld cu vectorul a (m\ n). S& demon-
stram, ckAB = AXBX
Avem: AA1=BB1 =a. Vectorii AA1 si
BBj au coordonatele (m\ n). Deci, coordonate
ale punctelor A2si Bx sunt corespunzator pere-
chile de numere (x2+ m,y1+ n) si (x2+ vr,y2+ n).
Sa gasim distanta ntre punctele A si B:
AB =-y/(x2-x j2+(y2-y j2.
Sa gasim distanta Tntre punctele At si B{.

na = 4/\)Q+rn-xl- mf +(y2+n-y1l- nf =J3(x2-xj2+{y2- yj2.
Deci, noi am aratat, ckAB = AXBXadica translarea paralela pastreaza distanta
intre puncte. M
Consecinta. DacafiguraF1- esteimagineafigurii Fla trcmslatiaparalela,
atunci F1=F.
Aceasta proprietate se foloseste la crearea desenelor pe materiale, tapete,
acoperirea podelelor etc. (fig. 17.5).

Fig. 17.5

Daca figura F 2este imaginea figurii Ala trans-

larea paralela cu vectorul a, atunci figura F este

imaginea figurii F2la translarea paralela cu vecto-

rul -a (fig. 17.6). Translarea paralela cu vectorul

a si -a suntmiscari reciproc inverse. .
Fig. 17.6
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0 "i Problema 1. Fiecarui punct X{x\ y) al figurii F se aplica Tn
corespondenta punctul X1 (x + m\y + n), unde m si n —numere date.
Demonstrati, ca astfel de transformare a figurii F este deplasare paralela cu

vectorul a (m; n).

Rezolvare. Saconstatamvectorul a (m; n). Mentionam,cacoordonate-
le vectorului XX 1 sunt egale (M\ n), adicda XX 1=a. Deci, transformarea
descrisa a figurii F este o translatie paralela cu vectorul a. M

Problema2. Punctul” (-2; 3) este imaginea punctului” (-1; 2) la trans-
larea paralela cu vectorul a . Aflati coordonatele vectorului a si coordonatele
imaginii punctului B (-7; -3).

Rezolvare. Din conditie reiese, cd AAr =a. De aici a (-1; 1).

Fie Bi (X\\y) - este imaginea punctului B (-7; -3). Atunci = a, adica
X+7 =-1 siy +3=1.De aicix=-8,y = 2.

Raspuns: a (-1; 1), B1(S-,-2). M

Problema 3. Se da unghiul ABC si dreapta”), neparalela nici unei laturi

ale acestui unghi (fig. 17.7). Construiti dreapta”j, paralela dreptei”*), astfel, ca
laturile unghiului sa taie pe ea un segment cu lungimea data a.

Rezolvare. Saconsideramvectorul MN astfel,ca MN Jp si [MN \=a
(fig. 17.8). Construim semidreapta B™MA” care este imaginea semidreptei BA
la translatia paralela cu vectorul MN. Insemnam punctul intersectiei se-
midreaptelor BC si BA 1 cu litera E. Fie F preimaginea punctului E la

translatia paraleld, ce se considera. Atunci FE = MN, adica |FE |=a si
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Rationamentele prezentate ne insufla astfel de algoritm de constructie:

1)

2)
3)

A W N PR

© 00 N O U

17.1.°

de gasit imaginea semidreaptei BA la deplasarea paralela cu vectorul
MN;

de notat punctul de intersectie al semidreptei BC cu imaginea construita;
prin punctul gasit de dus dreapta”, paralela dreptei”). Dreapta” va fi
cea cautata. M

. Descrieti ce este transformarea figurii.

. Dati exemple de transformare ale figurilor.

. Descrieti deplasarea figurii F, care se numeste deplasare paraleld cu vectorul a .
. In care caz figura F\ se numeste imaginea figurii F, iar figura F - preimaginea

figurii FM

. Care transformare a figurii se numeste miscare?

. Care transformare a figurii se numeste identica?

. Formulati proprietatile miscarii.

. Care doua figuri se numesc egale?

. Descrieti miscarile care se numesc reciproc inverse.
10.
11.

Formulati proprietatea translarii paralele.
Ce miscari sunt translatiile paralele cu vectorii a si —al

 Tnsarcinari practice

In figura 17.9. este reprezentat unghiul AOB si dreapta p, neparalela

laturilor lui. Fiecarui punct X al laturii OA este aplicat Tn corespondenta un
astfel de punct Xt al laturii OB, ca X X1 Jp (punctului 0 Ti este asociat Tn

corespondenta punctul 0). Construiti imaginea punctului M si preimaginea
punctului K pentru transformarea data a semidreptei OA. Care figura este
imaginea semidreptei OAB

Fig. 17.9 Fig. 17.10
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17.2. ° In figura 17.10 este reprezentat segmentul AB si dreapta a. Fiecarui
punct X al segmentului AB este aplicat Tn corespondenta baza perpendicu-
larei, coborate din punctul X pe dreapta a. Construiti imaginea punctului
E si preimaginea punctului F pentru transformarea data a segmentului AB.
Exista oare puncte ale dreptei a, care nu au preimagine? Construiti imaginea
segmentului AB.

17.3. ° Construiti imaginile segmentului AB si a semidreptei OM pentru
translatia paralela cu vectorul a (fig. 17.11).

Fig. 17.11 Fig. 17.12 Fig. 17.13

17.4. °In figura 17.12. dreapta a este imaginea unei oarecare drepte la deplasa-
rea paralela cu vectorul m. Construiti imaginea dreptei a.

17.5. ° Circumferinta cu centrul Oxeste imaginea circumferintei cu centrul 0
la translatia paralela cu vectorul a (fig. 17.13). Depuneti vectorul a de la

punctul M.

17.6. " Construiti imaginea paraboleiy = A la translatia paralela cu vectorul: 1)
a(0;2); 2) b(-10); 3) c (-1 2). Scrieti ecuatiile imaginii parabolei
y = x2pentru translatia paralela data.

17.7. " Construiti imaginea circumferintei x2+y2= 4 pentru translatia paralela
cuvectorul: 1) a (2; 0); 2) b (0; - 1); 3) c (2; - 1). Scrieti ecuatia imagi-
nii circumferintei x2+ jr = 4 pentru deplasarea
paralela data.

17.8. "Dreapta aeste tangentala semicircumferinta
AB cu centrul 0 (fig. 17.14). Stabiliti o trans-
formare oarecare, pentru care dreapta a este
imaginea semicircumferintei AB cu punctele
A si B “scoase”. Fig. 17.14
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17.

17

17.

17.

17.

17.

17.

Fig. 17.15 Fig. 17.16

9." Executati o transformare oarecare, pentru care segmentul CD este ima-
ginea segmentulyIB (fig. 17.15).

EXERCITII

.10. ° Sa cercetam circumferinta cu raza r si centrul 0. Fiecarui punct X al

circumferintei asociem Tn corespondenta punctulX ltcare apartine razei OX,
astfel, ca OX1=~I" Care figura este imaginea circumferintei date? Este

oare miscare transformarea data?

11. ° Se daunghiul.401? (fig. 17.16), fiecarui punct Xallaturii OA aplicam in
corespondenta punctulvYj, care apartine laturii OB si se afla pe circumferinta
cu raza O Xsi centrul 0 (punctului 0 asociem Tn corespondenta punctul 0).
Ce figura este imaginea laturii OAB Demonstrati ca transformarea data este
miscare.

12. ° Se da unghiul MON. Fiecarui punct X al laturii OM asociem in
corespondenta un astfel de punct X x al laturii ON, ca dreapta X Xx este
perpendiculara la bisectoarea unghiului MON (punctului 0 aplicam n
corespondenta punctul 0). Demonstrati, ca transformarea descrisa este
miscare.

13. ° Este data dreapta a si si segmentulylB, care nu are cu ea puncte comune.
Fiecarui punct Xal segmentului”™5 asociem Tn corespondenta baza perpen-
dicularei, coborate din punctul X pe dreapta a. Pentru care amplasare reci-
proca a dreptei a si a segmentului AB transformarea descrisa este muscare?

14. ° Punctele Ar si Bi nu apartin dreptei AB si si sunt imaginile punctelor
A si B corespunzator la translatia paralelda a dreptei AB. Demonstrati, ca
patrulaterul AANB” este paralelogram.

15. ° Punctele Alsi B1sunt imaginile punctelor A si B corespunzator la
translatia paraleld a drepteivIB. v\flati segmentul AB", dackAB = 5 cm.
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17.
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17.

17.

17.

17.

17.

17.

17.
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16. ° Vectorul m este paralel dreptei a. Ce figura este imaginea dreptei ala
deplasarea paralela a ei cu vectorul ml

17. ° Se da paralelogramul ABCD. Care vector va stabili deplasarea paralela,
pentru care laturaAD va fi imaginea laturii BCi

18. ° Exista oare translatie paralela a triunghiului echilateral ABC, pentru
care latura AB este imaginea laturii BCB

19. ° Gasiti punctele, care sunt imaginile punctelor A (-2; 3) si B (1; -4) la
translatie paralela cu vectorul a (-1; -3).

20. ° Exista oare deplasare paraleld, pentru care imaginea punctului A (1; 3)
este punctul A1(4; 0), iar imaginea punctului B (-2; 1) - punctul B1(1; 4)?

21. ° La deplasare paralela cu vectorul a (2; -1) imaginea punctului A este
punctul A™ (-3; 4). Aflati coordonatele punctului A.

22. ° Punctul M 1{X\ 2) este imaginea punctului M (3;y) la translatia pa-
raleld, pentru care punctul A (2; 3) este imaginea originii coordonatelor.
Gasiti x siy.

23. " Cate deplasari paralele a dreptei a exista, pentru care imaginea ei este
dreapta di

24. " Sa cercetam figura ce este alcatuita din toate punctele, care apartin
laturilor triunghiului. Descrieti o deplasare oarecare a acestei figuri, pentru
care imaginea ei este circumferinta.

25. " Sa examinam figura ce este alcatuita din toate punctele, care apartin
laturilor dreptunghiului. Descrieti o deplasare oarecare a acestei figuri,
pentru care imaginea ei este figura, care se alcatuieste din toate punctele
laturilor rombului.

26. " Se cunoaste, ca la transformarea figurii F imaginea ei este aceiasi figura
F. Se poate oare afirma, ca aceasta transformare este identica?

27. "Sedau punctele A (3;-2) si B (5;-4). La translarea paralela a segmentului
AB imaginea mijlocului ei este punctul (-4; 3). Gasiti imaginile punctelor
A si B la o astfel de deplasare paralela.

28. "Trei puncte A (1; 3), B (2; 6), C (-3; 1) sunt varfurile paralelogramului
ABCD. La translatia paralela a paralelogramului ABCD imaginea punctului
intersectiei diagonalelor lui este punctul 01(-2; -4). Gasiti imaginile punc-
telor A, B, Csi D pentru o astfel de deplasare paralela.

29. "Gasiti ecuatia circumferintei, care este imaginea circumferintei xX? +yRr = 1
pentru deplasare paralela cu vectorul a (-3; 4).



166 §5. TRANSFORMARIGEOMETRICE

17.30. " Gasiti ecuatia parabolei, care este imaginea paraboleiy = x2la translatia
paralela cu vectorul a (2; -3).

17.31. " Construiti un trapez conform bazelor si diagonalelor.
17.32. " Construiti un trapez conform a patru laturi.

17.33. " Construiti un segment, egal si paralel segmentului AB dat, astfel ca un
capat al lui sa apartina dreptei date, iar altul - circumferintei date.

17.34. " Construiti coarda circumferintei date, care este egala si paralela seg-
mentului dat AB.

17.35. ”Construiti patrulaterul, la care laturile opuse sunt in perechi neparalele,
conform a patru unghiuri si a doua laturi opuse.

17.36. " In care loc este necesar de construit
podul M N peste raul, care Tmparte doua
localitati punctele A si B (fig. 17.17), ca calea
AMNB séfie cea mai scurta (malurile raului 77777777777 77777777
admitem ca sunt paralele, podul perpendi- N
cular pe malurile raului)?

M
. /11111111117

R

Fig. 17.17

EXERCITII PENTRU REPETARE

17.37. Prin varful fiecarui unghi al triunghiului este dusa o dreapta, paralela
laturii opuse. Cu ce este egal perimetrul triunghiului, care este format in
urma aceasta, daca perimetrul triunghiului dat este egal cu 18 cm?

17.38. Demonstrati ca patrulaterul cu varfimle A (-3; -4), B (0; 3), C (7; 6)
si D (4; -1) este romb, si gasiti aria lui.

17.39. In trapezul dreptunghic este inscrisa o circumferinta. Punctul de tangenta
Tmparte latura laterala mai mare a trapezului Tn segmente de 4 cm si 25 cm.
Aflati aria trapezului.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

1% A" In mijlocul unui hexagon regulat cu latura de 1 m sunt amplasate 7
puncte. Demonstrati, ca printre ele se vor gasi 2 puncte, distanta dintre care
nu este mai mare de 1 m.
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18. Simetrie axiala

Definitie.Punctele~fsbfjsenumescsimetrice fata de (in raport
cu) dreapta /, dacadrcapta/ cstc mcdiatoarcascgmentului AA~ (fig. 18.1).
Daca punctul A apartine dreptei 1, atunci el este considerat simetric singur
lui fata de dreapta /.

De exemplu,punctele A siA”la are ordonatele sunt egale, iar abscisele numere
opuse, sunt simetrice Tn raport cu axa ordonatelor (fig. 18.2).

Sa examinam figura F si dreapta /. Fiecarui punct X al figurii F 1i aplicam
Tn corespondenta un punct X t simetric fata de dreapta /. In consecinta a astfel
de transformare a figurii F obtinem figura F1(fig. 18.3). Astfel de transfor-
mare a figurii F se numeste simetrie axiald in raport cu dreapta /. Dreapta /
se numeste axa de simetrie. Se spune, ci figurile F si F, sunt simetrice fata
de drcapta/.

Teorema 18.1 (proprietatea simetriei axiale). simetria axiala

este mi§care.

D emonstratie.© Alegem sistemul de coordonate astfel, ca axa de simetrie
sa coincida cu axa ordonatelor. Fie A (xyy”) si B (xy,y2 - sunt puncte arbitrare
ale figurii F. Atunci punctele A2i-xyy”) si B2(-x2,y2) - imaginile lor corespun-
zatoare pentru simetria axiala Tn raport cu axa ordonatelor. Avem:

AB —yl(x2—Xj) + (il2—Yi) »

—ij(—2——X])) +@y2-~vVYi) - (~x2+X]) +(y2~vi) —AB.
Noi am obtinut, ckAB = AXBXadica simetria axiala pastreaza distanta dintre
puncte. Deci, simetria axiala este miscare.
Consccinta. Dacafignrile Fsi F, suntsimetricefata de o dreapta, atunci
F=FV
Definitie. Figurase numeste simetrica Tn raport cu dreapta i,

daca pentru fiecare punct al figurii date punctul, simetric fata de dreapta 1,
de asemenea apartine acestei figuri.
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Dreapta / se numeste axa de simetrie. De asemenea se spune, ca figura are
axade simetrie.

Aducem exemple de figuri, care au axa de simetrie.

In figura 18.4 este reprezentat triunghiul isoscel. Dreapta care contine
Tnaltimea lui, coborata la baza, este axa de simetrie a triunghiului.

Orice unghi are axa de simetrie aceasta este dreapta, care contine bisectoarea
lui (fig. 18.5).

Triunghiul echilateral are trei axe de simetrie (fig. 18.6).

Fig. 18.4 Fig. 185

Doua axe de simetrie are un segment, acestea-s mediatoarea si dreapta, care
contine acest segment (fig. 18.7).

Patratul are patru axe de simetrie (fig. 18.8).

Exista figuri, care au nenumarate axe de simetrie, de exemplu circumferinta.
Orice dreaptd, ce trece prin centrul circumferintei, este axa de simetrie a ei
(fig. 18-9).

Nenumarate axe de simetrie are si dreapta: insesi dreapta si orice dreapta,
perpendiculara pe ea, sunt axele ei de simetrie.

Fig. 18.8 Fig. 18.9 Fig. 18.10

Problema 1. S-a desenat un triunghi ne isoscel ABC. S-a dus dreapta
/, care contine bisectoarea unghiului Cc. Apoi desenul l-au sters. Lasand doar
punctele A si B si dreapta /. Restabiliti triunghiulABC.

Rezolvare. Deoarece dreapta/ este axade simetrie aunghiuluiACR,atunci
punctul A 1- este imaginea punctului A la simetriafata de dreapta / care apartine
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semidreptei CB. Atunci intersectia dreptelor / si BAleste varful C al triunghiului
cantatABC (fig. 18.10).

Aceste rationamente ne indica cum sa construim un triunghi cautat. Con-
struim punctul Alt simetric punctului A Tn raport cu dreapta /. Aflam varful C
ca intersectie a dreptelor / si BAV M

Problema2. Punctul 0 apartine unghiului ascutit ABC (fig. 18.11). Pe
laturile BA si BC ale unghiului gasiti astfel de puncte E si F, ca perimetrul
triunghiului OEF sa fie cel mai mic.

Fig. 18.11 Fig. 18.12

Rezolvare. Fiepunctele 01si 02- imaginile punctului O pentru simetriile
fata de dreptele BA si BC corespunzator (fig. 18.12), iar dreapta 0 20 2intersec-
teaza laturile BA si BC Tn punctele E si F corespunzator. Vom demonstra, ca
punctele E si Asunt cele cautate.

Atragem atentia, ca segmentele E 0 15\ EO sunt simetrice fata de dreapta BA.
DecijAOj = EO. Analogic FO = A02Atunci perimetrul triunghiului OEFeste
egal cu lungimea segmentului 0202

Vom arata, ca triunghiul construit are cel mai mic perimetru din cele posi-
bile. S& examinam triunghiul KOM, unde punctele K si Mpuncta arbitrare fata
de semidreptele BA si BC, totodata punctul K nu coincide cu punctul E sau
punctul M nu coincide cu punctul F. Este clar, ca KO = K02si MO =MO02
Atunci perimetrul triunghiului KO M tste egal cu suma 0 X + KM + M 02 Insa
0,K+KM +mo02>0%02<

Care puncte se numesc simetrice fata de dreapta /? Cum se numeste dreapta P
Care figuri se numesc simetrice in raport cu dreapta /?

Formulati proprietatile simetriei axiale.

Ce proprietati poseda figurile, simetrice fata de o dreapta?

Despre care figura se spune ca ea are axa de simetrie?

Dati exemple de figuri, care au axa de simetrie.

o gk wNE
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TNSARCINARI PRACTICE

18.1.° Construiti imaginile figurilor, prezentate in figura 18.13 la simetria
fata de dreapta /.

Fig. 18.13

18.2. ° Schitati un triunghi. Construiti triunghiul, simetric lui fata de dreapta,
care contine una din liniile lui medii.

18.3. ° Punctele.4si B sunt simetrice Tnraport cu dreapta / (fig. 18.14). Construiti
dreapta /.

‘B
-K
ANOTIMPUL
PLOILOR
-B
Fig. 18.14 Fig. 18.15 Fig. 18.16 Fig. 18.17

18.4. " Duceti dreptele a si alt care se intersecteaza. Construiti dreapta, fata de
care dreapta alva fi simetrica fata de dreapta a. Cate solutii are problema?

18.5. " Duceti dreptele paralele a si av Construiti dreapta, fata de care dreapta
alva fi simetrica fata de dreapta a.

18.6. " Construiti rombul ABCD dupavarfimle B si C si dreapta /, care contine
diagonala lui BD (fig. 18.15).

18.7. "Construiti un triunghi isoscelvIBC dupavarful A, punctul K, care apartine
laturii laterale BC, si dreapta, care contine Tnaltimea, coborata la baza AB
(fig. 18.16).
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18.8. " Studiati figura 18.17 printr-o eprubeta de
sticla, umpluta cu apa. De ce unele litere Tn al
doilea cuvant sau dovedit a fi intoarse, iar in
primul - nu?
18.9. ™ Circumferintele cu centrele 0 1si 02au doua
puncte comune (fig. 18.19). Cu ajutorul doar a
compasului construiti circumferintele, simetrice
celor date fata de dreapta”IB. Fig. 18.18

EXERCITI

18.10. ° Dreapta/ tece prin mijlocul segmentului AB. Este oare obligat ca punc-
tele A si B sa fie simetrice Tn raport cu dreapta /?

18.11. ° Demonstrati, ca dreapta, care contine mediana triunghiului isoscel, dusa
la baza, este axa de simetrie a lui.

18.12. ° In figura 18.19 este prezentat triunghiul isoscel ABC si dreapta /, care
contine Tnaltimea lui, dusa la baza AC. Segmentele AM si C N - medianele
triunghiului. Indicati imaginea punctelor A si B, medianei CN si laturiiAC
la simetria Tn raport cu dreapta /.

Fig. 18.20

18.13. ° Demonstrati, ca dreapta, care trece prin mijlocul bazelor trapezului
isoscel, este axa lui de simetrie.

18.14. ° In figura 18.20 este reprezentat un trapez isoscel ABCD si dreapta /,
care trece prin mijlocul bazelor lui. Indicati imaginile punctelor B si D, a
diagonalelor AC si baze BC pentru simetria fata de dreapta /.

18.15. ° Demonstrati ca dreptele care contin diagonalele rombului, sunt axele
lui de simetrie.

18.16. ° Demonstrati, ca dreptele, care trec prin mijlocurile laturilor opuse ale
dreptunghiului, sunt axele lui de simetrie.
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18.17. ° Punctele” si Blsunt corespunzator imaginile punctelorAsi 51a simetria
axiald. Se cunoaste, ckAB = 5 cm. Aflati segmentul™”?.

18.18. ° Demonstrati, ca dreapta, care contine bisectoarea unghiului este axa ei
de simetrie.

18.19. ° Gasiti coordonatele punctelor simetrice punctelor A (-2; 1) si B (0; -4)
fata de axele de coordonate.

18.20. ° Punctele A (\ 3) si B (-2\y) sunt simetrice in raport cu:
1) axa absciselor;
2) axa ordonatelor.
Aflati x siy.
18.21. " Imaginea dreptei a Tn simetria fata de dreapta / este Tnsesi dreapta a.
Care este amplasarea reciproca a dreptelor a si /?

18.22. "Demonstrati, ca triunghiul, care are axa de simetrie, este isoscel.

18.23. "Demonstrati, ca triunghiul, care are doua axe de simetrie, este echilateral.
Poate oare triunghiul sa aiba exact doua axe de simetrie?

18.24. " Demonstrati, ca atunci cand paralelogramul are exact doua axe de si-
metrie, atunci el este sau dreptunghi, sau romb.

18.25. " Demonstrati, ca atunci cand patrulaterul are patru axe de simetrie,
atunci el este patrat.

18.26. " Circumferintele cu centrele 0 1si 02se intersecteaza in punctele A si B.
Demonstrati, ca punctele A si B sun simetrice Tn raport cu dreapta 0202

18.27. " Punctul Mapartine unghiului drept ABC (fig. 18.21). Punctele M 2si
M 2- imaginile punctului M h. simetria fata de dreptele BA si BC corespun-
zator. Demonstrati, ca punctele M It B si M 2 se afla
pe o dreapta.

18.28. "Aflati coordonatele punctelor simetrice puncte- M
lorA (-2; 0) si B (3;-1) fata de dreapta, care contine M,
bisectoarele: 1) primului si al treilea unghiuri ale
cadranelor de coordonate; 2) al doilea si al patrulea Q.
cadrane de coordonate. B

18.29. "Punctele A (x;-1) si B §A\2) sunt simetrice fata

de dreapta, care contine bisectoarele primului si al

treilea unghi ale cadranelor de coordonate. Aflati

x sijl.

. . ) Lo Fig. 18.21

18.30. ™ Punctele A si B se afla Tn semiplanuri diferite

fatd de dreapta a. Pe dreapta a gasiti asa un punct

X, ca dreapta a sa contina bisectoarea unghiului AXB.
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18.31. " Punctele A si B se afla intr-un plan fata de dreapta a Gasiti pe dreapta
aun astfel de punct X, ca semidreptele XA si XB sa creeze cu aceasta dreapta
unghiuri egale.

18.32. " Punctele A si B se afla intr-un plan fata de dreapta a Gasiti pe dreapta
aun astfel de punct X, ca suma AX + XB sa fie
cea mai mica.

18.33. " Construiti triunghiul ABC dupa doua laturi
AB si AC (AB <ACQC) si diferenta unghiurilor B
si C.

18.34. " Punctele C si D se afla intr-un plan fata de
dreapta AB (fig. 18.22). Pe dreapta AB aflati un

astfel de punct X, ca ZAXC = —ADXB.

18.35. "Demonstrati ca aria patrulaterului convexABCD nu este mai mare de
-2(AB-CD + BC-AD).

18.36. " Se da triunghiul ABC. Gasiti un punct, imaginea simetrica a caruia
fatad de oricare latura a triunghiului sa se afle pe circumferinta, circumscrisa
acestui triunghi.

EXERCITII PENTRU REPETARE

18.37. Perimetrul patrulaterului ABCD este egal cu 48 cm,AD =1 cm. Pe care
latura a paralelogramului o intersecteaza bisectoarea unghiului B4 Gasiti
segmentele, pe care bisectoarea imparte latura paralelogramului.

18.38. Doua triunghiuri au cate doua laturi egale, iar suma unghiurilor intre
laturile corespunzator egale este egald cu 180°. Demonstrati, ca triunghiurile
date sunt la fel de mari.

18.39. Se dau punctele A (5; 2), B (-7; 1) si C(1; -5), segmentul AM este me-
diana triunghiului ABC. Alcatuiti ecuatia dreptei AM.

PRIMA OLIMPIADA UCRAINEANA
ATINERILOR MATEMATICIENI

Credem, ca problema 18.36 va placut si voi ati simtit bucuria, rezolvand-o.
Aceasta problema este demna de atentie pentru ca Tn 1961 ea a fost propusa
participantilor primei olimpiade Ucrainene a tinerilor matematicieni.

In genere olimpiadele de matematica in Ucraina au traditie veche. Prima
olimpiada oraseneasca a tinerilor matematicieni a avut loc Tn a 1935 Tn Kiev.
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De atunci au trecut peste 80 de ani, si pe parcursul timpului olimpiadele de
matematica au devenit pentru multi elevi talentati primul pas pe calea creatiei
stiintifice. Azi astfel de nume, ca O. V. Pogorelov, S. G. Krein, M. O. Krasno-
selskii, V. G. Drinfeld, sunt cunoscute intregii lumi stiintifice. Ei toti Tn diferiti
ani au fost Tnvingatori ale olimpiadelor de matematica in Ucraina.

Vrem cu placere sa recunoastem ca si acum olimpiadele de matematica n
Ucraina sunt foarte populare. Zeci de mii de scolari al tarii noastre participa la
diferite etape ale acestei competitii de matematica. La organizarea si petrecerea
olimpiadelor sunt invitati cei mai buni savanti, metodisti, profesori. Anume
datorita entuziasmului si profesionalismului lor comanda Ucrainei destoinic
reprezinta tara noastra la olimpiadele internationale de matematica.

Va sfatuim si pe voi, sa participati la olimpiadele de matematica. Mai jos va
prezentam unele probleme ale primei olimpiade Ucrainene a tinerilor matema-
ticieni. Incercati-va puterile voastre.

1. Circumferinta, Tnscrisd Tn triunghiul ABC, este tangenta la laturile lui Tn
punctele K, L, M. Fie punctele Ob 02, 03 sunt centrele circumferintelor,
Tnscrise exterior Tn acelasi triunghi. De demonstrat, ca triunghiurile KL M
si 02020 3sunt asemenea.

2. In interiorul triunghiului, aria caruia este egalda cu 4 m2, sunt amplasate 7
dreptunghiuri, totodata aria fiecaruia din ele este egala cu 1 m2 De demon-
strat, ca cel putin doua dreptunghiuri au o parte comuna, aria careia nu este
mai micd de —m2

7
3. Fie ca laturile unui patrulater sunt egale corespunzator cu a, b, ¢, d, iar aria

lui este egala cu S. De demonstrate, ca S <—(a +c) (b + d).

Alexei Selim Mark Vladimir
Vasilievici Grigorievici Alexandrovici Gersunovici
Pogorelov Krein Krasnoselskii Drinfeld

(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (n. 1954)
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19. Simetrie centrala. Rotatie

Definitie.Punctele~fsbfjSenumescsimetrice Tn raport cu (fata
de) punctul O, daca punctul O cstc mijlocul scgmcntului AA, (fig. 19.1).
Punctul 0 este considerat simetric singur lui.

Fig. 19.1 Fig. 19.2 Fig. 19.3

De exemplu, punctele A si Ax la care abscisele, precum si ordonatele sunt
numere opuse, sunt simetrice fata de originea de coordonate (fig. 19.2).

Sa examinam figura F si punctul 0. Fiecarui punct X al figurii F asociem Tn
corespondenta punctul X t simetric lui fata de punctul 0. In consecinta unei astfel
de transformari al figurii F obtinem figuraig (fig. 19.3). Astfel de transformare
afigurii F se numeste simetrie centralain raport cu punctul 0. Punctul 0 se
numeste centru de simetrie. De-asemenea se spune, ca figurile F si F1sunt
simetrice fata de punctul 0.

Teorema 19.1 (proprietatile simetriei centrale). Simetria
centralaeste mi§care.

Dem onstratie. © Alegem sistemul de coordonate astfel, ca centrul
de simetrie sa coincida cu originea de coordonate. Fie punctele A (xp, ¥V
si B (x2\\2) - puncte arbitrare ale figurii F. Punctele A1{-xy ") si B1(-xy -
V2 - sunt corespunzator imaginile lor la simetria centrala fata de originea de
coordonate. Avem:

AB = J(x, - %, + (g — 1)’

NA = y(x2- “X1)2 (-¥2- (-Y1))2= V(=x2+ xi )2H(-Yy2+vi)2 =AB
Noi am obtinut, ca.AB = A1B1, adica simetria centrala pastreaza distanta

Tntre puncte. Deci, simetria centrala este miscare. M

Consecinta. Dacafigurile Fsi Flsuntsimetrice in raport cu unpunct,
atunci, atunci F= Fv
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Definitie. Figurase numeste simetrica fata de punctul O, daca
pentru fiecare punct al figurii date punctul, simetric lui fata de punctul 0,
de-semeni apartine acestei figuri.

Punctul 0 se numeste centru de simetrie al figurii.

A (@) B De-semeni se spune, ca figura are centru de simetrie.
Sa prezentam exemple de figuri, care poseda centru
Fig. 19.4 de simetrie.
Centrul de simetrie al segmentului este mijlocul lui
(fig. 19.4).

Punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului este centrul lui de
simetrie(fig. 19.5).

Fig. 19.6

Exista figuri ce au nenumarate puncte de simetrie. De exemplu. Fiecare
punct al dreptei este centrul ei de simetrie.

De asemenea nenumarate puncte de simetrie are figura, care se alcatuieste
din doua drepte paralele. Oricare punct al dreptei, egal departata de la cele date,
este centrul de simetrie al figurii examinate (fig. 19.6).

O- XX Problema 1. Demonstrati, ca imaginea dreptei date / la simetriafata
de punctul 0, care nu apartine dreptei /, este dreapta, paralela celei date.

Rezolvare. Deoarece simetria centrala este miscare, atunci imagine a
dreptei /va fi o dreapta. Pentru construirea dreptei este suficient de gasit oricare
doua puncte ale ei.

Alegem pe dreapta / doua puncte arbitrare A
si B (fig. 19.7). Fie punctele Alsi B1- sunt ima-
ginile lor la simetria centrala fata de punctul 0.

Atunci A1Bleste imaginea dreptei /.

Deoarece AO = OAIlt BO = OBIt unghiurile
AOB si A10B1 sunt egale ca verticale, atunci
triunghiurile AOB si A 10B1sunt egale conform
primului criteriu de egalitate a triunghiurilor.

De aicizl = Z2 (fig. 19.7). Deci, dupa criteriul
paralelismului dreptelor N\\AIBBL M
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Fig. 19.8 Fig. 19.9

Problema 2. Punctul Mapartine unghiului ABC (fig. 19.8). Pe laturile
BA si BC ale unghiului construiti astfel de puncte E si F, ca punctul M sa fie
mijlocul segmentului EF.

Rezolvare. Fie arza'pt2 A1Bleste imaginea drepteiABla simetria centrald
fata de punctul M (fig. 19.9). Insemnam cu literaF'punctul intersectiei dreptelor
AB1si BC.

Sagasim imaginea punctului F. Evident, ca el se afla pe dreaptaAB. De aceea
este suficient de gasit punctul de intersectie al dreptelor FM si AB. Insemnam
acest punct cu litera E. Atunci E si F sunt punctele cautate. M

Studiind lumea Tnconjuratoare, noi adesea vedem exemple de aparenta a
simetriei Tn natura (fig. 19.10). Obiectele, care au axa de simetrie sau centru de
simetrie, sunt acceptate usor si sunt placute la vedere. Nu Tn zadar in Grecia
Antica cuvantul simetrie servea ca sinonim cuvintelor “armonie”, “frumusete”.

Fig. 19.10

Ideea simetriei se foloseste pe larg in arta plastica, arhitectura si tehnica
(%919.11). '

Ara (|I383/1
ISSSS

Fig. 19.11
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In figura 19.12 sunt prezentate punctele 0,X ,X 1
si X2 astfel, cd 0X1= 0X2= OX,ZX10X=ZX20X =
= a. Se spune, ca punctul X 2este imaginea punctului
X la rotirea in jurul centrului O contra acelor cea-
sornicului cu unghiul oc. De asemenea se spune ca
punctul X2 este imaginea punctului X la rotirea Tn
jurul centrului O dupa acele ceasornicului cu un-
ghiul cc.

Punctul 0 este numit centrul de rotatie, unghiul
a - unghi de rotatie.

Sa examinam figura F, punctul 0 si unghiul a.

Fiecarui punct X al figurii F asociem Tn corespondenta punctul X It care
este imaginea punctului X la rotatia Tn jurul centrului 0 Tmpotriva acelor
ceasornicului cu unghiul a (daca punctul 0 apartine figurii F, atunci ei i se
opune ea Tnsesi). Ca rezultat a astfel de transformare a figurii F'obtine figura
F2(fig. 19.13). Astfel de transformare afigurii F se numeste rotatie Tnjurul
centrului O Tmpotriva acelor ceasornicului cu unghiul a. Punctul 0 se
numeste centru de rotatie.

Fig. 19.13 Fig. 19.14

Analogic se determina transformarile de rotatie afigurii F dupa acele cea-
sornicului cu unghiul a (fig. 19.14).

Atragem atentie, ca simetria centrala este rotatie Tnjurul centrului de simetrie
cu unghiul de 180°.

Teorema 19.2 (proprietatea rotatiei). Rotatia este miscare.

Demonstrati aceasta teorema sime statator.

Consecinta. Dacafigura F leste imagineafigurii F la rotatie, atunci
F=FV

Problema 3. Se da dreapta a si punctul 0 Tn afara ei. Construiti imagi-
nea dreptei a la rotatia Tn jurul punctului 0 Tmpotriva acelor ceasornicului cu
unghiul de 45°.
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Rezolvare. De oarece rotatie este miscare, atunci imaginea dreptei ava fi
o dreapta. Pentru construirea dreptei este suficient de gasit doua puncte oarecare
ale ei. Alegem pe dreapta a doua puncte arbitrare AsB (fig. 19.15). Construim
punctele Alsi B1- imaginile lor la rotatia in jurul punctului O Tmpotriva acelor
ceasornicului cu unghiul 45°. Atunci dreapta A 1Bleste imaginea dreptei a. M

Problema 4. Punctul P apartine unghiului ABC, dar nu apartine laturilor
lui. Construiti triunghiul echilateral,unul din varfurile caruia este punctul P, iar
altele doua apartin laturilor BA si BC ale triunghiului ABC.

Rezolvare. Fie dreapta A1B1este imaginea dreptei AB la rotatia Thjurul
centrului P Tmpotriva acelor ceasornicului cu unghiul 60° (fig. 19.16). Insemnam
cu litera F punctul de intersectie al dreptelor A1B1si BC.

Fie punctul E —preimaginea punctului Ppentra rotatia examinata. Punctul
E apartine laturii BA al unghiului ABC.

Aceste rationamente ne induc, cum sa construim triunghiul cautat.

Construim dreaptaA BB1ca imagine a dreptei AB la rotatia injurul centrului
Pimpotriva acelor ceasornicului cu unghiul 60°. Fie Peste punctul de intersectie
adreptelor AIB1si BC.

Construim unghiul MPF, care este egal cu 60°. Fie dreptele MP si AB se
intersecteaza n punctul E. Acest punct si este preimaginea punctului F.

Avem: PF = PE si AFPE = 60°. Deci, triunghiul EPF este echilateral. M

1. Care puncte se numesc simetrice fata de punctul O? Cum se numeste
punctul 01

Care figuri se numesc simetrice fatd de punctul 01

Formulati proprietatile simetriei centrale.

Ce proprietate au figurile, simetrice In raport cu un punct?

Despre care figura se spune, ca ea are centru de simetrie?

S
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Dati exemple de figuri, care au centru de simetrie.
Descrieti transformdrile de rotatie in jurul punctului.

Formulati proprietatile rotatiei.

© ®» N o

Ce proprietate au figurile, daca una din ele este imaginea alteia la rotatie?

TNSARCINARI PRACTICE

19.1. ° Desenati triunghiul ABC si insemnati punctul 0, care nu apartine lui.
Construiti triunghiul, simetric celui dat fata de punctul 0.

19.2. ° Desenati triunghiul ABC. Construiti triunghiul, simetric celui dat fata
de mijlocul laturii AB.

19.3. °Trasati o circumferinta si notati pe eaun punct. Construiti circumferinta
simetrica celei date fata de punctul notat.

19.4. ° Construiti imaginea segmentului AB la rotatia in jurul punctului 0
Tmpotriva acelor ceasornicului cu unghiul de 45° (fig. 19.17).

Fig. 19.17 Fig. 19.18

19.5. ° Construiti imaginea triunghiuluiABCla rotatia injurul centrului 0 dupa
acele ceasornicului cu unghiul de 90° (fig. 19.18).

19.6. " Construiti paralelogramul ABCD dupa varfimle lui A si B si punctul 0
intersectia diagonalelor lui (fig. 19.19).

19.7. " Se dau doua drepte paralele asib (fig. 19.20). Aflati punctul, fata de care
dreapta ava fi simetrica dreptei b.

19.8. "Infigura 19.21 sunt reprezentate doua segmente egale ABsT 1?C, totodata
AABC = 60°. Gasiti un astfel de punct 0, ca segmentul AB sa fie imaginea
segmentului BC larotatiainjurul punctului 0 Tmpotriva acelor ceasornicului
cu unghiul de 120°.
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19.9. "In figura 19.22 sunt prezentate doua perpendiculare egale M N si NK.
Gasiti un astfel de punct 0, ca segmentul NK sa fie imaginea segmentului
M N larotatia Tnjurul punctului O dupa acele ceasornicului cu unghiul de 90°.

19.10. *Construiti o figura, care nu are axe de simetrie si imaginea careia este
Tnsesi aceasta figura la rotatia Tn jurul unui punct oarecare:
1) cu unghiul de 90°; 2) cu unghiul de 120°.

EXERCITI

19.11. ° Diagonalele paralelogramului ABCD se
intersecteaza in punctul 0 (fig. 19.23). Punctul
M —este mijlocul laturii BC. Indicati imaginile
punctelor A, D si M, laturii CD, diagonalei BD
la simetria fata de punctul punctele 0.

19.12. ° Demonstrati, ca punctul intersectiei diagona-
lelor paralelogramului este centrul lui de simetrie.

19.13. ° Demonstrati ca circumferinta are centru de
simetrie.

19.14. ° Punctele Alsi Bx sunt imaginile corespunzator ale punctelor A si B
la simetria fata de punctul, care nu apartine dreptei AB. Demonstrati, ca
patrulaterul ABA1B1leste paralelogram.

19.15. ° Aflati coordonatele punctelor, simetrice punctelor” (3;-1) si B (0; -2)
fata de:

1) originea de coordonate; 2) punctul M (2; -3).

19.16. ° Demonstrati, ca imaginea dreptei, care trece prin centrul de simetrie,
este aceiasi dreapta.

19.17. ° Punctele A (x, -2) si B (1\y) sunt simetrice fata de:

1) originea de coordonate; 2) punctul M{-1\ 3).
Gasiti x siy.
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19.18.° In figura 19.24 sunt reprezentate figuri, care sunt alcatuite din semicer-
curi egale. Care din aceste figuri la 0 anumita rotatie Tnjurul punctului 0 cu
unghiul a, unde 0° <a < 180°, coincide cu imaginea sa?

Fig. 19.24

19.19.° Medianele triunghiului echilateral ABC se intersecteaza n punctul 0
(fig. 19.25). Indicati imaginile punctelor C, Cxsi 0, laturii BC, medianei
BBIt segmentului OQ, triunghiului AB1C1la rotatia Tn jurul punctului 0
Tmpotriva acelor ceasornicului cu unghiul de 120°.

B

Fig. 19.26

19.20. ° Punctul 0 este centrul hexagonului regulat ABCDEF (fig. 19.26).
Indicati imaginile laturii AF, diagonalei BF, diagonalei AD, hexagonului
ABCDEFIlarotatiainjurul punctului 0 dupa acele ceasornicului cu unghiul
de:

1) 60°; 2) 120°.

19.21. ° Diagonalele patratului ABCD se intersecteaza
n punctul 0 (fig. 19.27). Indicati imaginile punc-
telorA, 0 si C, laturii AD, diagonalei BD la rotatia
n jurul punctului 0 dupa acele ceasornicului cu
unghiul de 90°.

19.22. " Demonstrati, ca triunghiul nu are centru de
simetrie.
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19.23. "Demonstrati, ca semidreapta nu are centru de simetrie.

19.24. "Demonstrati, ca atunci cand patrulaterul are centru de simetrie, atunci
el este paralelogram.

19.25. " Circumferintele cu centrele 01si 02 sunt simetrice fata de punctul
0 (fig. 19.28). Dreapta, care trece prin centrul de simetrie, intersecteaza
prima circumferinta Tn punctele A2si Blt iar a doua - Tn punctele A2si B2

Fig. 19.28

19.26. " Varfuly” al triunghiului echilateral ABC este centrul de rotatie cu un-
ghiul 120°. Gasiti segmentul 5C 1;unde punctul Q este imaginea punctului
C pentru rotatia data, 13c3AB = 1 cm. Cate solutii are problema?

19.27. " Varful A 3i patratului ABCD este centrul de rotatie Tmpotriva acelor
ceasornicului cu unghiul 90°. Gasiti segmentul CC1;unde punctul Q - este
imaginea punctului C pentru rotatia data, dacaAB = 1 cm.

19.28. " Varfurile unui paralelogram se afla pe laturile altuia: cate un varf pe
fiecare latura. Demonstrati, ca punctele de intersectie a diagonalelor acestor
paralelograme coincid.

19.29. " Punctele A si C apartin unghiului ascutit, dar nu se afla pe laturile lui.
Construiti paralelogramul ABCD astfel, ca punctele B si D sa se afle pe
laturile unghiului.

19.30. " Construiti segmentul, mijlocul caruia este punctul dat, iar capetele
apartin dreptelor date neparalele.

19.31 *Punctul M apartine unghiului AB C si nu apartine laturilor lui. Construiti
triunghiul isoscel, varful unghiului drept al caruia este punctul M, iar altele
doua apartin laturilor BA si BC corespunzator.
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19.32. " Pe latura BC a triunghiului echilateral B

ABC s-a notat punctul D. In afara triun-
ghiului ABC s-a notat punctul E astfel, ca
triunghiulDi'Ceste echilateral (fig. 19.29).
Demonstrati, ca punctul punctul C si mij-
locurile M si K a segmentelor BE si AD
corespunzator sunt varfurile unui triunghi
echilateral.

19.33. ”"Construiti un triunghi echilateral astfel, Fig. 19.29
ca varfurile lui sa apartina la trei drepte
paralele date.

19.34. ” Construiti un romb, punctul de intersectie a diagonalelor caruia este
punctul dat, iar varfurile apartin la trei drepte date Tn perechi neparalele.

19.35. " Pe latura CD a patratului ABCD este notat punctul E. Bisectoarea
unghiului BAE intersecteaza latura BC in punctul F. Demonstrati, ca
AE =BF + ED.

19.36. "in triunghiul echilateral ABC este ales punctul P astfel, ca ZAPB = 150°.

Demonstrati, ca exista triunghiul dreptunghic, laturile caruia sunt egale cu
segmentele PA, PB si PC.

EXERCITII PENTRU REPETARE

19.37. Aflati laturile triunghiuluiABC, daca ZA = 30°,AB = 45°, iar inaltimea,
coborata din varful C, este egala cu 4 cm.

19.38. Pe axa absciselor gasiti punctul, egal departat de la punctele A (-2; 4)
si B (6; 8).

19.39. In triunghiul isoscel este Tnscrisa o circumferintd. Punctul de tangenta
la latura laterala o Tmparte in raportul 25 : 12, socotind de la varful triun-

ghiului. Gasiti raza circumferintei Tnscrise, daca aria triunghiului este egala
cu 1680 cm2’

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

19.40. Notati pe un plan 6 puncte astfel, ca oricare tei din ele sa fie varfimle
unu triunghi isoscel.
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20. Asemanarea figurilorl

Infigura201.1 sunt reprezentatepunctele 0,X s7X lastfel,ca OX1=20X.

Se spune, ca punctul X xeste imaginea punctului X la omotetia cu centrul O si
coeficientul 2.

Fig. 20.1 Fig. 20.2

In figura 20.2 sunt prezentate astfel de puncte O, X si Xx astfel, ca

OX1=-~0X. Se spung, ca punctulXt- este imaginea punctului Xla omote-

tia cu centrul O si coeficientul

In general, daca punctele 0,X si Xt sunt astfel, cd OX1=kOX, unde ke 0,

atunci se spune, ca punctul X x—este imaginea punctului X la omotetia cu
centrul O si coeficientul k.

Punctul O este numit centru de omotetie, numarul k - coeficientul omo-
tetiei, kb O.

Sa examina figura F si punctul O. Fiecarui punct X al figurii F aplicam n
corespondenta punctulXj, care este imaginea punctuluiXla omotetia cu centrul
O si coeficientul k (daca punctul O apartine figurii F, atunci atunci ei i se opune
Tnsesi singura ea). In rezultatul acestei transformari a figurii F obtinem figura
F1(fig. 20.3). Astfel de transformare afiguriiAse numeste omotetie cucentrul
O si cocficicntul k. De asemenea se spune ca figura F leste omotetica figurii F
cu centrul O si coeficientul k.

1 Materialul punctului, care se refera la omotetie, nu este obligat pentru studiere.
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De exemplu, Tn figura 20.4 triunghiul A1B1C1 este omotetic triunghiului
ABC cu centrul 0 si coeficientul care este egal cu -3. De-asemenea se poate
spune, ca triunghiul ABC este omotetic triunghiului A1B1C1cu acelasi centru,

dar coeficientul de omotetie care este egal cu

Mentionam, ca pentr k= -1 omotetia cu centrul 0O este simetrie cen-
trala cu centrul 0 (fig. 20.5). Daca k=1, atunci omotetia este transformare
identica.

Evident ca pentru k ® 1 si k ®-1 omotetia nu este miscare.

Teorema 20.1.LaomotetiafiguriiFcucoeficientulktoatedistanteleintre
punctele ei se modifica de X Yori, adicadacaAsi B suntpuncte arbitrare alefigurii
F, iarpunctelAlsi B1- imaginile lor corespunzatoare la omotetia cu coeficientul
k, atunciAB1= Kk JAB.

Demonstratie. © Fie punctul 0 - centrul omotetiei. Atunci OA™ = kOA,

OB1=kOB. Avem:

ajs~ = OBN. OAX=KOB-kOA - k(OB -w ) =«as,
adicaAB1l= \x WB. »
Consecintd. Daca triunghiulAIBB1C1este omotetic triunghiului ABCcu
coeficientulk, atunci OAIBICI G QABC.

Pentru demonstrarea acestei afirmatii este suficient de se folosit de teorema
20.1 si criteriul trei de asemanare a triunghiurilor.

Omotetia are un sir de alte proprietati.

La omotetie:

= imaginea dreptei este dreapta;

= imaginea segmentului este segment;

= imaginea unghiului este unghi, care este egal cu cel dat;

= imaginea triunghiului este triunghi, asemenea celui dat;

= imaginea circumferintei este circumferintg;
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= ariapoligonului se modifica de k2 ori, imde k este coeficientul omotetiei.

Aceste proprietati voi puteti sa le demonstrati la cercul de matematica.

Proprietatile mentionate ale omotetiei indica la faptul, ca aceasta transforma-
re poate modifica dimensiunile figurii, Tnsa nu modifica forma, adica la omotetie
imaginea si preimaginea sunt figuri asemenea. Mentionam, ca Tn cursul de ge-
ometrie pentru clasa a 8-a, cand mergea vorba despre asemanarea figurilor, noi
dadeam definitia doar a triunghiurilor asemenea. Acum o sa definim notiunea
de asemanare pentru figuri arbitrare..

In figura 20.6 figura Fxeste omotetica figurii F, iar figura F2simetrica figurii
F1fata de dreapta /.

Se spune ca figura F2este obtinuta din figura F Tn rezultatul compozitiei a
doua transformari: omotetiei si simetriei axiale.

Deoarece F1= 2 atunci figurile F si F2 au forme similare, dar diferite
dimensiuni, adica ele sunt asemenea. Se spune, ca figura F2 este obtinuta din
figura F Tn rezultatul transformarilor de ascmanarc.

In figura 20.7 figura F1este omotetica figurii F, iar figura F2- imaginea
figurii Fxpentru o miscare oarecare. Aici de-asemenea se poate afirma ca figurile
F si F2sunt asemenea.

Fig. 20.7
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Din cele spuse decurge, ca este rational de acceptat astfel de definitie.

Definitie. Doua figuri senumescasemenea, dacaunadin ele se poate
obtine din alta Tn rezultatul compozitiei a doua transformari: omotetiei si
miscarii.

Aceasta definitie este ilustrata de schema, prezentata in figura 20.8.

Asemanarea Omotetia + Miscarea

Fig. 20.8

Inscrierea F QWFI Thseamna, ca figurile FsT F 1sunt asemenea. Se mai spune,

ca figura F, - este imaginea figurii F la transformarea de asemanare.

Din definitia prezentata reiese, ca la transformarea de asemanare afigurii F
distantele Tntrepunctele ei se modifica de iHwi si acelasi numar de ori.

De oarece transformarea identica este miscare, atunci din schema, prezen-
tata n figura fig. 20.8, decurge, cd omotetia este un caz aparte a transformarii
de simetrie.

Fie ca punctele A si B sunt puncte arbitrare ale figurii F, iar punctele A 1si B1
sunt imaginile lor la transformarea de asemanare. Punctele A 1si Blapartin fi-

. A < AB . -
gurii Fltcare este asemenea figurii F. Numarul k = — este numit coeficient
de asemanare. Se mai spune, ca figura Fxeste asemenea figurii F cu coeficien-
tul de asemanare k, iar figura Aeste asemenea figuri Fxcu coeficientul ©

Mentionam, ca transformarea de asemanare cu coeficientul k= 1 este
miscare. De aici decurge, cad miscarea este un caz particular a transformarii
de asemanare.

Cu transformarile de asemanarea noi ne ciocnim des Tn viata de toate zilele
(fig. 20.9). De exemplu, in urma modificarii scarii hartii obtinem o harta, ase-
menea celei date. Fotografia este transformarea negativului Tn imagine asemenea
pe hartia fotografica. Trecand in caiet desenul, facut de profesor pe tabla, voi
de-asemenea executati transformari de asemanare.

Fig. 20.9
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Teorema 20.2.Raportulariilorpoligoanelorasemeneaesteegalcupatratul
coeficientului de asemanare.

Demonstrarea acestei teoreme este in afara limitelor cercetate de cursul de

geometrie din acest manual.. Noi 0 s-0 demonstram pentru un caz particular,
examinand triunghiuri asemenea.

Demonstratie.Q Fie triunghiul ArBrCleste imaginea triunghiului ABC la
transformarea de asemanare cu coeficientul k (fig. 20.10). Latura A 1C1 este
imaginealaturiiAC. Atunci AI1C1=k-AC. Coboram inaltimeaBD. Fie punc-
tul D1- imaginea punctului D. Deoarece la transformarea de asemanare se
pastreaza unghiurile, atunci segmentul BID leste Tnaltimea triunghiului A B1Cv
Atunci BID1=k-BD. Avem:

sasll *AICI-BID1  oaC wk mBD

1 = k2. <«
~abpe —ZAC—BD AC-BD

O- » Problemal. Demonstrati, ca imaginea dreptei / la omotetia cu
centrul 0, care nu apartine dreptei /, este dreapta, paralela celei date.

Rezolvare. Din proprietatile omotetiei reiese, ca imaginea dreptei / va
fi o dreapta. Pentru construirea dreptei este de-ajuns de gasit oricare doua
puncte ale ei. Alegem pe dreapta / douapuncte arbitrare A si B (fig. 20.11). Fie
punctele Alsi B1- sunt imaginile lor la omotetia cu centrul O si coeficientul
k (figura 20.11 corespunde cazului cdnd k > 1). Atunci dreapta AIB1- este
imaginea dreptei AB.

In timpul demonstrarii teoremei 20.1 noi am aratat, ca A1B1= kAB. Deci,

AB JAIBL "
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Problema2. In triunghiul ascutitunghic ABC inscrieti un patrat astfel,
ca doua unghiuri ale lui sa se afle corespunzator, pe laturile AB si BC, iar altele
doud - pe laturaAC.

Rezolvare. Din punctul arbitrar M al laturii AB cobordm perpendiculara
MQ la latura AC (fig. 20.12). Construim patratul MQPN astfel, ca punctul P
sa se afle pe semidreapta QC, Fie semidreapta AN intersecteaza latura BC Tn
punctul Nv w

S& examinam omotetia cu centru A §i coeficientul k = Xl\-l Atunci

punctul 1Vj este imaginea punctului N pentru aceasta omotetie. Imaginea
segmentului M N este segmentul M 2N 2 unde punctul M x apartine semi-

dreaptei AB, totodata M INI \\MN. Analogic segmentul N IP leste astfel, ca

punctul P1lapartine semidreaptei AC si INP, este imaginea segmen-
tului NP. Deci, segmentele M IN1si N1P1sunt laturile adiacente ale patra-
tului cautat. Pentru terminarea constructiei aramas de coborat perpendicu-
lara M 1Q1pe laturaAC. M

B

Fig. 20.13

Problema3. Segmentul CD este Tnaltimea triunghiului dreptunghicA5C
(Z C = 90°). Aflati raza r acircumferintei Tnscrise Tn triunghiul ABC, daca razele
circumferintelor Tnscrise Tn triunghiurile ACD si BCD, sunt egale corespunzator
cu fj si r2

Rezolvare. Deoarece unghiul A este comun pentru triunghiurile drept-
unghice ACD sTABC, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea (fig. 20.13). Fie

. = . « r .
coeficientul de asemanare este egal cu kv Evident, ca kx=—. Analogic
r

Y
ZBCD 0 OLBC cu coeficientul de asemanare k2 = —.
r

Insemnand ariile triunghiurilor ACD, BCD si ABC corespunzator Slt 2
si S. Avem:
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r2+ i
De : 2

Obtinem, ca r2=r2+1r2, adica r = "r2+r2.

Raspuns: sjrf +r2.

?

n . . . .
1. 1n care caz se spune, ca punctul X, este imaginea punctului X\a omotetia cu

centrul Osi coeficientul kI

2. Descrieti transformarea figurii F, care se numeste omotetie cu centrul O si coefi-
cientul k

. Cum se schimbd distantele intre puncte la omotetia cu coeficientul ki
. Formulati proprietatile omotetii.

. Care figuri se numesc asemenea?

o o1 A W

. Cu ce este egal raportul ariilor poligoanelor asemenea?

INSARCINARI PRACTICE

20.1. °Construiti imaginea segmentului AB (fig. 20.14)
la omotetia cu centrul O si coeficientul:

Hr = 2; 2)k =-~.
) ; ) 5

20.2. ° Desenati segmentul AB. Construiti imaginea
acestui segment la omotetia cu coeficientul k si
centrul:

1) Tn punctul A,k = 3;
2) in punctul B,k =-2;
3) Tn mijlocul segmentului AB, k = 2.

Fig. 20.14

20.3.° Desenati o circumferinta, raza careia este egalad cu 2 cm, si notati pe ea
punctul A. construiti imaginea acestei circumferinte la omotetia cu coefici-
entul k si centrul:

1) centrul, k = ) k=2;

2) in punctul A, k=2, k
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20.4.° Desenati triunghiul™C. Construiti imaginea acestui triunghi la omotetia
cu coeficientul k si centrul:

1) in punctul B,k = 3; 4) Tn miilocul laturii AB, k = 2—
2) in punctul C, k = —2; 5) in mijlocul laturii AC, k =

3) In punctul A, k =

20.5.° Desenati triunghiul ABC. Gasiti punctul de intersectie al medianelor.
Construiti imaginea acestui triunghi la omotetia cu centrul Tn punctul de
intersectie al medianelor lui si coeficientul:
\)k =2 3) k=—,

2)k-v 2

20.6. ° Desenati paralelogramul ABCD. Punctele de intersectie a diagonalelor
lui Tnsemnati-le cu litera 0. Construiti imaginea acestui paralelogram la
omotetia cu centrul O si coeficientul: 1) k = 2; 2) k = —=2.

20.7. ° Desenati patratul*CD. Construiti imaginea acestui patrat al omotetia
cu coeficientul k si centrul:

1) in punctul A, k = ? 2) in punctul B,k =-2; 3) Tn punctul C,k = 2.

20.8. ° Orientandu-se dupa patratele, desenati un pentagonABCDE (fig. 20.15).
Construiti pentagonul AAB~JD/ asemenea celui dat cu coeficientul de

1
asemanare —

Fig. 20.15
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=0 A» o 9B
-B

A»

Fig. 20.16 Fig. 20.17

20.9. "In figura 20.16 punctul A1- este imaginea punctului A la omotetia cu
centrul 0. Construiti imaginea punctului B pentru aceasta omotetie.

20.10. " In figura 20.17 punctul Aleste imaginea punctului A la omotetia cu
coeficientul: 1)7 = 3; 2) k = —2. Construiti centrul de omotetie.

20.11. " In figura 20.18 este prezentat dreptunghiul ABCD si punctele A1
si D It care sunt imaginile punctelor A si D la transformarea de asemanare.
Construiti imaginea dreptunghiului ABCD pentru aceasta transformare.
Céate solutii are problema?

A B
A
B a 'A D C
A
A D
Fig. 20.18 Fig. 20.19

20.12. "In figura 20.19 este prezentat dreptunghiul ABCD si punctele Alsi Clt
care sunt imaginile punctelor” si Cla transformarea de asemanare. Construiti
imaginea dreptunghiului ABCD pentru aceasta transformare. Céate solutii
are problema?

20.13. " Construiti imaginea triunghiului ABC la transformarea de asemanare
care este compozitia a doua transformari: omotetia cu centrul O si coefici-
entul k = 2 si simetria axiala fata de latura / (fig. 20.20). Indicati coeficientul

Fig. 20.20
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20.

20.

20

20.

20.

14. "Desenati o circumferinta, raza careia este egala cu 2 cm. Notati punctul
0 la distanta de 4 cm de la centrul ei. Construiti imaginea acestei
circumferinte la transformarea de asemanare, care este compozitia a doua

transformari: omotetia cu centrul 0 §i coeficientul k = ? §i rotatia cu cen-

trul O dupa acele ceasornicului cu unghiul de 45°. Indicati coeficientul de
asemanare.

15. " In figura 20.21 sunt reprezentate doua
drepte paralele a si b. Construiti centrul de
omotetie, pentru care dreapta b este imaginea

dreptei a cu coeficientul: 1) k=2;2) k = 2—

3) k= Céate solutii are problema?

.16. " Desenati trapezul ABCD, baza BC a Fig. 20.21

careia este de doud ori mai mica decéat baza
AD. Construiti centrul de omotetie, pentru
care segmentulyfD este imaginea segmentului BC cu coeficientul: 1) = 2;

2) k=-2.

EXERCITI

17. ° In paralelogramuly”™5CZ) punctul D 1- este mijlocul laturii AD. Pentru
omotetia cu centrul A punctul D leste imaginea punctului D. Gasiti coefi-
cientul de omotetie. Indicati, care puncte sunt imaginile punctelor B si C
pentru aceasta omotetie.

18. ° Care din figurile, reprezentate in figura 20.22, coincid cu imaginile sale
la omotetia cu centrul O si coeficientul ~>0 51~"17?

Fig. 20.22



20. Asemanarea flgurilor 195

20.19.° Care din figurile, reprezentate Tn figura 20.23 coindd cu imaginile sale la
omotetia cu centrul 0 si coeficientul k <0?

Fig. 20.23

20.20. ° Medianele triunghiului ABCse intersecteaza in punctul M (fig. 20.24).
Gasiti coeficientul omotetiei cu centrul:
1) in punctul B, la care punctul B1 este
imaginea punctului M\ B
2) in punctul M, la care punctul Aleste
imaginea punctului A\
3) n punctul C, la care punctul M este
imaginea punctului Cv

20.21. ° Medianele triunghiului ABC se
intersecteaza in punctul M (fig. 20.24).
Indicati coeficientul si centrul de omo-
Fetle,_pentrL_J care_ 1r|yngh|uL41.Ble este Fig. 20.24

imaginea triunghiului ABC.

20.22. °Intrmnghml35Cmedianeley44l,1?171 si CClse intersecteaza in punctul
M. Punctele K, F si N - sunt mijloacele segmentelor AM, BM si CM cores-
punzator. Indicati coeficientul si centrul de omotetie, pentru care triunghiul
ABC este imaginea triunghiului KFN.

20.23. ° Gasiti imaginile punctelor A (-2; 1), B (3; 0) si D (0; - 6) pentru care
omotetia cu centrul O (0; 0) si coeficientul:

1) k=2 2) k=3; 3)k = ) 4) k =
20.24. ° Punctul A™(-1; 2) este imaginea punctului A (-3; 6) pentru omotetia cu

centrul Tn originea coordonatelor. vV\flati coeficientul omotetiei.

20.25. ° Ariile adoua triunghiuri asemenea sunt egale cu 28 cm2 si 63 cm2 Una
din laturi ale primului triunghi este egala cu 8 cm. Aflati latura triunghiului
al doilea, care corespunde laturii date al primului triunghi.
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20.26. ° Laturile corespunzatoare ale doua triunghiuri asemenea sunt egale cu
30 cm si 24 cm. Aria triunghiului cu latura de 30 cm este egald cu 45 cm2
Aflati aria celui dea-1 doilea triunghi.

20.27. ° Aria triunghiului este egala cu S. Cu ce este egald aria triunghiului, pe
care o taie de la cel dat linia medie alui?

20.28. ° Aria triunghiului este egala cu S. Cu ce este egala aria triunghiului,
varfurile caruia sunt mijlocurile liniilor medii ale triunghiului dat.

20.29. "SegmentulM N - este liniamedie atriunghiuluiABC (fig.20.25). Indicati
coeficientul si centrul omotetiei, pentru care:
1) segmentul AC segmentul MN\
2) segmentul M/Vsegmentul AC.

B

Fig. 20.26

20.30. " Dreptele paralele intersecteaza laturile unghiului A Tn punctele M, N,
Ps1Q (fig. 20.26). Se cunoaste, ck AM :M P = 3 : 1. Indicati coeficientul si
centrul omotetiei, pentru care:

1) segmentul PQ este imaginea segmentului MN\
2) segmentul M N este imaginea segmentului PQ.

20.31. " Dreptele paralele BC si AD sunt astfel, ca AD = 3BC. Cate puncte
exista, care sunt centre de omotetie, pentru care imaginea segmentului BC
este segmentul AD? Pentru fiecare astfel de punct determinati coeficientul
de omotetie.

20.32. "Circumferintele cu centrele 0 1si 02cu razele R si r corespunzator sunt
tangente exterior Tn punctul O (fig. 20.27). Demonstrati, ca circumferinta
cu centrul Oj este imaginea circumferintei cu centrul 02pentru omotetia cu
centrul O si coeficientul-—-.

r

20.33. "Circumferintele cu centrele 02si 02cu razele R si r corespunzator sunt
tangente interior in punctul O (fig. 20.28). Demonstrati, ca circumferinta
cu centrul Oj este imaginea circumferintei cu centrul 02pentru omotetia cu

centrul O si coeficientul —.
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Fig. 20.27 Fig. 20.28

20.34." Circumferinta cu centrul O este tangenta la dreapta a. Demonstrati, ca
imaginea acestei circumferinte la omotetia cu centrul A, unde A este un punct
arbitrar al dreptei a (fig. 20.29), este tangenta la aceasta dreapta.

20.35. " Punctul A (2; -3) - este imaginea punctului B (8; 6) la omotetia cu
centrul M (4; 0). Aflati coeficientul omotetiei.

20.36. "Punctul A (-7; 10) - este imaginea punctului B (-1; -2) la omotetia cu
coeficientul -2. Aflati coeficientul omotetiei.

20.37. " Punctul At{}\ 4) - este imaginea punctului A (-6;y) la omotetia cu
centrul Tn originea coordonatelor si coeficientul:

hk ==; 2) k=-2.

Aflati x siy.
20.38. " Punctul A1(4;y) - este imaginea punctului A {X\ -4) la omotetia cu
centrul B (1; - 1) si coeficientul k =-3. Aflati x siy.

20.39. "Linia medie a triunghiului taie din el un trapez, aria caruia este egala
cu 21 cm2 Aflati aria triunghiului dat.

20.40. " Dreapta, paralela laturii AC a triunghiului ABC, intersecteaza latura
lui AB Tn punctul M, iar latura BC - in punctul K. Wflati aria triunghiului
ABC, daca BM= 4 cm,AC= 8cm, AM = MK, iar aria triunghiului MBK
este egala cu 5 cm2

20.41. " Prelungirea laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se inter-

secteaza Tn punctul E. vflati aria trapezului, daca BC : AD = 3:5, iar aria
triunghiului AED este egala cu 175 cm2
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Fig. 20.30

20.42. "In figura 20.30 este reprezentat planul scolii. Calculati, ce arie ocupa
scoala, daca planul este desenat cu scara 1:2000. Lungimealaturii patratelei
este egala cu 0,5 cm.

20.43. ™ Gasiti imaginea drepteiy = 2x + 1 la omotetia cu centrul Tn originea
coordonatelor si coeficientul:

1H* = 2; 2) :-"é.

20.44. ™ Gasiti imaginea circumferintei (x + 2)2+ (y- 4)2=4 la omotetia cu
centrul Tn originea coordonatelor si coeficientul:

Nk =~; 2) k=-2.
2
20.45. " Doua circumferinte au tangenta interioara. Prin punctul de tangenta
s-au dus doua linii, care intersecteaza circumferintele in punctele A2 A2, Blt

B2 (fig. 20.31). Demonstrati, ca A1B1 JA"B2.

20.46. " Doua circumferinte au tangenta exterioara. Prin punctul de tangenta
s-au dus doua linii, care intersecteaza circumferintele in punctele AXA2, Blt
B2 (fig. 20.32). Demonstrati, cAAIBB1 \\A2B2

Fig. 20.31 Fig. 20.32 Fig. 20.33
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20.47. " Punctul A apartine circumferintei (fig. 20.33). Aflati locul geometric
al punctelor, care sunt mijloacele coardelor circumferintei date, unul din
capetele carora este punctul A.

20.48. " Doua circumferinte au tangenta interioara, totodata circumferinta mai
mica trece prin centrul celei mai mari. Demonstrati, ca circumferinta mai
mica Tmparte Tn jumatate orice coarda a celei mai mari circumferinte, care
tece prin punctul de tangenta.

20.49. " Se da triunghiul ABC si punctul arbitrar M. Demonstrati, ca punctele
simetrice punctului M fata de mijlocul laturilor triunghiului ABC, sunt
varfurile unui triunghi, egal celui dat.

20.50. " Construiti un triunghi dupa doua unghiuri ale lui si raza circumferintei
circumscrise lui.

20.51. " Construiti un triunghi dupa doua unghiuri ale lui si raza circumferintei
Tnscrise n el.

20.52. " Segmentul A C - este cea mai mare latura a triunghiului ABC. Inscrieti
Tn triunghiul ABC un dreptunghi, laturile caruia se raporta ca 2 : 1, astfel,
ca doua varfuri ale laturii mai mari adreptunghiului sa se afle pa laturaAC
a triunghiului, iar altele doua - pe laturile AB si BC.

20.53. " Segmentul AB - este coarda circumferintei date, punctul C este punct
arbitrar al acestei circumferinte. Gasiti locul geometric al punctelor, care
sunt punctele de intersectie al medianelor triunghiului ABC.

20.54. ”Se dau doua puncteA si B si dreapta /. Gasiti locul geometric al punctelor,
care sunt punctele intersectiei medianelor triunghiuluiABC,unde C-punct
arbitrar al dreptei /.

20.55. ” Punctul M apartine unghiului ABC, dar nu apartine laturilor lui,
Construiti circumferinta, care este tangenta la laturile unghiului si trece
prin punctul M.

EXERCITII PENTRU REPETARE

20.56. Aflati aria rombului si raza circumferintei Tnscrisa Tn romb, daca diago-
nalele lui sunt egale cu 12 cm si 16 cm.

20.57. Aflati perimetrul triunghiului, creat la intersectia dreptei 3x + 4y =24
cu axele de coordonate.

20.58. Doua circumferinte sunt tangente exterior Tn punctul A, punctele B si
C sunt punctele de tangenta la aceste circumferinte a tangentei lor comune.
Demonstrati, ca unghiul BAC este drept.
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B 3. APLICAREATRANSFORMARII FIGURILOR
LA REZOLVAREA PROBLEMELOR

Transformarea figurilor este 0 metoda efectiva de rezolvare a diferitor
probleme geometrice. Sa ilustra aceasta pe exemple.

Problema 1. Pe laturile AB, BC si CA atriunghiului ascutitunghic ABC
construiti astfel de puncte M, N si P corespunzator, ca perimetrul triunghiului
MNP sa fie cel mai mic.

Rezolvare. Fie P - punct arbitrar al laturii AC a triunghiului ABC,
punctele P1si P2—imaginile ei la simetria fata de dreptele AB si BC imaginile
ei la simetria fata de dreptele (fig. 20.34). Dreapta P22 intersecteaza laturile
AB si BC corespunzator in punctele M si N. Din rezolvarea problemei 2
punctul 18 decurge, ca perimetrele tuturor triunghiurilor, pentru care punc-
tul P este fixat, iar punctele M si N apartin laturilor AB si BC, perimetrul
triunghiului MNP este cel mai mic. Acest perimetru este egal cu lungimea
segmentului P]JP2

Mentionam, ca segmentul EF este linia medie a triunghiului PP2P2
Atunci EF :?P.P,,.

Deoarece ABEP+ ABFP= 180°, atunci punctele P, E, B si F se afla pe o
circumferinta cu diametrul BP. De aici EF = BP sin B. Deci, lungimea segmen-
tului EF va fi cea mai mica pentru cea mai mica lungime a segmentului BP,
adica atunci, cand BP este Tnaltimea triunghiului ABC.

Fig. 20.35

In figura 20.35 segmentul BP - Tnaltimea triunghiului ABC. Algoritmul
construirii punctelor M sTN este Tnteles din imagine.

Din constructie reiese, ca perimetrul oricarui alt triunghi, varfurile caruia
se afla pe laturile triunghiului ABC, este mai mare ca perimetrul triunghiului
MNP. De aceea triunghiul cautat este singurul - acesta este triunghiul con-
struit MNP.
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Se poate arata (faceti aceasta singuri), ca punctele M si N sunt bazele
Tnaltimilor, coborate din varfurile corespunzatoare C si A atriunghiului ABC.

Deci, varfimle triunghiului cautat sunt bazele Tnaltimilor triunghiului dat
ABC. Astfel de triunghi se numeste ortocentric. M

Problema2. Punctul 0 este centrul poligonului regulat cu H-lalll nA~. ..

A,, (fig. 20.36). Demonstrati, cd OAx+ QA™ +... +OAn=0.

Rezolvare. Fie OA® + OAM + ... +OAn=a. Sa examinam rotatia cu

. 360Y N . . .
centrul 0 cu unghiul ------ , de exemplu Tmpotriva acelor ceasornicului. La o
n

astfel de transformare imaginea poligonului cu H-laturi va fi acelasi poligon
cu H-laturi. Deci, suma cautata nu se va schimba. lar aceasta se poate numai
atunci,cand a =0. J1

A4

Fig. 20.37

Problema3. In interiorul triunghiului ABC, toate unghiurile caruia sunt
mai mici de 120°, gasiti un astfel de punct T, casuma TA + TB + TC safie cea
mai mica.

Rezolvare. Fie T —punct arbitrar al triunghiului dataBc (fig. 20.37).
Sa cercetam rotatia cu centrul A la un unghi de 60° dupa acele ceasornicului.
Fie punctele Tj si Q - imaginile punctelor T si C corespunzator (fig. 20.37).
Deoarece rotatia este miscare, atunci T1C1= TC. Evident, ca triunghiul AT T X
este echilateral. AtunciAT =TTV

Avem: TA+TB+ TC=TTX+ TB+ T ~.

E clar, ca suma TT X+ TB + T1C1este cea mai mica, daca punctele B, T, Tx
si Cj se afla pe o dreapta. Deoarece Z1 = Z2 = 60°, atunci aceasta conditie se
va Tndeplini atunci, cand Z3 = Z4 = 120°.
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Deoarece unghiul ATXQ este imaginea unghiului AT C la rotatia data, atunci
trebuie sa se Tndeplineasca egalitatea ZATC = 120°.

Deci, punctele B, T, Tj si Q vor apartine unei drepte atunci si numai atunci,
cand ZATB = ZATC = 120°. De aici ZBTC = 120°.

In acest mod, suma TA+ TB + TC va fi cea mai mica, dacda ZATB =
=ZBTC = ZATC = 120°.

De gasit punctul T se poate, de exemplu, constru-
ind LGP, din care segmentele AB sTAC se vad sub
unghiul de 120° (fig. 20.38).

Este clar, ca atunci cand unul din unghiurile
triunghiului ABC nu-i mai mic de 120°, atunci
punctul intersectiei arcurilor construite nu va fi
amplasat n interiorul triunghiului. Se poate arata, ca
Tn triunghiul cu unghiul nu mai mic de 120°, punc-
tul T, suma distantelor de la care pana la varfurile
triunghiului este cea mai micd, coincide cu varful
unghiului obtuz. M

Problema4. Segmenteley441,.RBLsi CQ - naltimile triunghiului ascutitunghic
ABC. Demonstrati, ca raza circumferintei circumscrise triunghiului™C este de
doua ori mai mare decat raza circumferintei circumscrise triunghiului ABB1C1

Rezolvare. Fie dreptele AA” BBt si CClintersecteaza circumferinta cir-
cumscrisa triunghiului ABC corespunzator in punctele M, N si P (fig. 20.39).
Vom demonstra, cAaHA1= AMM, unde punctul H —ortocentrul triunghiului AB C.

Fig. 20.39
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Avem: Z1 =Z2 =90° - ZABC.

Unghiurile 2 si 3 sunt egale ca Tnscrise, ce sunt intinse de arcul MB. Deci,
Z21=273.

Atunci Tn triunghiul HC M segmentul CAleste bisectoare si inaltime, si deci,
si mediana. De aici HA1= AM.

Analogic putem demonstra, ca HB1= BN, HC1= QP.

Acum este clar, ca triunghiul MNP este triunghiul omotetic al triunghiu-
lui ABB1C1cu centrul H si coeficientul 2. Atunci raza circumferintei circum-
scrise triunghiului MNP este de doua ori mai mare decat raza circumferintei
circumscrise triunghiuluiZjPjCj. A ramas sa mentionam ca trmnghiurileMAP
si ABC sunt Tnscrise Tn una si aceiasi circumferinta. M
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TNSARCINARA NR. 5"CONTROLEAZA-TE"IN FORMATEST
1. Care din segmentele, prezentate in figura, pot fi imaginea segmentului AB

la miscare?
A) MN\ B) PQ\ C) EF; D) DC.

2. Indicati ecuatia imaginii drepteiy = 2xla. deplasarea paralela cu vectorul

a (0; 1).
A)y=2n;+1; C)y =x+1\
B)y=2n;-1; T)y=x—1L

3. Care din segmentele, prezentate in figura, pot fi imaginea segmentului ala

deplasarea paralela?
A) b\ B) ¢ C) A\ D) a

4. Care din figurile indicate are numai o axa de simetrie?
A) Patratul; C) parabola;
B) circumferinta; D) segmentul.

5. Pentru care valori ale lui x siy punctele A (-1\y) si B {X\ 6) sunt simetrice
Tn raport cu axa absciselor?

A)x=~1ly =6; C)x=-1,y =-6;

B)x=1,y =-6; D)x=1,y =6.
6. Care din figurile indicate are centru de simetrie?

A) Triunghiul; C) trapezul;

B) segmentul; D) unghiul.
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7. Care din figurile indicate are centru de simetrie si axa de simetrie?
A) Triunghiul echilateral;
B) paralelogramul;
C) trapezul isoscel;
D) dreapta.

8. Pentru care valori ale lui x siy punctele A (\ 1) si B (-4;y) sunt simetrice
fatd de originea de coordonate?

A)x=4)y =-7,
B)x=4y =17,
C)x=-4y=T,

D) x=—4y=-7.

9. Punctul 0 este centrul octogonului regulat ABCDEFKM (vezi figura).
Indicati imaginea laturii EF la rotatia in jurul punctului O dupa acele cea-
sornicului cu unghiul de 135° la miscare.

A) AB; B)BC- C)AM\ D) CD.

C D

10. ContmuarealatorilorlateraleABsi CDaltrapezuluiA5CDse intersecteaza
Tn punctul M (vezi figura). Indicati coeficientul de omotetie cu centrul Tn
punctul M, pentru care segmentul BC este imaginea segmentului AD, daca
AB:BM =7:2.
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11. Punctul M (6; -3) este imaginea punctului N (2; 1) la omotetia cu coefici-

entul . Indicati coordonatele centrului omotetiei.
3

A) (5;-2); C) (-5;2);

B) (8;-1); D) (-8 1).

12. Dreapta, paralela laturii AB a triunghiului ABC, intersecteaz latura lui AC
Tn punctul E, iar latura BC, - in punctul F. Aflati aria triunghiului CEF, daca
AE :EC =3 :2, iar aria triunghiului ABC este egald cu 75 cm2

A) 36 cm2 C) 30 cm2
B) 50 cm2 D) 12 cm2
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PRINCIPALULIN PARAGRAFUL5

Miscarea (deplasarea)
Transformarea figurii F, care pastreaza distanta intre puncte, se numeste
miscare (deplasare) a figurii F.

Figuri egale
Doua figuri sunt egale, daca exista miscarea, Tn urma careia o figura este
imaginea altei figuri.

Deplasarea paralela

Daca punctele X si X xsunt astfel, cd X X x=a, atunci se spune, ca punctul
X t este imaginea punctului X la deplasarea paralela cu vectorul a.

Proprietatile deplasarii paralele

Deplasarea (translatia) paralela este miscare.
Daca figura Fxeste imaginea figurii F\a. translatia paralela, atunci Fx= F.

Simetrie axiala

Punctele A si Alse numesc simetrice fata de (in raport cu) dreapta /, daca
dreapta / este mediatoarea segmentului AAr Daca punctul.4 apartine drep-
tei /, atunci el este considerat simetric singur lui fata de dreapta /.

Proprietatile simetriei axiale
Simetria axiala este miscare.
Daca figurile F si F1lsunt simetrice fata de o dreapta, atunci F= Fv

Figura, care are axa de simetrie

Figura se numeste simetrica Tn raport cu dreapta /, daca pentru fiecare punct
al figurii date punctul, simetric fata de dreapta/, de asemenea apartine acestei
figuri. Axa / se numeste axa de simetrie a figurii.

Simerie centrala

Punctele A si A lse numesc simetrice Tn raport cu (fata de) punctul 0, daca
punctul 0 care este mijlocul segmentului AAr Punctul O este considerat
simetric singur lui.

Proprietatile simetriei centrale

Simetria centrald este miscare.
Daca figurile F si F1sunt simetrice Tn raport cu un punct, atunci F = Fv



208 §5. TRANSFORMARIGEOMETRICE

Figura, care are centru de simetrie

Figura se numeste simetrica fata de punctul 0, daca pentru fiecare punct al
figurii date punctul, simetric lui fatd de punctul 0, de-semeni apartine acestei
figuri. Punctul 0 se numeste centru de simetrie al figurii.

Proprietatile rotatiei

Rotatia este miscare.
Daca figura F1- este imaginea figurii F\a rotatie, atunci F1=F.

Omotetia
Daca punctele 0,X si X xsunt astfel, ca OX1=kOX, unde k ®0, atunci se

spune, ca punctul X t este imaginea punctului X la omotetia cu centrul 0 si
coeficientul k.

Proprietatile omotetiei

La omotetia figurii F cu coeficientul k toate distantele Tntre punctele ei se
modifica de |k \ori, adica daca Asi B - sunt puncte arbitrare ale figurii F,
iar punctele A 1si B1- imaginile lor corespunzatoare la omotetia cu coefici-
entul k, atunci AIBB1= \k \AB.

Asemanarea

Doua figuri se numesc asemenea, daca una din ele se poate obtine din alta n
rezultatul compozitiei a doua transformari: omotetiei si miscarii.

Ariile poligoanelor asemenea

Raportul ariilor poligoanelor asemenea este egal cu patratul coeficientului
de asemanare.
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21. Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 9-a

1. Rezolvarea triunghiurilor
21.1. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 4 cm si 10 cm, iar sinusul
4
unghiului dintre ele este egal cu Gasiti atreia latura a triunghiului.
5

21.2. in paralelogramul » s c o se cunoaste, cias= 2 CM,ap =4 Cm,
/8 A p = 60° Aflati cosinusul unghiului dintre laturilea ¢ sis o

21.3. Determinati, este ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic,
triunghiul cu laturile: 1) 4 cm, 4 cm, 5 cm; 2)5cm,6cm,9cm; 3)5
cm, 12 cm, 13 cm.

21.4. Una din laturile triunghiului este egald cu 21 cm, iar altele doua
laturi se raporta ca 3 : 8. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului, daca
unghiul dintre ele este egal cu 60°.

21.5. Una din laturile triunghiului este egala cu 3 cm, iar a doua latura -
V? cm., totodata unghiul opus celei de-a doua laturi, este egal cu 60°.
Aflati latura necunoscuta a triunghiului.

21.6. Una din laturile paralelogramului este cu 4 ¢cm mai mare ca
alta, iar diagonalele lui sunt egale cu 12 cm si 14 cm. Aflati perimetrul
paralelogramului.

21.7. In trapezul ascopo este cunoscut, cd BC\\AD, AD =8cm,
CD =4n/3 cm. Circumferinta, care tece prin punctele a. & Si ¢,

intersecteaza dreaptas o Tn punctul K. /» « s = 60°. Aflati segmentuls « .

21.8. Bazele unui trapez sunt egale cu 3 cm si 7 cm, iar laturile laterale
- 6 cm si 5 cm. Aflati cosinusurile unghiurilor trapezului.

21.9. Circumferinta, Tnscrisa in triunghiul ABC, este tangenta la laturaAB
in punctul D, BD = 1c¢cm, AD = 5cm, Z ABC = 120°. Aflati segmentul CD.

21.10. Laturile triunghiului sunt egale cu 11 cm, 12 cm, si 13 cm. Aflati
mediana triunghiului, dusa la cea mai mare latura a lui.

21.11. Aflati bisectoarea triunghiului, care imparte latura lui in segmentele
cu lungimile de 3 cm si 4 cm si creeaza cu aceasta laturd un unghi, ce este
egal cu 60°.

21.12. Segmentul s o este bisectoarea triunghiului a 6 ¢ . ABC, BD = a,
Z.A =45°7C =75° . Aflati segmentul a o .
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21.13. Gasiti raportul laturilor triunghiului isoscel, unul din unghiurile
caruia este egal cu 120°.
21.14. in triunghiul A s ¢ se cunoaste, ca AC =6 Vil cm, ZABC = 60°.

Aflati raza circumferintei, care trece prin centrul circumferintei Tnscrise Tn
triunghiula s ¢ Si punctelea sic.

21.15. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 5 cm si 8 cm, iar unghiul
intre ele - 60°. Aflati raza circumferintei, circumscrise triunghiului dat.

21.16. Gasiti bisectoarea triunghiului » & ¢ , dusa din varful » . daca
ZBAC =a,AC=Db,AB =c.

21.17. Bisectoarea unghiului sapo al paralelogramului asco
intersecteaza laturas ¢ Tn punctul » . Aflati aria triunghiului ABM, daca
AB =4cm, ZBAD = 60°. .

21.18. Aflati cea mai mare Tnaltime, razele circumferintelor Tnscrise si
circumscrise triunghiului cu laturile 4 cm, 13 cm si 15 cm.

21.19. Razele a doua circumferinte sunt egale cu 17 cm si 39 cm iar
distanta intre centrele lor - 44 cm. Aflati lungimea coardei comune ale
acestor circumferinte.

21.20. Calculati aria paralelogramului, o latura a caruia este egala cu
15 cm, iar diagonalele - 11 cm, si 25 cm.

21.21. Bazele trapezului sunt egale cu 16 cm si 44 cm, iar laturile laterale
- 17 cm si 25 cm. Aflati ariatrapezului.

21.22. Bazele trapezului sunt egale cu 5 cm si 12 cm, iar diagonalele -

9 cm si 10 cm. Aflati ariatrapezului.

2. Poligoane regulate

21.23. Aflati aria poligonului regulat cu n laturi, daca raza circumferintei
Tnscrise Tn el este egala cu 6 cm, iar n este egal: 1)3; 2)4; 3)6.

21.24. In circumferinta este Tnscris un patrat cu latura de 4 cm. Aflati aria
triunghiului regulat, Tnscris Tn aceiasi circumferinta.

21.26. Mijlocurile laturilor dodecagonului regulat le-au unit peste una
astfel, cafiguraobtinutaeste un hexagon regulat.Aflati laturadodecagonului
dat, daca latura hexagonului creat este egala cu a.
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21.27. Lungimea arcului circumferintei este egald cu 6n ¢m. lar masurain
grade - 24°. Aflati raza circumferintei.

21.28. Pe cateta AC a triunghiului dreptunghic ABC (ZC = 90°) ca pe
diametru s-a construit o circumferinta. Aflati lungimea arcului acestei
circumferinte, care se afla Tn afara triunghiului si se reteaza de ipotenuza
AB, dacd ZA = 42°,AC =8cm.

21.29. Latura patratului este egala cu 2 V2 cm. Aflati lungimea arcului
circumferintei circumscrise patratului dat, capetele careia sunt doua
unghiuri megiese ale lui.

21.30. Distanta dintre centrele a doua circumferinte cu raza R este egala
cu R, Aflati aria figurii, care este parte comuna a acestor circumferinte, si
lungimea liniei, ce margineste aceasta figura.

21.31. Aria sectorului de cerc este egala cu 2,49 cm. Aflati masura in
grade al arcului acestui sector, daca raza cercului este egalda cu 4 cm.

21.32. Diametrul rotii vagonului de tren din metrou este egalacu 78 cm. In
2.5 minute roataface 1000 de rotatii. Aflati viteza trenului metropolitanului
n kilometri pe ora. Raspunsul rotunjiti-1 pana la zecimi.

21.33. Gasiti lungimea circumferintei, Tnscrise Tn segmentul, lungimea
arcului caruia este egald cu m, iar masura in grade este egala cu 120°.

21.34. La circumferinta, raza careia este egala cu R. s-au dus doua
tangente unghiul dintre care este egal cu 60°. Aflati aria figurii, marginita
de tangente si arcul mai mic, capetele careia sunt punctele de tangenta.

3. Coordonatele carteziene pe plan

21.35. Varfurile triunghiului sunt punctele A (-4; 1), B (-2; 4) si C (0; 1).
Demonstrati, catriunghiul AB C este isoscel, si aflati aria lui.

21.36. Gasiti coordonatele punctului de intersectia a mediatoarei
segmentului AB si axa absciselor, dacaA (5; -3), B (4; 6).

21.37. Gasiti coordonatele punctului de intersectia a mediatoarei
segmentului CD si axa ordonatelor, daca C (2; 1), D (4; -3).

21.38. Demonstrati ca patrulaterul ABCD cu varfurile Tn punctele
A (-12; 6),B (0; 11), C (5; -1) siD (-7; - 6) este patrat.

21.39. Punctul M (5; - 2) este unul din capetele diametrului circumferintei,
punctul N (2; 0) - centrul circumferintei. Gasiti coordonatele celui de al
doilea capat al diametrului.
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21.40. Determinati, daca se afla punctele A (-4; -3), B (26; 7) si C (2; -Ipe
o dreapta. In cazul raspunsului afirmativ indicati, care din puncte se afla
Tntre altele doua.

21.41. Demonstrati, ca triunghiul, varfurile caruia sunt punctele
(x+2)1+ (y- 3)2==52,daca C(-8;7), D (4; -1).este dreptunghic, si alcatuiti
ecuatia circumferintei, circumscrise lui.

21.42. Determinati, este oare segmentul ¢ o diametrul circumferintei

(x +2)2+ (y- 3)2==52,daca C (-8;7), D (4; -1).

21.43. Circumferinta, centrul careia apartine axei ordonatelor, tece prin
punctele A (1; 2) si B (3; 6). Apartine oare acestei circumferinte punctul
C (-3; 4)?

21.44. Circumferinta cu centrul in punctul M (-5; 3) este tangenta la axa
ordonatelor. Aflati coordonatele punctelor de intersectie al circumferintei
cu axa absciselor.

21.45. Aflati lungimea liniei, date de ecuatia

X2+y2- 2x+4y- 20 =0.

21.46. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul P (-3; 5) si
coeficientul unghiular al careia este egal cu 6.

21.47. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul S(-1;4) si creeaza
un unghi de 135° cu directia pozitiva a axei absciselor.

21.48. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A (-3; 1) si este
paralela dreptei 5x + 3y = 6.

21.49. Gasiti ecuatia locului geometric al punctelor centrelor

circumferintelor, care trec prin punctele A (-3; -2) si B (2; 5).

4. Vectorii pe plan

21.50. Doua varfuri ale dreptunghiului » s c o sunt punctele A (3; 2)
si B (3; -4).. Modulul vectorului BD. este egal cu 10. Aflati coordonatele
punctelorc Sio .

21.51. Diagonalele paralelogramuluia s ¢ o se intersecteaza in punctul o
(fig. 21.1). Exprimati vectorii CD si AD prin vectorii CO =a si OB = b.
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21.52. Patrulaterul ABCD este paralelogram. Aflati

\)BA-CD-CB-,

2) AB-DA-BD +CD,

3) AD-BA-AC. _
21.53. Aflati modulul vectorului n =3a - 2b, unde a (1; - 2), b (-1; 3).
21.54. Punctele E si F sunt mijlocurile laturilor AB si BC ale
paralelogramului ABCD corespunzator (fig. 21.2). Exprimati vectorul EF
prin vectorii BC =a si CD =b.
21.55. Pe laturile BC si CD ale paralelogramului ABCD sunt notate
punctele M si K corespunzator, totodata BM =-48C, CK = E;CD (fig.

21.3). Exprimati vectorii AM si AK prin vectorii AB =a si AD =bh.

21.56. Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt notate astfel de
puncte D si E corespunzator, ca D :DC=1:2 BE:EC=2:1.Exprimati
vectorii BC, AB, AC, AE si CD si CD prin vectorii BE =a
si AD =b.

21.57. Sunt oare vectorii MN si KP, coliniari, dacaM (4;-1),N(-6; 5),
A(7;-2),P(2;1)?

21.58. Aflati valoarea k, pentru care vectorii a (k; - 2) si b (6; 3) sunt
coliniari.

21.59. Se dau vectorii a (3; -2) si b (x; 4). Pentru care valoare x se
executdegalitatea a O b =1??

21.60. Aflati cosinusurile unghiurilor triunghiului a s ¢ ., daca A (-3; -4),
B (2; -3), C (3; 5) . Determinati tipul triunghiului.

21.61. Se dau vectorii a (2;-1) si b (1; - 2). Aflati valorile m, pentru care
vectorii a + mb si b sunt perpendiculari.

21.62. Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii a=3m+n i
b=m-2n,dacd [m \=\n \=1sim Ln..
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21.63. Se dau vectorii a (2; -4) si b (-1; 1). .Aflati:

1) Ja-b} 2) |2a +b |
21.64. Alcatuiti ecuatia dreptei, care este tangenta la circumferinta cu
centrul m (0; -4). In punctul A (5; -3).

5. Transformari geometrice

21.65. La deplasarea paralela imaginea punctului A (3; -2) este punctul
B (5; -3). Care punct este imagine punctului C (-3; 4) la aceasta deplasare
paralela?

21.66. Construiti imaginile punctelor A (1; -3), 8 (0; -5) si C (2, 1 la
deplasarea paraleld cu vectorul a (-2;1). Notati coordonatele punctelor
obtinute.

21.67. Se daupunctele C(7; -4) siD (-1; 8).. Latranslatiaparalelaimaginea
mijlocului segmentului co. este punctul p (-1; -3). Aflati coordonatele
punctelor, care sunt imaginile punctelor Csip.

21.68. 1n figura 21.4. 214 <cB=cp, B
zAcB = zacD. Demonstrati, ca punctele B sip
sunt simetrice fata de dreapta AC .

21.69. Aflati coordonatele punctelor simetrice
punctului k (4; -2 fata de axele de coordonate si
originea de coordonate.

21.70. Aflati x siy, daca punctele B (3;y) sunt
simetrice fata de axa absciselor.

21.71. Se da semidreapta OA si punctul s . care
Ti apartine. Construiti semidreapta simetrica
celei date Tn raport cu punctul s .

21.72. Sunt simetrice oare punctele OA fata de punctul k (1; 4)?

21.73. Scrieti ecuatia circumferintei, care este simetrica circumferintei
(x +4)2+ + (y - 5)2= 11 fata de:

1) originea de coordonate; 2) punctul M (-3; 3).

21.74. Sunt date punctele k si O. Construiti punctul i<t. care este imaginea
punctului x la rotatia in jurul punctului O: : 1) cu unghiul 130° Tmpotriva
acelor ceasomicului; 2) cu unghiul de 40° dupa acele ceasomicului.

21.75. Se da segmentul A si punctul O, care ii apartine. Construifi
segmentul AL, care este imaginea segmentului » s la rotatia cu unghiul
de 50° Tnjurul punctului o dupa acele ceasomicului.
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21.76. La ce unghi trebuie de rotit dreptunghiul, diferit de patrat, Tn jurul
centrului lui de simetrie, pentru ca imaginea lui sa fie acelasi dreptunghi.
21.77. Construiti triunghiul omotetic triunghiului obtuzunghic dat, daca
centrul de omotetie este centrul circumferintei circumscrise triunghiului,
coeficientul de omotetiek = - 2

21.78. Imaginea punctului A (8; -2)la omotetia cu centrul in originea de
coordonate este punctul B (4; -1). Aflati coeficientul de omotetie.

21.79. Laturile adouatriunghiuri regulate sunt egale cu 8 cm si 28 cm. Cu
ce este egal raportul ariilor lor?

21.80. Poligonul /;i este asemenea poligonului M cu coeficientul de
asemanare k. Cu literele 1\, P2 sit s2 sunt notate corespunzator perimetrele

si ariile lor. Completati celule libere ale tabelului.

Pl P2 k
19 64 16

1 36 7
35 4 100
21 36 2

21.81. Dreapta, paralela laturii triunghiului cu lungimea de 6 cm, 7l imparte
n doua figuri care se raportaca 1: 3. Aflati segmentul acestei drepte, ce se
contine Tntre laturile triunghiului.

21.82. Pe latura Bc a patratului ABcp s-a notat punctul M astfel, ca
BM :M c= 1:2.. Segmentele Am si BD se intersecteaza Tn punctul p.
Aflati ariatriunghiuluie P m, daca ariatriunghiuluiap b este egald cu 27
cm2.

21.83. Continuarea laturile laterale As si cpo ale trapezului ABcp se
intersecteaza n punctul M. . Aflati aria trapezului, daca A :Bm =5:3,
AD > BcC, iarariatriunghiului Am b . este egala cu 32 cm2

21.84. Tn triunghiul » s ¢ se cunoaste, cdas =sc =13 cm,ac = 10
cm. La circumferinta, Tnscrisa Tn acest triunghi, s-a dus tangenta, care este
paraleld la bazas ¢ si intersecteaza laturile » s Sis ¢ Tn punctele v  Si«
corespunzator. Calculati aria triunghiuluiv s « .
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21.85. La prelungirea medianelor /1/1, /&> si CQtriunghiului a B c sa-u
notat corespunzator punctele A2 B2si C2 astfel, cA A1A2=-AA 1,

BB2=+BB,, CC2="C(Cj (fig. 21.5). Aflati aria triunghiului AB2C2,

daca aria triunghiului A B ¢ este egala cu 1cm2

B
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Prietenim cu calculatorul

Voi continuati sa desavarsiti deprinderile folosirii calculatorului pe care le-
ti obtinut n clasele a 7-a si a 8-a, sa Insusiti instrumente si softuri noi. Va
amintim, catn afarainsarcinarilor, prezentate Tn acest capitol, voi puteti folosi
diverse programe, create pentru studierea cursului scolar de geometrie. Va
puteti adresa la reteaua globala Intemet pentru cautarea a astfel de programe
si altei informatji suplimentare destinate cursului de geometrie.

In manual sunt prezentate informatii scurte despre savanti vestiti, lucrarile
carora sunt legate de temele, ce se studiazd. Cu ajutorul retelei globale
Intemet puteti obtine mai multa informatie despre biografiile si descoperirile
lor.

Daca planificati se alegeti o profesie, care necesita utilizarea permanenta
a cunostintelor din matematica, atunci puteti Tncepe sa Tnsusiti pachetele
matematice (de exemplu, mathcad, MATLAB i altele), care poseda un
putemic instrumentar pentru calcule matematice si constructii geometrice
etc. Pentru viitorul inginer sunt necesare cunoasterea graficii ingineresti Si
priceperea in construirea desenelor tehnice complicate (de obtinut aceste
cunostinte se poate, de exemplu, folosind pachetul Autoc Ap). Voi puteti
Tnsusi aceste softuri, executand Tnsarcindrile din cursul de geometrie.

In acest capitol sunt prezentate Tnsarcinari, pe care le puteti executa cu
ajutorul calculatorului Tn masura studierii temelor corespunzatoare. Prioritar
acestea sunt Tnsarcinari pentru construirea figurilor geometrice, pe care le
veti executa cu ajutorul editoarelor grafice, si a calculelor, pe care le puteti
indeplini cu ajutorul calculatorului de buzunar si a pachetelor matematice.

In afara acestor Tnsarcinari puteti executa Tnsarcindrile din rubrica
"Insarcinari practicc" nu numai n caiet, dar si cu ajutorul editorului grafic.

O mare parte a cursului de geometrie pentru clasa a 9-a este destinata
coordonatelor carteziene pe plan, ecuatiilor unor figuri. In dependenta
de posibilitatile limbajului de programare, pe care 1l studiati la lectiile de
informaticd sau individual, va recomandam sa scrieti programe pentru
reprezentarea pe ecranul calculatorului a punctelor cu coordonatele date;
dreptelor si circumferintelor cu ecuatiile date etc. Aceste nsarcinari se pot
executa la lectiile de informatica sau in timpul lucrului extrascolar pentru
studierea individuald a programarii. Mai jos sunt prezentate cele mai simple
Tnsarcinari; luandu-le ca idee, voi puteti sine statator sa ganditi Tnsarcinari
noi si sa creati programe pentru indeplinirea lor.
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Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180°

1 Aseinvataa calculafunctiile trigonometrice ale unghiului, si totodata
a gasi marimea unghiului dupa valoarea functiilor trigonometrice ale
lui cu ajutorul calculatorului de buzunar.

Teorema cosinusurilor
2. llustrati consecinta din teorema cosinusurilor cu ajutorul editorului

grafic Tn modul urmator.

Alegeti un set de numere pozitive, care satisfac conditia a2<b2+ c2, unde
a -este cel mai mare din numerele alese. Construiti o totalitate de segmente
cu lungimile date a, b si c. Alcatuiti din aceste segmente un triunghiuri. Se
va dovedi el safie ascutitunghic? Executati aceleasi actiuni pentru conditia
a2 > b2+ c2 Sl a2= b2+ c2 Numerele a, b $i ¢ trebuie sa satisfaca conditia

a<b + c.

Teorema sinusurilor

3. Reprezentati un triunghi arbitrar, masurati cu mijloacele editorului
grafic laturile si unghiurile lui. Controlati daca se indeplineste teorema
sinusurilor. Petreceti calculele de-asemeni cu ajutorul calculatorului.

Rezolvarea triunghiurilor. Formulele pentru
aflarea ariilor triunghiului
4. Insarcinarile punctelor 4, 5 care necesita aflarea valorilor functiilor
trigonometrice si executarea unui volum mare de calcule, executati-le
cu ajutorul calculatorului.
Poligoanele regulate si proprietatile lor
5. Ganditi-va cum sa construiti poligoanele regulate. Examinati doua
modalitati: 1) folositi teorema 6,2 si formula pentru calculele marimi-
lor unghiului de la centru a poligonului Tnscris; 2) folositi informatia
despre marimea unghiului poligonului regulat si lungimea laturii lui.
6. Construiti cateva poligoane regulate cu numarul dat de laturi.
Lungimea circumferintei. Ari cercului
7. Calculati de cateva ori lungimea circumferintei si aria cercului, folo-
sind aproximarea numarului % cu diferita exactitate.
Sunt oare n calculatorul de buzunar sau pachetul matematic, pe care il
folositi mijloace pentru folosirea valorii standard a numarului T? Cu ce
exactitate se da numarul % de catre aceste mijloace?
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Distanta dintre doud puncte cu coordonatele date.

Coordonatele mijlocului segmentului

8. Majoritatea editoarelor grafice afiseaza campul pentru desenare n as-
pectul planului de coordonate. Cercetati, in ce mod se stabilesc coor-
donatele punctelor pe acest plan. Ganditi-va, cum puteti folosi acest
instrument pentru executarea constructiilor.

Ecuatia figurii

9. Daca studiati pachetele matematice, puteti cu mijloacele lor sa
construiti cateva figuri arbitrare cu ecuatiile date.

10. Studiind programarea la lectiile de informatica, voi puteti crea mijloa-
cele sale pentru reprezentarea pe ecranul calculatorului a figurilor cu
ecuatiile date.

11. Gasiti Tn reteauaglobala Intemet informatii despre dispozitivele pentru
automatizarea lucrarilor de desenare liniara (asa numitele plotter-e,
engl.plotter). Cu ce se aseamana si prin ce se deosebesc principiile de
construire a imaginilor pe ecranul calculatorului si hartia plotter-ului
Faceti cunostinta cu notiunea de "grafica broastei tcstoasc”.

Scrieti programul, care pentru valorile date a, b face concluzii care figura

este graficul ccuatici)' = kx + b , afiseaza mesaj despre aceasta si reprezinta

acest grafic pe ecranul calculatorului.

Coeficientul unghiular al dreptei

12. Ce mijloace ale editorului grafic se poate utiliza, pentru a construi o
dreapta cu coeficientul unghiular dat?

13. Scrieti un program, care dupa valoarea marimii k $i b construieste
imaginea drepteiy = kx+ b pe ecranul calculatorului.

Notiunea de vector

14. Reprezentati cu ajutorul editorului grafic cativa vectori care ilustreaza
continutul punctului 12 al manualului. Care instrument folositi pentru
construirea vectorilor coliniari? Vectorilor coorientati? Vectorilor opus
orientati? Determinati modulele vectorilor construiti. Cum de Tndepli-
nit aceasta cel mai simplu?

Coordonatele vectorului
15. Reprezentati pe ecranul calculatorului sistemul cartezian de coordona-
te, alegeti un vector unitar comod. Stabiliti coordonatele vectorului si
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unui punct oarecare. Depuneti de la acest punct vectorul cu coordonatele
date.

Adunarea si scaderea vectorilor
16. Desenati cativa vectori arbitrari. Cu ajutorul carui instrument al
editorului grafic este cel mai simplu de gasit suma si diferenta vectorilor?

Inmultirea vectorului cu un numar

17. Desenati un vector arbitrar si stabiliti caAteva numere arbitrare (na-
turale, intregi, fractionare). Construiti vectorii, care sunt produsul vectoru-
lui reprezentat si a acestor numere.

Produsul scalar al vectorilor

18. Construiti pe planul de coordonate doi vectori arbitrari. Stabiliti
marimea unghiului Tntre ei cu ajutorul consecinfei din teorema 16.2.
Controlati rezultatul, determinand unghiul intre acesti vectori cu ajutorul
mijloacelor editorului grafic.

Transformari geometrice

19. Determinati, ce mijloace ale editorului grafic ofera posibilitatea
executarii deplasarii figurii. Ce tipuri de deplasari se pot realiza cu ajutorul
lor?

20. Gasiti mijloacele editorului grafic, cu ajutorul carora se poate
construi: 1) o figura, simetrica figurii date fata de dreapta data; 2) o figura,
simetrica figurii date fata de un punct; 2) o figura omotetica figurii date.

21. Gasiti mijloacele editorului, cu ajutorul carora se poate construi
figura, asemanatoare figurii arbitrare date. Care mijloace trebuie de folosit,
ca figurile acestea safie asemenea cu coeficientul dat?
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Raspunsuri si indicatii la exercitii

81. Rezolvarea triunghiurilor

1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180°
Vi3 Vi 12 n/15

111 3) Y13 sau—Y M £ 4)06. 112, 1) 22 sau—-2; 2) M5 115 9
4 4 13 , 13 6

2-V3; 2)-15;3) S~2. 1.16.1) 3; 2) , 1.21. - 1.22. 120°.

1.23. 10 cm, 30°, 120°. 1.26. 5-S cm.

2. Teorema cosinusurilor

2.3. 120°. 2.4. 45°. 2.10. 2n/7 cm. 2.ii. Vlo cm. 2.12. V2T cm
sau V29 cm. 2.13. 13 cm. 2.14. a~j2+V2. 2.15. 3-\/89 cm.

2.16. <Ja2 + b2 + afe-v/2. 2.17. \la2+ b2- ab. 2.18. 15¢cm, 24 cm. 2.19. 2 cm,
4-\/3 cm. 2.20. 3cm, 5cm. 2.21. 10 cm, 6 cm, 14 cm. 2.22. 6 cm sau 10 cm.
2.23. 75 cm. 2.24. 13 cm. 2.25. V79 cm. 2.29. 14 cm. 2.30. 34 cm. 2.31. 7 cm,
9. cm. 2.32. 20 cm, 30 cm. 2.33. 8 cm. Inclicajic. Duceti prin varful B o dreapta,
paralela laturii CD, si cercetati triunghiul, care se formeaza dupa acesta.
13

2.34. %0 2.35. VT cm. 2.36. Nu. 2.38. 10 cm. 2.39. 6 cm. 2.40. 11 cm.

241. 6 cm. 2.42. 22 cm. 2.47. 4 cm, 6 cm.

3. Teorema sinusurilor

3.14. 2n/6 cm. 3.15. 6¢cm. 3.16.

asinp msin a sin p

3.17.

cos(P+y)siny sin (a - P)

318 csinasin(a+y) 3~ msin a sin @ 3.21. 9 cm. 3.22 Ecm

smysm @ sin psin (a +P)
3.23. 60° sau 120°. 3.24. 45 ore. 325 S asiny
a Sin(a+y)cosa-y
ac’s — g5 N, 2
3.26. 1 . 3.28. — cm. Indicatie. Raza cautata se poate afla ca
sin  45° +- 8

raza circumferintei, circumscrise triungliiului, laturile caraia sunt una din baze,
latura laterala si diagonala trapezului.
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asina L . 2nisin B
3.29. . Indicatie. Demonstrati, ca CE = DE. 3.30. - ,
sin p ’ sin (a +P)
2msin @ L. . L -
“'"-E ------ 5 5.Ind|ca'g|e. Pe prelungirea medianei AM pentru punctul M notati una
sin (a +

astfel de punct K . ca AM =MK, si si aplicati teorema sinusurilor la triungliiul
ACK sau triunghiul ABK. 3.31. as™(a +P)”™ 3 32. Indicatie. Exprimati
2sina

unghiurile AHB, BHC siAH C prin unghiurile triunghiului ABC. 3.33. Mai repe-
de se poate de ajuns prin satul C. Indicatie. Acceptati distanta dintre oricare doua
sate ca fiind egala cu a si exprimati prin a distantele intre celelalte sate. 3.34. Au-
tobusul. 3.37. 12 cm.

4. Rezolvarea triunghiurilor

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Indicatie. Duceti printr-unvarf albazei mai mici
0 dreaptd, paralela laturii laterale a trapezului si examinati triunghiului, care se
fomieaza dupa aceasta. 4.13. 9 cm. 4.14. 30 cm, 48 cm.

5. Formule pentru aflarea ariei triunghiului

5.4. 1) 60° sau 120°; 2) 90°. 5.5. 30° sau 150°. 5.9. 12.cm. 5.10. 24 cm.

25 145
5.11. 24 cm25.12. —cm. 5.13. 1) —cm, — cm; 2) 8cm ,-—--- cm. 5.14. 2 cm
145

cm. 5.25. 3 5. 5.26.8<r8lI'iMny/1 .2
2sin P+y§/
i . . E sinasin(a +P) \VA ]
sin a sin b sin (a + b). 5.28. 5.29.
2 2sin P 2sin a
5.30. —-1I - . 5.31. 51 cm2 75 cm2 84 cm25.32. — cm. Indicatie.
2sin a sin (a +P) 7

Folositi-va de faptul, ca S|ir= SI7, + SAD 5.33. 360 cm2 Indicatie. Duceti prin
unul din capetele laturii mai mici ale trapezului 0 dreapta, paralela laturii laterale
ale trapezului, si gasiti Tnaltimea triungliiului, pe care aceasta dreapta 0 reteaza din

trapez. 5.34. 12 4b cm2 Indicatie. Indicatie. FigABCD - trapezul dat, BC NAD..

Duceti prinvarful C 0 dreapta, care este paralela dreptei BD si intersecteaza dreap-
taAl) Tnpunctul E. Demonstrati, ca triunghiul ACE si trapezul dat sunt egali dupa

marime. . 1oaMsmA

1:2. Indicatie. AWK = =cos2A. 5.36. 19,5 cm.
Sabc —ACOABsmA
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5.37. 13 cm, 14 cm, 15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 cm, 21 cm. 5.41. 9,6 cm.

8 2. Poligoane regulate

6. Poligoane regulate si proprietatile lor

6.20. JB2- — . 6.21. 2*Jr2-r2. 6.22. Jr2+—. 6.26. « 17,4 cm.
v 4 v 4 t )

6.27. « 19,8 cm. 6.28. 5 cTopiH. 6.29. 18 cTopiH. 6.32. 1) a[3 +yJ3>

a(3-y/3) SJ 2a73 an/s

ey 6
6.33. 1 2) .6.34. 1: 2.6.35. n/3 :2. 6.38. 4,4 cm.

6.39. 2R2n/2. 6.40. a73; 2a; 3aJ 3,6.41.6 (n/2- 1) cT. 6.42. 8cT. 6.43.

an2+n/2, a(72+1), a4+ 272. 6.44. ,u,"242-’\ . 6.45. a’?;—’\

6.46. Triungliiuri sau patrate, sau hexagoane. Indicatie. Tnjurul unui punct se pot
aseza atatea placute, de cate ori ungliiul la varful placutei, care este egal cu

180° (n -2) . R L 180°(n- 2) 2n .
este mai mic decat 360°, adica 360° : placute.
n

2n
Valoarea expresiei ) trebuie sa fie numar natural. Deoarece

n -

2n 2n-4+4 4 .
= 2+ atunci valoarea

n-2 n-2 n-2 K

4
expresiei ) trebuie sa fie numar natural. 6.47.

Indicatie. Fie ABCDEF - hexagon regulat (vezi
figura). K - punctul de intersectie al dreptelor CD
si EF. Atunci AK este segmentul cautat. 6.49. 18
cm. 6.50. 96 cm2 6.51. 9 cm.

7. Lungimea circumferintei. Aria cercului Pentru problema 6.47

25(7i-2V2) emz 2) 25(57t-3) .

7.25.225° 7.30. S cm. 7.32. 1) )
1

10/ 20/ 25/ 35/ 20/
cm. cm. 7.39. cm. cm. cm.
18 18

87/
7.40. — cm. 7.41. 6p cm. 7.42. 1: 1 Inclicajic. Dcmonstrati. c& in ambclc cazuri

3 1
suma, lungimilor semicircumferintelor este egala cu —/AB. 7.44. 50 cm.
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7.46. 7.47.= 17,3%. 7.48. «<AtHzaM . 7.49. b
8 36 9

20
750. a \— 1 .7.51 ----a}. Indicaiie. Examinati triunghiul ,4/\/.) si dcmonstrati.

ca el este echilateral.

7.52 Jndicatie. Suma ariilortuturor secerilor vopsite si nevopsite este egala cu
suma ariilor a doua cercuri, diametrele carora sunt laturile alaturate ale drcptun-
gliiului, iar suma secerilor ne vopsite si a drcptunglmilui este gala cu aria cercului,
diametral caraia este diagonala dreptungliiului. Aratati, ca aceste sume sunt egale.
7.53. Indicatie. Partea comuna a patratelor contine cercul, raza caraia este egala cu

1 12
?cm (vezi figura). 7.55. ----- cm, i-7--- cm. Indicatie. Prin miilocul laturii mai

mici abazei duceti drepte paralele la laturile laterale ale trapezului.

Pentru problema 7.53

§ 3. Coordonatele carteziene pe plan

8. Distanta intre doua puncte cu coordonatele date. Coordonatele mijlo-
cului segmentului.

8.13. 1) Da, punctul B se afla intre punctclc A si C; 2) nu. 8.15. x = 7 sau
scm-1. 8.16. (3; 0). 8.17. (0; 0,5b8.18. (3; -0,5). 8.19. (-2; 2). 8.20. (3; -2).
8.24b (-5;3),C(7; 5). 8.25. 2V73. 8.26. (3n/3; 2n/3) sau(-3V3; -2>/3).

8.27. (-2; 4n/3) sau (-2; - 4n/3). 8.28. (3; 3) sau (-6; 6).Indicatie. Cercetati
doua cazuri: B (a; a) sau B (a; —a). 8.29. (5,5; 0), (3; 0), (-1; 0). Indicatie.
ExaminatiteicazuribC = BC,AC = AB siBC = AB. 8.30. (0; 6), (0; 4), (0; 3,5),
(0; 8,5). Indicatie. Examinati tei cazurbl'2+ BC1=AB2 AB2+ BC2=AC],
AC1+AB1=BC. 8.31. V33 cT. 8.32. 56°, 124°. 8.33. 8¢cT si 16 CT.
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9. Ecuatia figurii. Ecuatia circumferintei

9.16. Douéacircumrcrintc:x2+ (y - 11)2=45 six2+(y+ 1)2=45,9.17. (x-3)2+
+v2=50. 9.19. I)da, punctul (-1; 5) - este central circumferintei, R = 7; 2) nu;
3) nu; 4) da, punctul (2; 7) - este central circumferintei, R = -v/2. 9.20. 1) Punc-
tul (O; -8) - este centrul circumferintei,, R = 2; 2) Touka (4; -2) - este centrul
circumferintei,, R = n/6. 9.21. (x- 2)2+ v2= 13.9.22. (x - 2)2+ (y- 1)2=25
sau (x - 3)2+ + (y - 8)2=25. 9.23. (x + 5)2+ (v - 2)2= 10 sau
X+ )2+ (y+2)2= 10.9.24. (X - 2)2+ (y + 2)2= 4 sau (X + 2)2+ (y + 2)2= 4.
Indicctpe. Diametrul circumferintei cautate este egal cu distanta dintre axa
absciselor si dreaptay = -4, iar centrul circumferintei apartine bisectoarei
celor de-al treilea sau al patrulea unghi al cadranului de coordonate
9.25. (x - N2+ (v- N2=1sau (x- H2+(y+ H2==1 9.26. 1)
(x + 3)2+ (v - 2)2= 25; 2) (x + 1)2+ (v + 3)2= 169.
9.27. 180-v/3 cm2 9.28. 70 cm. 9.29. 600 cm2

10. Ecuatia dreptei

10.7. ) v=2x- 5, 2) x=3; )y v=-1; 4) 5x+3v=6. 10.8. ) v=
=-3x+ 1 2)x- 6v=12.10.9. 1) (-8--31)-2) (-1; 2). 10.10. 1) (2;-7); 2)""(4;
-1). 10.11. v=-0,5x-4.10.12. s 6 10.14. 12.10.15.28.10.16.6

10.17. (2; 5), (5; 2). 10.18. (5; 0). 10.20. Indicctpe. Distanta cau-

tata este egala cu Tnaltimea triunghiului,marginit de axele coordonatelor si
dreaptadata. 10.21. 4Vv2. 10.22. 3+y/IO. 10.23.x-3v==2.10.24. 7x + 5v=-8.
10.25. (3; 3) sau (15; 15). 10.26. (-2; 2) sau R 0; 10). 10.27. (x-3)2+ (y-4
)2=17. 10.28. (v - 4)(y +4) =0. 10.29. w310 cm, V58 cm. 10.30. 104 cm.
10.31. 12,5 cm.

11. Coeficientul unghiular al dreptei

115. 1)y =4x +19; 2) y =-3x - 2; 3) y=7 116.y =-0,5x - 4
117. )y =-ix +2; 2) 3x- 4y=-39. 118. 1)y =9x + 13; 2) 3x+y = = 9.

119. ) y=xn3+6—=2n3; 2) y =-xn/3+6 +2T3. 11.10. ) v==x-5;

2) v=-x+1. 111l a)y = >éy/\ +3; 6) y=-x~ +2.11.12. 1) Da; 2) da;
3

3) nu;4)nig 11.14y = 4x+ 91115y = 3x-12.11.16.y = x + 4.11.18. 30cin,
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§ 4. Vectorii
12. Notiune de vector

12.26. Dreptunghi sau trapez isoscel.. 12.34. 60°, 120°. 12.35. 4 cm, 12 cm.

12.36. L4 IndiccttiQ. Duceti in varful B o dreapta, paralela dreptei MK.

13. Coordonatele vectorilor
13.16. AF (-2; 2), FD(2; 4). 13.17. DE (-4; 6), EO{-4;-6).

13.18. a (-6; -8) sau a (8; 6). 13.19. c (V2; V2) sau c (-n/2; —V2).
13.20. C (7; 17),D (2; 17)sau C (7;-7), D (2;-7). 13.21. £ (16; 2), C (16; -6)

sau £ (-14; 2), C (-14; -6). 13.23. 20 cm, 7 cm, 21 cm. 13.24.

14. Adunarea si scaderea vectorilor

14.45. 1) Da; 2) da; 3) nu. 14.46. Indiccttie. Aratati, ca fiecare din
vectorii OA +0OC si OB +OD sunt egali cu vectorul nul. 14.48. Indicatie.

Este suficient de aratat, cda XA - XB = XD - XC. . 14.49. Circumferinta cu
raza AB si centrul In punctul A. 14.50. Mediatoarea scgmciUului AB 14.51.

0,2 m/s, I\»/I 'a Ys. 14.52. 60°. 14.53. Indicatie. Fie segmentul........ este
mediana triunghiului ABC.

In continuarea segmentului AA dupa punctul A depuneti segmentul
Al). egal cu MAL 14.54. Indiccttie. Avem AA, + AtBt+BtB2+BC\ +

+ CjCg + C2A2 = 0, AlB1+B2C1+C2A2=0,, de aici
A2AN + AjBj+B"\B2+B2C+ +7C2+C2A2=0, AjBj+B2Cr+C2A2=0,4
cm, 6 cm. 14. 56. 2,5 cm.

15. Tnmultirea vectoralui cu un numar

15.31.-4; 4. 15.32.-1,5, 15.34. gar (-15; 36). 15.35. a (-3; 4).

15.38.x =2, v=-3. 15.39. (K =0,5a - 0,Ife. 1543. m T =-BA +-BC.
3 3

15.45. Indiccttie. Pe de O parte MXV 2= M 1B1+ B1B2+ B2M 2. De pe alta par-
te MM 2 =iV A, +AlA2+A2M 2. Adunati aceste egalitati. 15.51. Irulicatie. Fir
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scgmend d BBIsi (*( \- medianele triungliiului ABC. Folositi-va de faptul, ca
AA] +BB]+CC, =0.15.52. Indicatie. Folositi-va de problema 15.45 si proble-

ma cheie 1 din punctu. 15. 15.53. Indicatie. Exprimati vectorii BM si BN prin
vectori BA si BC. 15.54. 18 cm. 15.55. 60°; 24n/3 cm2 15.56. On/3.

16. Produsul scalar al vectorilor

16.17.1)  2) 1,3)  4) 0. 16.20.-3 si 3. 16.21.-1. 16.23. b (-12; 16).

16.24.-1 si 1. 16.26. 4. 16.27.-0,5, 16.28. y/7. 16.29. 2~7. 16.32. -, 0,
5

16.33. 30°, 60°, 90°. 16.36. 0°. 16.37. 120°. 16.38. Indicctpe. Fie CA =a,

CB =b. Atunci CM :-2a +12b, Z\K.:-a_ +12b. Aflati produsul scalam

CM 0 AK. 16.39. 45°. Indicape. Fie OB = b, OC =c. Exprimati vectorii

AB si DC prinvectorii b si ¢. 16.40. 30°. Indica(ic. BD =" (bA +BC).

De aici BD =-{WM -Wl +8a-BC), BD =-|] W) I=sIBA Jec0sZABD.
16.41. IndicatiQ. BD =~ (bA +BC), MF = MB +BF. Ramane de aratat, ca

BD sMF =0. 16.43. 100 cm. 16.44. 6p cm.
§ 5. Transformari geometrice
17. Miscarea (deplasarea) figurii. Translatia paralela

17.13. Pentru AB Ja. 17.23. Omultime. 17.29. (x + 3)2+ (y - 4)2= 1
17.30.y = xi - 4x+ 1. 17.31. Indicatie. Fiea s ¢ o - trapezul cautat ¢ W\
A o ). Construiti imaginea diagonalei s o la translatia paralela cu vectorul

BC. .17.33. Indicatie. Construiti imaginea dreptei la translatia paralela cu

vectorul AB (sau BA). . Examinati punctele de intersectie al imaginii cu

circumferinta data. Mentionam, ca atunci cand imaginea construita si
circumferinta data nu au puncte comune, problema nu are solutii. 17.35.
Indicatie. Fie a 8 ¢ o - patrulaterul cautat cu laturile datea & Si c o (vezi
figura). Cercetam translatia paralela a laturiizf® cu vectorul BC. .Triunghiul
ArCD se poate construi dupa doua laturi CD si CA1=BA siunghiul A1CD,,
care este egal cuzZBCD - (180° - ZABC) Triunghiul AAD se poate construi
dupa laturaA”™D- si doua unghiuri alaturate~fjD siADAV.17.36. Indicatie.
Fie punctulvfj- imaginea punctuluizf la translatia paraleld cuvectorul MN.
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.Uniti punctele -Atsi B 17.37. 36 cm. 17.38. 40.17.39. 490 cm2.

Pentru probleme 17.35

1 Simetria centrald. Rotatia

19.22. Indiccttie. Sa acceptam, ca triunghiul ABC are centru de simetrie.
Atunci, de exemplu, imaginea varfului A este punctul B. Deci, centrul de
simetrie este mijlocul laturii AB Insa in acest caz imaginea varfului C nu
apartinc triunghiului ABC 19.24.Indiccttie. La simetria centrala imaginea
laturii patrulaterului dat este latura aceluiasi patrulater. Mai departe folositi-
va de problema cheie 1p. 19. 19.25. Indiccttie. La simetria centrala fata de
punctul O imaginea punctelor si apartin circumferintei cu centrul O.

La problema 18.33

18.30. Indiccttie. Fie punctul este imaginea punctului A la simetria in
raport cu dreapta a. Atunci punctul de intersectie al dreptelor a si va fi cel
cautat. Mentionam, ca atunci cand punctele A si B sunt simetrice fata de
dreapta a. atunci problema are o multime de solutii. Daca punctele A si
B sunt egal departate, dar ne simetrice fata de dreapta a. atunci problema
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nu are solutii. 18.32. Indiccttie. Fie punctul este imagine punctului A la
simetria Tn raport cu dreapta a. Atunci punctul de intersectie a dreptelor a
si va fi cel cautat. 18.33. Indiccttie. Fie triunghiul - imaginea triunghiului
ABC la simetria fata de segmentul BC (vezi figura). Triunghiul se poate
construi dupa doua laturi AC si AB) si unghiul, care este egal cu diferenta
unghiurilor B si C. 18.34. Indiccttie. Fie punctul este simetric punctului
A simetric in raport cu dreapta AB. Construiti circumferinta cu centrul Tn
punctul, care este tangenta ladrcaptaA/i. Duceti prin punctul 1) o tangenta
la circumferinta construitd: aceasta tangenta intersecteaza dreapta AB n
punctul cautat. 18.35. Indiccttie. Fie dreapta/ este mediatoarea diagonalei AC.
Punctul este simetric punctului B fata de dreapta/. Folositi-va de faptul, ca
patrulatereleABCD si unt egale camarimi. 18.36. Punctul de intersectie al
Tnaltimilor triunghiului ABC 18.37. CD; 7cm, 10cm. 18.39.y=0,5x - 0,5..

19.28. Indiccttie. Cercetati simetria centrala cu centrul Tn punctul de
intersectie a diagonalelor ale unuia din paralelograme. 19.29. Indiccttie.
Aflati mijlocul scgmcntului AC. iar mai departe folositi-va de problema 2
p. 19.19.30.Indiccttie. Fie O - punctul dat, si- dreptele date. Saconstruim
imaginea dreptei la simetria fata de punctul O. Vom obtine dreapta - (vezi
figura), care intersecteaza dreapta Tn punctul E. Sa gasim preimaginea
punctului E pentru simetria examinata. Evident, ca el trebuie sa apartina
dreptei Deci, punctul, simetric punctului E fata de punctul (). de asemenea
apartine dreptei.
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La problema 19.30

19.31. Indiccttie. Folositi-va de idea rezolvarii problemei 4 p.19.
19.32. Indiccttie. S& examinam rotatia cu centrul Tn punctul ¢ Tmpotriva
acelor ceasomicului cu un unghi de 60°. Pentru o astfel de rotatie imaginile
punctelor E si B vor fi corespunzator punctele 1) si A Deci, segmentul
A1) si mijlocul lui K vor fi corespunzator imaginile segmentului BE si a
mijlocului luim.

19.33. Indiccttie. Fie si dreptele paralel date, O - punct arbitrar al
dreptei  (vezi figura). Dreapta - imaginea dreptei la rotatia Tn jurul
punctului O Tmpotrivaacelor ceasomicului cu unghiul de 60° - intersecteaza
dreapta Tn punctul m. Sa aflam preimaginea punctului M pentru rotatia
data. Evident, ca el apartine dreptei . De aceea este suficient de depus de
la semidreapta 0 M unghiul, ce este egal cu 60°.

La problema 19.33

19.34. Indiccttie. Fie O - punctul dat, si - dreptele date. Construiti

segmentul , mijlocul cdruia este punctul (). iar capetele sa apartina
dreptelor Acest segment este una din diagonalele rombului. Aflati punctul
de intersectie a dreptei cu mediatoarea scgmcntului Ac 19.35. Indiccttie.
Sa cercetam rotatia cu centrul Tn punctul A Tmpotriva acelor ceasomicului
cu un unghi de 90°. Pentru aceasta rotatie imaginea segmentului AD va
fi segmentul AB (vezi figura). Fie punctul - imaginea punctului Atunci
triunghiul este imaginca triunghiului AD E De aici. . Deci, triunghiul este
isoscel.
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La problema 19.35

19.36. Indicatie. Sa examinam rotatia cu centrul Tn punctul A dupa
acele ceasomicului cu un unghi de 60° (vezi figura). Pentru aceasta rotatie
imaginea triunghiului este triunghiul (punctul - imaginca punctului P)
Triunghiul este echilateral. Deci, AB = 90°. A ramas de mentionam, ca
- 19.39 cm.

La problema 19.36

20.28.CA. 20.29. 2) k = 2, punctul B sau k = -2, punctul de intersectie
al diagonalclor trapczului AMNC. 20.34. Indiccttie. Fie circumferinta data
este tangenta la dreapta a Tn punctul M. Punctul - imaginea punctului M
la omotetia cu centrul A. Deoarece imaginea dreptei a este aceiasi dreapta,
atunci punctul M | apartine dreptei a. Aratati, ca imaginea circumferintei
date si dreapta a au numai un punct comun 20.35,. Indicatie. Dupa definitia
omotetiei. Aflati coordonatele vectorilor. 20.36. (-3; 2). 20.37. 1)x =-3,y
=8;2)x =12,y =-2. 20.38.x =0,y =0. 20.39. 28 cm2. 20.41. 112 cm2.
20.43. Indiccttie. Folositi-va de faptul, ca coeficientul unghiular al dreptei
cautate este egal cu 2. 20.44. ABC. 20.45. Indiccttie. Dreapta este imaginea
dreptei la omotetia cu centrul Tn punctul de tangenta si coeficientul, care este
egal cu raportul razei mai mari la cea mai mica. 20.47. Circumferinta, care
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este imaginea circumferintei date la omotetia cu centrul A si coeficientul

1

2 , cu exceptia punctele A. 20.49. IndicctpQ. 20.20.1) 1,5; ;3) D. 20.24.
.20.25. 12 cm. 20.26. 28,8 cm2. 20.29. 2) k = 2, punctul B sau k = -2,
punctul de intersectie al diagonalclor trapczului AMNC. 20.34. Indiccttie.
Fie circumferinta data este tangenta la dreapta a Tn punctul M. Punctul -
imaginea punctului M la omotetia cu ccntrul A. Deoarece imaginea dreptei
a este aceiasi dreapta, atunci punctul M| apartine dreptei a. Aratati, ca
imaginea circumferintei date si dreapta a au numai un punct comun 20.35
Indicatie. Dupa definitia omotetiei . Aflati coordonatele vectorilor si
20.36. (-3;2).20.37. )x =-3,y=8;2)x =12,y =-2.2038.x =0,y =
0. 20.39. 28 cm2. 20.41. 112 cm2. 20.43. Indicatie. Folositi-va de faptul,
ca coeficientul unghiular al dreptei cautate este egal cu 2. 20.44.  20.45.
Indiccttie. Dreapta este imaginea dreptei la omotetia cu centrul in punctul
de tangenta si coeficientul, care este egal cu raportul razei mai mari la cea
mai mica. 20.47. Circumferinta, care

punctului A. 20.49. Indiccttie. Triunghiul cu varfurile Tn punctele obtinute
este imaginea triunghiului cu varfurile Tn mijlocurile laturilor triunghiului
dat la omotetia cu centrul M si coeficientul 2. 20.50. Indiccttie. Construiti un
triunghi arbitrar, doua unghiuri ale caruia sunt egale cu doua unghiuri date
Triunghiul cautat este imaginea triunghiului la omotetia cu centrul Tntr-un
punct arbitrar cu coeficientul care este egal cu raportul razei date la raza
circumferintei construite. 20.52, Indicaiie. Vezi rezolvareaproblemei 2 p.20.
20.53. Indicctpe. Examinati omotetia cu centrul Tn mijlocul scgmcntului AB
si coeficientul . 20.54. Dreapta, care este imaginea dreptei / la omotetia
cu centrul Tn mijlocul segmentului AB si coeficientul , cu exceptia punc-
tului de intersectia al dreptelor AB si / (daca astfel de punct exista). 20.55.
Indiccttie. Construiti o circumferinta arbitrard, care este tangenta la laturile
unghiului (vezi figura). Fie - unul din punctele de intersectie a dreptei BM
cu circumferinta construitd. Cercetati omotetia cu centrul Tn punctul B si
coeficientul, ce este egal cu raportul. Problema are doua solutii. 20.56. 96

cm2, 4,8 cm. 20.57. 24.Problemaare doua rezolvari. 20.56. 96 cm2 4,8 cm.
20.57. 24.
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La problema 20.55

21. Exercitii pentru repetare din cursul de geometrie din clasa a 9-a

21.1. 2-417 cm sau 2-\/41 cm. 21.2. ~ + —. 21.4. 9cm, 24 cm.
2V21

21.5. 1cm sau 2 cm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. IndiccttiQ. Deoarece trapezul

. . 9
ABCK atunci AB = CK. atunci ZKAC = ZAKB,AC = BK. 21.8. —; _16'

21.9. >/l cm. 21.10. 95 cm. 2111, 12cm. 2112, 2W2

8

21.13. 1:1: >3 21.14. 6 cm. 21.15. 7; cm. 31,16, sina

a

Pentru problema 20.55
21. Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 9-a
21.1. 12cm .21.2. 10cm. 21.4. 9 cm, 24 cm.
21.5. 1cm sau 2 cm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. Indiccttie. De oarece trapezul
AB CKeste Tnscris, atunci. Totodatda ABCD/E 21.8. 21.9. xcm. 21.10. 95

cm. 21.11. 12cm. 21.13. ~ .21.14. 621.15. 3 cm. 21.16. I Indicatie.
Folositi-va de formula pentru calcularea ariei triunghiului dupa doua laturi
si unghiul dintre ele. . Indiccttie. Triunghiul este imaginea triunghiului
ABC la omotetia cu coeficientul si centrul in punctul de intersectie al
medianelor triunghiului ABC circumferintei, circumscrise triunghiului,
laturile caruia sunt una din baze, latura laterala si diagonala trapezului.

3.29. . Indicatie. Demonstrati, ca CE = DE. 3.30. Indicatie. Pe
prelungirea medianei AM pentru punctul M notati una astfel de punct K ,
ca si aplicati teorema sinusurilor la triunghiul ACK sau triunghiul ABK.
3.31. . 3.32. Indiccttie. Exprimati unghiurile AHB, BHC si AHC prin
unghiurile triunghiului ABC. 3.33. Mai repede se poate de ajuns prin satul
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C. Indiccttie. Acceptati distanta dintre oricare doua sate ca fiind egala cu
a si exprimati prin a distantele intre celelalte sate. 3.34. Autobusul. 3.37.
12 cm.

Rezolvarea triunghiurilor

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Indiccttie. Duceti printr-un varf al bazei mai
mici o dreapta, paralela laturii laterale atrapezului si examinati triunghiului,
care se formeaza dupa aceasta. 4.13. 9 cm. 4.14. 30 ¢cm, 48 cm.

Formule pentru aflarea ariei triunghiului

Indicatie. Folositi-va de faptul, ca. 5.33. 360 cm2. Indicatie. Duceti prin
unul din capetele laturii mai mici ale trapezului o dreapta, paralela laturii
dreaptad o reteaza din trapez. 5.34., Indiccttie. Fie ABCD - trapezul dat.
Duceti prin varful C o dreapta, care este paralela dreptei B D si intersecteaza
dreapta AD Tn punctul E. Demonstrati, ca triunghiul AC E si trapezul dat
sunt egali dupamarime. 5.35. 1: 2. indiccttie. 5.36. 9,5 cm. 5.37. 13 ¢cm, 14
cm, 15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 ¢cm, 21 cm. 6.46. Triunghiuri sau patrate,
sau hexagoane. Indiccttie. In jurul unui punct se pot aseza atatea placute,
de cate ori unghiul la varful placutei, care este egal cu este mai mic decat
360°, adica placute. Valoarea expresiei trebuie sa fie numar natural.
Deoarece , atunci valoarea expresiei trebuie si fie numar natural. 6.47.
Indicatie. Fie ABCDEF - hexagon regulat (vezi figura). K - punctul de
intersectie al dreptelor cD si EF. Atunci AK este segmentul cautat. 6.49.
18 cm. 6.50. 96 cm2. 6.51. 9 cm.

Lungimea circumferintei. Aria cercului

. 7.51. Indicatie. Examinati triunghiul AND si demonstrati, ca el este
echilateral. 7.52. Indiccttie. Suma ariilor tuturor secerilor vopsite si
nevopsite este egala cu suma ariilor a doua cercuri, diametrele carora
sunt laturile alaturate ale dreptunghiului, iar suma secerilor ne vopsite si a
dreptunghiului este gala cu aria cercului, diametrul caruia este diagonala
dreptunghiului. Aratati, ca aceste sume sunt egale. 7.53. Indiccttie. Partea
comuna a patratelor contine cercul, raza caruia este egala cm (vezi figura).
7.56. Indicatie. Prin mijlocul laturii mai mici a bazei duceti drepte paralele
la laturile laterale ale trapezului.
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TEOREMA LUI FALES

Daca OAx= A>A2=A2A3 Si ABL1|AB2|ABS3,
atunci OB1= BX2= B2B3






RELATIILE METRICE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

C

AB2= AC2+ BC2 (teopema llidaropa)
CD2=AD-DB
AC2= AB'AD
BC2= AB -DB

SINUSUL, COSINUSUL, TANGENTASI COTANGENTA
UNGHIULUI ASCUTIT AL TRIUNGHIULUI DREPTUNGHIC

cos A = AC

AB

ctg A = AC

BC

o = 8° a= 45 a= 60°

sin a 1 3
2 2 2

cos a Vs A 1
2 2 2

tg a V3 1 w3

ctg a 73 1 3



ALFABETUL LATIN ALFABETUL GREC

e e tar CUTI®t Lerecotpar  Opumies
A a a A a alpha
B b be B p beta
c ¢ ce r y gamma
° d e A 5 delta
= ) © E S epsilon
F f ef

G S ghe Zz C zeta
H h has H n eta
| i i 0 0,0 theta
J i je I 1 iota
K k ca K K kappa
L 1 le n X lambda
M m me M L mu
N n ne N v nu
0 0 o] E 5 ks
i P be 0 o) omicron
Q q chiu . . o
R r re 5 ; o
S S se .
T t te Z a sigma
u u u T T tau
\Y, v ve Y " upsilon
W w dublu-ve o > phi
X X ix X X chi
Y y igrec ¥ ® pSi
Z z zet Q ® omega



